kauno
ktu technologijos
universitetas

1922

KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR GAMTOS MOKSLU FAKULTETAS

Dalius Strebeika

Pensiju fondy rizikos maty analizé jvairiems
skirstiniams

Baigiamasis magistro darbas

Darbo vadovai:
doc. dr. Kristina Sutiené
doc. dr. Audrius KabaSinskas

Kaunas, 2015



KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR GAMTOS MOKSLU FAKULTETAS

Pensiju fondy rizikos maty analizé jvairiems

skirstiniams

Baigiamasis magistro darbas

Kaunas, 2015

Darbo vadovai:

doc. dr. Kristina Sutiené
2015-05

doc. dr. Audrius KabasSinskas
2015-05

Recenzentas:

lekt. dr. Jurgita Bagdonaviciené
2015-06

Atliko:

MGTMM-3 gr. stud.
Dalius Strebeika
2015-05



Ktu

1922

KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS
MATEMATIKOS IR GAMTOS MOKSLU FAKULTETAS

Dalius Strebeika
Studijy programa 621G10003

Baigiamojo projekto

<

,,Pensijy fondy rizikos maty analize jvairiems skirstiniams*

AKADEMINIO SAiININGUMO DEKLARACIJA
2015 m. birzelio mén. 5 d.

Kaunas

Patvirtinu, kad mano, Daliaus Strebeikos, baigiamasis darbas tema ,,Pensijy fondy
rizikos maty analizé jvairiems skirstiniams® yra paraSytas visiSkai savarankiSkai, o visi pateikti
duomenys ar tyrimy rezultatai yra teisingi ir gauti saziningai. Siame darbe nei viena darbo dalis néra
plagijuota nuo jokiy spausdintiniy ar internetiniy Saltiniy, visos kity Saltiniy tiesioginés ir netiesioginés
citatos nurodytos literatiiros nuorodose. Jstatymu nenumatyty piniginiy sumy uz §j darbg niekam nesu
mokejes.

AS suprantu, kad iSaiSkéjus nesaziningumo faktui, man bus taikomos nuobaudos, remiantis

Kauno technologijos universitete galiojancia tvarka.




D. Strebeika‘s Pension Funds’ Risk Measure Analysis for Various Distributions: Master’s work in
applied mathematics / supervisors dr. assoc. K. Sutiené and dr. assoc. A. Kabaginskas; Department of
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SUMMARY

In this paper we analyze risk measures Value at Risk known as VaR and Conditional Value at Risk
known as CVaR for various distributions. These two risk measures are most commonly used in statistical
analysis since they are most accurate and most helpful for risk management.

Statistical analysts usually use Student’s t and stable distributions since these two are best while
working with empirical data which is skewed and asymmetrical. In this work we push it a step further and
work with various mixtures and combinations of the above named distributions aiming for better results.

First step was to find parameter estimations for every distribution and decide on modeling size. Main
goal was to determine which distribution could be used for modeling data that would be the most resembling
to real given empirical data. Risk measures VaR and CVaR were set as criteria for determining which
distribution fits best. Mean absolute percentage error known as MAPE was used to compare modeling and
real data risk measures between them.

The end result in this paper is that Student’s skew t distribution is optimal for modeling given pension
funds data. Even though there are some cases where other distributions get better results while working with

different length distribution tails, Student’s t distribution consistently produces close to best results.



Turinys

IVAAAS 1R R R R R e R e R et R e n e 7
1 TEOTING ALIS ..ttt h et e bt et e R e e s bt e R e e e se e e e bt e e b e e b e e e nn e e nnn e e neenrre s 8
1.1 VAR T CVER SGVOKOS ...viiiiiiiiiiiieitiit ettt bbbttt n bbbt 8
1.1.1  Teorinés VaR ir CVaR ISTAISKOS ......oiuiiiiiiiiiiiie e 9
1.1.2  Realios imties VaR ir CVaR JVETHINIMAS .......uviiiiiiiiiiieiiiiie i 9

1.2 NOrmalusis (GauS0) SKIFSTINYS .......cueiiiieiiiiieiesie sttt sttt aesreesbeeneeeneesreas 10
1.3 GAMA TUNKCIJA ..ottt bbb bbbt et bbbttt e e e 11
1.4 Antro tipo modifikuota Baselio FUNKCI]A..........cccooviiiiiiiic e 12
1.5 SHUAENTO SKIFSTINYS ..ottt e b bbbt e et eb bbbt e e e 13
1.6 Paslinktasis SHUAENTO SKITSTINYS .........cuiiiieieiiitcie ettt 15
1.7  Apibendrintas hiperbolinis Stjudento paslinktasis SKirstinys..........cccccoveiieiieiiiiie i 16
1.7.1  Apibendrintas hiperbOlNIS SKIFSTINYS. .......ccoiiiiiiiiiieieeee e 16
1.7.2  Apibendrintas hiperbolinis Stjudento paslinktasis skirstinys ir jo charakteristikos..................... 17
1.7.3  Skirstinio parametry nustatymas naudojant EM algoritma..........cccccvvviiiiiiiiniininnicin 19

1.8 0-STADTIUS SKITSTINYS ...ttt bbbt 21
1.8.1  a-stabilaus skirstinio atsitiktiniy dydziy SeKOS gEeNneravimas ............c.ceevereereereenenesenesiesieennenes 24

1.9 IMISTTUS SKITSTINIAT +euvvittietie ittt ettt ettt ettt h et e ke et e ebe e e mb e et e e e e e e sbe e e b e e nbe e enn e e nneeennis 25
1.10 Parametry jverciy nustatymo metodiKa ..........coveiviiiiiiiiiiie e 26
L1101 IMILE bbb bbb bR Rt et b e bbbt 26
1,102 NEIUEI-IMEAU ...t 27

1.11 Viduting absoliuti procenting paklaida (MAPE) ..o 29

2 THFIAMOJE AIIS ..t b e b bbbt st et et bbbt 30
2.1 PenSijy fONdy AUOMENYS .....ccieieiiiiiiiiitieieeieie ettt st b et st e s et e b e besbesbeabeeseeneeneeneas 30
2.2 Darbo metodiKOS apraSymMas ........cccciiiiiiiiiiiiiiiieii i 31
2.3 Parametry NUSTALYIMAS . ...oiueeiirieeiieieste ettt ettt ettt b e b e e et e e bt e se e b e e neenn e s beenn e nrenneas 31
2.4 Rizikos Maty SKAICIAVIMAS ......ciuviiiiiiiiiiiieiie ettt ettt et e e nn e e sae e neesneeene e 36
2.5 MAPE paklaidos SKAICIAVIIMAS ......cccviiiiiiiiiiiii e 40
DISKUSTJA TF TEZUITATAT ...ttt bbb bbbttt et e b b e bbbttt et e e ne e e e 43
£ 16 1oL OSSP U TSR OURRUPUPPTRROTN 44
|15 11T - S TSP UR TP OURTUPPUPPTPROTN 45

P RO AS et eeeeeeeeeeee ettt ettt ettt et et et et et et et et et e re e et eaeaeeereaer———————t——.—..———.—..——.—.—————.—.—.————————————————————————————————————————— 46



Paveiksly sgrasas

1.1 pav. Grafiné VaR ir CVaR reprezentacija..........ceciiiiiiiiiiiiiiieiiiie et 8
1.2 pav. Normaliojo skirstinio tankio pasiskirstymo funkcijos grafikas ...........cccceeeviviieiieiii i, 10
1.3 pav. Gama fUNKCIJOS Grafikas ...........coiiiiiiiiiiiie e 11
1.4 pav. 15(X) TUNKCIJOS GrafiKas .......ccviiuiiiiiiiieiiiciee ettt sttt 12
1.5 pav. Ku(X) FUNKCIJOS GrAfIKAS ......cviiveiiiiiiiiiieeee ettt 13
1.6 pav. Stjudento skirstinio tankio FUNKCIJA ...........ceivieiiiiiiiicie e 14
1.7 pav. Stjudento skirstinio pasiSKirstymo FUNKCIJa..........coiiiiiiiiieiiies e 14
1.8 pav. a-stabilaus skirstinio tikimybinio tankio funkcijos grafikai ............cccocviiiiiiiiiei e, 22
2.1 pav. Teorinés-simuliacinés MAPE paklaidos Kitimas NUO € ........ceevveiriiiiiiiiiiiesiccsecseee e 41
2.2 pav. Empirinés-teorinés MAPE paklaidos Kitimas NUO € .......cccveiiiiiiiiiiiiiiiiciiicniee e 42
2.3 pav. Empirinés-simuliacinés MAPE paklaidos Kitimas nUO €..........ccociiiiiiiiiiiiiicic e 42

Lenteliy sarasas

Lentelé 2.1 Pensijy fONAal ........uoiuiiiiiiiiiei ettt n e nnee s 30
Lentelé 2.2 Normaliojo skirstinio parametry JVETCIAL........uuervreuerieiieieiee st 31
Lentelé 2.3 Paslinktojo Stjudento skirstinio parametry JVETCIAl......cuueerrerriurerieiieesie s e siee e see e 32
Lentelé 2.4 Pradiniai apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametry jverciai.................. 32
Lentelé 2.5 Apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametry Jverciai .........cccooeververireenennns 33
Lentelé 2.6 a-stabilaus sKirstinio parametry JVETCIAL .. .....verrierrireerieresee st et ne s 34
Lentelé 2.7 MiSraus normaliojo skirstinio parametry JVETCIAL. ......uueiveeierrrieiiesieesiee e siee et siee e sneeas 34
Lentelé 2.8 Misraus paslinktojo Stjudento skirstinio parametry JVEr€iai ........cooververrereerieiieseeseesesee e 35
Lentelé 2.9 Misraus apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametry jverciai ................... 35
Lentelé 2.10 MiSraus a-stabilaus skirstinio parametry JVETCIAL........ccverviereeirieieesee e 36
Lentelé 2.11 Paprasty skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su€ = 0.1 .....ccoovrviiiiiiiiiiiiicece 37
Lentelé 2.12 Misriy skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.1 ....oocoiiiiiiiiiiiic e 37
Lentelé 2.13 Paprasty skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € =0.05 ......cccooviiiiiiiniiiiiiiieennns 38
Lentelé 2.14 Misriy skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € =10.05 .........cooeviiiiiniiniiiiiiiieennn 38
Lentelé 2.15 Paprasty skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su€ = 0.03 .......cccooviiiiiiiiiiiiieennn 39
Lentelé 2.16 Misriy skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € =0.03 ........coeiiiiiiiiiniiiciiieeee 39
Lentelé 2.17 MAPE paklaida, Kai € = 0.1......ccooiiiiiiiiieee e 40
Lentelé 2.18 MAPE paklaida, kai € = 0.05.........cccoiiiiiiiii s 40

Lentelé 2.19 MAPE paklaida, kai € = 0.03.......ccciiiiiiiiieie e 41



Ivadas

Rizikos valdymas yra plati sgvoka, kurig galima analizuoti pasinaudojant jvairiomis sritimis. I$
matematinés pusés rizikos valdymas yra procediira padedanti konstruoti nuostoliy ar grazy pasiskirstymus.
Tarp daugybés naujai sukurty rizikos maty ir rizikos vertinimo metody, tiktai keletas yra placiai naudojami
praktikoje. Nors $i mokslo Saka yra placiai besivystanti (dél dabartinio didélio susidoméjimo finansy
rinkomis, finansiniy procesy modeliavimo ir pns.) ir sukuriama daugybé naujy rizikos vertinimo modeliy,
taCiau eksperty labiausiai vertinama yra vertybiniy popieriy portfelio saglyginés rizikuojamosios vertés modelis
(Conditional Value-at-Risk). Sis modelis buvo pristatymas Rockafeller‘io ir Uryasev‘o naudoti rizikos
valdyme. CVaR modelis gerai aproksimuoja vidutinj didZiausios zalos (ar didZiausios grazos) atvejj,
pasirinktu norimu pasikliautinumo lygmeniu.

Tiriant investavimo galimybes ir prognozuojant galimas zalas (grazas) yra aprasomi tikimybiniai
statistiniai modeliai. Geresni modeliai lemia geresnius prognozés rezultatus, todél yra aktualu, kad modeliai
biity adekvatiis. Kadangi finansiniai duomenys turi didelius nukrypimus, bei asimetriSkumus, todél jiems
modeliuoti yra sitlomi Stjudento bei stabilieji skirstiniai.

Didziausia stabiliyjy skirstiniy problema yra ta, kad jie turi charakteristing funkcijg, tatiau neturi
analitinés tankio pasiskirstymo ir pasiskirstymo funkcijos formy. Sioms funkcijoms jvertinti yra taikomi
Ivairiis parametrizavimo metodai, ta¢iau dazniausiai naudojamas ir labiausiai paplites yra Samorodnitsky‘io ir
Taqqu parametrizavimo metodas, kuriame yra naudojama Zzinoma stabilaus skirstinio charakteristiné funkcija.

Darbe buvo naudojami anks$¢iau minéti Stjudento ir stabilieji skirstiniai, taip pat pasitelkiant ir normalyjj
(Gauso) skirstinj. Buvo apskai¢iuoti 18-0s pensijy fondy rizikos matai VaR ir CVaR kiekvienam skirstiniui ir

atliekama jy analizé norint rasti geriausiai turimus empirinius duomenis aprasantj skirstinj.



1 Teoriné dalis

1.1 VaR ir CVaR savokos

VaR (angl. Value at Risk) — vertybiniy popieriy portfelio rizikuojamosios vertés modelis.

CVaR (angl. Conditional Value at Risk) — vertybiniy popieriy portfelio salyginés rizikuojamosios vertés

modelis.

CVaR ir VaR [6] yra populiariausios rizikos vertinimo statistikos. Jos pagrinde naudojamos rizikos

valdyme, kai bandoma formuoti nuostoliy pasiskirstymg. Tarp daugybés rizikos maty, Sie yra populiariausi,

taciau biity galima iSskirsti salygine rizikos verte CVaR kaip populiariausig rizikos matavimo matg. CVaR

atitinka vidutine blogiausio atvejo (didziausio nuostolio) reikSme.

Pasteb¢jimai:

CVaR turi pranasesnes matematines nuosavybes negu VaR. CVaR yra vadinamas ,,koherentinis*
rizikos matas, portfelio CVaR yra tolydi funkcija, o VaR gali buti ir diskrecios funkcijos pobiidZio;
CVaR nuokrypis gali biiti lyginamas su standartiniu nuokrypiu;

Rizikos valdymas naudojant CVaR funkcijas gali buti atliktas efektyviai. CVaR gali buti
optimizuotas ir jvairiai apribotas tiesinio programavimo metodais. VaR yra ganétinai sunku
optimizuoti.

VaR yra rizikos matas nejvertinantis nuostoliy, esan¢iy uz VaR riby;

CVaR jvertina nuostolius, kurie yra uz VaR riby.

? |
~ CvaR A N

30%  -20% 0 -10% 0 0% 0% 20% 30% 40% 50%

1.1 pav. Grafin¢ VaR ir CVaR reprezentacija



1.1.1 Teorinés VaR ir CVaR iSraiskos

Tarkime X atsitiktinis dydis su pasiskirstymo funkcija Fx(z) = P(X <z).
Apibrézimas (Value at Risk). Atsitiktinio dydzio X su pasikliautinumo lygmeniu o< [0;1] rizikos vertg
VaR isreiskiame taip:
-1
VaR  (X)=F, () (1.1)

Apibrézimas (ConditionalValue at Risk). Atsitiktinio dydzio X su pasikliautinumo lygmeniu a<[0;1]

salyginé rizikos verté CVaR yra apibendrintas a-uodegos pasiskirstymo vidurkis:
1%_ 4
CVaR  (X) = p j F, ™ (u)du 2)
0

Tuo atveju, kai Fx(VaR.(X)) = 1 (¢ia VaR,(X) - didziausias galimas nuostolis), tada CVaR,(X) =
VaR(X).

1.1.2 Realios imties VaR ir CVaR jvertinimas

Tarkime, turime duotg diskreciy dydziy imtj X = (Xg, X2, ... , Xn), ¢ia n - imties dydis. Susidarome

<Xy £..5X

turimos imties variacing eilutg, t.y. X = (X@), X@, .. , Xm), Kur X, <X, <

o - lada pasirinke
pasikliautinumo lygmenj a € [0;1] skai¢iuojame VaR:

— (1.3)
VaRa (X) — X[na+1]

Cia [na+1] suprantamas kaip didZiausias teigiamas sveikas skaicius.

Tarkime, turime duotg diskreciy dydziy imtj X = (Xg, X2, ... , Xn), ¢ia n - imties dydis. Susidarome

turimos imties variacing eilutg, t.y. X = (X@), X@, ... , Xm), Kur X <X, <..< X, .. Tada pasirinke

pasikliautinumo lygmenj a € [0;1] skai¢iuojame CVaR:

CVaR,(X)= > X, (1.4)

X;>VaR, (X)
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1.2 Normalusis (Gauso) skirstinys

Normalusis (arba Gauso) skirstinys [1] yra turbiit placiausiai naudojamas skirstinys i§ visy kity. Pagal jj
yra pasiskirste daugybiy pasaulyje sutinkamy realiy procesy. Labai pladiai normalusis skirstinys yra

naudojamas statistikoje, jvertinant nezinomus kintamuosius, kuriy pasiskirstymai néra Zinomi.
Atsitiktinio dydzio X pasiskirs¢iusio pagal normalyjj skirstinj Zyméjimas X ~ N(z,o°).
Normaliojo skirstinio tankio pasiskirstymo funkcija su vidurkiu x ir standartiniu nuokrypiu o :

_(ep)?

g (1.5)

fx (X):

1
oN2rx

0.4

0.3

0.2

0.0 01

1.2 pav. Normaliojo skirstinio tankio pasiskirstymo funkcijos grafikas

Normaliojo skirstinio pasiskirstymo funkcija:

_1 X=u
Fy (X) = 2[1+erf[m/zﬂ (1.6)
erf (x) = ije“z dt (1.7)
Vg
Charakteristikos:
E(X)=n (1.8)

Var(X) =o” (1.9)
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1.3 Gama funkcija

Gama funkcija (angl. gamma function) [12][13] yra daZnai naudojama kaip komponenté, aprasant
jvairias pasiskirstymo funkcijas. Tod¢l ji yra placiai taikoma tikimybiy, statistikos ir kombinatorikos srityse.
Funkcijos iSraiska turi kelias formas.

Jeigu n yra sveikasis skaiéius, tai funkcija jgyja tokia iSraiska:

['(n)=(n-1)! (1.10)

Gama funkcija yra apibrézta visiems kompleksiniams skaiciams, iSskyrus neigiamiems sveikiems
skai¢iams ir nuliui.

Jeigu n yra kompleksinis skaiCius su teigiama realigja dalimi, tai funkcija jgyja tokig iSraiska:

I'(t) = f}m ' e da
(1.11)

Sis integralas gali buti prapléstas analitinio testinumo biidu, kad biity galima jj taikyti visiems

kompleksiniams skai¢iams (iSskyrus nulj ir neigiamiems sveikiesiems skai¢iams kaip buvo minéta aukséiau).

[(x)
| | I [
| ‘ | i 4 ||
| | AN '. /
I | I Iy | S
| fi (A 2 | J/
| . I [ [ \ yd
| I /1 [ [ —
I e N I N E S
S R B R 2 gt
I (I I
o [
' ||I | I
[ |1 [
1 | {1 [N
| || I i
| I i (.

1.3 pav. Gama funkcijos grafikas
Keletas Gama funkcijos jgyjamy reikSmiy:
r-1)=(-2)= o
ro)=_(-1n!= o
ray=o0'=1

r(——) = —2vm = —3.5449
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1.4 Antro tipo modifikuota Baselio funkcija

Antro tipo modifikuota Baselio funkcija (angl. modified Bessel function of the second kind)

[14][15][16] yra gaunama i$sprendus modifikuota Baselio diferencialing lygti:

d? d
:t:g—y —|—:1:—y - (:t:2 + a'g)y =10
dx? dx (1.12)

ISsprendus $ig lygtj taip pat galimas ir kitas sprendinys 14(X) - pirmo tipo modifikuota Baselio funkcija:

I(z) = i—ﬂJQ(ia:):gﬂm!r(miM ; (%)Emﬁx

(1.13)

¢ia J«(X) - pirmo tipo Baselio funkcija:

I@) =3 m!r((nir)lr 1)(%)%&

=0

(1.14)

Alternatyvus sprendinys, kaip ir buvo minéta auks¢iau, yra antro tipo modifikuota Baselio funkcija

Ka«(X), kurios iSraiska atrodo taip:

m I—Q(I) - IQ(I)

Kalw) = 2  sin(amn)

(1.15)

Illl.'l']

dulrd Iﬂmli' Lix) Iy yx)
5 [/

Lat

b

1.4 pav. l,(x) funkcijos grafikas



Kiix) Ks(x)
) koY ko Y

|

al | |
[0 | |
\
|
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|
) \
“

\\ .

f R S——— B s
K-II][-J--] l 2 4

1.5 pav. Ky(x) funkcijos grafikas

1.5 Stjudento skirstinys

Stjudento skirstinys (angl. Student's t-distribution) [10] yra placiai naudojamas, kai reikia apskai¢iuoti

normalyjj skirstinj

populiacijos, pasiskirs¢iusios pagal normalyj; skirstinj, vidurkj. Turimos populiacijos dydis yra mazas, o
standartinis nuokrypis yra nezinomas. Kuo didesné populiacija, tuo Stjudento skirstinys yra panaSesnis |

Stjudento skirstinio tankio funkcija

Cia v - laisvés laipsniy skaicius, I'(-) - Gama funkcija

Galima ir tokia funkcijos iSraiSka

(1.16)
vl
1 AN
f(t)= —~ |1+ —
VVB(3.%) v
' (1.17)
¢ia B(+) - Beta funkcija, gaunama i§ Gama funkcijy santykio

Bo.y) - LD TW)

[z +y)

(1.18)
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1.6 pav. Stjudento skirstinio tankio funkcija

Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcija:

I'(3(r+1)
T ()

Cia 2F1(*) - hipergeomtrinés funkcijos specialus atvejis:

F(t) = /_; flu)du =1

zFl(q,b;ﬂ;z)Zi%g
1 n=>0
glg+1)---(g+n—-1) n>0

(q)n =

1.7 pav. Stjudento skirstinio pasiskirstymo funkcija

(1.20)

(1.21)

14
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1.6 Paslinktasis Stjudento skirstinys

Yra keli galimi paslinktojo Stjudento skirstinio (angl. skew Student's t-distribution) variantai [2][3].
1) Pirmasis paslinktojo simetrinio Stjudento skirstinio (1998 mety) atvejis.

Skirstinio tankio funkcija apraSoma taip:

flz) = ; iﬁ‘a__} [f;,[j‘;rj Iz <0)+t, (%) Iz > ﬂj]
i ‘ (1.22)

¢ia I(+) - indikatoriné funkcija:
1 ifre A,
0 ifz¢ A

p >0 ir t,() - Stjudento tankio funkcija su v laisvés laipsniy. f = 0 atveju gaunamas paprasto Stjudento

14(x):=

skirstinio atvejis su v laisvés laipsniy.

2) Antrasis paslinktasis Stjudento skirstinio (2003 mety) atvejis, paremtas tvarkos statistika.

Skirstinio tankio funkcija aprasoma taip:

a4z S+=
flii':l = - ! 1 - 1+ ,;— 1 — ,;—
Bla, 3)(a + 3)22e+5-1 ve+3+z? Veo+ 3+ 22
(1.23)

¢ia B(-) - Beta funkcija, 0 a ir f# > 0. Kai a = f, tai gaunamas paprasto Stjudento skirstinio atvejis su 2a

laisvés laipsniy. Jei a < f, tai gaunamas neigiamo poslinkio atvejis, 0 jei o > f - teigiamo poslinkio atvejis.
3) Treciasis paslinktasis Stjudento skirstinio atvejis.

Skirstinio tankio funkcija aprasoma taip:

f.r ...E'. = fu I:.T :I 21:1_,_1 (?T \1' I{ x )

2+ v
(1.24)

¢ia t,(+) - Stjudento tankio funkcija su v laisvés laipsniy, o T,+;(*) - Stjudento pasiskirstymo funkcija su v+1

laisvés laipsniy. Kai # = 0, yra gaunamas paprasto Stjudento skirstinio atvejis su v laisvés laipsniy.

Visi trys iSvardinti paslinktojo Stjudento skirstinio variantai tinka naudojant duomenis, turincius
"sunkias uodegas", ta¢iau gali sunkiai reaguoti j stipry paslinkimg, todél jie nebuvo naudojami vertinant VaR

ir CVaR reikSmes.
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4) Ketvirtasis paslinktasis Stjudento skirstinio atvejis.
Skirstinio tankio funkcija [5] apraSoma taip:

r[”lj v+1)
F(x) = —2. 2 -glxﬁ+&_ﬂ){EJQM&—ﬂ}H/meQ—ﬂ%}2 (1.25)

gt L

Cia f - lokacijos parametras, o - skalés parametras, y - paslinktumo parametras, v - formos parametras, I'(+) -
Gama funkcija ir I(+) - indikatoriné funkcija, jgyjanti O ir 1 reikSmes priklausomai nuo X reik§més.
Ketvirtas paslinktojo Stjudento skirstinio variantas buvo naudojamas parametrizacijai su realiais

duomenimis jvykdyti, bei skai¢iuojant VaR ir CVaR reikSmes.

1.7 Apibendrintas hiperbolinis Stjudento paslinktasis
skirstinys

1.7.1  Apibendrintas hiperbolinis skirstinys

Vienmacio apibendrinto hiperbolinio skirstinio tankio funkcija [4] gali buti apraSoma jvairiai, taciau

Siame darbe yra naudojama 1999 metais Prause K. aprasyta tankio funkcija:

{a"z — 32;@,'2 Ky_y (-:1 \_.-'J./’I';-' —(r—pu ]2) exp (3(x — u))

fz(z) = I/2—A

VEra12 K, (57— ) (VE == 7) 126

¢ia K(-) - antro tipo modifikuota Beselio funkcija.

Be to, yra tenkinami reikalavimai:
d20.8l<a A0

0.8l <a ifA=0
0.18|<a fA<0

==
VoV

g
Apibendrintas hiperbolinis pasiskirstymas gali biiti reprezentuojamas, kaip normalus variacijos ir

vidurkio miSinys kartu su atvirksStiniu Gauso apsiskirstymu. Tai reiskia, kad apibendrinto hiperbolinio

skirstinio kintamasis X gali bati apraSytas taip:

X=p+B3Z2+VZY
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¢ia Y ~ N(0,1), Z ~ GIG(4, o, y) (apibendrintas atvirkstinis Gauso skirstinys, angl. generalized inverse
Gaussian) iry = /a? — B2

Apibendrinto atvirkstinio Gauso skirstinio tankio funkcija:

Flz:A.6.7) (’*‘)A G L6221 4422
ZyA0.7)=| = ———— exXp —=l0" 2 "+ 2
: 5) IR0 B TR I~ z)
(1.27)
Skirstinio charakteristikos yra apraSomos taip:
Vidurkis.
34 Ky q1(d7
£ = s 2 2]
- Ka97) (1.28)
Dispersija.

r 2 ’}.—l{gﬁfj -32 K:‘.L'_Fj{l'iﬁr:] _E{}l_ll,it’i "jl 2
EHI{X}—?J (5—1 I{A(f’;'f']'_'?_g (—K'A{Iﬁ”r:l - —.{i’}l{f’;'}}
(1.29)

1.7.2  Apibendrintas hiperbolinis Stjudento paslinktasis

skirstinys ir jo charakteristikos

Apibendrintas hiperbolinis Stjudento paslinktasis skirstinys (angl. generalized hyperbolic skew Student

t-distribution, GH skew T) [2][3][4][11] yra atskiras apibendrinto hiperbolinio skirstinio atvejis, kai imama,

kad = — ir a—p. Tada gaunamas skirstinio tankis yra:

1—w =1

277 48T Kuas (V’f;;’l'g (62 + (x — ;1]2]) exp(3(x— p))
fz(z) = - — . B#0
() va (V= @=-n?)

(1.30)

r(25L) 6
fzlz) = { : } g 3
r(3) V7 (V&5 @ —np)

—
—

(1.31)
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Cia u - lokacijos parametras, o - skalés parametras, £ - paslinktumo parametras, v - formos parametras, I'(*) -

Gama funkcija ir K(-) - antro tipo modifikuota Beselio funkcija.

Skirstinio charakteristikos yra apraSomos taip:

Vidurkis.
£2
E(X) = pu+ 20
v—2 (1.32)
Dispersija.
32 54 V.
Var(X)= — 200 O
(v—22%v—-4) v-2 (1.33)
Asimetrija.
L 2(v — 4)1/234 My_ﬂ_sfﬁ
T [28262 + (v — 2)(v — 4)]*2 v—6
(1.34)
Ekscesas.

f 5 16 326%(v — 2)(v — 4)  83%*% %50 — 22)

_ — 2P (v —4)+ + ;
[2 3262—(1;—2]{!/—-1}:2 v=27-9 v—6 (v —6)(r—8)
(1.35)

Eksceso koefcientas neegzistuoja, jeigu formos parametras v < 8. Be to, jeigu v < 6, tai neegzistuoja ir

asimetrijos koeficientas.
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1.7.3  SKirstinio parametry nustatymas naudojant EM

algoritma

E-Zingsnis. Apsibréziamas dydis q(xi):

gz;) = /6% + (z; — p)?

Skaiciuojami dydziai & , piir yi:

a(z;) fi.rl_si (18] g(z:))
3 fi';:_‘- (18] g(z;))

& =E(Z;)| X =2:) =

3 Kusa (18)q(z:)

oy = E{Et-‘l X!' = .I'l':l = - "
qlae:) Kege (18 g(2d))

P 1 OK ozt I: 3 E,flli'l'})‘l
i =Ellog Z; | X; =x;)=lo (f;'.xi';}) + — - =
o = s NN IR0 A o (PSR TE=Y

M-Zingsnis. Siame Zingsnyje yra skai¢iuojami parametry y, 6, £ ir v jveréiai maksimizuojant tikétinumo
funkcija

f.r'::'r' ZJ- =Jz z[il E:I leiz}

pasinaudojant pseudo reik§mémis & , pilr yi.

Tada k-0joje iteracijoje gaunami parametry jverciai atrodo taip:

™ _ ™
Jle+1) _ Dimi Tipi— EY g
- - I~ T
n= E Zi:l fC
kD) = g gle+) 3
éia
= _ 1 T . . _ 1 mn )
=g 2ui= E—ngfﬂfi

v jvertis gaunamas iSspendus lygtj:

(k+1)

7} - 1 — v
lﬂgg-mg<zm)-;zh=w( 5
i=1 i=1

) - log plE+1)

ir tada paskutinio parametro jvertis gaunamas taip:
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_="n plk+1)

Pradinés reikSmés. Tam, kad algoritmas "nejstrigty" lokaliame maksimume, reikia parinkti tinkamas

GlUe+1) _

pradines reikSmes. Tam yra naudojami turimy duomeny momenty jverciai:

my - duomeny vidurkis, m> - duomeny standartinis nuokrypis, ms - duomeny asimetrija ir ms - duomeny

ekscesas.

Tada:

i B

I = iy —

# T2

Iz s -~ 11/2

] (5 — 2)1/2(5 — 4)1/2 [mg(a-z}-ﬁﬁ]

3 = sign(ms) - o125
2 o_ 8= -dm [ 1 (352 — 20 — 32) (12(55 — 22) — (7 — 6)(5 — 8)/my)

T 352 -2 -32 216(5 — 2)2(5 — 4)

0 v pradiné reik§mé gaunama iSsprendus lygtj:

=60 +2)(F—2) % k] V2V —a\/1—6(F — 2)(F — 4) %k — 113 (7 — 6) = 0

lak

o 1 . 1 (302 — 20 — 32) (12(50 — 22) — (& — 6) (P — 8)fy)
" VT 216(0 — 2)2(0 — 4)
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1.8 a-stabilus skirstinys

Stabilus atsitiktinis dydis X yra zymimas X ~S_(c, 3, 1) [71[8][9]. Cia a yra stabilumo indeksas,
esminis charakterizuojantis parametras, « € (0;2]. f apibudina asimetrija ir #e[-11]. o yra mastelio
parametras ir o >0. u yraposlinkisir gz eR.

Kuo mazesnis skirstinio stabilumo indeksas, tuo stipresnis leptokurtiSkumas, t.y. tankio funkcija bus su
aukstesniu maksimumu ir sunkesne uodega. Jei asimetriSkumo indeksas yra lygus nuliui, tai tada skirstinys
yra simetriskas. Jei #>0( 3 <0), skirstinys yra pasvires i deSing (kairg). Jei =0 ir =0, tai stabilusis
skirstinys yra vadinamas simetrisku a-stabiliuoju ( SaS). Jei g =1, tai désnis vadinamas stabiliojo désnio
subordinatoriumi. Mastelio parametras apibendrina standartinio nuokrypio apibrézima.

Atskiri a-stabilaus désnio atvejai:

Kai a =2 yra gaunamas normalusis skirstinys N(u,o?) ~ 82(%,,6, ),
Kai ¢ =1, # =0 yra gaunamas Kosi skirstinys;
Kai o = % , p=1 (B =1) yra gaunamas Levy (atvirkstinis Gauso) skirstinys.

Stabilieji skirstiniai bendru atveju neturi pasiskirstymo ir tikimybinio tankio funkcijy analitiniy iSraiSky
iSreiksty elementariosiomis funkcijomis, todél jie dazniausiai apraSomi charakteringosiomis funkcijomis.

Atsitiktinio a-stabilaus dydzio X charakteringoji funkcija kanoninéje parametrizacijoje yra:

exp {— a’|o]" (1— iBsign(6) tan(%jj + i,u@}, a#l

D, (0) = (1.36)

exp {— a|9|(1+ 2 iBsign(6) In|9|j + i,ue}, a=1
T

Cia ae(0;2], pe[-11], o>0ir ueR.
Atskiru atveju atsitiktinis dydis A~ S, (o0,1,0), Laplaso transformacija E[exp(—A)], » >0, a €(0;2],

o>0:

clon(ml=| | ] | wan
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Pritaikius atvirkstinés Laplaso transformacijos formule gauname stabiliojo skirstinio tikimybiy tankio

iSraiska:

1 Te“‘” exp{iye— a“|¢9|“(1— iﬂsign(@)tan(ﬂjj}de, a=#l
27 - 2
fx(Xa,B,0,u)= *

- (1.38)
S je"“‘ exp{iye— 0'|¢9|(1+ Eiﬁs.ign(¢9)ln|¢9|}}d¢9, a=1
2r 2, V4

1.8 pav. a-stabilaus skirstinio tikimybinio tankio funkcijos grafikai [7]
kai o = 1.5, f=(-1,-0.75,-0.5,0,0.50.75,1),6=1, =0

I$skiriame atskirus stabiliojo skirstinio tikimybiy tankio ir pasiskirstymo funkcijy atvejus, kai o =1 ir
u=0.

Apsibréziame iSraiSkas padedancias parametrizuoti tankio pasiskirstymo ir pasiskirstymo funkcijy
iSraiSkas:

g = c_;_(aj .'8) — { g'ldtan lT « 7é 1

a =1,

Larctan(Btan Z2) «a #£ 1

b = b (a': .-8) = { ET 2 a—=1
2
1 (=
1(z_9) a<l
T\ 2
cla,3) = <0 ( ) a=1

1 a>1,
(COS aoo)a—il ( cos )E COSI:CIUO | I:Ct—'l)ﬂ) a 7£ 1

sina(fg+0) cos

VO;a,8) =

T cosf 2

2 (-%i—%) exp (—; (E + .,{)’0) tan 0) a=1,3#0.
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a) kai a=lir x>¢:

f(z;a,3) = % /j V(0;a, 3) exp (—(:1: — OV (6; .,5’)) df

F(z;a,0) = ¢y (a, 8) + M /3 exp (— (z — )"V (6; o, .,{3)) do.
T — 0,
b) kai a=1lir x=¢:

r'(1+ ﬁ) cos ()
- (1 + (2)1/(20)

f(C e, )

F(Ga, 3) = % (g — 00) :

c) kai a#lir x<(:

fzs o, 8) = f(—x;50, =)

F(z;a0,0)=1— F(—z;a,—0).

d) kai @ =1:
T;'B_;_x f_%z 1r(0’ 1, .-8) exp (—6_%1’"(0; 1, 3)) do ,.8 7& 0
f("q:a 13 .-H) - I ’
T['l:xz) .-3 =0
1 IE -5 (0- - i
T f_g exp (—e 28V (0;1, ,.d)) dd 3>0
F(z;1,0) = % + %arctan T =0

1 — F(z;a,—0) G <0.
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1.8.1 a-stabilaus skirstinio atsitiktiniy dydziy sekos

generavimas

o-stabilaus skirstinio a.d. generavimo problema iSplaukia, nes néra analitinés pasiskirstymo funkcijos
F(x) iSraiskos.

Generuojamas atsitiktinis dydis V ~U[—%;%) ir nepriklausomas eksponentinis atsitiktinis dydis

W ~ E(1);
Kai a #1:
l-a
Vs sin(a(\/ + Ba’ﬂ)) cos(V —aV + Baﬁ)) @
=S, , T . W ,
cos(V)«
¢ia
arctan( p tan(”zaD
B,s= :
a,p a
1
2a
S, = {1+ B tanz(%j} ;
Kai o =1:
o\ x EW cosV
Y=— (—+,ijtanv —flIn 2 ,
|\ 2 %+ﬂv

Gaunamas dydis X turintis a-stabily pasiskirstyma,

oY +u, a=#l
X =

o’{+gﬁaln0'+y, a=1
T
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1.9 Misrus skirstiniai

Misriis skirstiniai [7] yra naudojami, tam kad biity iSvengiama nuliniy grazy problemos [7], t.y. kai
neinformatyvios nulinés grazos paslenka skirstinj j vieng ar j kita pus¢. Sudarant misryjj skirstinj atsiranda
papildomas parametras p, kuris yra siejamas su nenuliniy ir nuliniy grazy santykiu.

p-n-k (1.39)
n

¢ia n — sekos elementy skaicius, kK — nuliniy grazy skaicius.
Misriojo skirstinio tankio funkcija atrodo taip:
f(x)=p-6(x)+0-p)- f(x,0) (1.40)
¢ia &(-) - Dirako delta funkcija ir f, (-) - a.d. X tankio funkcija su savo parametry rinkiniu 6.

Bendru atveju misriojo skirstinio pasiskirstymo funkcija atrodo taip:

FX)=p-e(xX)+@—-p)-Fy (x,60) (1.41)
kur
0, Xx<0
e(x) = {1’ >0 (1.42)

ir F, (-)-a.d. X pasiskirstymo funkcija su savo parametry rinkiniu 6.
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1.10  Parametry jverciy nustatymo metodika

1.10.1 MLE

Maksimalaus tikétinumo metodas (angl. maximume-likelihood estimation, MLE) [18][19] yra metodas
taikomas norint nustatyti pasirinkto statistinio modelio parametry jveréius. Siam modeliui reikia turéti
statistiniy duomeny rinkinj bei statistinj modelj, kuriam jvertinsime parametrus.

MLE metodo id¢ja yra surasti tokj statistinio modelio parametry rinkinj, kuris maksimizuoty tikétinumo
funkcija.

Veikimo principas.

Turima n nepriklausomy, vienodai pasiskirsCiusiy stebéjimy (duomeny seka) X1, X2, ... , Xn, Kurie yra
pasiskirste pagal nezinomg pasiskirstymo funkcijg fo(+). Yra zinoma kokiai skirstiniy Seimai priklauso fo(*),
ty. zinoma { f(:| ), 0 €®}, Cia § - skirstiniy Seimos parametry vektorius. Turima fo = fo(:| o), ¢ia o -
optimalus parametry rinkinys. Metodo tikslas yra rasti jvertj & , kuris baty kuo artimesnis optimaliam
parametry rinkiniui 6o.

Pirmiausia sudaroma visy stebéjimy jungtiné tankio funkcija, t.y.:

flay, 2o, .. a0 | 0) = fla|0) x flxa]f) x -+ x f(x,|0)

(1.43)
Tada j Sita funkcijg yra zitirima i§ kitos pusés, t.y. laikoma, kad stebéjimai X1, X2, ... , Xn Yyra fiksuoti
parametrai, 0 6 - funkcijos kintamasis. Sudaroma tikétinumo funkcija:
T
L(O:21,....20) = flar,22,... .20 | 0) = | | f(2:]0)
=1 (1.44)
Paprastai yra patogiau naudoti logaritmuotg tikétinumo funkcija:
mn
InL(0; xy,...,2,) = Z In f(x;|0)
arba viduting logaritmuotg tikétinumo funkcija:
~ 1
f=—InL
n (1.46)

MLE metodas randa 6o jvertj maksimizuodamas [(6; x):

éme C 0oz, ..., n
{ |}_{al'§;1'2&}i ( o o )} (1.47)



27

Nepriklausomai nuo to, ar naudojama maksimalaus tikétinumo funkcija yra logaritmuota ar ne, jvertis
yra gaunamas toks pats.

Tam, kad metodas gerai veikty yra suformuotos tokios salygos:

Identifikacija (angl. identification).
0F#0 <« [f(|0) # f(|0)

e Baigtinumas (angl. compactness).
Tai reiSkia, kad parametry aibé ® turi biiti baigtiné.

e Tolygumas (angl. continuity).
Pr[Inf(z]6) € C°(©)] =1
e Dominavimas (angl. dominance).

|In f(x|68)| < D(z) forallf €®©

1.10.2 Nelder-Mead

Nelder-Mead metodas [20], arba dar kitaip vadinamas Zemutiniu simplekso metodu, yra daznai
naudojama netiesinio optimizavimo metodika. Tai yra euristinis optimizavimo metodas. Sis metodas buvo
pristatytas John Nelder ir Roger Mead 1965 metais ir buvo skirtas tikslo funkcijos minimizavimui
daugiamatéje erdéje.

Nelder-Mead metodas naudoja simplekso idéja, kai yra naudojamas specialus n+1 vir§tinés politopas n-
dimensinéje erdvéje.

Nelder-Mead algoritmas.

1. Tvarkymas. Funkcijos isdéstomos jy nemazéjimo tvarka;

flxi) € f(xg) <+ < f(Xnt1)
2. Xo. Randamas centroidas Xo i§ visy turimy tasky, iSskyrus Xn+1-0jo0;
3. Atspindys. Apskai¢iuojamas atspindzio taskas (angl. reflection point):
X, =X, + (Xo — Xpt1)
Jeigu atspindzio taskas yra geresnis negu antras pagal bloguma taskas, bet negeresnis uz geriausia
taska, t.y.:

f(x1) < flx) < f(x5)
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tai gaunama nauja simpleksas pakeiciant blogiausig taska Xn+1 su atspindzio tasku X, ir kartojamas
pirmas zingsnis;
4. Praplétimas. Jeigu atspindZio taskas Xr kolkas yra geriausias

f(x) < f(xa)
tada skai¢iuojamas praplétimo taskas (angl. expansion point):
Xe = Xo + V(X0 — Xn+1)
e Jeigu praplétimo taSkas yra didesnis uz atspindzio taska:
flxe) < f(x)
tai naujas simpleksas yra gaunamas pakeiciant prasciausia taska Xn+1 su praplétimo tasku Xe
ir griztama j pirmg Zingsnj;
e PrieSingu atveju, simpleksas yra gaunamas pakeiciant prasciausig taska Xn+1 su atspindzio
taSku Xr ir grjztama j pirma Zingsnj;

5. Sutraukimas. Siame zingsnyje jau turima, kad:

fx) = f(xa)
Skaic¢iuojamas sutraukimo taskas Xc:
Xe = Xo + p(Xo — Xn 1)

e Jeigu sutraukimo taskas yra geresnis negu prasciausias taskas, t.y.:

f(xe) < f(xn41)
tai naujas simpleksas yra gaunamas pakeiciant prasciausia taska Xn+1 su sutraukimo tasku Xc
ir grjZtama | pirma Zingsnj;
e PrieSingu atveju, einama | Se$ta zZingsnj;
6. Prastinimas. Visi taskai, iSskyrus geriausia, yra pakei¢iami pagal taisyklg:
X; =xX;+0o(x;—xg) foralli € {2,...,n+1}

ir einama ] pirmag Zingsnj.

Pastaba. Paprastai a, y, p ir o zyméjimas atitinka atspindzio, praplétimo, sutraukimo ir prastinimo

koeficienty reikSmes.
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1.11 Vidutiné absoliuti procentiné paklaida (MAPE)

Vidutiné absoliuti procentiné paklaida [17] (angl. mean absolute percentage error), kitaip vadinama
MAPE, vertina metodo simuliuvojamy dydziy tiksluma tikry duomeny atzvilgiu, t.y. yra lyginami turimi
duomenys su simuliacijos budu gaunamais duomenimis (dydziais). Kuo paklaida yra mazesné, tuo sudarytas
prognozavimo modelis yra tikslesnis ir tuo paciu geresnis.

MAPE skai¢iuojama paklaida yra apraSoma taip:

1 1

M=-%"

T

Ay — F

= (1.48)

¢ia At - turimy duomeny (tikroji) verté (angl. actual value), Ft - prognozuojamy duomeny verté (angl. forecast
value), n - turimy duomeny kiekis.

Kai MAPE paklaida yra nuline, tai reiskiasi prognozuojami duomenys pilnai atitinka turimus duomenis
ir pasirinktas modelis yra geras, t.y. prognozuojama ateitis atitinka praeities duomenis.

Virsutinés ribos MAPE paklaida neturi.

Sio metodo silpnoji vieta yra tai, kad jeigu imtyje yra keli dydziai, kurie tarpusavyje turi labai didele
paklaida, tai jie iSkreipia viduting bendra viso modelio paklaida. Si problema gali biiti i$sprendziama

naudojant SMAPE (angl. symmetrial MAPE) metodika, taciau Siame darbe ji nebus nagriné¢jama.



2 Tirtamoji dalis

2.1 Pensijy fondy duomenys

Skai¢iavimams bus naudojami 2007-2013 mety 18-0s pensijy fondy duomenys is:

Lentelé 2.1 Pensijy fondai

Pension funds of conservative investments

DNB pensija 1 DNBP1
ERGO konservatyvusis ERGOK
Finasta konservatyvaus investavimo FKI
Finasta Nuosaikus FN
SEB pensija 1 SEBP1
Swedbank pensija 1 SWEDP1
Pension funds with a small amount into shares
DNB pensija 2 DNBP2
Finasta auganc¢io pajamingumo FAP
Swedbank Pensija 2 SWEDP2
Pension funds with a medium amount into shares
DNB pensija 3 DNBP3
ERGO balans ERGOB
Finasta aktyvaus investavimo FAI
Finasta Subalansuotas FS
SEB Pensija 2 SEBP2
Swedbank Pensija 3 SWEDP3
Swedbank Pensija 4 SWEDP4
Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionalios rizikos FRR
SEB pensija 3 SEBP3

Buvo naudojami kiekvieno pensijy fondo 1753 grazy dydziai.

30
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2.2 Darbo metodikos aprasymas

Pirmame etape yra nusistatomi kiekvieno pensijy fondo parametry jverciai visiems skirstiniams.
Nustatymui naudojami metodai buvo aprasyti 1.10 skyrelyje. Tada yra atliekamas simuliavimas. Pasirinktas
simuliacijos dydis yra 10000 im¢iy, kai kiekvienoje imtyje yra 1753 elementai. Vadinasi kiekvieno skirstinio
atveju yra susidaroma trijy dimensijy matrica su dimensijy dydziais 18 x10000x1753. Tada yra skai¢iuojami
simuliacijos, bei teoriniai rizikos maty VaR ir CVaR vidurkiniai jverciai jvairaus ilgio uodegoms. Buvo
pasirinktos tokios uodegy ilgio kvantiliy € reikSmés: 0.03, 0.05 ir 0.1. Paskutiniame etape buvo skaiciuojama
MAPE paklaida kiekvienam skirstiniui atskirai, pasinaudojant visy pensijy fondy turimais VaR ir CVaR
vidurkiniais jverciais.

Visi skai¢iavimai buvo atlikti naudojantis MATLAB ir R Project programomis. Programos tekstas yra

pateiktas priede.

2.3 Parametry nustatymas

Atlikus parametrizacijos procesg gauti tokie visy skirstiniy jverciai:

Lentelé 2.2 Normaliojo skirstinio parametry jverciai

Normal distribution

0 c
DNB pensija 1 0,000171 0,000866274
ERGO konservatyvusis 0,000132 0,001522857
Finasta konservatyvaus investavimo | 0,000237 0,000713383
Finasta Nuosaikus 0,000146 0,000446
SEB pensija 1 0,000112 | 0,001600985
Swedbank pensija 1 0,000106 0,00069802
DNB pensija 2 0,000159 | 0,001926137
Finasta augané¢io pajamingumo 0,000183 0,002950969
Swedbank Pensija 2 0,000091 | 0,002108226
DNB pensija 3 0,000149 0,00356
ERGO balans 0,000108 | 0,003937214
Finasta aktyvaus investavimo 0,000051 0,005060672
Finasta Subalansuotas -0,000043 | 0,004438828
SEB Pensija 2 0,000077 | 0,004936526
Swedbank Pensija 3 0,000060 0,003632631
Swedbank Pensija 4 0,000008 | 0,006341501
Finasta Racionalios rizikos -0,000253 | 0,009977288




SEB pensija 3 0,000020 | 0,009285924
Lentelé 2.3 Paslinktojo Stjudento skirstinio parametry jverciai
skew Student T
B o v v
DNB pensija 1 0,000179 | 0,000755 | 4,000000 | 1,000000
ERGO konservatyvusis 0,000155 | 0,001330 | 4,000000 | 1,000000
Finasta konservatyvaus investavimo 0,000215 | 0,000518 | 4,000000 | 1,000000
Finasta Nuosaikus 0,000129 | 0,000328 | 4,000000 | 1,000000
SEB pensija 1 0,000119 | 0,001500 | 4,000000 | 1,000000
Swedbank pensija 1 0,000071 | 0,000440 | 4,000000 | 1,000000
DNB pensija 2 0,000233 | 0,002054 | 4,000000 | 0,999999
Finasta augancio pajamingumo 0,000351 | 0,002647 | 4,000000 | 0,999998
Swedbank Pensija 2 0,000172 | 0,002052 | 4,000000 | 0,999999
DNB pensija 3 0,000304 | 0,003831 | 4,000000 | 0,999997
ERGO balans 0,000347 | 0,003787 | 4,000000 | 0,999996
Finasta aktyvaus investavimo 0,000096 | 0,005334 | 2,836737 | 0,865568
Finasta Subalansuotas 0,000237 | 0,003477 | 3,999999 | 0,999994
SEB Pensija 2 0,000113 | 0,005151 | 3,198468 | 0,886894
Swedbank Pensija 3 0,000214 | 0,003642 | 4,000000 | 0,999998
Swedbank Pensija 4 -0,000018 | 0,006512 | 3,569340 | 0,899704
Finasta Racionalios rizikos -0,000173 | 0,010492 | 2,750250 | 0,867799
SEB pensija 3 0,000057 | 0,009731 | 3,228772 | 0,894805
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Tam, kad biity galima apskaiciuoti apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametrus
reikia rasti pradines jy reik§mes. Sitaip rezultatai bus tikslesni ir "nejklimps" j lokaly minimuma. Naudosime

metodikg aprasytg 1.7.3 skyriuje. Gaunami pradiniai skirstinio parametry rinkiniai:

Lentelé 2.4 Pradiniai apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametry jverciai

Lo o Bo Vo
0,001081 | 0,003022 | 1,340168 6,4
0,002231 | 0,008938 | 1,41316 8
0,000977 | 0,002474 | 1,345235 6,4

0,00058 | 0,001449 | 1,341098 6,3
0,002328 | 0,009427 | 1,413102 8
0,000752 | 0,002164 | 1,326198 6,3

0,00285 | 0,011442 | 1,412865 8
0,003396 | 0,010497 | 1,347245 6,4
0,002459 | 0,008043 | 1,355476 6,6
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0,005146 | 0,021246 | 1,411707 8
0,004567 | 0,015134 | 1,355638 6,6
0,005569 | 0,018156 | 1,337272 6,4
0,004647 | 0,015127 | 1,332911 6,3
0,005678 | 0,019092 | 1,349435 6,6
0,005163 | 0,02169 | 1,411655 8
0,008894 | 0,03782 | 1,409749 8
0,010621 | 0,035938 | 1,33119 6,4
0,013062 | 0,055588 | 1,407647 8

Naudodami virSuje nurodytus pradinius parametry rinkinius skai¢iuosime apibendrinto hiperbolinio

paslinkto Stjudento skirstinio optimalius parametry rinkinius:

Lentelé 2.5 Apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametry jverciai

GH skew Student T
u 6 B v
DNB pensija 1 0,000174 | 0,000829 6,448220 | 2,850700
ERGO konservatyvusis 0,000160 | 0,001144 4,286771 | 2,172378
Finasta konservatyvaus investavimo 0,000194 | 0,000337 -0,641762 | 1,646915
Finasta Nuosaikus 0,000125 | 0,000283 | -0,063318 | 2,151717
SEB pensija 1 0,000114 | 0,001772 4,335557 | 3,131024
Swedbank pensija 1 0,000047 | 0,000167 6,404000 | 1,125000
DNB pensija 2 0,000211 | 0,003626 2,781407 | 5,574763
Finasta augancio pajamingumo 0,000575 | 0,003005 | -47,320000 | 2,998000
Swedbank Pensija 2 0,000168 | 0,002709 1,764779 | 3,630560
DNB pensija 3 0,000249 | 0,006962 2,710147 | 5,828597
ERGO balans 0,000352 | 0,004509 1,769740 | 3,161491
Finasta aktyvaus investavimo 0,000820 | 0,004892 | -32,970000 | 2,930000
Finasta Subalansuotas 0,000228 | 0,003108 3,168847 | 2,238974
SEB Pensija 2 0,000806 | 0,005688 | -31,093123 | 3,299777
Swedbank Pensija 3 0,000191 | 0,005131 2,649891 | 3,975166
Swedbank Pensija 4 0,000142 | 0,008221 4,075186 | 3,620103
Finasta Racionalios rizikos 0,001089 | 0,009074 | -14,656925 | 2,820062
SEB pensija 3 0,001230 | 0,010840 | -14,195660 | 3,303070




Lentelé 2.6 a-stabilaus skirstinio parametry jverciai

a-stable
o B G u
DNB pensija 1 1,5327707 | 0,0780032 | 0,0003955 | 0,0001937
ERGO konservatyvusis 1,3222785 | -0,0796151 | 0,0006300 | 0,0000907
Finasta konservatyvaus investavimo 1,1958138 | 0,2540279 | 0,0002719 | 0,0003538
Finasta Nuosaikus 1,4133382 | 0,1203942 | 0,0001640 | 0,0001459
SEB pensija 1 1,5606652 | -0,0355564 | 0,0007939 | 0,0001053
Swedbank pensija 1 1,0546740 | 0,1769578 | 0,0003450 | 0,0003711
DNB pensija 2 1,7471628 | -0,4405679 | 0,0011706 | 0,0001114
Finasta augancio pajamingumo 1,5412442 | -0,1988833 | 0,0014024 | 0,0001865
Swedbank Pensija 2 1,6405242 | -0,1728747 | 0,0011238 | 0,0000938
DNB pensija 3 1,7546596 | -0,4702696 | 0,0021900 | 0,0000699
ERGO balans 1,5389775 | -0,3029240 | 0,0020307 | 0,0000010
Finasta aktyvaus investavimo 1,5505933 | -0,3235303 | 0,0023633 | -0,0000316
Finasta Subalansuotas 1,4045041 | -0,1046510 | 0,0017264 | 0,0000435
SEB Pensija 2 1,5798887 | -0,2717543 | 0,0025145 | 0,0000093
Swedbank Pensija 3 1,6487311 | -0,3294189 | 0,0020168 | -0,0000289
Swedbank Pensija 4 1,5870402 | -0,2681710 | 0,0033790 | -0,0001781
Finasta Racionalios rizikos 1,5720818 | -0,3208137 | 0,0045038 | -0,0003642
SEB pensija 3 1,5924180 | -0,2555193 | 0,0047866 | -0,0001168
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Panaudojus 1.9 skyrelyje apraSyta miSraus skirstinio sudarymo metodika, buvo rasti misriy skirstiniy

parametry jverciai:

Lentelé 2.7 MiSraus normaliojo skirstinio parametry jverciai

Mixed Normal
0 (8] P
DNB pensija 1 0,000171 | 0,0008663 0,938391
ERGO konservatyvusis 0,000132 | 0,0015229 0,956075
Finasta konservatyvaus investavimo 0,000237 0,0007134 0,929835
Finasta Nuosaikus 0,000146 0,000446 0,879635
SEB pensija 1 0,000112 0,001601 0,962350
Swedbank pensija 1 0,000106 0,000698 0,791215
DNB pensija 2 0,000159 | 0,0019261 0,979464
Finasta augancio pajamingumo 0,000183 0,002951 0,990302
Swedbank Pensija 2 0,000091 | 0,0021082 0,973189
DNB pensija 3 0,000149 0,00356 0,988591
ERGO balans 0,000108 | 0,0039372 0,989732
Finasta aktyvaus investavimo 0,000051 | 0,0050607 0,994295
Finasta Subalansuotas -0,000043 | 0,0044388 0,973189
SEB Pensija 2 0,000077 | 0,0049365 0,993725
Swedbank Pensija 3 0,000060 | 0,0036326 0,989732




Swedbank Pensija 4 0,000008 | 0,0063415 0,987450

Finasta Racionalios rizikos -0,000253 | 0,0099773 0,997148

SEB pensija 3 0,000020 | 0,0092859 0,994866

Lentelé 2.8 Misraus paslinktojo Stjudento skirstinio parametry jverciai
Mixed skew Student T
B o v v p

DNB pensija 1 0,000199 | 0,000793 | 4,000000 | 1,000000 | 0,938391
ERGO konservatyvusis 0,000166 | 0,001387 | 4,000000 | 1,000000 | 0,956075
Finasta konservatyvaus investavimo 0,000241 | 0,000543 | 4,000000 | 1,000000 | 0,929835
Finasta Nuosaikus 0,000157 | 0,000353 | 4,000000 | 1,000000 | 0,879635
SEB pensija 1 0,000126 | 0,001551 | 4,000000 | 1,000000 | 0,962350
Swedbank pensija 1 0,000109 | 0,000561 | 4,000000 | 1,000000 | 0,791215
DNB pensija 2 0,000240 | 0,002090 | 4,000000 | 0,999999 | 0,979464
Finasta augancio pajamingumo 0,000357 | 0,002669 | 4,000000 | 0,999997 | 0,990302
Swedbank Pensija 2 0,000179 | 0,002101 | 4,000000 | 1,000000 | 0,973189
DNB pensija 3 0,000310 | 0,003868 | 4,000000 | 0,999997 | 0,988591
ERGO balans 0,000133 | 0,003849 | 3,994494 | 0,863412 | 0,989732
Finasta aktyvaus investavimo 0,000092 | 0,005322 | 2,861606 | 0,861629 | 0,994295
Finasta Subalansuotas 0,000084 | 0,005563 | 2,368970 | 0,925393 | 0,973189
SEB Pensija 2 0,000124 | 0,004716 | 3,993161 | 0,880785 | 0,993725
Swedbank Pensija 3 0,000056 | 0,003691 | 4,000255 | 0,884973 | 0,989732
Swedbank Pensija 4 -0,000024 | 0,006519 | 3,665279 | 0,894216 | 0,987450
Finasta Racionalios rizikos -0,000178 | 0,010479 | 2,761274 | 0,865887 | 0,997148
SEB pensija 3 0,000052 | 0,009729 | 3,258805 | 0,892022 | 0,994866

Lentelé 2.9 Misraus apibendrinto hiperbolinio paslinkto Stjudento skirstinio parametry jverciai

Mixed GH skew Student T

u 6 B v P
DNB pensija 1 0,000198 | 0,000926 4,089564 | 3,076559 | 0,938391
ERGO konservatyvusis 0,000172 | 0,001286 5,031951 | 2,353623 | 0,956075
Finasta konservatyvaus investavimo 0,000225 | 0,000346 1,445307 | 1,625091 | 0,929835
Finasta Nuosaikus 0,000160 | 0,000289 2,226821 | 2,049563 | 0,879635
SEB pensija 1 0,000125 | 0,001939 1,926839 | 3,369958 | 0,962350
Swedbank pensija 1 0,000102 | 0,000329 3,652257 | 1,538654 | 0,791215
DNB pensija 2 0,000217 | 0,003829 2,441402 | 5,919638 | 0,979464
Finasta auganc¢io pajamingumo 0,000596 | 0,003070 | -49,693923 | 3,049279 | 0,990302
Swedbank Pensija 2 0,000174 | 0,002890 2,119959 | 3,843092 | 0,973189
DNB pensija 3 0,000252 | 0,007190 2,527681 | 6,048023 | 0,988591
ERGO balans 0,000352 | 0,004627 2,301304 | 3,233672 | 0,989732
Finasta aktyvaus investavimo 0,000343 | 0,004902 6,296286 | 2,876606 | 0,994295
Finasta Subalansuotas 0,000460 | 0,003419 | -26,178109 | 2,435404 | 0,973189
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SEB Pensija 2 0,000825 | 0,005770 | -31,710457 | 3,341490 | 0,993725

Swedbank Pensija 3 0,000632 | 0,005318 | -44,712495 | 4,184112 | 0,989732

Swedbank Pensija 4 0,000162 | 0,008461 3,304915 | 3,712309 | 0,987450

Finasta Racionalios rizikos 0,001093 | 0,009131 | -14,808449 | 2,832939 | 0,997148

SEB pensija 3 0,001258 | 0,010969 | -14,552575 | 3,335964 | 0,994866

Lentelé 2.10 Misraus a-stabilaus skirstinio parametry jverciai

Mixed a-stable distribution
p o p u c

DNB pensija 1 0,938391 | 1,599641 | -0,066781 0,000185 | 0,000426
ERGO konservatyvusis 0,956075 | 1,368787 | -0,122562 0,000080 | 0,000677
Finasta konservatyvaus investavimo 0,929835 | 1,181947 0,152382 0,000335 | 0,000255
Finasta Nuosaikus 0,879635 | 1,311847 | -0,120141 0,000130 | 0,000171
SEB pensija 1 0,962350 | 1,613097 | -0,074317 0,000101 | 0,000836
Swedbank pensija 1 0,791215 | 1,134997 0,044700 0,000149 | 0,000235
DNB pensija 2 0,979464 | 1,763662 | -0,515587 0,000106 | 0,001197
Finasta augancio pajamingumo 0,990302 | 1,551459 | -0,224191 0,000177 | 0,001422
Swedbank Pensija 2 0,973189 | 1,676358 | -0,235800 0,000086 | 0,001165
DNB pensija 3 0,988591 | 1,765177 | -0,523431 0,000058 | 0,002219
ERGO balans 0,989732 | 1,549724 | -0,328912 | -0,000013 | 0,002060
Finasta aktyvaus investavimo 0,994295 | 1,555092 | -0,343101 | -0,000049 | 0,002383
Finasta Subalansuotas 0,973189 | 1,442672 | -0,143477 0,000015 | 0,001807
SEB Pensija 2 0,993725 | 1,585763 | -0,291526 | -0,000007 | 0,002535
Swedbank Pensija 3 0,989732 | 1,663965 | -0,365301 | -0,000040 | 0,002046
Swedbank Pensija 4 0,987450 | 1,603762 | -0,301913 | -0,000207 | 0,003441
Finasta Racionalios rizikos 0,997148 | 1,568448 | -0,342283 | -0,000453 | 0,004498
SEB pensija 3 0,994866 | 1,597337 | -0,282702 | -0,000170 | 0,004824

2.4 Rizikos maty skaiciavimas
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Su rastais parametrais buvo vykdomas sekantis Zingsnis, t.y. rizikos maty VaR ir CVaR vidurkiniy

jver¢iy skaiCiavimas. Sekanciuose puslapiuose pateiktose lentelése pateikti visy pensijy fondy VaR ir CVaR

su visais €.



£¢=0.1

Lentelé 2.11 Paprasty skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.1

_ Normal distribution skoew T GH skew T a-stable distribution
e=0,1 VaR [ CVaR VaR [ CvaR VaR [ CVaR VaR [ CraR
Pension funds of conservative i Theoretical | Modsl | Theorstical | Modsl | Theorstical | Modsl | Theoratical | Modsi | Theorstical] Modsl |theoretical] Model | Theorstical | Model | Theorstical
DNE pensija | [DNEP1 | -0.00091588 -0.00091738 -0,00131348 -0.00131287| -0,00063372 -0.00064205 -0,00115402 -0.00115489 -0,00063970 -0.00120314] -0,00058407 -0.00058700 -0,00155039
ERGO konservatyvusis ERGOK | -0.00178255 -000178624 -0.00248734 -0.00248714| -0.00128741 -0,00120210 -0.00219367 -0.00219646 -0,00124660 -0,00274186] -0.00141512 0,00142165 -0,00466833
Finasta konservatyvaus investavimo |[FKI -0,00066445 -0,00066635 -0,00099125 -0,00099147] -0,00034703 -0,00034858 -0.00070002 -0,00070079 -0,00035384 -0.00135999 -0,00018196 -0.00018472 -0,00167985
Finasta Nuosaikus B -0,00041145 000041268 -0,00061080 -0,00061076] -0,00022695 -0.00022795 -0,00045060 -0.00045082 -0,00022891 -0,00062603| -0,00018238 -0,00018369 -0,00071852
SEB pensifa | SEBP1 [ -0.00190524 -0.00190908 -0,00264855 0.00264834] -0.00150740 -0.00151212 -0,00252941 -0,00253087 -0,00150040 -0.00269234| -0.00151571 -0.00152104 -0,00343952
Swedbanl pensifa | SWEDP! | -0.00071345 -0.00071490 -0,00100799 -0.00100774] -0.00040523 -0.00040666 -0.00070476 -0,00070515 -0,00038112 -0.00181147| -0,00043808 -0.00044330 -0,00352980
Pensian funds with a small amount into shares
DNB pensija 2 [DNEP2 | -0,00228770 -0,00229141 -0,00318987 -0,00318814| -0,00199470 -0,00199865 -0,00339455 -0,00330378 -0,00201550 000319452 -0,00234035 -0,00234831 -0,00439052
Finasta sugancio pajmingumo FAP -0,00358203 000358760 -0,00497177 -0.00496817| -0.00251857 -0.00252439 -0.00432237 -0,00432475 -0,00270799 -0.00584296 -0,00290463 -0,00291504 -0,00692110
Swedbank Pensija 2 SWEDP2 [ -000257649 0.00258191 -0,00336074 0.00356087| -0,00205349 000205889 -0,00345190 000345192 -0,00205405 -0,00352777| -0,00223334 -0,00223875 -0,00460199
Pension funds with a medium amount into shares
DNE pensija 3 [DNEP3 | -0.00438050 -0.00439587 -0,00606478 -0.00605846| -0,00384306 -0.00386227 -0,00643941 -0.00646256 -0,00389218 -0.00605228| -0,00452366 -0.00453507 -0.00829518
ERGO balans ERGOB | -0.00491272 -0,00492099 -0.00676637 -0,00676393| -0,00375846 -0,00377093 -0,00633900 -0,00634433 -0,00372930 -0,00671572| -0,00467818 -0,00469265 -0,01088872
Finasta aktyvaus investavimo [FAI -0.00641617 000643111 -0,00880423 -0,00880263 | -0,00485248 -0,00487374 -0.00943821 -0,00945021 -0,00474991 -0.01040188| -0,00547788 -0,00549502 -0.01253661
Finasta Subalansuotas s -0,00565374 -0,00566643 -0,00772601 -0,00772717| 0,00353262 -0,00354007 -0,00590197 -0,00390345 -0,00346351 -0,00716639| -0,00391316 -0,00392573 -0,01090262
SEB Pensija 2 SEBF2 | -0.00622950 -0.00623781 -0,00833839 -0.00855300| -0.00509288 -0.00510852 -0.00933646 -0.00934485 -0,00504436 -0.00999413| -0.00556130 -0.00338358 -0.01223578
Swedbank Pensifa 3 SWEDP3 | -000457164 0.00457960 -0,00628189 -0.00628038| -0,00373403 -0.00374133 -0,00621524 -0,00621483 -0,00373101 -0,00618620] -0,00439392 -0,00440746 -0,00891724
Swedbank Pensija 4 SWEDP4 | -0,00806760 -0,00808437 -0,01105037 -0,01105065] -0,00695311 -0,00697587 -0,01208461 -0,01209584 -0,00646722 -0,01082009| -0,00762063 -0,00764432 -0,01643009
Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionalios izkos [FRR 001301999 001303728 -0,01773588 -0.01772970] -D.00960874 -0.00964083 -0.01862047 001365090 -0,00934416 0.02047141| -0,01057895 -0,01061750 -0,02314592
SEB pensifa 3 SEBP3 | -001184963 001187522 001623371 0,01622075] -0,00081751 0,00985335 -0,01775430 -0.01776488 -0,00969013 -0,01867321| -0,01057716 -0,01060830_-0,02286545
MLAPE (teorines su modelio) 0,19572306 0.03150704 0.32965036 0.06668848 - = 047837000 18823337
MAPE (empirine su teoriniu) 3897047884 704778417 5.94504476 12,78872771 © © 1025737404 43,56961081
Lentelé 2.12 Misriy skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.1
_ Mixed Normal distribution Mixed skew T Mixed GH skew T Mixed a-stable distribution
e=0,1 VaR | C¥aR VaR [ CVaR VaR [ CVaR VaR [ CVaR
Ponsion funds of conservative b Theoretical | Model | Theorstical | Modsl | Theoretical | Modsl | Theorstical | Modsi |Theorstical] Modsl |Theorstical] Modsl | Theoratical | Model | Theoratical | Modsl
DNB pensija | [DNEP1 | -0.00100039 -0,00090966 -0.00143726 -0.00132268[ -0,00070466 -0.00063200 -0,00128076 -0.00116756]-0.00100039 -0,00062360 -0,00143726 -0.00126361 -0.00072620 -0.00063256 -0,00175471
ERGO konservatyvusis ERGOK | -0,00190340 -0,00178373 -0,00265718 -0,00250710( -0,00139941 —0,00130499 -0,00238813 -0,00224236|-0,00190340 -0,00125732 -0,00265718 -0,00265345( -0,00159756 -0,00135713 -0,00484360
Finasta konservatyvaus investavimo |[FKI -0,00072814 -0,00064899 -0.00109122 -0,00098971 | -0.00037400 -0,00032594 -0,00077167 -0.00069215(-0.00072814 -0.00031371 -0,00109122 -0,00127094 0.00023094 -0.00032526 -0.00204022
Finasta Nuosaikus EN -0,00048424 -0,00039358 -0.00072434 -0,00060922| 0.00025672 -0,00019984 -0,00053031 -0,00043626(-0.00048424 0,00018513 -0,00072434 -0,00060961 | 0.00033367 -0,00021720 -0,00140040
SEB pensifa | SEBP1 [ -0.00201573 -0.00190815 -0.00280301 -0.00266683) -0.00161640 -0.00152383 -0.00271487 -0,00257409-0.00201573 -0,00151853 -0.00280301 -0.00268506( -0.00165709 -0.00152045 -0.00352211
Swedbanlk pensia 1 SWEDP1 | -0.00099613 -0.00069318 -0,00141362 -0.00103815] -0,00063175 -0.00042259 -0.00111502 -0,00079390|-0,00099613 -0,00037178 -0,00141362 -0,00130082| -0,00056046 -0.00035085 -0.00314220
Pension funds with a small amount into shares
DNE pensija 2 [DNEP2 | -0.00233817 -0,00220180 -0,00328880 -0,00320138( -0.00206750 -0.00200306 -0,00352108 -0,00342205|-0,00235817 -0,00202578 -0,00328850 -0.00319876( -0,00246323 -0.00215278 -0,00455687
Finasta auganio pajamingumo FAP -0,00363380 -0,00358879 -0.00504398 -0,00497999| 0,00256118 -0,00252771 -0,00439739 -0,00433859(0,00363380 -0,00271567 -0,00504308 -0,00585343| 0.00299966 -0,00269320 -0,00704579
Swedbank Pensija 2 SWEDP2 | -0,00268235 0,00258213 -0,00370753 -0,00357938| -0,00215685 -0,00207009 -0,00362815 -0,00349419-0,00268235 -0,00206516 -0,00370753 -0,00351366] -0.00239347 -0,00214689 —0,00474498
Pension funds with a mediun amount into shares
DNE pensija 3 [DNEP3 | -0.00446480 -0.00439572 -0.00616915 -0,00607448( -000392852 -0.00387020 -0,00639433 -0,00649650|-0.00446480 -0,00390548 -0.,00616915 -0,00605758( -0.00466671 -0.00414916 -0.00848254
ERGO balans ERGOB | -0.00498879 -0,00492178 -0,00687135 -0,00677957( -0,00421070 0.00415485 -0,00727301 -0,00716510|-0.00493870 -0,00372795 -0,00687135 -0.00667327( -0,00482286 -0.00418389 -0,01107383
Finasta aktyvaus ivestavimo [FaI -0,00647132 000643126 -0.00837995 -0.00881672| -0.00491577 -0,00489020 000953282 -0,00047291(-0,00647132 -0,00428980 -0.00887995 -0,00787739| 0.00559730 -0,00488102 -0.01273240
Finasta Subalansuctas s -0,00588938 -0,00567478 -0.00804806 -0,00777345 -0,00304787 -0,00378020 -0,00825769 -0.00793300(-0.0058858 -0.00350701 -0,00804806 -0,01008753| 0.00422450 -0.00374370 -0.01108708
SEB Pensija 2 SEBF2 | -000628844 000624125 -0,00863933 -0.00856935) -0,00515888 0.00512262 -0,00883357 -0,00875280|-0,00628844 -0,00504341 -0.00863933 -0,00993005| -0.00567865 -0.00508437 -0.01253076
Swedbant Pensija 3 SWEDP3 | -0.00464265 0,00458227 -0,00637938 -0.00620416] -0.00409350 -0,00403702 -0.00696741 -0.00686703(-0.00464265 -0.00305872 -0.00637058 -0.00694668| -0.00451974 -0,00402373 -0.00902797 -0.00873365
Swedbank Pensia 4 SWEDP4 | -0.00822184 -0.00808719 -0.01126165 -0.01108068| -0.00713947 -0.00701778 -0.01252792 -0.01211293(-0.00822184 -0.00630291 -0.01126165 -0.01085225| -0.00789739 -0.00702149 -0.01670945 -0.01626723
Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionalios rizikos [FRR 001307625 001304336 001781238 -0,01774191| -0,00067173 -0,00963458 -0,01872524 -0,01862763(-0,01307625 -0,00936767 -0,01781238 -0,02052762| 0,01070426 -0,00954173 -0,02366430 -0,02343878
SEB pensija 3 SEBP3 | -001194143 10,01187256 -0.01633948 -0.01624891) -0.00992810 -0,00987622 -0,01700790 -0.01780028|-0.01194143 -0.00070401 0.01635048 -0.01862270| -0.01083000 -0,00978287 -0,02321830 -0,02312863
MAPE (teorines su modelio) 5.56450804 496884495 6.17933015 541651010 3049331675 9,01840534 15,23446728 9,40944003
MAPE (empirine su teoriniu) 4953805772 8,70493745 953785121 630628749 4953805772 8,70493745 18,35754408 5205769947
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Lentelé 2.13 Paprasty skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.05

_ Normal distribution skew T GH skew T a-stable distribution
£=0,05 VaR [ CVaR VaR | CVaR VaR [ CVaR VaR [ CVaR
Pension funds of conservative i Theoretical | Modsl | Theorstical | Modsl | Theorstical | Mods! | Theorstical| Modst | Theorstical | Model | Theoretical | Modst | Theoretical | Modsl | Theorstical | Modst

DNEB pensija | DNEP1 -0,00122111 -0,00122553 -0,00157203 -0,00157249] -0,00095923 -0.00096581 -0.00152926 -0.00153199 -0,00100803 -0,00179594] -0,00093196 -0,00094206 -0,00234023 -0,00234102
ERGO konservatyvusis ERGOK | -0.00232361 -0.00233380 -0.00294564 -0.00294714] -0.00185043 -0.00186305 -0.002834%0 -0.00286176 -0.00198442 -0.00394301] -0,00237733 -0,00240864 -0,00753001 -0.01332516
Finasta konservatyvaus investavimo FKI -0,00091533 -0,00092037 -0.00120376 -0.00120480| -0.00056633 -0.00057132 -0.00095757 -0.00095950 -0.00070798 -0,00223225] -0,00056755 -0.00058120 -0,00302412 -0.00472922)
Finasta Nuosaikus FN -0,00056449 -0,00036723 -0,00074044 -0,00074078] -0,00036589 -0.00036875 -0.00061378 -0.00061476 -0,00041639 -0,00094867] -0,00035525 -0,00036113 -0,00117913 -0,00138175
SEB pensija 1 SEBP1 -0,00247588 -0,00248531 -0,00313181 -0,00313364] -0,00214233 -0.00215524 -0.00327507 -0.00327997 -0,00220032 -0,00359586) -0,00223680 -0,00225569 -0,00505748 -0,00548366
Swedbarnk pensija | SWEDPL | -0,00093936 -0,00094316 -0,00119952 -0,00120014] -0,00059131 -0,00059497 -0,00092330 -0,00092477 -0,00077428 -0,00310327] -0,00120616 -0,00123342 -0,00632177 -0,01680221

Pension funds with a small amount into shares
DNB pensija 2 DNEP2 -0,00298029 -0.00299105 -0.00377653 -0.00377689| -0.00286437 -0.00288004 -0.00441580 -0.00441959 -0.00281564 -0.00403236] -0.00325842 -0,00328066 -0.00604117 -0.00622764
Finasta augantio pajamingumo FAP -0,00464893 -0,00466579 -0.0058754% -0.00587386] -0.00363919 -0.00366216 -0.00563844 -0.00564812 -0.00420580 -0,00837644] -0,00437209 -0.00441423 -0,01032015 -0.01118290|
Swedbank Pensija 2 SWEDP2 | -0.00333209 -0,00334693 -0,00420077 -0.00420333] -0.00292226 -0.00293936 -0.00447219 -0.00447640 -0.0029616% -0.00462311] -0,00319190 -0.00321527 -0.00633936 -0.00690244)

Pension funds with a medium amownt into shares
DNB pensija 3 IDNBP3 -0,00567561 -0,00569155 -0.00715418 -0,00715052| -0,00547076 -0,00550422 -0,00836395 -0,00837563 -0,00536813 -0,00758352| -0,00623373 -0,00627048 -0,01132191 -0,01169121
ERGO balans ERGOB -0,00633576 -0,00635755 -0,00797176 -0,00797403] -0,00536163 -0.00539461 -0.00822179 -0.00823791 -0,00549332 -0,00898015] -0,00694764 -0,00700786 -0,01616399 -0,01733152
Finasta aktyvaus investavimo FAI -0,00824948 -0,00827716 -0,01035713 -0,01036062] -0,00735572 -0.00741810 -0.01294664 -0.01298825 -0,00735080 -0,01519775] -0,00808566 -0,00815716 -0,01852793 -0,01978014
Finasta Subalansuotas FS -0,00724462 -0,00727349 -0.00907336 -0.00907939| -0.00500459 -0.00503299 -0.00763068 -0.00764172 -0.00333803 -0.01011118] -0,00616031 -0.00621751 -0,0169680%
SEB Pensija 2 SEBP2 -0,00801741 -0,00804417 -0,01007277 -0,01007283] -0,00752955 -0.00758233 -0,01252406 -0.01256260 -0,00757996 -0,01391473] -0,00810103 -0,00817659 -0,01790256
Swedbarnk Pensija 3 SWEDP3 | -0,00588439 -0,00590771 -0,00739403 -0,00739704] -0,00527550 -0,00530333 -0,00802357 -0,00803402 -0,00528580 -0,00799081| -0,00622364 -0,00627463 -0,01265749
Swedbarnk Pensija 4 SWEDP4 | -0,01035698 -0,01039421 -0,01298896 -0,01299868| -0,01001555 -0,01008139 -0,01588149 -0,01592628 -0,00917879 -0,01404200] -0,01097833 -0,01106436 -0,02381714

Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionatios sizikos FER -0,01663859 -0,01670376 -0,02080086 -0,02080723| -0,01445485 001457060 -0.02556842 -0.02363338 -0,01429436 -0,02962802| -0,01532522 -0,01545453 0,03384433 0,03384376
SEB pensija 3 SEBP3 -0,01521456 -0,01527022 -0,01908304 -0,01908948| -0,01438971 0,01449126 002370843 002376321 -0,01440781 -0,02573836) -0,01525087 -0,01537520 0,03209404 -0,03494280
MAPE (teorines su modelio) 038700451 004308096 066064351 010420620 o= o 1.078203635 2283508006
MAPE (empirine su teoriniu} 13 30769252 19.84581494 847215943 16,13916943 ® L 820564657 5960929051

Lentelé 2.14 Misriy skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.05
_ Mixed Normal distribution Mixed slew T’ Mixed GH skew T Muxed a-stable distribution
£=0,05 = I CVaR VaR [ CVaR VaR CVaR VaR | CVaR
Pension funds of conservative investments I'heorea‘icaII Model |17neorerica!| Model Theoreﬁca!l Model |Theorerica!| Model | Th fcal | Model |T' ical | Model | Theoretical | Model Imgoreﬁca] Model

DNE pensija 1 [DNEPL -0,00133577 000123235 -0,00172135 -0,00139338) -0,00106257 -0.00097222 -0.00170109 -0.00155998| -0,00133577 -0,00100011 -0.00172135 -0.00174962| -0,00111862 -0,00100052 -0.00257298 -0.00247812)
ERGO konservatyvusis [ERGOK. | -0.00248207 -0,00234033 -0,00314735 -0.00208130( -0.00201366 -0.00189871 -0.00310030 -0.00203034] -0.00248207 -0.00198287 -0.00314735 -0,00373739] -0.00260715 -0.00232028 -0.00767614 -0.00818414
Finasta konservatyvaus investavimo [FKI -0,00100687 -0.00091536 -0,00132732 -0,00121298) -0,00062105 -0.00055794 -0.00106181 -0.00096096| -0,00100687 -0,00067065 -0,00132732 -0.00209238 -0,00069828 -0,00073776 -0.00363803 -0.00601909
Finasta Nuosaikus N -0,00066357 -0.00036241 -0,00088048 -0.00075041 -0,00042669 -0.00035021 -D,00072993 -0.00060945| -0,00066857 -0.00038287 -0,00088048 -0.00095578| -D.,00064788 -0.00047808 -D,00233826 -0.00224134]
SEB pensija SEBP1 -0,00262012 -0.00250107 -0,00331497 -0,00316419] -0,00229883 -0.00218857 -0.00351633 -0,00334563| -0,00262012 -0,00222164 -0.00331497 -0.00336166| -0,00239385 -0,00223594 -0.00507174 -0.00503888|
Swedbank pensija 1 SWEDP1 | -0,00131664 -0.00096427 -0.00168511 -0.00126340| -0.00093198 -0,00066032 -0,00146761 -0.00106515 -0.00131664 -0.00071416 -0.00168511 -0.00209992| -0.00119009 -0.00080415 -0,00347450 -0,00950063

Penston funds with a small amownt Bito shares
DNE pensija 2 [DNBEP2 -0,00307261 -0.00300196 -0,00389397 -0,00379833| -0,00297054 -0.00289915 -0.00458163 -0.00445480| -0,00307261 -0,00282977 -0,00389397 -0.00402865| -0,00341466 -0,00309607 -0.00623573 -0.00599046)
Finasta augantio pajamingumo [FAP -0,00471639 -0.00467475 -0,00596100 -0.00589255] -0,00370193 -0.00367305 -0,00573711 -0.00566911| -0,00471639 -0.00422062 -0,00596100 -0.00838574| -0,00449428 -0.00419880 -0,01046226 -0.01077553
Swedbank Pensija 2 SWEDP2 | -0,00346938 -0,00336079 -0,00437418 -0.00423420| -0,00307090 -0,00296998 -0.00470162 -0.00434098| -0.00346938 -0,00297348 -0,00437418 -0,00438231| -0.00338044 -0.00311870 -0,00667080 -0,00633850

Pension funds with a mediun amount into shares
DNB pensija 3 [DNBP3 -0,00577322 -0,00570502 -0,00727745 -0.00717687| -0,00558467 -0,00552878 -0,00853933 -0,00842752| -0,00577322 -0.00538683 -0,00727745 -0,00757738| -0,00641327 -0.00589678 -0,01153686
ERGO balans [ERGOB -0.00643403 -0.00637063 -0.00809554 -0,00800022| -0.00609755 -0.00604352 -0.00950941 -0.00938591| -0.00643403 -0.00548059 -0.00809554 -0.00889324| -0,00713049 -0,00630263 -0.01638060
Finasta aktyvaus investavimo [FAT -0,00832042 -0.00829177 -0,01044624 -0.01038197| -0,00744550 -0.00744707 -0,01306068 -0.01301237| -0,00832042 -0.00637707 -0,01044624 -0.01060723| -0,00824518 -0.00756844 -0,01879078
Finasta Subalansuotas [FS -0,00754664 -0.00731268 -0.00043168 -0,00914000) 000609481 -0.00388744 -0.01163330 -0.01124013| -0,00754664 -0.00604386 -0.00045168 -0.01550036| -0.00651829 -0,00309451 -0.01699060
SEE Pensija 2 SEBP2 -0,00809322 -0.00803869 -0,01016807 -0,01009704) -0,00742471 -0.00740168 -0.01151622 -0,01142982] -0,00809322 -0,00757336 -0.01016807 -0.01380778( -0,00825224 -0,00769195 -0.01811455
Swedbank Pensija 3 SWEDP3 | -0.00597608 -0.00391943 -0.00750906 -00074178%| -0.00586680 -0,00381393 -0.00506476 -0,00895309| -0.00597608 -0.00573117 -0.00750906 -0.00919950| -0.00637001 -0,00588443 -0.01274268 -0.01270321
Swedbank Pensija 4 SWEDP4 | -0,01055500 -0,01042360 -0,01323732 -0,01304543| -0,01026078 -0,01014013 -0,01615455 -0,01590914| -0,01055500 -0,00922622 -0,01323732 -0,01406346| -0,01130687 -0,01044098 -0.02406413 -0,02417482)

Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionalios rizikos [FRR -0,01671139 -0.01671255 -0,02089052 -0.02082590| -0.01454430 -0.01457981 -0.02568516 -0.02535703| -0.01671139 -0.01432597 -0,02089052 -0.02971637| -0.01363895 -0.01446041 -0.03463050
SEE pensija 3 SEBP3 -0,01533243 -0,01528601 -0,01523090 -0,01912168] -0,01454019 -0,01453924 -0,02388682 -0,02380243] -0,01533243 -0,01442325 -0,01523050 -0,02561901] -0,01559636 -0,01459301 -0,03354785

MAPE (teorines su modelio)
MAPE (empirine su teoriniu)

4,67877104
2047597707

461362141
16,23371153

3,03483214
3,56610711

3,00701396
9.20276970

17.950781235
2047597707

21.33867643
16,23371153

1029104362
16,10574482

10.34306758
67,91758939
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€=10.03

Lentelé 2.15 Paprasty skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.03

_ Normal distribution skew I GH skew T a-stable distribution
£=0,03 —= I T VaR | CPaR VaR [ craR VaR | CTaR
Pansion funds of conservative nvestments | Theoretical | Model | Theoretical | Model | Theoretical | Model | heoretical | Model |theorenical]l Modet [theorencal] soder | theoreticat] atoder | 1| asoder

DNE penstja 1 [DNEP1 | -0,00141934 -0,0014263% -0.00174457 -0,00174506| -0,00120951 -0.00122090 -0.00183470 -0.00183788 -0,00132186 -0,00223517| -0,00126861 -0.00128990 -000319335 -0,00351953
ERGO konservatyvusis [ERGOK | -0.00267469 -0,00268888 -0,00325147 -000325214| -0.00229145 -0,00231328 -0,00339312 -0.00340143 -0,00266326 -0.00306703| -0,00344304 000351227 -0,01062903 -0,02036692
Finasta konservatyvaus investavimo  [FKI -0,00107826 -0.00108514 -0,00134557 -0,00134626( -0,00073811 -0,00074666 -0,00116721 -0.00116032 -0,00107279 -0,00315542| -0,00103112 -0.00106419 -0.00452209 -0,00738916|
Finasta Nuosaikus [FN -0.00066389 -0.00066772 -0,00082665 -0,00082712] -0.00047473 -0.00047972 -0.00074661 -0,00074764 -0.00059118 -0,00125672| -0,00033775 -0.0003508% -0,00167301 -0,00201583
SEB pensija 1 SEBP1 -0,00284647 -0.00286058 -0,00345447 -0,00345625] -0,00263967 -0,00266008 -0,00388203 -0,00383833 -0,00278031 -0,00436604| -0,00202718 -0,00297214 -000674398 -0,00745433
Swedbank pensija | SWEDPI | -0,00108641 -0,00109206 -0,00132733 -0,00132797] -0,00073707 -0,00074386 -0,00110118 -0,00110300 -0,00125486 -0,00453940| -0,00219684 -0,00227225 -0,00947720 -0,02700023

Pension funds with a small amount into shares
DNE penstja 2 [DNEP2 | -0,00343009 -0,00344596 -0.00416802 -0,00416756| -0,00354558 -0.00357470 -0,00524726 -0,00525163 -0,00341260 -0,00467472| -0,00403397 -0.00407764 -0.00763172 -0,00798169
Finasta augantio pajamingumo [FAP -0,00534181 -0,00336522 -0,00647836 -0,00647433] -0,00451697 -0.00455294 -0,00670970 -0,00672286) -0,00553753 -0,01079990| -0,00581411 -0,00390360 -0,01387075 -0,01532046,
Swedbank Pensija 2 SWEDP2 | -0.00382281 -0,00384320 -0,00462788 -0,0046291%] -0.00360276 -0.00363070 -0,00530260 -0,00330767 -0,00368838 -0,00352811] -0.00406185 -0.00411194 -0,00854150
\Pension finds with a medium amount into shares
DNE pensija 3 [DNBP3 | -0,00651085 -0,00653620 -0,00788116 -0.00787630] -0,00674103 -0,00679514 -0,00991422 -0,00992764 -0,00646086 -0,00874968| -0,00767173 -0,00774630 -0,01432035
ERGO balans [ERGOB | -0.00723993 -0.00729134 -0.00877613 -0.00877909| -0.00661740 -0.00667448 -0.00973433 -0.00977540 -0,00694708 -0.01090302| -0.00918992 -0.00931891 -0.02166148
Finasta aktyvaus investavimo [FAI -0,00944008 -0.00947960 -0,01139340 -0,01139733] -0,00949090 000960828 -0,01603360 -0,01610179| -0,00970363 -0,01980179| -0,01064544 -0,01080136 -0,02474134
Finasta Subalansuotas [FS -0,00827778 -0.00831608 -0,00997280 -0.00997798| -0.00615739 -0,00620390 -0.00903782 -0.00905200 -0,00707421 -0.01281736| -0.00854850 -0.00869624 -0.02342612
SEB Pensija 2 SEBP2 -0,00917847 000921711 -0,01108333 -0,01108311[ -0,00954418 000964542 -0,01524809 -0,01531251 -0,00977788 -0,01754356| -0,01054028 -0,01070691 -0,02371129
Swedbank Penstja 3 SWEDP3 | -0,00673727 -0.00676915 -0,00813617 -0,00813813| -0.00648293 -0,00653157 -0,00949914 -0.00951035 -0,00650906 -0,00945140| -0,00789727 -0.00800021 -0.01640779
Swedbank Pensija 4 SWEDP4 | -0,01184377 001190349 -0,01428303 -0,01420361| -0,01248421 -0,01260532 001904814 -0.01912247 -0,01133229 -0,01668230| -0,01418611 001438574 -003143138

Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionalios ririkos [FRE. -0.01899028 -0.01907922 -002284684 -002284023] -0.01862237 -0.01883603 -0.03173460 -0.03187812) -0.,01881016 -0,03865463| -0,01991970 -0.0201902% -0.04482778
SEB pensija 3 SEEP3 -001739985 -0.01748014 -0,02098506 -002098954| -0,01815999 -001834668 -0.02878936 -0,02887913 -0,01845671 -0,03219249| -0,01969482 -0,01996362 -0.04350751
MAPE (teorines su modelio) 0.48399350 003513788 0,93861806 710 o o 1 27 26,70472509
MAPE (empirine su teoriniu) 607807173 2805517255 1116272164 1836670009 o o 1326985133 7721147313

Lentelé 2.16 Misriy skirstiniy VaR ir CVaR pensijy fondy jverciai su € = 0.03
_ Mixed Normal distribution Muxed sicew T Mixed GH sleew T Mixed a-stable distribution
£=0,03 VaR [ CPaR VaR [ CraR Vak | CraR Vak [ craR
Pansion fisnds of conservative imvestments | Theorstical | Model | Theoretical | Modsl | Theorstical | Mods! | Theorstical | Model |Theoretical] Mods! |Theoretical] Model | Theorstical| Model | Theoretical | Modst

DNB pensija 1 DNEP1 | -0.00155338 -0,00144176 -0.00191092 -0.00177284] -0.00134282 -0.00123691 -0.00204324 -0.00187762|-0.00155358 -0.00130806 -0.00191092 -0.00216438| -0.00148338 -0.00134201 -0,00343633 -0,00337572
ERGO konservatyvusis ERGOK | -0,00285788 -0,00271543 -0,00347444 -0,00329366] -0.00249479 -0.00236443 -0,00369669 -0,00348788)-0.00285788 -0.00263025 -0.00347444 -0,004765317| -0,00369927 -0,00337198 -0,01072456
Finasta konservatyvaus investavimo  |FKI -0,00118789 -0,00108769 -0,00148487 -0.00136094] -0.00081457 -0.00073990 -0,0012979% -0.00117873|-0,0011878% -0.00103777 -0,00148487 -0,00294608| -0,00124860 -0.00123928 -0.00544534
Finasta Nuosaikus FN -0.00078828 -0.00067174 -0,00098467 -0,00084372| -0,00033983 -0,00046755 -0,00089241 -0.00074936|-0,00078828 -0,00036820 -0,00098467 -0,00128851| -0,00099718 -0,00076912 -0.00335517
SEB pensija 1 SEBP1 -0,00301264 -0,00288508 -0,00365660 -0,00349400| -0,00283338 -0,00271105 -0,00416871 -0,00397093|-0,00301264 -0,00279328 -0,00363660 -0,00429630| -0,00307121 -0,00289606 -0.00663656
Swedbank pensija 1 SWEDP1]| -0.00152479 -0,00113804 -0,00186628 -0,00141194] -0,00116715 -0,00084361 -0,00175462 -0,00128334|-0.00152479 -0,00107147 -0,00186628 -0,00203231| -0,0016591% -0,00132214 -0.00809040

Pensian funds with a small amount into shares
DNB pensija 2 DNBF2 | -0.00353660 -0,00346344 -0.00426781 -0.00419427] -0.00367790 -0.00360336 -0.00544489 -0.00531123)-0.00353660 -0.00342127 -0.00429781 -0.00465974| -0,00421103 -0.00389189 -0,00784139
Finasta augantio pajamingumo FAP -0,00541946 -0,00337936 -0,00657293 -0,00649822) -0,00439540 -0,00457421 -0,00682761 -0,00674763|-0,00541946 -0,00355125 -0,00657263 -0,01080516 -0,00595471 -0,00368828 -0,01403661
Swedbank Pensija 2 SWEDP2| -0.00398030 -0,00386612 -0,00481904 -0,00466869] -0,00378688 -0,00367743 -0,00557342 -0,00539038|-0.00398030 -0,00369249 -0,00481904 -0,00545385| -0,00425360 -0,00308392 -0.00860287
|Pension funds with a medium amount into shares
DNB pensija 3 DNBP3 | -0,00662295 -0,00655524 -0,00801704 -0,00790938| -000688193 -0,00683622 -0.01012233 -0,00999417)-0,00662295 -0.00647645 -0,00801704 -0,00872807| -0,00787401 -0,00737218 -0,01454883
ERGO balans ERGOE | -0,00737261 -0,00731325 -0,00891246 -0.00881087| -000738727 -0,00734332 001134058 -0,01119319)-0.00737261 -0.00692197 000891246 -0,01076917] -0,00939726 -0,00881072 -0,02188485
Finasta aktyvaus investavimo FAI -0,00952129 -0,00950352 -0,01149144 -0,01142004] -0,00059877 -0,00964343 -0,01615832 -001612141|-0,00952120 -0.00812257 -0.01140144 -0,01204616| -0.01083874 -0.01022616 -0.02305827
Finasta Subalansuotas FS -0,00862279 -0,00837642 -0,01038834 -0,01006383) -0,00801727 -0,00778319 -0,01478322 -0,01431237|-0,00862279 -0,00816960 -0,01038834 -0,02125934| -0,00890692 -0,00836400 -0,02333203
SEB Pensija 2 SEBP2 -0,00926529 -0,00923716 -0,01118822 -0.01111105| -0,00921213 -0,00920831 -0,01371183 -0,01360951|-0,00926529 -0.00976851 -0,01118822 -0,01736351| -0,01071671 -0.01021175 -0,02395112
Swedhank Pensija 3 SWEDP3 | -0.00684206 -0.00678724 -0,00826279 -0.00816337| -0.00726482 -0.00722128 -0,01078032 -0.01063303|-0.00684206 -0.00717452 000826279 -001111194| -0,00804594 000758126 -0.016453530
Swedbank Pensija 4 SWEDP4| -0.01207023 -0,01194246 -0,01455614 001434914 -0,01276364 -0.01266126 -0,01932002 -0.01903346]-0,01207023 -0.01138712 -0,01455614 -0,01668513| -0,01453109 001371575 -0,03160527

Pension funds with a large amount into shares
Finasta Racionalios rizikos [FRR. -001907216 -0,01909251 -0,02294528 -0,02287246| -0,01873045 -0,01884728 -0,03186392 -0,03177722|-001907216 -0,01884490 -0,02204528 -0,03877799| -0,02034390 -0.01928333 -0 04589620
SEB pensija 3 SEBP3 | 001753466 001750144 0,02114766 -0,02103226] 0,01833565 -0,01839204 002897874 -0,02891240|-0,01753466 -0,01846394 002114766 0,03198317] 002011123 -0,01921953 -0,04418803
MAPE (teorines su modelio) 433397399 449346404 461704745 4.85249906 9.16528035 3954705486 826137058 12,59235255
MAPE (empirine su teoriniu) 10,22747462 23,63153623 3.67051786 11.83505538 10,22747462 2363155623 2122310344 84,60268786
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2.5

MAPE paklaidos skaiiavimas

40

Paskutinis tiriamojo darbo zingsnis buvo apskaiciuoti kiekvieno skirstinio MAPE paklaidg aprasyta 1.11

skyrelyje. Buvo gauti tokie rezultatai:

Lentelé 2.17 MAPE paklaida, kai ¢ = 0.1

e=0,1
Thearetical-simulated | Empirical-theoretical | Empirical-simulated
. VaRr 0,1957 38,9795 39,2622
Normal distribution
CVaR 0.0316 7.0478 7.0715
) ) o VaRr 5.5645 49,5381 38,0267
Mixed Normal distribution
CVaR 406388 8.7049 60,6484
. VaRr 03297 5.9459 5.9860
shoew T
CVaR 0.,0667 12,7887 12,7437
Mived skew T VaRr 6,1799 95379 3.6376
CVaR 54165 6.3063 10,0418
CH skeaw T VaR == oo 6,0357
CVaR o o 12,5603
) _ VaRr 30,4953 495381 45106
Mixed GH skew T
CVaR 99185 8.7049 9.7008
L VaRr 04784 10,2574 10,4607
a-stable distribution
CVaR 18,8235 43 5696 87,5861
VaRr 152345 18,3575 20958
Mixed a-stable distribution
CVaR 9.4094 529577 66,2343
Lentelé 2.18 MAPE paklaida, kai € = 0.05
£=0,05
Theoretical-simulated | Empirical-theoretical | Empirical-simulated
N VaR 03870/ 13,3077 13,5998
Normal distribution
CVaR 00431 19,8458 19,8185
- VaR 46788 20,4760 13,8120
Mixed Normal distribution
CVaR 46156 16,2337 19,1403
. VaR 0.6696 84722 8.1272
skoew I
CVaR 0.1943 16,1392 16,0048
P oy e
Miced sicows T VaR 5.0349 5.5661 5.6320
CVaR 50070 92028 129211
CH seow T VaR oo a0 06,7388
CVaR @ oo 16,2995
. _ VaR 17,9508 20,4700 60,0108
Mixed GH sleew T
CVaR 21,5387 16,2337 12,8641
VaR 1.0783 8.2056 90108
a-stable distribution
CVaR 22,8300 59.6093 121.9834
VaR 10,2910 16,1057 5,1003
Mixed a-stable distribution
CVaR 10,3431 679176 925161
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Lentelé 2.19 MAPE paklaida, kai € = 0.03

£=0,02
Theoretical-simulated | Empirical-theoretical | Empirical-simulated
. VaR 04840 6,0781 6.0197
Normal distribution
CVakR 0.0351 28,0552 28,0409
. VaR 43340 10,2275 5.9913
Mixed Normal distribution
CVakR 44935 236316 273119
. VaR 09386 11,1627 10,6605
skoew T
CVakR 02258 18,3667 18,2557
46170 56705 2932
Mixed skeew T VaR ' >-6705 8.293
CVaR 48525 11,8360 15,1972
GH skew T VaR = e 6.4064
CVaR oo oo 20,2393
) ) VaRr 9.1653 10,2275 52362
Mixed GH slkeew T
CVakR 39,5471 23,6314 16,1848
VaRr 1.7082 13,2699 14,8830
a-stable distribution
CVakR 26,7047 772115 1609192
VaRr 82614 212231 10,0267
Mixed a-stable distribution
CVakR 12,5924 84,6927 121.95%6
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2.1 pav. Teorinés-simuliacinés MAPE paklaidos kitimas nuo €
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Gauty lenteliy grafiné reprezentacija skirtingais MAPE paklaidos atvejais, kai kinta €, pateikta apacioje.
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IS grafiky aiSkiai matosi, kad stabiliis skirstiniai rizikos mato CVaR jver€io skaifiavimui yra

nerekomenduotini.
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Diskusija ir rezultatai

Simuliacijos dydis buvo renkamasis i§ 10000x1753 ir 1000x17530. Kadangi su 10000x1753 buvo
gaunama geresné MAPE paklaida buvo pasirinktasis pastarasis. Simuliacijos trukmé svyravo nuo 10min.
(normalusis skirstinys) iki 2val. (stabilusis skirstinys). Didesnis simuliacijos dydis nebuvo imtas dél tolygiai
augancio laiko simuliacijai atlikti, t.y. padidinus simuliacijos dydj 10 karty, skai¢iavimo laikas taip pat
padidéja 10 karty, o gaunamos MAPE paklaidos skirtumas nesiekia 0.5%.

Apskai¢iuoti teoriniy VaR ir CVaR reikSmiy apibendrintam hiperboliniui paslinktam Stjudento
skirstiniui nepavyko, kadangi kai kuriy nustatyty parametry rinkiniy atveju skai¢iuojami integralai divergavo.
Neapskaic¢iuota MAPE paklaida buvo Zymima oo (diverguoja).

Galima pastebéti, kad priklausomai nuo tiriamos uodegos ilgio skiriasi ir geriausiai ja aprasSantis
skirstinys, taciau bendru atveju paslinktasis Stjudento skirstinys yra optimaliausias.

Matoma tendencija, kad né vienas skirstinys néra tinkamas optimaliai skai¢iuoti abiem rizikos matams
(VaR ir CVaR), t.y. galima pastebéti, kad jeigu skirstinys geriausiai i$ visy skai¢iuoja VaR reik§me, tai CVaR
rizikos mato jis geriausiai neskaiciuos.

VaR yra skai¢iuojamas tiksliau, kadangi uztenka tiktai vieno dydzio suradimo, o norint rasti CVaR
reikia rasti visos uodegos vidurkj, dél ko ir atsiranda didesné paklaida nuo empiriniy rizikos maty.

Pagrindinés didelés MAPE paklaidos priezastys buvo:

e problematiSkas pensijy fondg apraSanciy parametry jverciy radimas;
e skirstinio tankio funkcijos savybés.
Simuliacija miSraus skirstinio atveju visada gaudavo geresnius rezultatus, negu paprastas skirstinio

atvejis.

Gauti rezultatai buvo pristatyti:
1) ,,12th International Conference on Computational Management Science 2015“, Praha, 2015
geguzeés 27-29d.
2) ,,28th European Simulation and Modelling Conference - ESM'2014, FEUP - University of
Porto, Porto, Portugal, 2014 Spalio 22-24d.
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ISvados

Bendru atveju paslinktasis Stjudento skirstinys yra geriausias aprasant turimy realiy pensijy
fondy rizikos matus VaR ir CVaR;

Dirbant su itin ilga uodegomis, kuriy kvantiliai € = 0.1 ir ¢ = 0.05, miSrus a-stabilus skirstinys
geriausiai i$ visy tinka skaic¢iuojant VaR rizikos matg. Gaunama paklaida yra mazesné uz 5%,
Dél savo uodegos ypatybiy normalusis ir miSrusis normalusis skirstiniai yra geriausi skai¢iuojant
VaR, kai uodega yra itin trumpa (¢ = 0.03). Gaunama paklaida yra <8%. Taip pat, kai uodega yra
ilgesne (¢ = 0.1), tai skaiiuojamas CVaR dydis jgyja maziausig paklaidg lyginant su kitais
skirstiniais;

Turint vidutinj uodegos ilgj (¢ = 0.05) apibendrintas hiperbolinis paslinktas Stjudento skirstinys
ir paslinktasis Stjudento skirstinys geriausiai skai¢iuoja VaR ir CVaR jverc¢ius, kurie geriausiai
atitinka empiriniy duomeny rizikos maty dydzius;

Simuliacijai vykdyti geriau naudoti misryjj skirstinj, negu paprasta jo atvejj, nes tada gaunami
geresni rezultatai;

Geriausi ir efektyviausi simuliacijos rezultatai yra gaunami imant 10000 imc¢iy, kai kiekvienoje

imtyje yra 1753 elementai.
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Priedas

MATLAB aplinkos programos tekstas.
EM.m

x = xlsread('Skaiciavimai.xlsm', 'duomenys (sorted)');

ml = mean (x);
m2 = std(x);
m3 = skewness (x);
m4 = kurtosis(x);

v = zeros(10,18);
delta = zeros(10,18);
mu = zeros (10,18);
beta = zeros(10,18);

for i=1:18

nu = [ 0:0.1:207;

[n, m] = size(nu);
ats = zeros(n,m);
for k=1:
K = 3*nu(k).”2 - 2*nu(k) - 32)) * (1 - sqrt(l-(((3*nu(k).”2 - 2*nu(k) - 32)*(12* (5*nu(k)-22) - (nu(k) - 6)* (nu(k)

/(
/(216* (nu(k)-2) .72 * (nu(k)=-4)))));

m
(1
- 8) * md(i)))
k) (4-6* (nu(k)+2) * (nu (k) -2) *K) *sqrt (2) *sgrt (nu (k) -4) *sqgrt (1-6* (nu (k) -2) * (nu (k) -4) *K) - m3(i)* (nu(k)-6);

ats(
end

double (ats) ;

[reiksme, I] = min(ats);
v(l,1i) = nu(I);

end

for i=1:18

delta(l,i) = ((6*((v(1l,1)=-2).72)*(v(1,1)-4)*m2(i))/(3*v(l,i)."2 = 2*v(1l,1i) - 32)) * (1 - sqgrt(l-(((3*v(l,1i).72 - 2*v(1l,1i)
- 32)*(12* (5*v(1,1)-22) - (v(1,i) - 6)*(v(l,i) - 8) * md(i)))/(216*(v(l,i)-2).72 * (v(1,1)-4)))));
beta(1l,1i) = signm3(i)) * (((v (1, l)—2)~A0-5)*((V(1,i)—4)~A0.5)*(m2(i)*(((V(l,i)—Z)—
delta(l,1)).70.5)))/((2.70.5)*delta(1l,1)
u(l,i) = ml(i) - ((beta(l ,1)*delta(1 i))/(v(1,1)-2)) ;

end

MLE.m

data = xlsread('Skaiciavimai.xlsm', 'duomenys (sorted)');
x=data(:,1);

x0 = 3;

v0O = [6.40000000000000 8 6.40000000000000 6.30000000000000 8 6.30000000000000 8 6.40000000000000 6.60000000000000 8
6.60000000000000 6.40000000000000 6.30000000000000 6.60000000000000 8 8 6.40000000000000 87;

mu0 = [0.00108116897573530 0.00223123075642275 0.000977021350656833 0.000580225567913241 0.00232789305320370
0.000751653782246672 0.00284967779242297 0.00339552929793853 0.00245888403142880 0.00514620114010627 0.00456701356335008
0.00556891142980538 0.00464708008357058 0.00567776221672975 0.00516289466267805 0.00889438842542247 0.0106210448880959
0.0130615968897324];

betal0 = [1.34016774099782 1.41315978828548 1.34523473941139 1.34109807371045 1.41310215470997 1.32619801252428
1.41286451343140 1.34724501324832 1.35547638929567 1.41170743280332 1.35563844475639 1.33727160797195 1.33291124126549
1.34943546513784 1.41165507905631 1.40974935317679 1.33118971211981 1.407647186433201];

delta0 = [0.00302155346709905 0.00893823831877900 0.00247429092021195 0.00144863610993173 0.00942690106213759
0.00216416986274869 0.0114416000587720 0.0104968500746456 0.00804282456615449 0.0212463725035451 0.0151336459085166
0.0181560923142569 0.0151268402953068 0.0190922459512617 0.0216898133235715 0.0378202836528263 0.0359382409171304
0.05558819558009151;

theta0 = [ vO(1l), muO(l), betaO(l), deltaO(l)];

= @skewT;



phat = mle(x, 'nloglf',f, 'start', [ x0, v0(1l), muO(l), betaO(l), deltaO(1l)]);

R programos tekstas.

0 skai¢iavimas:

load = loadWorkbook("C:/Users/dIx/Desktop/data.xIsx")
data = readWorksheet(load, sheet="Sheet1", header = FALSE)
data = as.matrix(data)

temp = NULL
temp2 = NULL
theta = NULL
temp = NULL
atsl = NULL
ats2 = NULL
ats3 = NULL
ats4 = NULL

for(k in 1:18) {
temp2 = data[ K]
temp2 = temp2[lis.na(temp2)]
fit = skewhypFit(temp2, startValues = "US", paramStart = thetaO[k,], method = "Nelder-Mead")
temp = fit[1]
temp = as.numeric(unlist(temp))
ats1[k] = temp[1]
ats2[k] = temp[2]
ats3[Kk] = temp[3]
ats4[k] = temp[4]
}

theta = cbind(ats1, ats2, ats3, ats4)

writeWorksheetToFile(*"C:/Users/dIx/Desktop/theta GH t.xIsx", theta, sheet = "Sheet1")
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VaR ir CVaR skaidiavimas:

load1 = loadWorkbook("C:/Users/dIx/Desktop/theta GH t.xIsx™)
theta = readWorksheet(loadl, sheet="Sheet1", header = FALSE)
theta = t(t(theta))

n=1753

m = 10000
rez_model = NULL
rez_teorinis = NULL
rez_bendras = NULL

for(iin 1:18) {

random <- NULL

random = array(0,dim=c(m,n))

for(jin 1:m) {

random[j,] <- rskewhyp(n, mu = theta[i,1], delta = theta[i,2], beta = theta[i,3], nu = theta[i,4])
}

for(j in 1:m) {
random([j,] = sort(randoml[j,])

}

VaR005 = array(0, dim = ¢(m))
VaR003 = array(0, dim = c(m))
VaRO01 = array(0, dim = c(m))
CVaRO005 = array(0, dim = c¢(m))
CVaR003 = array(0, dim = ¢(m))
CVaRO01 = array(0, dim = c(m))
n005 = floor(n*0.05)

n003 = floor(n*0.03)

n01 = floor(n*0.1)



for(j in 1:m) {

VaR005[j] = random[j,n005]

VaR003[j] = random[j,n003]

VaRO01[j] =random[j,n01]

CVaR005[j] = sum(random[j,1:n005])/n005
CVaR003[j] = sum(random[j,1:n003])/n003
CVaR01[j] =sum(random[j,1:n01])/n01

}

avgVaR005 =0
avgVaR003 =0
avgVaR01 =0
avgCVaR005 =0
avgCVvaR003 =0
avgCVaR01 =0

avgVaR005 = mean(VaR005)
avgCVaR005 = mean(CVaR005)
avgVaR003 = mean(VaR003)
avgCVaR003 = mean(CVaR003)
avgVaR01 = mean(VaRO01)
avgCVaR01 = mean(CVaR01)

rez = chind(avgVaR005, avgCVaR005, avgVVaR003, avgCVaR003, avgVaR01, avgCVaR01)

rez_model = rbind(rez_model, rez)

005 = NULL
q003 = NULL
q01 = NULL

g005 = gskewhyp(0.05, mu = theta[i,1], delta = theta[i,2], beta = theta[i,3], nu = theta[i,4])
0003 = gskewhyp(0.03, mu = theta[i,1], delta = theta[i,2], beta = theta[i,3], nu = theta[i,4])
001 = gskewhyp(0.1, mu = theta[i,1], delta = theta[i,2], beta = theta[i,3], nu = theta[i,4])
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sk = NULL
sk_temp = NULL
tCVaR003 = NULL
tCVaR005 = NULL
tCVaR01 = NULL
par = NULL

par = theta[i,]

integrand <- function(x) { gskewhyp(x,mu = par[1], delta = par[2], beta = par[3], nu = par[4]) }
sk_temp = integrate(integrand, lower = 0, upper = 0.1)

sk = as.numeric(sk_temp[1])

tCVaR01 = sk/0.1

par = theta[i,]

integrand <- function(x) { gskewhyp(x,mu = par[1], delta = par[2], beta = par[3], nu = par[4]) }
sk_temp = integrate(integrand, lower = 0, upper = 0.05)

sk = as.numeric(sk_temp[1])

tCVaRO005 = sk/0.05

par = theta][i,]

integrand <- function(x) { gskewhyp(x,mu = par[1], delta = par[2], beta = par[3], nu = par[4]) }
sk_temp = integrate(integrand, lower = 0, upper = 0.03)

sk = as.numeric(sk_temp[1])

tCVaR003 = sk/0.03

rezz = cbind(g005, tCVaR005, 003, tCVaR003, q01, tCVaR01)

rez_teorinis = rbind(rez_teorinis, rezz)

bendras = cbind(q005, avgVaR005, tCVaR005, avgCVaR005, @003, avgVaR003, tCVaR003,
avgCVaR003, g01, avgVvaR01, tCVaR01, avgCVaR01)

rez_bendras = rbind(rez_bendras, bendras)



writeWorksheetToFile("C:/Users/dIx/Desktop/results.xIsx", rez_model, sheet = "Model™)

writeWorksheetToFile("C:/Users/dIx/Desktop/results.xIsx", rez_teorinis, sheet = "Teoriniai")

writeWorksheetToFile("C:/Users/dIx/Desktop/results.xIsx", rez_bendras, sheet = "Bendras")
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