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SANTRAUKA

Frequently we are unable to use Markov processes to describe real stochastic systems
because application streams do not have Poison distribution or the durations of operations do not
have exponential distribution. In this study we investigated possibilities of system approximation
using mixtures and convolutions of exponential distributions.

Approximations of four common distributions (inverse Gaussian, gamma, lognormal and
Weibull) have been researched in this project. They were executed with moments and maximum
likelihood methods.

Accuracy of system approximation improves by increasing number of phases and operations,
but then we have an issue of rapidly growing Markov chain difficulty which aggravates the system
analysis. 2 and 3 moments matching gives sufficiently good results. Maximum likelihood method
suffices with 2 phases and 1000 iterations for reliable results.

We applied Erlang mixtures and Coxian distribution for the distribution approximation
which we subsequently used to analyse queuing systems M/G/1 and G/M/1. Theoretical
calculations and results that were compared to simulation model showed a high approximation
precision.

To model queuing systems we have created a universal software in C++ language with a

user friendly interface.



JZANGA

Norint aprasyti aptarnavimo sistemos funkcionalumg Markovo procesu paraisky srautai turi
buti pasiskirste pagal Puasono désnj, o visos operacijy trukmés (peréjimo trukmé i§ vienos biisenos
j kitg) turi buti pasiskirs¢iusios pagal eksponentinj désnj. Taciau praktikoje §i sglyga dazniausiai
nebiina iSpildyta, todél sistemos modeliavimui yra naudojami Kiti metodai.

Pagrindiné darbo uzduotis:

Naudojant eksponentiniy skirstiniy miSinius ir sgsiikas iSanalizuoti aptarnavimo sistemy
aproksimavimg Markovo grandinémis.

Projekto tikslai:

> Realizuoti aproksimavimo momenty ir maksimalaus tikétinumo metodais
algoritmus;

» Istirti aptarnavimo sistemy modelius;

» Sukurti aptarnavimo sistemy tyrimui skirta programing jranga.

Jeigu sistemos srautas arba operacijy trukmeés yra pasiskirsciusios pagal bendrgji désnj G,
tai Sio skirstinio funkcijg aproksimuojame fazinio tipo skirstiniu, ty. busena keiiama
eksponentiniy faziy misiniu.

Projekte istirtos keturiy bendryjy skirstiniy (atvirk$tinio Gauso, gama, lognormaliojo ir
Veibulo) aproksimavimo, momenty ir maksimalaus tikétinumo metodais, galimybés. Naudoti
fazinio tipo skirstiniai: Erlango misinys ir Kokso skirstinys.

Sistemos aproksimacijos tikslumas geréja didinant faziy ir operacijy skaiciy, tac¢iau tuomet
atsiranda problema, kad labai iSauga Markovo grandiniy sudétingumas, kas apsunkina pacia
sistemos analize. 2 ir 3 momenty sulyginimas duoda pakankamai gerus rezultatus. Maksimalaus
tikétinumo metode pakanka 2 faziy ir 1000 iteracijy patikimiems rezultatams gauti.

Geresné aproksimacija gaunama naudojant iteracinj maksimalaus tikétinumo algoritmg ir
aproksimuojant Kokso skirstiniu. Sis metodas gana universalus ir turi didesnes tyrimo galimybes.

Projekte istirti M/G/1, G/M/1 ir G/G/1 aptarnavimo sistemy modeliai. Analizé atlikta su
vienu ir dviem prioritetiniais, pirmenybinio ir nepirmenybinio aptarnavimo tipo, srautais.
Aptarnavimo modeliy teisingumas jvertintas imitaciniu modeliu su modeliavimo programa Arena.

Aptarnavimo sistemy modeliavimui sukurta universali programin¢ jranga C++
programavimo kalboje bei patogi vartotojo sgsaja. Jvedus ir nustacius atitinkamus parametrus,
vartotojas gali atlikti iSsamy sistemy tyrima.

Darbo tematika pristatyta mokslingje konferencijoje ,,Matematika ir matematikos déstymas

2015%.



1. MEDZIAGOS IR TYRIMU METODAI
1.1. LITERATUROS APZVALGA

Su aptarnavimo sistemomis susiduriame kiekvieng dieng prekybos centruose, vaistinése,
bankuose. Aptarnavimo sistemomis taip pat laikome telekomunikacines, informaciniy
technologijy, gamybos, logistikos ir daug kity sistemy.

Markovo procesai yra placiai iSnagrinéta, efektyvi ir labai gerai pritaikoma priemoné
dinaminiy sistemy savybéms analizuoti ir aprasyti.

Empiriskai nustatyta, kad pirkéjas stoja i eile prie kasy, jei eiléje ne daugiau kaip trys
zmonés. Kitu atveju pasirenka kasa, kurioje yra mazesnis klienty skaicius. Taigi projektuojant
Istaigas, kuriose planuojamos eilés, dideli srautai, reikéty gerai iSnagrinéti susikurtg aptarnavimo
sistemos modelj. Modelis suteikia galimybes parinkti optimaliausig sistemos darbg eant tam tikram
klienty srautui bei aptarnavimo trukméms: tarkime galime nustatyti optimaly kasy skaiciy esant
tam tikram klienty srautui, kad eilése prie kasy biity ne daugiau kaip trys zmonés.

Paskutiniu metu populiarus metodas modeliuoti bendraja funkcija G(x) eksponentiniy
skirstiniy kombinacija, kuri vadinama fazinio tipo skirstiniu F(x). Sis skirstinys labai gerai tinka
Markovo procesams. [11]

Svarbiausios fazinio tipo skirstiniy savybés [3]:

e Tankis. Fazinio tipo skirstiniai gali buti aproksimuojami visais tikimybiniais
skirstiniais intervale [0, ) ir placiai pritaikomi statistikos srityje. Kiekvienam
neneigiamam skirstiniui G egzistuoja fazinio tipo skirstiniy seka F,, 3 F,, = G;

e Markovo modelis. Fazinio tipo skirstiniai gaunami i§ apibendrinto Erlango
skirstinio fazés, kuri yra ypac gerai tinkanti skaitmeniniam skaic¢iavimui: problemos
sprendziamos darant prielaida, kad eksponentiniai skirstiniai yra algoritmiSkai
lengvai apdorojami, kai eksponentinis skirstinys pakeiciamas fazinio tipo skirstiniu;

¢ Struktirinis informatyvumas. Fazinio tipo skirstiniai yra pakankamai universaltis
ir skaiCiuojant lengvai apdorojami, taigi jie gali biiti naudojami modelio svarbiy
kokybiniy ypatybiy atvaizdavimui ir skaitmeniniy rezultaty interpretavimui, kas

suteikia daug naudingos informacijos apie fizing elgsena.

1.2. TOLYDUS FAZINIO TIPO SKIRSTINIAI

Laiko absorbcijos skirstiniai baigtinéje diskretaus laiko m + 1 dydzio Markovo grandinéje,
kur viena biisena yra absorbuojanti, o likusios m biiseny yra laikinos, yra vadinami fazinio tipo
skirstiniais. Fazinio tipo skirstiniai yra vienareikSmiskai pateikti kaip m matavimo eilutés

vektorius « ir m X m dydzio matrica T. Fazinio tipo skirstinys vaizduojamas (a,T) pora.
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Vektorius a gali buti interpretuojamas kaip pirminis tikétinumo vektorius i§ m laikiny baseny, o
tuo tarpu matrica T gali buti interpretuojama kaip vieno Zingsnio peréjimo tikimybiy matrica (1.1)
iSraisSkoje i$ laikiny biiseny diskreciuoju atveju ir kaip be galo maza generavimo matrica i$ laikiny

buseny tolydziuoju atveju. Be galo mazas generatorius Q:

Q= [O,T.,O 8]

¢ia (px p) dydzio matrica T yra vadinama fazinio tipo generatoriumi. [3, 6]

(1.1)

Hiper-Erlango skirstinys, Erlango miSinys (angl. Hyper-Erlang distribution, mixture of
Erlang). 2 (dvi) ar daugiau faziy sekoje, kurios gali biiti neidenti§kos arba identisky ir neidentisky
faziy miSinys. Hiper-Erlango skirstinys su m $aky apibréziamas kaip bendras m nepriklausomy
Erlango skirstiniy miSinys su pradinémis tikimybémis p;, ..., p,,. Erlango skirstinio i-oji fazé

Zymima n;, 0 intensyvumas A; (zr. 1.1 pav.). Sis skirstinys gali bati apradytas 3m parametrais. [4]

P M A A
—== —_— —
N\

1.1 pav. Erlango miSinio schema

Fazinio tipo skirstinio strukttra

a={®;0..p,0..p,0..0)ir

A4 A 0 « 0 0 0 - 0 0
0 —A4 A - 0 0 0 = 0 0
s_| 0 0 0 -4 0 0 - 0 0
“l o o o -« 0 -4 A - 0 0
0 0 0 - 0 0 0 - =&, A,
o 0 0 - 0 0 0 - 0 =21,

Kokso skirstinys (angl. Coxian distribution). 2 (dvi) ar daugiau (nebiitinai identisky) faziy
sekoje. Kokso skirstiniy klas¢ yra viena labiausiai iStirty fazinio tipo skirstiniy poklasiy. 1955 m.
Koksas (angl. Cox) parodé, kad bet koks pasiskirstymas, turintis racionalig Laplaso-Stiltjeso (angl.
Laplace-Stieltjes, LST) transformacija, gali buti atvaizduotas Kokso skirstiniu.

n-fazinis Kokso skirstinys yra n eksponentiniy skirstiniy su dazniais A, A4,,...,4, ir
tikimybémis a4, a,, ..., a,_1, aplenkiant likusias fazes, seka (zr. 1.2 pav.). Todél, norint tiksliai

nusakyti Kokso skirstinj turime gauti 2n parametry. [4, 6]
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@(1—m1,\|®{1—m,\! @ A, @
LI —_—

! o

1.2 pav. Kokso skirstinio schema

Fazinio tipo skirstinio struktiira

_/11 (1 - al)ll 0 e O
a=(10..0)irT=| ° o (-l .0
0 0 0 -2,

1.3. FAZINIO TIPO SKIRSTINIU APROKSIMAVIMAS
1.3.1. MOMENTU METODAS

Variacijos koeficientas randamas is dispersijos ir vidurkio kvadrato santykio [5]:

_ Var[X] _mp— m? (1.2)
E[X]? mi

2

kur m, — pirmasis momentas, 0 m, — antrasis momentas.

1.1 lenteléje pateikti fazinio tipo skirstinio aproksimacijos parinkimo Kriterijai, kurie apraso
tam tikrus konkrecius skai¢iavimus reikalingus momenty sulyginimui. Fazinio tipo skirstinio
aproksimacijos tipas priklauso nuo variacijos koeficiento c¢? diapazono. [5]

1.1 lentelé
Fazinio tipo skirstinio aproksimacijos parinkimo kriterijai

c? diapazonas Fazinio tipo skirstinio aproksimacija

0<c?2<0,5 2, 3 momentai, n-faziy Erlango miSinys

05<c?<1 2 momentai, 2-faziy Kokso skirstinys

c2>1 3 momentai, 2-faziy Kokso skirstinys

1.3.1.1. N-FAZINIS ERLANGO MISINYS

2 momenty Erlango miSinio tankio funkcija [2]:

gﬁx_)nz_; e "+ (1 -pu sz_)nl_)ll e™H%: x> 0; u> 0. (1.3)

3 momenty Erlango miSinio tankio funkcija [2]:

f(x) =pu

()"t _ ()"t _
F) = P gy e+ (L= D 5 7 1 > G > 0. (14)
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Kai variacijos koeficientas yra intervale 0 < c¢? < 0,5, skirstinys aproksimuojamas n-

.. ey - . . 1
faziniu Erlango miS$iniu, sulyginant 2 momentus. Parametras n parenkamas taip, kad -< c? <

E, dlan = 2, 3,

Parametrai randami i§ formuliy [5]:
1
T 1+c?

p (nc2 —Jn(1+c?) - nzcz); U= i 4 (1.5)

my
Aproksimacijos Erlango miSiniu, sulyginant 3 momentus parametrai apskai¢iuojami pagal

formules [5]:

A, = 2a . (1.6)
©  —=btVb?—-4a-c
n+1

a=nn+2)m, (mz - mf),
+2 (n+2) +1 2 +1
b=~ (mamy —5m) 22 g )+ 4 2) (o, —222m):
n+2
c=my- <m1m3 - n—-l-lmz);

p = (ﬂ_i) (l_i)_ (1.7)

n A,/ \1; A,

1.3.1.2. 2-FAZIY KOKSO SKIRSTINYS

2-faziy Kokso skirstinio tankio funkcija [2]:

P1ly
P1Uy — Uq

Jeigu variacijos koeficiento diapazonas yra 0,5 < c¢? < 1, skirstinys aproksimuojamas 2-

(1.8)

p(x) = pe H>* + (uy e H1* — pyuje~P2k2X),

faziy Kokso skirstiniu, sulyginant 2 momentus. Parametrai randami i$ formuliy [5]:

2 1 1

H1=m—1;ﬂz=m:m=ﬁ}ﬁz=1—?1' (1.9)

¢ia m,; — pirmasis momentas.
Jeigu variacijos koeficiento reiksmé yra c¢? > 1, tuomet bendrasis skirstinys
aproksimuojamas 2-faziy Kokso skirstiniu, sulyginant 3 momentus. Parametrai apskai¢iuojami

pagal iSraiskas [5]:

=992 = G END g =1 (g = 1),
’ 2092 -9195) ' g2 —gi M1 '

kur i-asis pradinis momentas g; = %l = 1,3; D — diskriminantas.

(1.10)

p, =1-—py,
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1.3.2. MAKSIMALAUS TIKETINUMO METODAS

EM (maksimalaus tikétinumo) algoritmas yra iteracinis biseny radimo metodas. Kiekviena
iteracija susideda i§ dviejy zingsniy: E-Zingsnio (tikétinumo zingsnis) ir M-zingsnio
(maksimizavimo Zingsnis).

Erlango miSinio matriciné struktira, kai faziy skaicius lygus 4:

1 01 0 O
0 001 O
0 0 0 0 1
0 00 0 1
Kokso skirstinio struktiira:
111 0 0
0 01 10
0 00 1 1
0 0 0 0 1
Tikétinumo funkcija [7]:
n
L(rm,T;x) = Hn -exp{Tx} - t. (1.11)
i=1

Tankio funkcijos grafikas braizomas pagal israiska [7]:

f(x) =m-exp(Tx) - t, (1.12)
kur m = my, ..., m, vektorius yra pirmas matricinés struktiiros stulpelis, o T yra (px p) dydZio
matrica struktiiros desinéje puséje.

Maksimalaus tikétinumo algoritmo kiekvienoje iteracijoje skai¢iuojamas Runge-Kutta

Zingsnio ilgis kur [T,] yra didziausias (absoliucia verte) matricos T jstrizainés

max[T;]
elementas véliausiame skaic¢iavime. Kuo max[ T, ] reikSmé bus didesné, tuo mazesnis bus zingsnio

dydis ir kiekvienos iteracijos apskai¢iavimas uztruks ilgesnj laiko tarpa. [2, 7]

1.4. APTARNAVIMO SISTEMU MODELIAVIMAS IR JO ELEMENTAI

Tam, kad vienkanalé aptarnavimo sistema biity apraSyta Markovo procesu, jos paraisky
srautas turi biti pasiskirstes pagal Puasono désnj, o paraiSky operacijy trukmés pasiskirs¢iusios
pagal eksponentinj désnj. Tac¢iau realiose aptarnavimo sistemose $ie reikalavimai retai iSpildomi,
todél panaudojant fazinio tipo skirstinius kuriamas naujas modelis.

Vidutinis paraisky skaicius eiléje apskai¢iuojamas i§ formulés [10]:

L
1O =33 nyr(u,ny), (113)

ni=1nq,n,
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¢ia n;m(n,, n,) yra stacionari tikimybé. Vidutinis laukimo laikas [10]:

R AC
w = /1—,1' =1,2. (1.14)

L

1.4.1. KENDALO NOTACIJA

Angly statistiko ir matematiko D. G. Kendalo (angl. D. G. Kendall) pateiktas sutrumpintas

aptarnavimo sistemy zymeéjimas buvo jvestas 1953 m. Jis pasiiilé sistemy modelius aprasyti trijy

simboliy kombinacija A/S/c, kurig véliau papildzius dar trimis simboliais buvo sudaryta galutiné

notacija A/S/c/K/N/D. [4] Pagrindinis aptarnavimo sistemos modelis pavaizduotas 1.3 pav., kuris

gali bati naudojamas masiny ar operatoriy, atliekan¢iy uZsakymus, arba rySio jrangos,

apdorojancios informacijg, modeliavimui. [1]

Paraisky Aptarngvimo
srautas Eile HENgys Aptarnautos

|I> ( ) paraiSkos

1.3 pav. Pagrindinis aptarnavimo sistemos modelis

Kendalo notacijg A/S/c/K/N/D sudaranéiy simboliy charakteristikos [1, 9]:

A — paraisky atvykimo j sistema procesas. Sis simbolis nusako laiko intervaly tarp
gretimy paraiS$ky sraute pasiskirstymo désnj. Paprastai priimama, kad atvykimo
laikai yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste dydziai. Daugelyje praktiniy situacijy
paraiskos j sistemg atvyksta pagal Puasono srautg, kurio laiko tarpai tarp ateinanciy
paraisSky yra pasiskirste pagal eksponentinj désnj. ParaiSkos gali ateiti po vieng arba
partijomis. M raidé reiskia eksponentinj pasiskirstymo désnj, G — bendrajj
pasiskirstymo désnj, o D — determinuotg pasiskirstymo désnj.

S — aptarnavimo laikas. S simbolis nusako paraisky aptarnavimo trukmés
pasiskirstymo désnj (M, G arba D). Paprastai priimama, kad paraisky aptarnavimo
laikai yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste dydziai.

C — paraiSkas aptarnaujanc¢iy jrenginiy skaicius. Gali buti vienas aptarnavimo
jrenginys arba jy grupé (0 < ¢ < o, c € N).

K — maksimalus galimas parai§ky skaicius sistemoje arba maksimalus laukimo
viety eiléje skaifius. Kai paraisky kiekis pasiekia maksimuma, véliau atvykstancios
paraiskos yra nebepriimamos. Jeigu Kendalo notacijoje Sio simbolio reik§mé
praleista, vadinasi ji lygi begalybei, t.y. leistinas paraisky skai¢ius sistemoje yra

neribojamas.
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e N — paraisky srauto (3altinio) dydis. Mazas paraisky skaiCius jtakoja efektyvesnj
atvykimo daznj, nes kuo daugiau paraisky yra eil¢je, tuo maziau lieka laisvy viety
priimti naujai atvykstancias paraiSkas j sistemg. Jeigu notacijoje dydis néra
apibréztas, tuomet jis néra ribojamas (t.y. dydis begalinis).

e D - aptarnavimo tvarka. ParaiSkos gali biiti aptarnaujamos po vieng arba
partijomis. Egzistuoja tokie aptarnavimo tvarkos tipai: FIFO/FCFS — pirmiau
aptarnaujama anks¢iau atvykusi paraiska; LIFO/LCFS — pirmiau aptarnaujama
véliau atéjusi paraiSka; SIRO — paraiskos aptarnaujamos atsitiktinai, neatsizvelgiant
] atvykimo tvarka; PNPN — prioritetinis aptarnavimas (pvz. pirmenybinis ir
nepirmenybinis aptarnavimas, pirmiau aptarnaujamos skubios paraiSkos); PS —
procesoriaus dalijimasis (kompiuteriuose, kurie padalina savo apdorojimo galig
visiems sistemos darbams po lygiai).

ApraSant pagrindin] aptarnavimo sistemos modelj, laikoma, kad paraiSkos atvyksta po vieng
ir néra ribojamas jy eilés ilgis, o aptarnavimas vykdomas pagal principg ,, pirmas atéjo — pirmas

iséjo* (angl. ,firstin first out”, FIFO), t.y. kas pirmiau ateina j eilg, pirmiau i$ jos ir iSeina.

1.4.2. M/G/1 APTARNAVIMO SISTEMA

M/G/1 yra vieno kanalo sistema su begaline eile. Paraisky atvykimo srautas pasiskirstes
pagal paprastajj Puasoninj M paraisky srautg A intensyvumu, o parai§kos aptarnaujamos bendruoju

G désniu.

1.4.2.1. G-ERLANGO MISINYS

Tarkime M/G/1 sistemoje bendrojo skirstinio funkcija G aproksimuojama Erlango mi$iniu.

Ivykiy aibé E = {ey, e,, €3, €4, €s, €, e} ir sistemos biuseny aibé N = {(ny,n,)},ny =0,L,n, =
0,5. Praktikoje biitina jvesti tam tikrg eilés apribojima nusakomga dydziu L.

e; — paraiska atéjo j aptarnavimo bloka intensyvumu A ir pateko j pirmaja faze;

e, — paraiska su tikimybe p peréjo | aptarnavimo bloko antrg fazg;

e3 — paraiska su tikimybe 1 — p peréjo | aptarnavimo bloko trecig faze;

e, — paraiska intensyvumu p, peréjo i aptarnavimo bloko ketvirta fazg;

e — paraiska intensyvumu p, peréjo j aptarnavimo bloko penkta faze;

e — paraiska baigta aptarnauti ketvirtoje faz¢je ir intensyvumu p, palieka sistema;

e, — paraiska baigta aptarnauti penktoje fazéje ir intensyvumu u, palieka sistemg;

n, — paraisky skaicius sistemoje;

n, — aptarnavimo bloko faz¢, kurioje aptarnaujama paraiska.



Aptarnavimo sistemos schema 1.4 pav. [8, 10] :

Paraisky
srautas Eilé

—

14

Aptarnavimo

jrenginys

U » 1
EAptarnautos
! paraiSkos

Uz U2 —,:—P

____________________

1.4 pav. M/G/1 aptarnavimo sistemos modelis, kai G-Erlango miSinys

Sistemos pseudokodas [10]:

el.if n,=0
then n, =1;
elseif n, <L
then n, =n, +1;
end if

end if
Return Intensyvumas = A

e2.if n, =1
then n, =2;
end if
Return Intensyvumas = p - 10000

ed.if n, =1
then n, =3;
end if
Return Intensyvumas = (1— p) - 10000

ed.if n, =2
then n, =4,
end if

Return Intensyvumas = z4

e5.if n, =3
then n, =5;
end if
Return Intensyvumas = z,

e6.if n, =4
ifn, >0
then n,=n, -1;n, =1,
elsen, =0;
end if
end if

Return Intensyvumas = z4

e7.if n, =5
ifn, >0
then n,=n, -1;n, =1,
elsen, =0;
end if
end if

Return Intensyvumas = s,

1.4.2.2. G-KOKSO SKIRSTINYS

Tarkime M/G/1 sistemoje bendrojo skirstinio funkcija G aproksimuojama Kokso skirstiniu. [vykiy

aibé E = {e,, e, €3, e,} ir sistemos biiseny aibé N = {(ny,n,)},n; = 0,L,n, = 0,2.

e, — paraiska atéjo j aptarnavimo blokg intensyvumu A ir pateko j pirmaja faze;

e, — paraiska intensyvumu i, peréjo i aptarnavimo bloko antrg fazg su tikimybe p;;

e; — paraiska baigta aptarnauti pirmoje fazéje ir intensyvumu p, palieka sistema su tikimybe p,;
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e, — paraiska baigta aptarnauti antroje fazéje ir intensyvumu pu, palieka sistema;

n, — paraisky skaicius sistemoje;

n, — aptarnavimo bloko fazé, kurioje aptarnaujama paraiska.

Aptarnavimo sistemos schema 1.5 pav. [8, 10]:

Paraisky
srautas Eilé

Aptarnavimo

jrenginys

_____________________

—

[
1
1
1
1
1
1
1
\

v

Uy

1

1Aptarnautos

| oy
paraiSkos

1
|
P2 X
1

1.5 pav. M/G/1 aptarnavimo sistemos modelis, kai G-Kokso skirstinys

Sistemos pseudokodas [10]:
el.ifn,=0
then n, =1;
elseif n, <L
then n, =n, +1;
end if

end if
Return Intensyvumas = A

e2.ifn, =1
then n, =2;
end if
Return Intensyvumas = p- z4

ed.ifn, =1

ifn, >0
then n, =n, —1;
elsen, =0;
end if
end if

Return Intensyvumas = (1—p)- x4

ed.if n, =2
ifn, >0
then n, =n, -1;n, =1,
elsen, =0;
end if
end if

Return Intensyvumas = s,

1.4.3. G/IM/1 APTARNAVIMO SISTEMA

G/M/1 yra vieno kanalo sistema su begaline eile. Paraisky srautas pasiskirstes pagal bendraji G

désnj, o paraisky aptarnavimo laikas pasiskirstes pagal eksponentinj M désnj.

1.4.3.1. G-ERLANGO MISINYS

Tarkime G/M/1 sistemoje bendrojo skirstinio funkcija G aproksimuojama Erlango miSiniu. [vykiy

aibé E = {ey,e,, 3,64, 65,66, 67,65} ir sistemos biuseny aibé N = {(ny,n,,ns)},n; =0,5n, =

0,L,n, = 0,1. Praktikoje butina jvesti tam tikrg eilés apribojimg nusakoma dydziu L.

e; — paraiska atéjo i srauto bloko pirma biisena;

e, — paraiSka per¢jo j srauto bloko antrg biiseng su tikimybe p;
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es; — paraiska peréjo j srauto bloko trecig buiseng su tikimybe 1 — p;

e, — paraiska peréjo j srauto bloko ketvirtg biiseng;

es — paraiska per¢jo ] srauto bloko penkta biisena;

ee — paraiska i§ srauto bloko ketvirtos biisenos atvyko j aptarnavimo jrenginj;
e, — paraiSka 18 srauto bloko penktos buisenos atvyko | aptarnavimo jrenginj;
eg — paraiska baigta aptarnauti aptarnavimo jrenginyje;

n, — srauto bloko faz¢, kurioje yra paraiska;

n, — paraisky skaicius aptarnavimo sistemoje;

ns — paraisky skaicius aptarnavimo jrenginyje.

Aptarnavimo sistemos schema 1.6 pav. [8, 10]:

Paraisky
srautas
"""" /1' "“"“/1"“\ Aptarnavimo

1 o E > Eilé jrenginys
: g
: Aptarnautos

Ay o A, — paraigkos

/

1.6 pav. G/M/1 aptarnavimo sistemos modelis, kai G-Erlango miSinys

Sistemos pseudokodas [10]:

el.if n, =0 e5.if n, =3
then n, =1; then n, =5;
end if end if

Return Intensyvumas = 10000

Return Intensyvumas = A4,

e2.1f nihzer% ) e6. if n, = 4
n =2; :
. fn,=0; L

end if s Mo < _ _

Return Intensyvumas = p -10000 then n, =n, +1;n, =0;
n,=1
elseif n, <L
ed.if n, =1 then n, =n, +1;n, =0;
then n, =3; end if
end if Return Intensyvumas = 4,

Return Intensyvumas = (1— p) - 10000

e7.if n, =5
ed.if n =2 ifn,=0;n,<L
then n, =4; then n, =n, +1;n, =0;
end if n,=1

Return Intensyvumas = 4,

elseif n, <L
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thenn, =n,+1;n, =0; then n, =n, -1,
end if else n,=0;n,=0;
Return Intensyvumas = 4, end if
end if
e8.if n, =1 Return Intensyvumas = u
if n,>1

1.4.3.2. G-KOKSO SKIRSTINYS

Tarkime G/M/1 sistemoje bendrojo skirstinio funkcija G aproksimuojama Kokso skirstiniu. [vykiy

aibé E = {ey, e,, e3, €4, €5} ir sistemos biuseny aibé N = {(n,,n,, n3)},n; =0,2,n, =0,L,n, =0,1.

e; — paraiska at¢jo i srauto bloko pirmga fazg;

e, — paraiska intensyvumu A, peréjo i srauto bloko antrg faze su tikimybe p;;

e; — paraiska baigta aptarnauti pirmoje srauto bloko fazéje ir intensyvumu A, ateina j aptarnavimo
irenginj su tikimybe p,;

e, — paraiska baigta aptarnauti antroje srauto bloko fazéje ir intensyvumu A, ateina j aptarnavimo
jrenginj;

es — paraiska baigta aptarnauti ir intensyvumu pu palieka sistema;

n, — srauto bloko faze¢, kurioje yra paraiska;

n, — paraisSky skaicius aptarnavimo sistemoje;

ns — paraisky skaicius aptarnavimo jrenginyje.

Aptarnavimo sistemos schema 1.7 pav. [8, 10]:

Paraisky

srautas
jommmm e . . Aptarnavimo
| : Eile jrenginys
1

B ', [ v >
1 = 2 1 Ll >

: » t o Aptarnautos
: 2 ! paraiskos
\
Y /

1.7 pav. G/M/1 aptarnavimo sistemos modelis, kai G-Kokso skirstinys

Sistemos pseudokodas [10]:

el.n =0 end if
then n, =1; Return Intensyvumas = p- 4,
end if _
Return Intensyvumas = 10000 ed.if n, =1
ifn,=0;n,<L
e2.n =1 then n, =n, +1;n, =0;

then n, =2; n, =1
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elseif n, <L then n, =n, +1;n, =0;
thenn, =n, +1;n, =0; end if
end if Return Intensyvumas = A,
Return Intensyvumas = (1— p)- 4,
e5.if n; =1
ed.if n, =2 if n,>1
ifn,=0;n,<L then n, =n, —1;
then n, =n, +1;n, =0; else n,=0;n, =0;
n,=1 end if
elseif n, < L end if

Return Intensyvumas = u

1.4.4. PRIORITETINIO APTARNAVIMO SISTEMOS

ISskiriami du pagrindiniai prioritetiniy paraiSky aptarnavimo budai: pirmenybinis (angl.
preemptive) ir nepirmenybinis (angl. non-preemptive). Pirmuoju atveju, paraiskos su Zemesniu prioritetu
aptarnavimas yra i§ karto nutraukiamas, Kkai tik j sistemg atvyksta aukstesnio prioriteto paraiska. Kada
visos paraiSkos su aukStesniu prioritetu aptarnautos, nutrauktas Zemesnio prioriteto paraiSkos
aptarnavimas atnaujinamas. Sis procesas gali biiti pratestas (angl. resume) arba vykdomas i§ naujo (angl.
repeat).

Nepirmenybiniu atveju, aukstesnio prioriteto paraiskos atvykimas j sistema nepertraukia paraiskos
su zemesniu prioritetu aptarnavimo proceso. ParaiSkos su aukstesniu prioritetu aptarnaujamos tik po to,
kai jrenginyje jau esanios Zemesnio prioriteto paraiSkos aptarnavimas baigtas. 1.8 pav. pateiktas
prioritetinio aptarnavimo sistemos modelis. 44, 4,, ..., A, Zymi sKirtingy prioritety paraisky, kurios stoja
] eile pries aptarnavimo jrenginj, srautus. [4]

- ——

1 L . Aptarnautos
k ! paraiSkos

\ Vi

1.8 pav. Prioritetinio aptarnavimo sistemos modelis
Toliau, kad biity paprasciau, aukStesnio prioriteto paraiSkas vadinsime pirmos klasés paraiskomis,

zemesnio prioriteto — antros klasés paraiSkomis.

1.4.4.1. G-ERLANGO MISINYS
Tarkime M/G/1 sistemoje bendrojo skirstinio funkcija G aproksimuojama Erlango misiniu. [vykiy

aibé E = {ey, e,, 3,84, 65,66, €7, g} ir sistemos biseny aibée N = {(ny,n,,n3,n,)},n; =0,0,n, =
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0,1,; &ia I; — pirmos klasés laukimo pozicija; I, — antros klasés laukimo pozicija. Jvedame eilés
apribojima L.

e; — atvyko pirmos klasés paraiska intensyvumu A4

e, — atvyko antros klasés paraiska intensyvumu 4,;

e; — paraiska su tikimybe p per¢jo j aptarnavimo bloko antra faze;

e, — paraiSka su tikimybe 1 — p peréjo | aptarnavimo bloko trecig faze;

es — paraiska intensyvumu i, peréjo i aptarnavimo bloko ketvirta fazg;

e — paraiska intensyvumu p, peréjo i aptarnavimo bloko penkta faze;

e, — paraiSka baigta aptarnauti ketvirtoje faz¢je ir intensyvumu i, palieka sistema;

eg — paraiska baigta aptarnauti penktoje fazé¢je ir intensyvumu p, palieka sistema;

n, — pirmos klasés paraisky skaicius sistemoje;

n, — antros klasés paraisky skaicius sistemoje;

ns = {0, sistema yra tuscCia; 1, aptarnauta paraiSka yra i§ pirmos klasés; 2, aptarnauta paraiska yra
i$ antros klasés};

n, = {0, sistema yra tuscia; 1, paraiska aptarnauta pirmoje fazé¢je; 2, paraiska aptarnauta antroje
faz¢je; 3, paraiSka aptarnauta treCioje faze¢je; 4, paraiSka aptarnauta ketvirtoje fazeje; 5, paraiSka
aptarnauta penktoje fazéje}.

Aptarnavimo sistemos schema 1.9 pav. [8, 10]:

Paraisky Aptarnavimo

srautai Eilés jrenginys

A T8 o BTN e
EAptarnautos
! paraiskos

%) o 1

N e e e e e e e e

1.9 pav. M/G/1 aptarnavimo sistemos modelis, kai G-Erlango miSinys, 2 paraisky srautai

Pirmenybinio aptarnavimo tipo sistemos pseudokodas [10]:

el.if n; =1 e2.if n; =0
thenn, =n,+1; n,=1;n, =1; then n, =1; n,=2;n, =1;
elseif n,+n,<L; n <l elseif n, +n, <L
then n, =n, +1; then n, =n, +1;
end if end if
end if end if

Return Intensyvumas = 4, Return Intensyvumas = A4,



ed.ifn, =1
then n, =2;
end if
Return Intensyvumas = p -10000

ed.ifn, =1
thenn, = 3;
end if

Return Intensyvumas = (1— p) - 10000

es5.if n, =2
then n, =4;
end if
Return Intensyvumas = z4

e6.if n, =3
thenn, =5;
end if
Return Intensyvumas = z,

e7.if n, =4
ifn,=1
then n, =n, —1;
elsen,=n,-1

end if

if n,>0
then n, =1; n, =1;
elseif n, >0
thenn,=2; n, =1;
else n,=0; n, =0;
end if

end if

end if

Return Intensyvumas = z4

e8.if n, =5

ifn, =1
then n, =n, —-1;
else n,=n, -1

end if

ifn,>0
then n, =1; n, =1,
elseif n, >0
thenn,=2; n, =1;
else n,=0;n,=0;
end if

end if

end if

Return Intensyvumas = s,

Nepirmenybinio aptarnavimo tipo sistemos pseudokodas [10]:

el.if n;,=0
thenn, =1; n, =1;n, =1;
elseif n,+n,<L; n <l
then n, =n, +1;
end if

end if
Return Intensyvumas = 4,

e2.if n, =0
then n, =1; n,=2;n, =1;
elseif n,+n, <L
then n, =n, +1;
end if

end if
Return Intensyvumas = 4,

ed.if n, =1
then n, =2;
end if
Return Intensyvumas = p -10000

ed.if n, =1
thenn, =3;
end if

Return Intensyvumas = (1— p) -10000

e5.ifn, =2
then n, =4,
end if
Return Intensyvumas = 14

20



21

e6.if n, =3 end if
thenn, =5; Return Intensyvumas = 4
end if _
Return Intensyvumas = , e8.if n, =5
ifn,=1
e7.if n, =4 then n, =n, —1;
if n, =1 - else n, =n, -1
: end i
tTen ”1:”1_1’ if n, >0
IRk thenn, =1; n, =1;
end if e if
if n, >0 elseif n, >0
then n,=1; n, =1; then n, =2; n, =1;
else if n, >0 else ny=0:n, =0;
thenn,=2;n, =1; ~endif
? ) end if
else n,=0; n,=0; end if
_ end if Return Intensyvumas = .,
end if

1.4.4.2. G-KOKSO SKIRSTINYS

Tarkime M/G/1 sistemoje bendrojo skirstinio funkcija G aproksimuojama Kokso skirstiniu. Jvykiy
aibé E = {e,, e,, 3, e,, es} ir sistemos biiseny aibe N = {(ny,n,,n3,n4)},n; = 0,1,n, = 0,1,; &ial, —
pirmos klasés laukimo pozicija; [, — antros klasés laukimo pozicija. [vedame eilés apribojimg L.

e; — atvyko pirmos klasés paraiska intensyvumu A4

e, — atvyko antros klasés paraiSka intensyvumu 4,;

ez — paraiSka aptarnauta pirmoje faz¢je su tikimybe p,;

e, — paraiska aptarnauta pirmoje fazéje su tikimybe py;

es — paraiska aptarnauta antroje fazgje;

n, — pirmos klasés paraisky skaicius sistemoje;

n, — antros klases paraisky skaiCius sistemoje;

ns = {0, sistema yra tuscia; 1, aptarnauta paraiSka yra i§ pirmos klasés; 2, aptarnauta paraiska yra
i$ antros klasés};

n, = {0, sistema yra tuscia; 1, paraiSka aptarnauta pirmoje fazéje; 2, paraiSka aptarnauta antroje
faz¢je}.

Aptarnavimo sistemos schema 1.10 pav. [8, 10]:



Paraisky Aptarnavimo
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1.10 pav. M/G/1 aptarnavimo sistemos modelis, kai G-Kokso skirstinys, 2 paraiS§ky srautai

Pirmenybinio aptarnavimo tipo sistemos pseudokodas [10]:

el.if n; =1 end if
end if
end if

Return Intensyvumas = 4, p,

thenn,=n,+1; n,=1;n, =1;
elseif n,+n,<L; n <l
then n, =n, +1;

end if )
end if ed.if n, =1
Return Intensyvumas = 4, thenn, =2;
end if
e2.if n; =0 Return Intensyvumas = 4 p,
then n, =1; n, =2;n, =1,
elseif n,+n, <L e5.ifn, =2
then n, =n, +1; ifn,=1
~endif then n, =n, —1;
- end if else n,=n, -1
eturn Intensyvumas = A4, end if
3 if 1 ifn, >0
e n?f— . then n, =1; n, =1;
if n, = .
3 " L elseif n, >0
e ==L then n, =2; n, =1;
else n,=n, -1 _ _
end if else n,=0; n, =0;
if n, >0 ng =ng—1
then n, =1; ~endif
lse if 0 end if
else if n, > end if
then n, = 2; Return Intensyvumas = z, p,
else n,=0;n, =0;
ng=n;,—-1

Nepirmenybinio aptarnavimo tipo sistemos pseudokodas [10]:
el.if n;=0 then n, =n, +1;
then n, =1; n,=1;n, =1, end if

elseif n,+n,<L; n <l end if

22
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Return Intensyvumas = 4, Return Intensyvumas <« z, p,
e2.if n, =0
then n, =1; n;=2;n, =1; ed.if n, =1
elseif n,+n, <L thenn, =2;
then n, =n, +1; end if
end if Return Intensyvumas = z4 p,
end if
Return Intensyvumas = 4, 5. if n, = 2
ifn, =1
ed.if n, =1 then n, =n, —1;
if n,=1 elsen,=n, -1
then n, =n, -1, end if
else n, =n, -1 it n, >0
end if then n,=1; n, =1;
if n,>0 elseif n, >0
then n, =1, then n, =2; n, =1;
elseif n, >0 else n,=0;n,=0;
then n, =2; ng=n,—1
elsen,=0;n,=0 end if
end if end if
end if end if
end if Return Intensyvumas = 1, p,

1.4.5. G/G/1 APTARNAVIMO SISTEMA

G/G/1 yra vieno kanalo sistema su begaline eile. Paraiskos atvyksta pagal bendraji G désnj, 0
parai$ky aptarnavimo trukmé pasiskirs¢iusi taip pat pagal bendrajj G désnj, taciau abu G désniai yra

skirtingi.

1.4.5.1. G-KOKSO SKIRSTINYS, G-ERLANGO MISINYS

Ivykiy aibé E = {e;, e, €3, €4, €5, €, €7, €5} ir sistemos biiseny aibé N = {(n,,n,,n3)},n, =

0,2,n, = 0,L,n3 = 0,3; ¢ia L — eilés apribojimas.
e, — paraiska atéjo j srauto bloko pirmg biiseng;
e, — paraiska peréjo j srauto bloko antrg biiseng intensyvumu A, su tikimybe p;;
e; — paraiska peréjo j srauto bloko trecig bliseng intensyvumu A, su tikimybe p,;
e, — paraiska aptarnauta pirmoje fazéje su tikimybe py;
es — su tikimybe p paraiska peréjo j aptarnavimo bloko antrg fazg;
ee — Su tikimybe 1 — p paraiska peréjo | aptarnavimo bloko treciag fazg;

e, — paraiSka aptarnauta antroje aptarnavimo bloko faz¢je ir palieka sistema intensyvumu g ;



eg — paraiska aptarnauta trecioje aptarnavimo bloko fazéje ir palieka sistemg intensyvumu p,;

n, — srauto bloko fazé, kurioje yra paraiska;

n, — paraisky skaicius aptarnavimo sistemoje;

n, — paraisky skaicius aptarnavimo jrenginyje.

Aptarnavimo sistemos schema 1.11 pav. [8, 10]:

Eile

Aptarnavimo
irenginys

1
1Aptarnautos

| paraiskos

Paraisky
srautas

ST T T T T T T T T T T T T T TS N

‘ :

1

1 P1 !

— A > A o S

1

X P2 !

l\ I

___________________

1.11 pav. G/G/1 aptarnavimo sistema, kai G-Kokso skirstinys, G-Erlango miSinys

Sistemos pseudokodas [10]:

el.if n,=0
then n, =1;
end if
Return Intensyvumas = 10000

e2.if n =1
then n, =2;
end if
Return Intensyvumas = p - 4,

ed.if n, =1
if n,=0; n,<L
thenn, =n, +1;n, =0;
n,=1
elseif n, <L
thenn, =n, +1;n, =0;
end if

Return Intensyvumas = (1— p) - 4,

ed.if n, =2
if n,=0;n,<L
thenn, =n, +1;n, =0;
n,=1
elseif n, <L

thenn, =n, +1;n, =0;

end if
Return Intensyvumas = A4,

e5.if n; =1
then n, =2;

end if
Return Intensyvumas = p -10000

e6.if n; =1
then n, =3;

end if
Return Intensyvumas = (1— p) -10000

e7.if n, =2
then n, =n, —1;
ifn,>0
then n, =1;
else n, =0
end if
end if

Return Intensyvumas = z

e8.if n; =3
then n, =n, —1;
ifn,>0
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then n, =1; end if
else n, =0 Return Intensyvumas = 1,

end if

1.4.5.2. G-ERLANGO MISINYS, G-KOKSO SKIRSTINYS

Ivykiy aibé E = {ey, e,, €3, €4, 65,64, €7, €g} ir sistemos buseny aibé N = {(n,,n,,n3)},n, =

0,2,n, = 0,L,n; = 0,3; ¢ia L — eilés apribojimas.
e, — paraiska at¢jo ] srauto bloko pirmg biiseng;
e, — paraiska peréjo j srauto bloko antrg biiseng intensyvumu A, su tikimybe p;
es; — paraiska peréjo j srauto bloko trecig biseng intensyvumu A, su tikimybe 1 — p;
e, — paraiska intensyvumu A; ateina j aptarnavimo bloko pirmg fazg;
es — paraiska intensyvumu A, ateina j aptarnavimo bloko pirmg fazg;
e — paraiska intensyvumu i, peréjo i aptarnavimo bloko antrg fazg su tikimybe p;;
e, — paraiska baigta aptarnauti pirmoje fazéje ir intensyvumu i, palieka sistema su tikimybe p,;
eg — paraiSka baigta aptarnauti antroje fazéje ir intensyvumu p, palieka sistema;
n, — srauto bloko faze, kurioje yra paraiSka;
n, — paraisSky skaicius aptarnavimo sistemoje;
ns — paraiSky skaicius aptarnavimo jrenginyje.

Aptarnavimo sistemos schema 1.12 pav. [8, 10]:

Paraisky Aptarnavimo
srautas jrenginys
4 1 \\I > .. STTTTT T N
! p 1 | Eilé { E
: : : o ‘Ll pl [ H ! »
i i L Sy | Aptarnautos
.‘1 —-p 1, 1, :\ Pz ,: paraiskos

_____________________

1.12 pav. G/G/1 aptarnavimo sistema, kai G-Erlango misinys, G-Kokso skirstinys

Sistemos pseudokodas [10]:

el.ifn, =0 Return Intensyvumas = p -10000
then n, =1;
end if ed.if n, =1
Return Intensyvumas =10000 then n, =3;
end if
e2.if n =1 Return Intensyvumas = (1— p) -10000
then n, =2;

end if ed.if n, =2



26

ifn,=0;n,<L end if
then n, =n, +1;n, =0; Return Intensyvumas = p, - 4,
n,=1 )
: e7.if n; =1
elseif n, <L :hen L
then n,=n,+1;n, =0; " 20_ 2 )
: if n, >
end if 2
Return Intensyvumas = then n, =1;
else n; =0
e5.if n, =3 end if
ifn,=0;n,<L end if
then n, =n, +1;n, =0; Return Intensyvumas = p, - 4,
n,=1 .
L e8.if n, =2
elseif n, <L hen . — . _1-
thenn, =n, +1;n, =0, . >20 2
end if 2
Return Intensyvumas = sz, then n, =1;
else n, =0
. end if
e6.if n, =1 end if
then n, =2; Return Intensyvumas = 4,

2. TYRIMU REZULTATAI IR JU APTARIMAS
2.1. BENDRUJU SKIRSTINIU APROKSIMACIJA

Istirsime Keturis bendruosius skirstinius: gama, atvirkstinj Gauso, lognormalyjj ir Veibulo.
Fiksavus atitinkamus skirstiniy parametrus, aproksimacijg atliekame momenty bei iteraciniu
maksimalaus tikétinumo metodais. Sio tyrimo metu laikysime, kad EM metodo iteracijy skai¢ius lygus

1000.

2.1.1. GAMA SKIRSTINYS
Nagrinésime gama skirstinio I"(k, 8) su parametrais k = 1,1; 6 = 0,9 aproksimacija. Skirstinio

tankio funkcija:

L i (2.1)
p(X)=W(k);X>O,k>O,9>O. .
Pradiniai momentai randami i§ (2.2) formulés:
0'T'(k+r) (
=— 7 yr= 2.2)
.ur F(a) Ir 1p3

Apskaic¢iuoti gama skirstinio 3 pradiniai momentai: m; = 0,9898; m, = 1,8703; m; = 5,2163.
Variacijos koeficiento reikimé ¢? = 0,8261; 0,5 < ¢? < 1 (r. 1.1 lentele), vadinasi, labiausiai

tinkama momenty metodo aproksimacija bus taikant Kokso skirstinj, sulyginus 2 momentus.
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2.1 pav. pateiktas momenty metodu atliktos gama skirstinio aproksimacijos rezultaty grafinis
palyginimas taikant skirtingus fazinio tipo skirstinius. Kaip matyti i§ grafiko, skirstinio tankio funkcija
labiausiai sutampa su 2-faziy Kokso skirstinio, sulyginus 2 momentus, tankio funkcijos kreive. Gautas

rezultatas sutampa su 1.1 lentelés aproksimacijos parinkimo kriterijumi.

1,2 — Gama skirstinys
Erlango misinys, 2 momentai
1 — Erlango miSinys, 3 momentai
—— Kokso skirstinys, 2 momentai
0.8 Kokso skirstinys, 3 momentai
' hat
E D' 6 ‘ﬂ"\\ \
0.4 \\
‘-‘-.._‘___-:-:-:-.-: -
D I
0 1 2 3 4 o
X

2.1 pav. Momenty metodas, I'(1,1; 0,9) aproksimacijos palyginimas
Maksimalaus tikétinumo metodu atliktos aproksimacijos rezultatai grafiskai palyginti 2.2 pav.,
kuriame matyti, jog gama skirstinio tankio funkcija artimesné Kokso skirstinio funkcijai. Sugretinus abu
metodus tikslesné aproksimacija gauta EM metodu, kadangi Siuo atveju fazinio tipo skirstiniy grafiky

kreivés panaSesnés j I'(k, 8) skirstinio grafika.

1 —— Gama skirstinys
2-faziy Erlango misinys
\ — 2-faziy Kokso skirstinys
0,81
0,6 +—
= \
o \
0,4
0,2 -
N
\-~_‘_
0 —
0 1 2 3 4 5
X

2.2 pav. EM metodas, I'(1,1; 0,9) aproksimacijos palyginimas
EM metode didinant faziy skaic¢iy Kokso skirstiniu atliekamos aproksimacijos tikslumas geréja,
t.y. Kokso skirstinio funkcija artéja prie gama skirstinio. Taciau i$ kitos pusés, kuo bus didesnis faziy
skaiCius tuo struktiira bus sudétingesné, o tai jtakos létesnj programos vykdyma. 2.3 pav. pateiktas 2, 3
ir 4-faziy Kokso skirstinio kreiviy palyginimas.
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1 —— Gama skirstinys
2-faziy Kokso skirstinys
0.8 — 3-faziy Kokso skirstinys
= \ — 4-faziy Kokso skirstinys

p()

0,6 \
0,4 \
0,2

N

\

0 1 2 3 4 5
X

0

2.3 pav. 2, 3, 4-faziy Kokso skirstinys, I'(1,1; 0,9) aproksimacijos palyginimas
2.4 pav. isskirta 4-faziy Kokso skirstinio funkcija, kuri, i§ grafiko matyti, beveik sutampa su gama

skirstiniu. Vadinasi, 4-faziy Kokso skirstiniu atliekama aproksimacija yra tikslesné nei 2 ar 3-faziy.
1

—— Gama skirstinys
4-faziy Kokso skirstinys

0,8+

0,6

p(x)

0,4

0,2

0

0 1 2 3 4 5
X
2.4 pav. 4-faziy Kokso skirstinys, I'(1,1; 0,9) aproksimacija
EM metodo aproksimacija tikslesné imant didesn] faziy skai¢iy taip pat ir Erlango mi$inio atveju.

Gama skirstinio aproksimacijos skirtingy faziy Erlango miSiniais rezultaty grafinis palyginimas 2.5 pav.

1 Gama skirstinys
2-faziy Erlango miSinys
_ /.\ —— 3-faziy Erlango misinys
0.8 \ —— 4-faziy Erlango mi$inys
~ 0,6
=
o
0,4
0.2 \
\\\
0 e
0 1 2 X 3 4 5

2.5 pav. 2, 3, 4-faziy Erlango miSinys, I'(1,1; 0,9) aproksimacijos palyginimas
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Aproksimacijos tikslumas maksimalaus tikétinumo metodu priklauso ir nuo iteracijy skaiciaus.
Didinant iteracijy skai¢iy fazinio tipo skirstinys artéja prie aproksimuojamo skirstinio, vadinasi
rezultatas geréja. TacCiau tai sulétina programos vykdyma, kadangi kuo didesnis faziy skaicius, tuo
konvergencija bus létesné. 2.6 pav. matome grafing aproksimacijos tikslumo priklausomybg¢ nuo

iteracijy skaiciaus.

1,2 Gama skirstinys
1 iteracija
1 — 10 iteracijy
—— 100 iteracijy
0.8 .a,\ 1000 iteracijy
X
X 06 3
o '\\
0,4 -
N
0,2 -
O T ——
0 1 2 « 3 4 5

2.6 pav. 2-faziy Kokso skirstinys, I'(1,1; 0,9) aproksimacijos palyginimas
Momenty ir EM metodais apskaiciuoty parametry reik§més surasytos 2.1 lenteléje. Parametrai
néra identiski, bet matyti, kad metodai aproksimuoja panasiai.

2.1 lentelé
r(1,1; 0,9) skirstinio aproksimacijos parametry reikSmes
Fazinio tipo skirstinio
aproksimacija = Ha P1 P2
Erlango miSinys, 2 momentai 29774 - 0,2457 0,7543
Erlango miSinys, 3 momentai 1,6671 6,4172 0,0773 0,9227
Kokso skirstinys, 2 momentai 2,0205 1,1115 0,5501 0,4499
Kokso skirstinys, 3 momentai 1,0855 2,9435 0,2021 0,7979
2-faziy Erlango miSinys, EM 1,5619 2,0825 0,0491 0,9509
2-faziy Kokso skirstinys, EM 1,0413 1,9921 0,2544 0,7456

2.1.2. ATVIRKSTINIS GAUSO SKIRSTINYS
Atvirks$tinio Gauso skirstinio G (u, A) su parametrais u = 0,7; A = 0,5 tankio funkcija
_Eelu—%(%zhlzx)

- _*
p(x)—mx 2

s A>0,u>0,x>0, (2.3)

o0 pradiniai momentai apskaic¢iuojami pagal formules

(A +p 13 (A% + 3Au + 3u?) (2.4)
PR 22 '

Hy =W Uy =
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Atvirkstinio Gauso skirstinio 3 pradiniai momentai: m, = 0,7; m, = 1,176; m; = 3,8004.

Variacijos koeficientas: ¢? = 1,96; c¢? > 1 (zr. 1.1 lentele).

2.7 pav. pateiktas momenty metodu atliktos IG (u, A) skirstinio aproksimacijos rezultaty grafinis
palyginimas pritaikius skirtingus fazinio tipo skirstinius. Skirstinio tankio funkcija labiausiai sutampa

su 2-faziy Kokso skirstinio, sulyginus 3 momentus, tankio funkcijos kreive. Gautas rezultatas sutampa

su 1.1 lentelés aproksimacijos parinkimo kriterijumi.

2,5 Atvirkstinis Gauso skirstinys
Erlango mi$inys, 2 momentai
2 —— Erlango misinys, 3 momentai
| —— Kokso skirstinys, 2 momentai
I,;, Kokso skirstinys, 3 momentai
—_ 1 ,5 1
X !
= |l
14
\
0,9 \
0
0 1 2 3 4 3

X
2.7 pav. Momenty metodas, 1G(0,7; 0,5) aproksimacijos palyginimas

Maksimalaus tikétinumo metodu atliktos aproksimacijos rezultatai palyginti 2.8 pav. Atvirkstinio
Gauso skirstinio tankio funkcija artimesné Kokso skirstinio funkcijai. Palyginus abu metodus, matyti,

Jog geresné aproksimacija gauta momenty metodu.

1.4 Atvirkstinis Gauso skirstinys
A 2 faziy Erlango miSinys
1,24+ — 2 faziy Kokso skirstinys

1 \
0,84
0,64\
0,44
0,24

O e —

p(x)

0 1 2 3 - )
X

2.8 pav. EM metodas, 1G(0,7; 0,5) aproksimacijos palyginimas

2.2 lentelgje pateiktos momenty ir EM metodais aproksimuoto atvirkStinio Gauso skirstinio

parametry reikSmes.
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2.2 lentelé
1G(0,7; 0,5) skirstinio aproksimacijos parametry reik§més
Fazinio tipo skirstinio
aproksimacija t Ha P1 P2

Erlango misinys, 2 momentai 3,0095 - 0,0313 0,9687
Erlango miSinys, 3 momentai 1,2884 6,5319 0,0500 0,9500
Kokso skirstinys, 2 momentai 2,8571 1,0204 0,3571 0,6429
Kokso skirstinys, 3 momentai 1,6710 0,6006 0,0610 0,9390
2-faziy Erlango miSinys, EM 1,5895 2,1193 0,0323 0,9677
2-faziy Kokso skirstinys, EM 2,0273 1,0596 0,2589 0,7411

2.1.3. LOGNORMALUSIS SKIRSTINYS
Lognormaliojo skirstinio In V' (u; o) su parametrais u = 0,01; o = 1 tankio funkcija:

1 _(nx-—p)* 25)
e 2% ;x>0,ueR oc>0. .
xovV2m

Pradiniai momentai gaunami i$ $iy formuliy:

p(x) =

2

Uy = ePVT, ) = o2, o = Tt (2.6)
Lognormaliojo skirstinio 3 pradiniai momentai: m; = 1,6653; m, = 7,5383; m3 = 92,7586.
Variacijos koeficientas: ¢? = 2,9526; ¢ > 1 (zr. 1.1 lentele).

Lognormaliojo skirstinio aproksimacijos, gautos momenty metodu, grafiskai palygintos 2.9 pav.

Geriausia aproksimacija: 2-faziy Kokso skirstinj, sulyginus 3 momentus. Gautas rezultatas sutampa su

1.1 lentelés aproksimacijos parinkimo Kkriterijumi.

1 —— Lognormalusis skirstinys
Erlango miSinys, 2 momentai
h —— Erlango miSinys, 3 momentai
0.8 — Kokso skirstinys, 2 momentai
H}. Kokso skirstinys, 3 momentai
0,6t
o W
0,4 . \
0.2+ \\
Eﬁ_{‘:‘-"""—-_—-_—-__._
0
0 1 2 3 4 5

X
2.9 pav. Momenty metodas, In '(0,01; 1) aproksimacijos palyginimas

EM metodu atliktos aproksimacijos rezultatai palyginti 2.10 pav. Siuo atveju Erlango miginio ir

Kokso skirstinio grafikai sutampa. Tikslesné aproksimacija gauta maksimalaus tikétinumo metodu.
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0.8 —— Lognormalusis skirstinys
2 faziy Erlango miSinys
— 2 faziy Kokso skirstinys
0,6
X 04 /
= |
|
0,2+
\ ~
0 —
0 1 2 3 4 )

X
2.10 pav. EM metodas, In ’'(0,01; 1) aproksimacijos palyginimas

Erlango miSiniu ir Kokso skirstiniu aproksimuoto lognormaliojo skirstinio parametry reikSmeés

pateiktos 2.3 lenteléje.

2.3 lentelé
In V'(0,01; 1) skirstinio aproksimacijos parametry reik§més
Fazinio tipo skirstinio
aproksimacija H Ha P1 P2
Erlango miSinys, 2 momentai 1,0856 - 0,3866 0,6134
Erlango miSinys, 3 momentai 0,3028 2,2801 0,3336 0,6664
Kokso skirstinys, 2 momentai 1,2010 0,3495 0,2910 0,7090
Kokso skirstinys, 3 momentai 0,6663 0,1295 0,0213 0,9787
2-faziy Erlango misinys, EM 0,4387 1,7546 0,1988 0,8012
2-faziy Kokso skirstinys, EM 1,6785 0,8773 0,2143 0,7857

2.1.4. VEIBULO SKIRSTINYS
Veibulo skirstinio W(4; k) su parametrais A = 0,7; k = 0,9 tankio funkcija lygi
p(x) = kAkxk=1. =% x > 0,1 > 0,k > 0. (2.7)

Pradiniai momentai:

w, = AT (1 + —),r =1.3. (2.8)

Veibulo skirstinio 3 pradiniai momentai yram,; = 1,1389; m, = 4,0706; m; = 27,1057.

Variacijos koeficientas: ¢ = 4,5719; ¢? > 1 (Zr. 1.1 lentele).

W(0,7;0,9) skirstinio aproksimacijos momenty metodu rezultaty grafinis palyginimas 2.11 pav.
Geriausia aproksimacija (skirstiniy grafikai visiskai sutampa) gauta pritaikant 2-faziy Kokso skirstinj,

sulyginus 3 momentus. Gautas rezultatas sutampa su 1.1 lentelés aproksimacijos parinkimo kriterijumi.
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3 — Veibulo skirstinys
Erlango miSinys, 2 momentai
2,5 — Erlango miSinys, 3 momentai
— Kokso skirstinys, 2 momentai
2 Kokso skirstinys, 3 momentai
X 1,54
o

0 1 2 3 4 5

2.11 pav. Momenty metodas, W(0,7; 0,9) aproksimacijos palyginimas
2.12 pav. pateikti EM metodu atliktos aproksimacijos rezultatai. Veibulo skirstinio tankio funkcija
artimesné Kokso skirstinio funkcijai. Palyginus abu metodus, matyti, jog geresné aproksimacija gauta

EM metodu.

4 —  Veibulo skirstinys
2 faziy Erlango miSinys
— 2 faziy Kokso skirstinys
3
<
5 2
“‘»
14}
\-.
R
O T — [ —
0 1 2 3 4 5
X

2.12 pav. EM metodas, W(0,7; 0,9) aproksimacijos palyginimas
2.4 lenteléje pateiktos momenty ir EM metodais aproksimuoto W(0,7; 0,9) skirstinio Erlango

miSinio ir Kokso skirstinio parametry reikSmes.

2.4 lentelé
W(0,7; 0,9) skirstinio aproksimacijos parametry reik§més
Fazinio tipo skirstinio
aproksimacija H Ha P1 P2
Erlango miSinys, 2 momentai 1,3539 - 0,4674 0,5326
Erlango miSinys, 3 momentai 0,6863 5,0365 0,2279 0,7721
Kokso skirstinys, 2 momentai 1,7561 0,4106 0,2338 0,7662
Kokso skirstinys, 3 momentai 1,7800 0,4136 0,2387 0,7613
2-faziy Erlango misinys, EM 0,4273 1,8719 0,1453 0,8547
2-faziy Kokso skirstinys, EM 1,7906 0,9359 0,2286 0,7714
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2.2. M/G/1 IR G/M/1 APTARNAVIMO SISTEMOS MODELIAVIMAS

Paraisky atvykimo srautas pasiskirstes pagal paprastajj Puasono désnj su intensyvumu A = 0,8,

aptarnavimo laikas pasiskirstes pagal bendrajj G désnj. Paraiskos i$ eilés aptarnaujamos pagal jy

atvykimo tvarkg (FIFO). ParaiSky eilés ilgj apribojame iki 20. M/G/1 aptarnavimo sistemos

modeliavimo rezultatai pateikti 2.5 lenteléje. L — vidutinis eilés ilgis, W — vidutinis laukimo laikas,

p;; i = 0,3 — stacionarios tikimybés.

2.5 lentelé
M/G/1 sistemos modeliavimo rezultaty palyginimas
Aprosimacija L w Po P1 P2 P3
Gama 3,6670 4,5838 0,0102 0,0081 0,0064 0,0051
Kokso EM 3,6639 4,5798 0,0102 0,0081 0,0062 0,0050
Paklaida -0,0845% | -0,0873% | 0,0000% | 0,0000% | -3,125% | -1,9608%
ARENA 3,6530 4,5663 0,0102 0,0081 0,0064 0,0049
Paklaida -0,3818% | -0,3818% | 0,0000% | 0,0000% | 0,0000% | -3,9216%
Atvirkstinis
Gauso 1,4153 1,7691 0,3000 0,1680 0,0941 0,0527
Kokso 3 mom. 1,4229 1,7411 0,3110 0,1680 0,0963 0,0549
Paklaida +0,5370% | -1,5827% | +3,6667% | 0,0000% | +2,3379% | +4,1746%
ARENA 1,3821 1,7230 0,3110 0,1710 0,0933 0,0489
Paklaida -2,3458% | -2,6058% | 0,0000% | +1,7857% | -0,8502% | -7,2106%

Paraisky atvykimo srautas pasiskirstes pagal bendrajj désnj G, o aptarnavimo laikas pagal

eksponentinj désnj M. Paraiskos i$ eilés aptarnaujamos pagal jy atvykimo tvarkg (FIFO). Paraisky eilés

ilgj apribojame iki 20. G/M/1 aptarnavimo sistemos modeliavimo rezultatai pateikti 2.6 lenteléje.



G/M/1 sistemos modeliavimo rezultaty palyginimas

2.6 lentelé

Aprosimacija L w Po P1 P2 P3
Lognormalusis | 5,9283 7,4104 0,6653 0,1781 0,0477 0,0128
Erlango EM 5,9270 7,2712 0,6596 0,1781 0,0495 0,0132
Paklaida -0,0219% | -1,8784% | -0,8568% | 0,0000% | +3,7736% | +3,1250%
ARENA 5,9280 7,0213 0,6614 0,1573 0,0425 0,0122
Paklaida -0,0051% | -5,2507% | -0,5862% | -11,679% | -10,9015% | -4,6875%
Veibulo 15,5672 | 19,4590 0,1389 0,0957 0,0659 0,0454
Kokso EM 15,5396 | 19,2995 0,1379 0,0961 0,0651 0,0454
Paklaida -0,2428% | -0,2426% | -0,7199% | +2,2340% | -1,2140% | 0,0000%
ARENA 15,5560 | 19,4451 0,1389 0,0950 0,0651 0,0453
Paklaida -0,0719% | -0,0714% | 0,0000% | -0,7315% | -1,2140% | -0,2203%

Tiek skaitmeninio, tiek imitacinio modeliavimo rezultatai gana panasus j teorines reikSmes. M/G/1

aptarnavimo sistemos modeliavimo rezultatai Siek tiek tikslesni nei G/M/1 sistemos.

2.3. PRIORITETINIU APTARNAVIMO SISTEMU MODELIAVIMAS

IStirsime dviejy srauty M/G/1 prioriteting aptarnavimo sistemg. Imame, kad pirmo srauto paraisky
atvykimo intensyvumas 4, = 0,4, antro — 1, = 0,8. Apribojame eilés ilgj: pirmo srauto (su aukstesniu
prioritetu) iki 10 paraiSky, antro srauto (su zemesniu prioritetu) iki 20 paraisky. Antro srauto
aptarnavimas yra nutraukiamas, kai tik j sistemg atvyksta pirmo srauto paraiska. Antro tipo paraisky
aptarnavimas atnaujinamas (vykdomas 1§ naujo), kai aptarnautos visos pirmo srauto paraiSkos.
Pirmenybinio aptarnavimo tipo tyrimo rezultatai pateikti 2.7 lenteléje (virSutinis eilutés skaiéius nusako
pirmo srauto parametro reik§me, antras skai¢ius — antro srauto). L™, L(?) — atitinkamai pirmo ir antro
srauto vidutinis eilés ilgis, W™, W) — atitinkamai pirmo ir antro srauto vidutinis laukimo laikas,

p;; i = 0,3 — stacionarios tikimybés.



M/G/1 sistema, pirmenybinis aptarnavimo tipas

2.7 lentelé

Aprosimacija | LW, L® | w®,w® Po P1 P2 p3
Gama
0,3872 0,9680 0,6979 0,2343 0,0538 0,0112
Kokso EM
9,0207 11,2758 0,0558 0,0605 0,0582 0,0561
0,3872 0,9663 0,6979 0,2460 0,0541 0,01231
ARENA
9,0207 11,2613 0,0584 0,0605 0,0578 0,0552
Skirt 0,0000% | +0,1759% | 0,0000% | -4,7561% | -0,5545% | -8,9431%
irtumas
0,0000% | +0,1288% | -4,4521% | 0,0000% | +0,6920% | +1,6304%
Atvirks§tinis Gaus
Kokso 0,3845 0,9614 0,6999 0,2328 0,0534 0,0111
3 momentai 8,5750 10,7188 0,0625 0,0670 0,0636 0,0605
0,3845 0,9608 0,6991 0,2332 0,0526 0,0111
ARENA
8,5745 10,7188 0,0630 0,0670 0,0633 0,0604
Skirt 0,0000% | +0,0624% | +0,1144% | -0,1715% | +1,5209% | 0,0000%
irtumas
+0,0058% | 0,0000% | -0,7937% | 0,0000% | +0,4739% | +0,1656%
Lognormalusis
0,5129 1,2821 0,6588 0,2291 0,0732 0,0253
Erlango EM
11,1716 13,9645 0,0397 0,0357 0,0349 0,0353
0,5252 1,3438 0,6572 0,2255 0,0730 0,0253
ARENA
10,9419 13,1774 0,0397 0,0348 0,0348 0,0351
Skirt -2,3420% | -4,5915% | +0,2435% | +1,5965% | +0,2740% | 0,0000%
irtumas
+2,0993% | +5,9731% | 0,0000% | +2,5862% | +0,2874% | +0,5698%
Veibulo
0,5062 1,2655 0,6657 0,2228 0,0724 0,0253
Kokso EM
9,9808 12,4760 0,0568 0,0490 0,0462 0,0452
0,5062 1,2623 0,6674 0,2214 0,0763 0,0252
ARENA
9,9805 12,4749 0,0587 0,0511 0,0479 0,0492
Skirt 0,0000% | +0,2535% | -0,2547% | +0,6323% | -5,1114% | +0,3968%
irtumas
+0,0030% | +0,0088% | -3,2368% | -4,1096% | -3,5491% | -8,1302%

Toliau tiriame nepirmenybinj aptarnavimo tipg. Visos apibréztos sistemos sglygos lieka tos pacios,
kurios buvo apraSytos 2.3.1. skyrelyje, tik skirtumas toks, kad aptarnavimas vyksta nepirmenybine

tvarka. Pirmo srauto paraiskos atéjimas ] sistemg nepertraukia antro srauto paraiS$kos aptarnavimo
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proceso. Pirmo srauto paraiS$ka aptarnaujama iskart, kai antro srauto paraiSka palicka aptarnavimo

jrenginj. Nepirmenybinio aptarnavimo tipo tyrimo rezultatai pateikti 2.8 lenteléje.

2.8 lentelé
M/G/1 sistema, nepirmenybinis aptarnavimo tipas
Aprosimacija | L®, L@ | w® w® Po P1 P2 Ps3
Gama
0,5856 1,4640 0,5839 0,2894 0,0939 0,0251
Kokso EM
5,9640 7,4550 0,1162 0,1162 0,0994 0,0854
0,5856 1,4640 0,5835 0,2890 0,0935 0,0251
ARENA
5,9640 7,4550 0,1162 0,1157 0,0987 0,0820
Skirt 0,0000% 0,0000% | +0,0686% | +0,1384% | +0,5353% | 0,0000%
irtumas
0,0000% 0,0000% 0,0000% | +0,4322% | +0,7092% | +4,1463%
Atvirks$tinis Gauso
Kokso 0,5781 1,4452 0,5879 0,2876 0,0924 0,0245
3 momentai 5,6168 7,0210 0,1258 0,1242 0,1047 0,0886
0,5779 1,4500 0,5880 0,2878 0,0924 0,0245
ARENA
5,6160 7,0210 0,1263 0,1240 0,1043 0,0889
Skirt +0,0346% | 0,0000% | -0,0170% | -0,0695% | 0,0000% 0,0000%
irtumas
+0,0142% | -0,3310% | -0,3959% | +0,1613% | +0,3835% | -0,3375%
Lognormalusis
0,8529 2,1323 0,4913 0,2942 0,1319 0,0521
Erlango EM
11,6878 14,6098 0,0328 0,0297 0,0290 0,0290
0,8536 2,1334 0,4911 0,2942 0,1318 0,0521
ARENA
11,6864 14,6001 0,0321 0,0293 0,0290 0,0293
Skirt -0,0820% | -0,0516% | +0,0407% | 0,0000% | +0,0759% | 0,0000%
irtumas
+0,0120% | +0,0664% | +2,1807% | +1,3652% | 0,0000% | -1,0239%
Veibulo
0,8424 2,1061 0,4992 0,2869 0,1272 0,0516
Kokso EM
10,6338 13,2922 0,0472 0,0409 0,0385 0,0380
0,8424 2,1060 0,4992 0,2890 0,1293 0,0516
ARENA
10,6340 13,2810 0,0468 0,0410 0,0374 0,0371
Skirt 0,0000% | +0,0047% | 0,0000% | -0,7266% | -1,6241% | 0,0000%
irtumas
-0,0019% | +0,0843% | +0,8547% | -0,2439% | +2,9412% | +2,4259%
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Aptarnavimo sistemos modeliavimo rezultatus palyginus su imitacinio modelio rezultatais, matyti,
jog gautos paklaidos néra didelés, taigi modeliavimo metodika yra tinkama. Didziausia gauta paklaida
8,9431%. Nepirmenybinio aptarnavimo tipo rezultatai siek tiek tikslesni palyginus su pirmenybiniu tipu.

Pirmenybinio aptarnavimo atveju pirmo srauto vidutinis eilés ilgis, vidutinis laukimo laikas yra
mazesni, stacionarios tikimybés yra didesnés nei nepirmenybinio aptarnavimo atveju. Antro srauto
vidutiniy parametry reik§més mazesnés, o stacionarios tikimybés didesnés, esant nepirmenybinei
tvarkai, nes darbai néra pertraukiami.

2.9 lentel¢je galime matyti, kaip kinta pagrindiniai aptarnavimo sistemy parametrai didinant
aptarnavimo jrenginiy skaiciy, esant nepirmenybinei aptarnavimo tvarkai. Gama skirstinys I"'(1,1; 0,9)

aproksimuojamas EM metodo Kokso skirstiniu.

2.9 lentelé

Pagrindiniy parametry priklausomybé nuo jrenginiy skaiciaus

1 2 3
LD L@ 0,5856 0,1140 0,0108
5,9640 4,8562 2,9373
WO W@ 1,4640 0,2850 0,0270
7,4550 6,0702 3,6716
0,5839 0,9062 0,9902
Po 0,1162 0,1366 0,2869

2.4. G/G/1 APTARNAVIMO SISTEMU MODELIAVIMAS

G/G/1 aptarnavimo sistemai negalime taikyti analitiniy metody, todél pasitelksime Siame darbe
iSnagrinétg aproksimavimo metodikg. Gauty rezultaty teisingumg patikrinsime juos palygindami su
imitacinio modeliavimo rezultatais. Paraisky eilés ilgj apribojame iki 20.

Tarkime, kad paraiskos j sistemg atvyksta pagal Veibulo désnj, kurio parametrai A = 0,7; k = 0,9.
Srauto laiko tarpai tarp ateinanciy paraisky yra pasiskirste pagal gama désnj su parametraisk = 1,1; 6 =
0,9.

Veibulo désnio aproksimavimo Kokso skirstiniu, sulyginant 3 momentus, parametry reikSmes:

u, = 1,7800; u, = 0,4136; p; = 0,2387; p, = 0,7613.
Gama skirstinio aproksimavimo Erlango miSiniu, lyginant 3 momentus, parametry reikSmeés:
u, = 1,6671;u, = 6,4172; p; = 0,0773; p, = 0,9227.

Sio modelio rezultatai pateikti 2.10 lenteléje.



2.10 lentelé

G/G/1 aptarnavimo sistemos modeliavimas, kai G-Kokso skirstinys, G-Erlango miSinys

L w Po P1 P2 P3
Koksas+
1,5066 1,8833 0,4889 0,3440 0,2021 0,1281
Erlangas
ARENA 1,5061 1,8820 0,4892 0,3448 0,2130 0,1190
Paklaida -0,0332% | -0,0690% | +0,0614% | +0,2326% | +5,3934% | -7,1038%
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Tarkime, kad paraiskos j sistemg atvyksta pagal gama désnj, kurio parametrai k = 1,1; 8 = 0,9.

Srauto laiko tarpai tarp ateinanciy paraisky yra pasiskirste pagal atvirkstinj Gauso désnj su parametrais

=07 1=0,5.

Gama désnio aproksimavimo Erlango miSiniu, lyginant 3 momentus, parametry reik§més:

W, = 1,6671; u, = 6,4172; p, = 0,0773; p, = 0,9227.

Atvirkstinio Gauso skirstinio aproksimavimo Kokso skirstiniu, sulyginant 3 momentus, parametry

reikSmeés:

1, = 1,6710; u, = 0,6006; p, = 0,0610; p, = 0,9390.

Aptarnavimo modelio rezultatai pateikti 2.11 lenteléje.

2.11 lentelé

G/G/1 aptarnavimo sistemos modeliavimas, kai G-Erlango misinys, G-Kokso skirstinys

L w Po P1 P2 P3
Erlangas+
2,8767 3,5959 0,5295 0,4341 0,3375 0,2507
Koksas
ARENA 2,8740 3,4694 0,5516 0,4320 0,3354 0,2510
Paklaida +0,0939% | +3,6462% | -4,0065% | +0,4861% | +0,6261% | -0,1195%

Palyginus abiejy aptarnavimo sistemy modeliavimo rezultatus su imitacinio modelio rezultatais,

matyti, jog gautos paklaidos néra didelés. Didziausia gauta paklaida 7,1038%. Taigi, darome iSvada, kad

aprasyta aproksimavimo metodika tinka sudétingos sistemos G/G/1 modelio kiirimui.

2.5. APTARNAVIMO SISTEMU IMITACINIS MODELIAVIMAS

Kai nepavyksta pritaikyti analitiniy ir skaitmeniniy metody, tuomet pasitelkiamas eksperimentinés

optimizacijos metodas. Siekiant jsitikinti, ar matematinis modelis funkcionuoja teisingai, patikrinima

atliekame modeliavimo aplinkoje ARENA 12.0.
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'7'\' Kasal
= Klientu alWKimasI.- Ar kasa yra laisva?

Kasa2 \-‘\Zlentu iswkimas

Kasa3

2.13 pav. Nesudétingas imitacinis modelis ARENA aplinkoje

2.6. PROGRAMINE REALIZACIJA IR VARTOTOJO INSTRUKCIJA

Magistriniame darbe sukurta aptarnavimo sistemy modeliavimui skirta universali programiné
Jranga bei patogi vartotojo sasaja. Programa paraSyta C++ programavimo kalba Microsoft Visual Studio
Express 2013 aplinkoje.

Paleidus programg ekrane matoma vartotojo sgsaja ,,Aptarnavimo sistemy aproksimavimas®,
kurioje jvedus ir nustacius tinkamus parametrus yra modeliuojamos pasirinktos aptarnavimo sistemos.
Kiekvienam aproksimavimo metodui sukurti atskiri programos lango puslapiai: ,,Momenty metodas* ir
,»EM metodas®. Viso tyrimo metu vartotojos gali vaiks¢ioti i§ vieno puslapio | kitg, keisti parametrus,
kurie iSsisaugo peréjus i kita puslapi. Tai leidzia programos vartotojui lengvai palyginti abiejy
aproksimacijy rezultatus.

Kaip atrodo programos lango puslapis ,,Momenty metodas“ matome 2.14 pav. Pirmiausiai
vartotojas pasirenka vieng ,,Skirstinio tipa™ 1§ keturiy galimy varianty: atvirkStinis Gauso, gama,
lognormalusis ir Veibulo. Toliau jvedami du parametrai priklausomai nuo to, koks buvo pasirinktas
skirtinio tipas. ,,Grafiko pjivio taskas“ laukelyje jvedama reik§mé, kuri yra pjivio taskas X aSyje.
Pasirenkamas Erlango miSinio arba Kokso skirstinio aproksimacijos tipas ir jvedamas ,,Momenty
skaicius“ lygus 2 arba 3. Paspaudus pirmajj mygtuka ,,Vykdyti®, apskai¢iuojami pradiniai momentai,
aproksimavimo parametry reikSmés bei nubraizomas aproksimuojamo skirstinio ir aproksimacijos
tankio grafikas. Kuo kreivés labiau sutampa, tuo aproksimacija yra geresné. Salia esan¢iame grafike
palyginimui fiksuojamos visos atliktos aproksimacijos. Mygtukas ,,Valyti gratikg* pilnai iSvalo deSin¢je
puséje esant] grafika.

Toliau laukelyje ,,Srauty skaicius R* pasirenkame kiek norime analizuoti srauty, t.y. vieng arba
du. Srauty intensyvumus nurodome apacioje esanciuose laukeliuose ,,Pirmo srauto int.“, ,,Antro srauto
int.“. Nustatome ,,Prioriteto tipa“: pirmenybinis ar nepirmenybinis. ,,Paraisky limitas L*“ laukelyje
jvedamas eilés dydzio apribojimas. ,,L1° laukelyje nurodome antro srauto eilés apribojima, jeigu tiriame

du srautus. Galiausiai pasirenkame aptarnavimo sistemos tipg: M/G/1, G/M/1, G/G/1 KE, G/G/1 EK; ¢ia
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E — Erlango miSinys, K — Kokso skirstinys. Nuspaudus mygtuka ,,Vykdyti“, programa i$veda sistemos

buisenas, suskaiciuoja stacionarias tikimybes, vidutinj paraisky eilés ilgj ir vidutinj laukimo laika.
Uzdéjus varnelg laukelyje ,,Daug jrenginiy® ir jraSius ,,Jrenginiy skai¢iy®, vartotojas gali stebéti

tokiy parametry, kaip vidutinio eilés ilgio ar laukimo laiko reikSmiy, kitima priklausomai nuo paraiskas

aptarnaujanciy jrenginiy skaiciaus.

85 Aptarnavimo sistemy aproksimavimas = |E ES

Momenty metodas | EM metodas

Irenginiu skaicius IR 1 = Daug irenginiu
Skirstinio tipas ~ Gama - Srautu skaicius R 2 =
K P toint m1: 0.989841301975049 -
11 irmo srauto int. 04 m2: 1.87031317749685 =
Teta 09 Antro srauto int. 08 variac_koef2: 0,.908900059163489
g p1:0.550115488451148
Graik tack Prioriteto Nepirmenybir p2: 0.449884511548852
rafiko pjuvio taskas 5 nanteta tpas pimenyalr miutp: 2,02062591259767
miu2p: 1,11152259933687
Momentu skaicius 2 Paraisku limitas L 20 navja busena 001
L1 10 nauja busena: 002
5 b Sistemas tpas nauja busena 101
_ Erlango misinys @MGT ) GGIKE nauja busena 011
_ nauja busena: 102
@) Kokso skirstinys ‘ M ‘ GG1 EK Vykdyti nauja busena: 012
nauja busena: 201
) nauja busena: 111
Vykdyti Valyti grafika nauja busena: 021 -
Tankio Funkcija — Skirstinys Aproksimacijy palyginimas
Aproksimacija
1 2 —— Skirstin
Aproksimacijal
0.8 — Aproksimacija2
' 1,5 —— Aproksimacija3
Aproksimacija4
0,6
1
04
. 054
0,2 - SOk
] \;;__‘T__:_?_i
0 — 0 e
o] 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

2.14 pav. Programos lango puslapis ,,Momenty metodas*

Puslapio ,,Momenty metodas“ vaizdas pateiktas 2.15 pav. Siame lange viskas atlickama labai
panasiai, kaip pries tai aprasSytame lango puslapyje. Skiriasi tik tai, kad EM metode jraSome ne lyginamy
momenty skaiciy, o ,,Faziy skai¢iy IK*“. Toliau nurodome iteracijy skai¢iy. Kuo bus didesnis faziy ir
iteracijy skaicius, tuo rezultatai bus patikimesni, taciau programos vykdymo laikas dél to gali Zenkliai

pailgéti.



- — —
= das| EM metod
Daug i "
Skirstinio tipas ~ Atvirk3tinis Gauso - Irenginiu skaicius IR 1 aug irenginiu
Wi T Srautu skaicius R i = pilegalO}1 Tiegall0Jo}1 Tiegall0)1)-1 -
g Pirmo srauto int. 08 pilegal[1]:0 Tlegal[1][0]:0 Tlegal[1][1]: 1
Lambda 05 pil0]: 1 T[O][ O]: -1.54347219050845 T([O][ 1): 0.483335539843087 1[0]
1.05963665066537
Grafik taska ;
Atk pluvio taskas 5 pIl1:0 TOJL0]: 0 T[1] 1]; -0.258864649439708 t[1]:
025 19708
Faziu skaicius IK 2 Paraisku limitas L 10
lteraciju skaicius 1000 [ k1
@ Erlango misin Sistemos tipas L5 pil0]: 1 TIO][ 0]: -1.64649937004351 T[Q][ 1]: 0.340013939739146 {0].
’ v @ ma1 1.30648593030436
pi[1]: 0 T(J[0]: 0 T[1][ 1]:-0.610445309005061 {1]:
@ Kokso skirstinys ® am 0.610445309005061
- Log-likelihood = -0,890224449485931
Valyti grafika k2 dl
Tankio Funkcija — Skirstinys Aproksimacijy palyginimas
~ Aproksimacija
1,4 1,4 —— Skirstinys
—— Aproksimacijal
1,2 I’\L 1,2 i —— Apraksimacija2
4 {\ 1 J \ — Aproksimacija3
|\ \ —— Aproksimacija4
0,8 \ 0,8 \
0,6 \ 0.6 \
0,4 0.4
0.2 : 0.2
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
\ — — J

2.15 pav. Programos lango puslapis ,,EM metodas“
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ISVADOS

Tikslesné aproksimacija gaunama naudojant iteracini maksimalaus tikétinumo algoritma; be to Sis
metodas lankstesnis, platesnés tyrimo galimybés;

Patikimesni aptarnavimo sistemos modeliavimo rezultatai gaunami naudojant daug faziy ir daug
iteracijy, taciau tuomet padidéja Markovo grandiniy sudétingumas, ilgéja aproksimacijos laikas, 0
analiz¢ tampa labai komplikuota;

2 ir 3 momenty sulyginimas duoda pakankamai gerus rezultatus;

Patikimiems rezultatams gauti maksimalaus tikétinumo metodu uztenka 2 faziy ir 1000 iteracijy.

. Aptarnavimo sistemy M/G/1, G/M/1 bei prioritetiniy sistemy rezultatai gana tiksliis, gautos
nedidelés paklaidos;

. Neistiriamos analiziniais metodais G/G/1 sistemos aproksimavimo rezultatai leidzia daryti
prielaidg, kad modelis tinkamas ir sudétingy sistemy tyrimui;

Sukurta universali programing¢ jranga C++ programavimo kalboje ir patogi vartotojo sasaja, kurios

pagalba galima atlikti platy sistemos tyrima.
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