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Telksnys T. Existence of second order solitary solutions to Riccati differential equations cou-
pled with a multiplicative term. Master's project in applied mathematics / supervisor d. habil. prof.
M. Ragulskis; Kaunas university of technology, Faculty of mathematics and natural sciences, De-
partment of mathematical modeling.
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SUMMARY

Necessary and sufficient conditions for the existence of second order solitary solutions to
Riccati equations coupled with multiplicative terms are derived in this thesis. Necessary conditions
are obtained using the inverse balancing method, which generates the system parameters when the
solution parameters are known. Sufficient conditions are derived using the generalized differential
operator method. By utilizing the theory of linear recurring sequences the functional relationship
between the solution parameters and initial conditions is obtained. It is demonstrated that when
the parameters of the Riccati system satisty the existence conditions for the second order solitary
solution, all nonspecial solutions of the system are second order solitary solutions. The phase
trajectories of these solutions are conic sections. The dynamical properties of the Riccati system
are illustrated using computational examples. The computer algebra system Maple is used to derive

the symbolic results of the thesis.



JZANGA

Biologijoje daznai sutinkamos ekosistemos, apraSomos susietyjy diferencialiniy lygc€iy siste-
momis. PrieSingai nei klasikingje dinaminiy sistemy sinchronizacijos teorijoje, Sias sistemas sieja
ne difuzinis (a(y — z)) ar harmoninis (a sin(y — z)) ry8ys, bet multiplikatyvusis sarysis ayz. Mul-
tiplikatyviuoju sarysiu pasizymi biologinés sistemos, kuriose populiacijos dydis ar tankis ir jos
augimo tempas yra susije. Si sasaja vadinama Alill efektu [, 121, [3]

Ali efektu pasizymi ir [4] nagrin¢jama paprastyjy diferencialiniy lygc€iy sistema:

Vit oy, =ag+ay+ay’ +ay’ + asyz;

(0.1)
2+ oz, = by + by + by’ + b3y’ + bayz,
ia o, ar, by € R,k =0,...,4, a3, by # 0. Si sistema apra$o aukos-grobuonies dinamika, kuomet

aukos ir grobuonies nattiraliis augimo tempai yra lygiis, o biomasés susikiirimo tempas atitinka jos
asimiliacijos tempg [5].
[4] parodoma, kad (0.1]) tenkina funkcijos:

en(xfc) _yl eﬁ(X*C) — Zl )

yix :am,z(x):7

e p—— 0.2)
su1,0,7,¢,y1,21,X € R. Svarbu pastebéti, kad (0.2) funkcijos, vadinamos solitonais, néra (.1))
bendrieji sprendiniai, o tenkina sistema tik prie tam tikry pradiniy salygy.

Kita vertus, [6] parodyta, kad (0.2) yra bendrasis Rikatil lygties su pastoviais koeficientais

/ —_—

Ye=aot+ay+ a)y®, ap,ai,a; € R; (0.3)

sprendinys. Tai motyvuoja panagrinéti multiplikatyviuoju sarysiu susiety Rikati lyg¢iy sistema:
Ve =
Z; = bo + blZ + szz + b3yZ.

ap + a1y + axy* + azyz; 0.4)

Sio darbo tikslas - parodyti, kad (0.4) turi sudétingesnius sprendinius nei (0.2) sprendinius, kurie

gali biti iSreiksti tokia forma:

(emxfc) _ yl) <en(X*C) _ y2> (emxfc) _ Zl) (emxfc) _ Zz)
””:“@wa_m)@ma_my d@:V@Wﬂ_Mwaij' ©5)

Siy sprendiniy egzistavimo jrodymas gali jnesti nauja kokybe i biologiniy sistemy nagrinéjima.
Ieskodami bitiny ir pakankamy (0.5) egzistavimo (D.4) sistemoje salygy naudosimés atvirks-
tinio balansavimo bei operatorinio skai¢iavimo metodais [[7]. Sie metodai sékmingai taikomi anali-

ziniy paprastyjy diferencialiniy lygéiy sprendiniy paieska - naudojantis jais yra parodyta, kad (0.2)

"Warder Clyde Allee (1885 - 1955), JAV zoologas ir ekologas
2Jacopo Francesco Riccati (1676-1754), italy matematikas



tipo sprendiniai egzistuoja KdV [8], Rikati [§], Hesliof [9] ir Liuviliof lygtyse [10].

1. LITERATUROS APZVALGA

Sioje dalyje apzvelgsime tiksliy diferencialiniy lygéiy sprendiniy apskai¢iavimo metodus,
pritatysime solitono sgvokg. Pristatysime pagrindinj jrankj, Siame darbe naudojama tiksliems uz-
daros formos diferencialiniy lyg¢iy sprendiniams rasti -- operatorinj skai¢iavima, bei jo veikima
pademonstruosime iSsprgsdami Rikati diferencialine lygtj. Pagrjsime programingés jrangos paketo

Maple pasirinkima simboliniams skai¢iavimams atlikti.

1.1. Solitonai

Fizikoje solitonuf vadinama netiesiné banga, kuri keliaudama islaiko savo formg net ir sg-
veikaudama su kitomis bangomis. Tai - viena i§ pagrindiniy sagvoky, parodanti galimg fizikiniy
reiskiniy dualuma, kadangi solitonas turi ir banginiy, ir dalelés savybiy. Fizikai bendrame termino
solitonas vartojime neretai atsisako reikalavimo islaikyti formg po susidiirimo, taciau i§ matemati-
nés pusés dauguma svarbiy solitono savybiy yra susij¢ biitent su Siuo reikalavimu [[11]].

Istoriskai terminas solitonas yra sietinas su Kortevegoa-de Vrizof (KdV) lygtimi:
— +6u—+ — =0. (1.1)

Si lygtis apraso silpnai netiesines vandens bangas negiliame kanale ar baseine. Véliau buvo paste-
béta, kad ([L.1]) gaunama ir nagrinéjant sistemas su stipriais netiesiskumo efektais, tadiau sprendiniai
vistiek islaiko solitony savybes [[12].

Funkciné solitony forma gali biiti jvairi, ta¢iau dazniausiai minimi KdV, sine-Gordono! bei
griodingerioE lyg€iy generuojami solitonai [11]. Trumpai aptarsime kiekvieng is jy.

KdV lygties ([I.1) solitoninj sprendinj galima gauti pritaikius keitinj

u=1v(y), y=x-—ct, (1.2)

¢ia ¢ nurodo pastovy bangos sklidimo greitj. Kintamasis y vadinamas banginiu kintamuoju ir yra

daznai sutinkamas solitoniniy sprendiniy paieskos metoduose. Jrase (1.2) j (I.1) gauname:

P+ Y — e =0, (1.3)

3Andrew Huxley (1917 - 2012), angly biofizikas ir fiziologas, Karaliskosios draugijos narys, Nobelio premijos
laureatas.

4 Joseph Liouville (1809 - 1882), pranciizy matematikas, Karaliskosios §vedy mokslo akademijos narys.

Sangl. soliton arba solitary wave.

®Diederick Korteweg (1848 - 1941), olandy matematikas, Karaliskosios Nyderlandy mokslo akademijos narys.

"Gustav de Vries (1866 - 1934), olandy matematikas.

8Walter Gordon (1893 - 1939), vokiediy fizikas-teoretikas.

9 Erwin Rudolf Josef Alexander Schridinger (1887 - 1961), austry fizikas, Nobelio premijos laureatas.
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4 X 4 -4 X 4
(a) Solitonas, apibréztas (1.5) su parametry reiks-  (b) Solitonas, apibréztas (I.7) su parametry
mémis ¢ = 1,xp = 0. reikSmémisa=b=A=k=0p=1,u=2.

1.1 Pav.: KdV ir sine-Gordono lygties solitonai.

!/

kur '~ j—y. Suintegrave ([1.3) ir nustate integravimo konstantas gauname:

1
e (w/)z 1} =0. (1.4)

2 2

Atskyre kintamuosius ir suintegrave turésime:
u(t,x) = gsech2 (g (x —ct— x0)> , (1.5)

kur x, - konstanta. Taigi, KdV tipo solitonai iSreiSkiami eksponentiniy funkcijy sumy santykiais

[13], [8]. Sprendinys ([1.5) pavaizduotas (a) pav.
Sine-Gordono lygtis

Pu Ou .
7 Y = bsin (Au); (1.6)
turi solitoninius sprendinius:
(
4 BA(kx-+put+0o) 2 :
Y arctan | exp (:I: bA(uZ—ak;))) , bX (p* — ak*) > 0;
u(t,x) = (1.7)
4 A (kx-+pi+60) ™ 2
$arctan | exp <:I:W2_M‘2’)> — X, bA(p* —ak?) <O.

Cia \ - banginis skai¢ius, o y, 6, - pasirenkamos konstantos [[14]. Sprendinys ([1.7) pavaizduotas
(b) pav.
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1.2 Pav.: Solitonas, apibréztas ([1.9) su parametry reik§mémis o = 4,¢ = 1,V = 8.

Netiesiné Sriodingerio lygtis (kartais dar vadinama kubine Sriodingerio lygtimi)

au azu 2
IE + 2 + quu|” =0, (1.8)

Cia u(t, x) = Ru(t, x) + iSu(t, x), turi solitoninius sprendinius:

u(t,x) = \/gsech (\/a(x — Vt)) pa,q >0, (1.9)

kur ¥ - bangos sklidimo greitis, ., ¢ > 0 - konstantos [[11]]. Sprendinys ([L.9) pavaizduotas [[.2] pav.
Pazymétina, kad lygtys (1), (1.6), (1.8) turi ir daugiau solitoniniy sprendiniy - visi jie dar
nesurasti, taciau kai kuriems lygciy variantams yra jrodyta, kad skirtingy solitony yra be galo daug

[[15], [[11], [16]. Taip pat ir lygéiu, kuriy bent dalis sprendiniy yra solitonai yra be galo daug.
Siame darbe ieskosime sprendiniy, kuriy forma - modikuota KdV solitono forma. Jie i§reis-

kiami eksponentiniy funkcijy sumy santykiu:

n

I] (en(x—C) _ yk>

yalx) =55 : (1.10)

I1 (en(x—c> _ xk)

k=0

Funkcijg y,(x) vadinsime n-tos eilés solitonu. Reikia pastebéti, kad (1.10) yra vieno kintamojo
funkcija, tuo tarpu nagrinéti (1)), (1.6), (1.§) lygéiy sprendiniai priklauso nuo kintamuyjy ¢ ir x.
Nepaisant to, (1.10) lieka korektiska vadinti solitoniniu sprendiniu, kadangi minéti sprendiniai i$
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tikryjy priklauso tik nuo vieno kintamojo - tam tikro kintamuyjy ¢, x tiesinio darinio, vadinamo ban-

giniu kintamuoju (pav. [1.3, [L.4).

0.5

-10 -5 0 5 10 -10 s 0 5 10
n n

(a) Solitono, apibrézto ([1.5) su parametry reik§-  (b) Solitono, apibrézto (I.7) su parametry reiks-
mémis ¢ = 1,x¢ = 0 priklausomybé nuo bangi- mémisa =b =\ =k =0y = 1, u = 2 priklau-
nio kintamojo 1 := x — ct. somybé nuo banginio kintamojo n := kx + ut.

1.3 Pav.: KdV ir sine-Gordono lygties solitony priklausomybé nuo banginio kintamojo.

|

1.4 Pav.: Solitono, apibrézto ([1.9) su parametry reik§mémis o = 4,¢ = 1,V = 8 priklausomybé
nuo kintamojo n :=x — V¢

1.2. Tiksliy diferencialiniy lygc¢iy sprendiniy paieSkos metody apzvalga

Siame poskyryje apzvelgsime §iuo metu sparéiai populiaréjanéius metodus tiksliems dife-
rencialiniy lyg€iy sprendiniams gauti. Visus pateiktus metodus vienijantis bruozas - simboliniy
pertvarkymy pakety (Maple, Wolfram Mathematica, MuPad, Axiom ir kt.) naudojimas didelés

apimties netiesinéms algebrinéms lygtims spresti ar algebrinés iSraiSkoms pertvarkyti.
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Atkreipsime démesj, kad daugumoje publikacijy Sie metodai taikomi daliniy iSvestiniy dife-
rencialinéms lygtims, taciau paciame pirmame zingsnyje pereinama prie paprastosios diferenciali-

nés lygties, taigi gali buti pradéti taikyti ir turint tik paprastaja diferencialine lygti.

1.2.1. Eksponentiniy funkcijy metodas

Tai -- vienas dazniausiai publikacijose sutinkamy metody. Tarkime, duota daliniy i§vestiniy

diferencialiné lygtis
du Ou Pu *u Ou _
P(u,5,57m,w7m,) =0. (1.11)
Ivedamas banginis kintamasis
u(t,x) =U(n), n=hkx+wt, k,we R/{0}. (1.12)
Istacius (1.12) j (1.11]) gaunama paprastoji diferencialiné lygtis
0 (U, uLu ) — 0. (1.13)
Tariama, kad Sios lygties sprendinys turi forma:

Uly) = a.exp (cn) + -+ -+ a_qgexp (—dn)
byexp (pn) + -+ b_sexp (—qn)’

(1.14)

¢ia ¢, d, p, q -- neneigiami sveiki skai€iai, o ac, ..., a_q,b,, ..., b_, -- realios konstantos.

Kitame Zingsnyje jvykdomas balansavimas: jsta¢ius funkcija ([1.14)) j gauta paprastaja dife-
rencialing lygtj (1.13)) parenkami parametrai ¢, d, p, ¢ tokiu biidu, kad naudojamas keitinys turéty
prasme, t.y. subalansuojant auksc¢iausio ir maziausio eksponentés rodiklio prie aukS¢iausio ir ma-
ziausio laipsnio netiesiniy ir tiesiniy lygties nariy. Nepaisant to, kad [|1 7] parodyta, kad $is zingsnis
visais atvejais veda prie p = ¢, d = ¢, §i0 zingsnio dauguma autoriy neatsisake.

Suradus parametrus p, ¢, d, g griZztama prie tos pacios paprastosios diferencialines lygties, ku-
ri, pritaikius keitinj, tampa algebrine. Surinkus koeficientus prie vienody exp (kn) laipsniy spren-
dZiama algebriniy lyg€iy sistema, gaunama prilyginus koeficientus nuliui. Sistemos sprendinius
ista¢ius j ([.14) gaunamas diferencialinés lygties sprendinys.

Nepaisant itin plataus Sio metodo taikymo [[18], [[19], [20] pastarasis susilauké itin daug kriti-
kos dél neteisingy ar trivialiy sprendiniy pateikimo bei pradiniy salygy, prie kuriy gauti sprendiniai
galioja, nenagrin¢jimo [21], [6], [8], [22], [23], [L7], [24], [25].

Vangl. Exp-function method
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1.2.2. Hiperbolinio tangento metodas!!

Sis metodas taikomas panasiai kaip ir eksponentiniy funkcijy metodas. Kuomet duota ([L.11]),
jvedamas ([L.12) keitinys, tadiau vietoje hipotezés ([1.14) priimama, kad

M
u(t,x) =U(n) = Zak (tanhn)", (1.15)
k=0
arba " Ny
u(t,x) =U(n) = Zak (tanh )" + Z by (tanh )~ (1.16)
k=0 k=1

Kuomet naudojama ([1.15) lygybé, metodas vadinamas hiperbolinio tangento, kuomet ([L.16) - i3-
pléstiniu hiperbolinio tangento metodu. Toliau skai¢iavimai tgsiami analogiskai, kaip ir eksponen-
tiniy funkcijy metode - sudaromos netiesinés algebrinés lygtys ir ieSkoma jy sprendiniy [26], [27],
[28].

Natiiralu, kad §is metodas, itin primenantis eksponentiniy funkcijy metoda taip susilauke
kritikos dél nekorektisko taikymo [23]. Be to, buvo parodyta, kad hiperbolinio tangento metodas
ekvivalentus kitame poskyryje aptariamam (G'/G) skleidinio metodui [29].

1.2.3. (G'/G) skleidinio metodas2

(G'/G) skleidinio metodas yra pracitame poskyryje minéto metodo hiperbolinio tangento
metodo apibendrinimas pirmakart publikuotas [30]. Siame metode, kaip ir anks¢iau aptartuose, j
([1.11)) jvedamas banginis kintamasis ([.12) ir gaunama paprastoji diferencialiné lygtis (1.13).

Ivedama funkcija G(n) ir tariama, kad ([1.13) sprendinj galima isreiksti G(1)) logaritminés
iSvestinés laipsniy pagalba:

N G\ *
Un) = ;ak (5) - a € R, (1.17)

o funkcija G(n) tenkina tiesing antros eilés diferencialing lygtj
G — NG — uG =0. (1.18)

Istacius funkcijg U(n) = ayn” surandamas toks parametras N, su kuriuo lygtis ir sprendinys bi-
ty subalansuoti (Sis zingsnis ekvivalentus eksponentiniy funkcijy metodo balansavimo Zingsniui).
Radus N, funkcija (1.17) jstatoma j (1.13) ir suprastinama atsizvelgus j (1.18). Kaip ir anks¢iau ap-
tartuose metoduose, surinkus koeficientus prie skirtingy G’/G laipsniy gaunama algebriné lygéiy
sistema parametrams ay, . . ., ay, A, it, k, w rasti [30].

Kaip parodyta [29], kadangi ([L.18) sprendinys prie tam tikry X, o gali bati isreikstas kaip
G(n) = Cie" + Cre ", gauname, kad specialiai parinkus konstantas C,, C, funkcija G’ /G tampa
lygi tanh(n).

Wangl. tanh-function method
2angl. (G'/G) expansion method



15

Sis metodas plagiai taikomas jvairiems banginiams daliniy i§vestiniy diferencialiniy lygéiy
sprendiniams rasti [31], [32], [33].

1.2.4. Kiti metodai

Literatiiroje galima rasti daug metody, panasiy j tris aukS¢iau aptartus. Verta paminéti daz-
niau sutinkamus: paprasciausios lygties metoda} [34], sinusy-kosinusy metoqu [35], Kudresovo
arba Q—metoqu [34].

Tarp klasikiniy metody, kurie naudojami solitoniniams ir kitiems tiksliems daliniy iS§vestiniy
sprendiniams rasti galima paminéti Hirotos metoqu [37], Baklundo transforrnac:ijasE [38] bei
atvirkstinio i§sklaidymo metodq@ [39].

Didziausias $iy metody minusas yra tai, kad jais naudojantis negalima automatiSkai gene-
ruoti sprendinio struktiiros: jg reikia atspéti, net nezinant ar lygtis tokj sprendinj gali turéti. Kad
iSvengtume Sios problemos, Siame darbe naudosime dviejy metody kombinacija: atvirkstinio ba-
lansavimo, leidziancio pasakyti ar diferencialiné lygtis ar lygCiy sistema gali turéti postuluojama
sprendinj ir operatorinio metodo, leidziancio surasti norimo sprendinio analizing iSraiSkg bei jo

egzistavimo salygas pradiniy salygy erdv¢je.

2. MEDZIAGOS IR TYRIMO METODAI

2.1. Operatorinio metodo taikymas paprastosioms diferencialinéms lygtims

Siame poskyryje apzvelgsime operatorinio metodo taikyma paprastosioms diferencialinéms

lygtims spresti.

2.1.1. Formaliy eiludiy algebra ir tiesiniai operatoriai
Apibrézimas 2.1 Eilute
[=> axt, aecCk=0,1... (2.1)

vadinsime formalia eilute, o aibe ' = { jiftenkina (2.1)} -- formaliy eiluciy aibe.

Apibrézimas 2.2 Aibé T, kartu su jprastinémis eiluciy sumos, eiluciy daugybos ir daugybos is

skaliaro operacijomis vadinama (formaliy) eiluciy algebra.

Tegul f= "% apt, g = 3% bx*. Operacijos atlickamos paelemengiui:

Bangl. Simplest equation method
4angl. sine-cosine function method
Sangl. O-function method

6angl. Hirota's bilinear method
angl. Béicklund transformations
Bangl. Inverse scattering method
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L ftg=g+f=)_ (ar+b)x".
k=0

400 k
2-f~g:g'fzz Zalbl—k b
=0

k=0 —

+oo

3. c-f:f~c:Z(cak)xk.

k=0
Neutralusis Sios algebros elementas yra eiluté su koeficientais ¢y = 1,a; = 0,k > 1, anuliuojan-

tysis elementas -- eiluté su visais nuliniais koeficientais.

Apibrézimas 2.3 Operatorius A, veikiantis aibéje F ir tenkinantis lygybe

A (of + Bg) = aAf+ BAg, (2.2)

kur o, B € C, f, g € F, vadinamas tiesiniu operatoriumi.

Nesunku suvokti, kad tiesinio operatoriaus veikima pilnai nusako jo poveikis kiekvienam

elementui x*, k = 0, 1, ... (3iy elementy (begalin¢) aibé sudaro algebros FF baze), nes:
+oo +oo
Af=A) apt =) aAx-, (2.3)
k=0 k=0

Diferencialiniy lyg€iy sprendimui svarbiausi elementarieji operatoriai:

1. Vienetinis operatorius I : If' = f.
2. Nulinis operatorius 0 : 0f = 0.

0, k=0

3. Diferencijavimo pagal x operatorius D, : Dx* = .
k=l k>0

. . . . Xk+]
4. Integravimo pagal x operatorius L, : Lx* = =

I8 Siy operatoriy sukonstruoti sudétingesni operatoriai leidzia iSreiksti paprastosios diferencialinés
lygties sprendinj begaline eilute.

2.1.2. Funkciju klasés

Nagrinésime dvi funkcijy klases. Pirmajai klasei priklauso funkcijos p; = p; (¢, so, 81, ..., Sn—1),

nusakancios atitiktj

pj e x Iy x - x1I,  — R, (24)
kur I.,I, C R,k =1,...,n — 1 yra netus¢ios aibés, sudarytos i3 intervaly arba jy sajungy. Siai
klasei priklausancios funkcijos yra diferencijuojamos norimg skaiciy karty kintamyjy c, so, . . ., $,_1

atzvilgiu. Pirmaja funkcijy klas¢ zymésime @, .

Antrosios klasés funkcijos konstruojamos tokiu algoritmu:
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1. Suformuojama kintamojo x € R laipsniné eiluté, kurios koeficientai yra ®.,,  , elemen-
tai, pavyzdziui:
—+00

x—cy
Jo (x,¢,80, -, 8Su1) = Z (j—')pj (€, 80y sSn1) - (2.5)
Jj=0 '

Eilutés f; konvergavimo spindulys [x—c| < R; < +oo priklauso nuo f; israiskos ir p; savybiy.

2. Jeigu imanoma f; pratgsiama j platesne apibrézimo sritj ir gaunama funkcija

f(x,¢,80,-..,5.—1), priklausanti antrajai funkcijy klasei, kurig zymeésime ®, ., -

Galima pastebéti, kad .5, o C Py

WSn—1"°

Pavyzdys 2.1 Tarkime, duota funkcijy seka:

p; =p;(c,s0,51) :==J! (Lﬁ) , J=0,1,.... (2.6)

0 1 —c
Kintamyjy c, sy, s1 apibréZimo sritys lygios:
I. = (=00, 1) U(l,400), I, =(—00,0)U(0,+00), I, = (—00,+00). (2.7)

Be to, egzistuoja norimos eilés p; isvestinés, taigi p; € P . s, |-

Suformuokime laipsnine eilute

fo (x,¢,50,81) = f =) (j! (50(1S1— 5 )]) = f (35’1‘—:3)1 (2.8)

|
j=0 J: j=0

Pagal nykstamosios geometrinés progresijos sumos formule, (2.8) konverguoja, kai j(‘)g:g <1

ir turi sumgq.:

so(c — 1)
, 1 —x). 2.9
S()(C—l)—Sl(C—X) SO(C )%S](C X) ( )
Pazyméje
—1

S, 50,5) = ——e= 1) solc — 1) # s1(c —x), (2.10)

so(c—1) —si(c —x)’
gauname antrajai funkcijy klasei priklausancig funkcijq, t.y. pratesiame f, j funkcijq f.
Tokiu biidu operatoriniame skaiciavime pateikiama diferencialinés lygties sprendinio struk-

tira, kuri nebiitinai turi biiti konverguojanti (Kosi prasme) eiluté, kad tenkinty duotgjg lygti. i

Standartinés funkcijos, tokios kaip e*, sin x, cosx ir t.t. interpretuojamos kaip laipsninés ei-

lutés, taigi taip pat priklauso antrajai funkcijy klasei.

e = ZJ—', sinx := ;( 1)j<2] i COSX i= Z(—l)’w (2.11)

J=0
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2.1.3. Apibendrintasis diferencialinis operatorius
Tegul P := P(c,s),Q := Q(c,s) € D..

Pastaba 2.1 Bet kokj operatoriy A pakeltq nuliniu laipsniu, laikysime vienetiniu operatoriumi I,

Ly
A°=1 If=fVf (2.12)

ApibréZzimas 2.4 Operatoriy
D := P(c,s)D. + O(c, s)D; (2.13)
vadinsime apibendrintuoju diferencialiniu operatoriumi. Trumpumo délei naudosime Zyméjimqg
D = PD, + ODy, kuomet funkcijy P, Q kintamyjy skaicius bus aiskus is konteksto.
Apibendrintojo diferencialinio operatoriaus pagrindinés savybés (f,g,h € O ;):
1. D (af + bg) = aDf + bDg;

2. D (fg) = (Df) g + /Dg;

3. DI = @)e-/Dsg.
. g g2 D)

4. Dh (fle,s).g(c.s)) = Df+ 5;Dg.

Kaip matome, galioja jprastos iSvestiniy apskaiciavimo taisyklés, pakeiciant jprastg diferencijavi-
mg apibendrintuoju.

Irodysime antrg savybe:

D (fg) = (PD. + ODy) (fg) = P ((D/) g +/(D.g)) + O (D) g +/(Dsg))

(2.14)
= (P(D) g+ O (Dy)g) + (/P (D.g) +/0(Dsg)) = (Df) g +/(Dg).
Analogiskais pertvarkymais galima jrodyti ir kitas savybes.

Pavyzdys 2.2 Pailiustruosime ketvirtq savybe. Tarkime h(f,g) := &/78, f := ¢*, g := 5%, o api-
bendrintas diferencialinis operatorius apibréztas (2.13) lygybe. Tuomet

Di(f.g) = De”™ = PDe ™ 4 QD ™ = P - 2¢ 4 Qe - 2

, 5 ) (2.15)
— ¢ (P 2e+ Q- 25) = o (PDCc + OD;s ) -
2.1.4. Paprastyjuy diferencialiniy lyg¢iu sprendiniy operatorinés iSraiSkos
Teorema 2.1 Tarkime, duota paprastoji diferencialiné lygtis isreikstinéje formoje:
Ve=P(xy), (2.16)

kur funkcija P = P(c, s) priklauso pirmajai funkcijy klasei ;. Tarkime, kad (2.16) lygties bend-

rasis sprendinys y = y(x,c,s), priklausantis nuo kintamojo x ir parametry c, s tenkina prading
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sqlygq y(c,c,s) = s. Diferencialinei lygciai (2.16) apibréZiamas apibendrintasis diferencialinis
operatorius.
D =D, + P(c,s)Dy, (2.17)

tuomet jos sprendinys uzrasomas:

y=y(x,c,s) Z (x— c)’ (2.18)
— !

Teoremos jrodyma galima rasti [[7].
Patogu jvesti pazymeéjima p; := D’s, tuomet pi+1 = Dp;,j = 0,1, ..., tuomet (2.18) galima

uzraSyti:

+o0
y=y(x,¢,59) Z x—c)/ . (2.19)
Jj=0

Sis uzragas leidzia automatiskai generuoti tiksly (2.16) sprendinj isreiksta begaline eilute.
Svarbu pastebéti, kad operatorinio skai¢iavimo teorijoje nekalbama apie konvergavima, taigi (2.19)
eiluté gali ir nekonverguoti su visomis parametry c, s reikSmémis. Tuomet pasinaudojama jau mi-
nétu pratesimu nepaisant to, kad ,,sumuojama" nekonverguojanti eiluté, gauti uzdaros formost

(i8reiksti standartinémis funkcijomis) sprendiniai galioja ir i§pléstai parametry aibei.
Svarbu pazyméti, kad analogiskai (2.16) galima spresti ir aukstesnés eilés isreikstines papras-
tasias diferencialines lygtis bei jy sistemas. Apibrendrintieji diferencialiniai operatoriai dazniausiai

pasitaikantiems uzdaviniams pateikti lent.

2.1.5. TiesiSkai rekurentinés sekos

Apibrézimas 2.5 Eilés m tiesiskai rekurentine seka® vadinama skaiciy arba funkcijy seka (xj; JjE ZO),

tenkinanti rekurenting sqrysj:
Xitm = Cm—1Xj4m—1 +ee QX (2'20)
su konstanty rinkiniu o, € C,k=0,... ,m.

TiesiSkai rekurentinés sekos turi svarbig savybe: jeigu seka (x;;/j € Zo) tenkina (2.20), tai
sukonstrave HankelioZ! determinanty seka

do:=1,d, == det (Pry1-2) 1 jcps P = 1,2, (2.21)

gauname, kad
dp1#0, d,;,=0k=012.... (2.22)

Yangl. closed form
Nangl. linear recurring sequence
2! Hermann Hankel (1839-1873), vokie¢iy matematikas



Simboliskai Zzymésime

order (xj;j € ZO) =m.

Kai zinoma sekos eilé m galima uzrasyti sekos (x;;j € Zo) charakteringaja lygtiZ:

X0 X1 ... Xm
X1 D % N I |
=0.
Xm—1 Xm . Xom—1
L p P
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(2.23)

(2.24)

Apibrézimas 2.6 Lygties (2.24) Saknis pi, . . ., p; vadinsime sekos (xj; jE ZO) charakteringosio-

mis Saknimis. Saknies py kartotinumg Zymésime ny,.

Irodyta, kad bet kokiame komutatyviame ziede tiesiSkai rekurentinés sekos elementus galima

iSreiksti charakteringyjy lygciy Sakny laipsniy ir binominiy koeficienty tiesiniu dariniu [40]. Jeigu

nagrin¢jamas tik kompleksiniy skaiciy laukas, tuomet tokia iSraiSka yra biitina ir pakankama, kad

seka bty tiesiskai rekurentiné [[7]:

Teorema 2.2 Seka (x;;j € Zo) yra m-tos eilés tiesiSkai rekurentiné seka:
order (xj;je ZO) =440 =m

tada ir tik tada, kai
[ np—1 .
J —r
= ()i
k=1 r=0

cia Ny, - konstantos, randamos is tiesinés lygciy sistemos

I np—1

ZZAh(i)pﬂ;_r:x,-,j:O,...,m—1.

k=1 r=0

Pastebésime, kad jeigu visos (2.24) $aknys skirtingos, tai (2.26) uzrajomas papraséiau:

Xj = Z )\kp]k
k=1

Taip pat svarbu pazyméti, kad (2.26) laikomasi tokiy susitarimy:

0°:=1, (i) gl = 0, jei bent vienas i§ daugikliy lygus nuliui.

2angl. characteristic equation arba auxiliary equation

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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2.1.6. TiesiSkai rekurentiniy seky panaudojimas solitoniniy sprendiniy konstravimui

Tegul duota diferencialiné lygtis

ye=Px,y), ylc)=s. (2.30)
Ivedame kintamojo pakeitima:
~ 1.
x:=e" x=—-Inx; neR/{0}. (2.31)
n
Tuomet |
v =20 =y (L 0F) 5@ =5 () =5 (232)
ir
Yy = ok, (2.33)
Taigi (2.30)) galima perragyti:
e =P (x.3), (2.34)

~

gia P (x,y) =P (% InX, jF) Pradinés (2.34) salygos yra:
c:=e" y(c,c,s) =s. (2.35)

Tarp (2.30) ir (2.34) lygéiy sprendiniy egzistuoja sarysis:

yix,c.5) =y(x,cs). (2.36)

Apibrézimas 2.7 Lygtj (2.34) vadinsime lygties (2.30) vaizdu, o sprendinj y (X, ¢, s) - sprendinio

y(x, ¢,s) vaizdu.
Pasinaudoje 2.1] teorema, galime uzrasyti (2.34) sprendinj eilute:

+oo

i~ xX—c¢
y(x,c,s) = Z (j—')pj, (2.37)
Jj=0 '

P(n?és) D; - apibendrintasis diferencialinis operatorius, atitinkantis (2.34).

Clap; = f)JS, oD = D+

Teorema 2.3 Tarkime, kad seka p; := %, j=0,1,...yra m-tos eilés tiesiskai rekurentiné seka:
order (ﬁj;j € Zo) =m, (2.38)

be to, visy charakteristiniy Sios sekos Sakny p., . . ., pm kartotinumai n, = 1,k =1,... ,m. Nema-

Zindami bendrumo, sakykime, kad nuliné saknis yra pirmoji: p; = 0. Jeigu tenkinamos sqlygos:

1. f)pk:p,%,k: 1,...,m;
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2. D= Nprk=1,....m,

tai (2.37) uzrasoma:

<)

SN - Dy
(x,c,s) = A\ + _

(2.39)
ir, be to, galioja sqlyga \; + - - -+ \,, = s [10].

Reikia pastebéti, kad israiska (2.39) elementariais pertvarkiais gali biiti suvesta j racionaliaja
funkcija:

<)

o\ m—1 ~
Ay () evalea (2-3)
y(x,cs) =

A\ m—1 N -
Bm_1<§> + -+ Bix + By ( )(

&ia Ay, B, Xk, Vi, k= 0, ..., m — 1 priklauso nuo ¢, 1, s. Sugrjze prie kintamojo x i$ (2.40) gauname
solitoninj sprendinj:

%<>
N

Q
a)=R) O)R)

ONR) [ ONR)

(2.40)

=)

=
5‘>
N

(eTI(X*C) _y1> - (eW(X*C) _ym_1>
y(x,c,8) =0 (@ —x) . (T —xp ) (2.41)

Siame poskyryje aptartus sprendimo biidus pademonstruosime i§sprende nesusieta Rikati
lygti.

2.1.7. Nesusietos Rikati lygties sprendimas

Tarkime, duota Rikati lygtis su pastoviais koeficientais [41]:

/ J—

Vi =co+cy+ ey (2.42)
¢ia ¢y, c1,c €ER; ¢ # 0.
Lygtj (2.42) galima perrasyti kanoninéje formoje:
Ve=B80—wm)(y—u), (2.43)
kur 8 € R ir uy, u, yra realios arba kompleksinés jungtinés konstantos.
Yra zinoma, kad (2.44) bendrasis sprendinys y = y(x, c, s) lygus [41]:
UZ(S — ul)eﬁ(ul_uZ)(x_c) —u; (S — u2>
= 2.44
y(x7 C,S) (S _ ul)eﬂ(ulfuz)(X7C) _ (S _ uz) ( )

¢ia x - nepriklausomas kintamasis; s - y pradiné reikSme taske x = c:

y(c,c,s) =s;

I

(2.45)

3 = ¢, ir u; # u, yra nesutampancios polinomo c,)? + ¢,y +cy = 0 Saknys. (Jeigu Saknys sutampa,
lygti galima suintegruoti atskyrus kintamuosius).
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Parodysime, kaip gaunamas (2.44) naudojantis apibendrintojo diferencialinio operatoriaus
metodu. Pirmiausia pakei¢iame nepriklausoma kintamajj pagal (2.31)):

=00 —w) [y —u), (2.46)

kury =y (x, ¢, s) tenkina prading salyga y (¢, ¢, s) = s.
Lygti (2.46) atitinkantis apibendrintas diferencialinis operatorius lygus:

D_p, ezl —w)y (2.47)

nc

Tegul p; = f)js,j =0,1,..., tuomet:

~ . Bls—uy) (s —u)

e ’
2.48
s ) (s~ w) (25— B — By — ) (249
P2 = ?72,0\2 S
Sekos (J%Aj, jE Zo> Hankelio determinanty seka lygi:
B ~ Bs—w) (s — uz) (Bsuy + Bsuy — 2Bujuy — ns)
d] =g, dZ - 2772/6\'2 )
5 5 ) (2.49)
d_n_/B (ul_MZ) -~
J 7721/52/ fJ‘ (C7S7 77) )
kur f; yra polinomai, priklausantys nuo ¢, s, 7. Ista¢ius n := § (u; — up) gauname:
1.
order (J-—|pj;] € Zo) =2. (2.50)
Charakteristiné lygtis (2.24) lygi (su reik§me n = /3 (u; — uy)):
~ |2
s Ds 3Dy
Ds %]/jzs é]A)3s = 0. (2.51)
Lp P
Gauname (2.51)) $aknis:
s—u
=0 pp==— (2.52)
¢ (uy —uy)

tuomet D's gali biiti uzrasyti tokioje formoje:

N : s—u Y
Ds=j ([ M0+ 0 (——1 ) ). (2.53)
¢ (uy —uy)
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Koeficientai A, A\, (randami i§ (2.27)) lygis:

)\1:1/[2, )\2:s—u2. (2.54)
Taigi,
S _+Oo(?—?)jﬁf_+ooA [ o s—u Y
y(%C’S)—Z 7 S—Z(X—C)J w0/ + (s — up) o —w)
J=0 J=0 (2.55)
Cup (s —w)C—up (s —up)X
(s~ w)C—(s—u)X

Pasinaudoje keitiniu (2.36) ir elementariais algebriniais pertvarkiais gauname (2.44)). Sprendima
jgyvendinanti programa gali biti randama [C.3 priede.

2.2. Simboliniy pertvarkymuy programinés jrangos paketai

Simboliniy pertvarkymy paketaiB tai - programiné jranga, skirta manipuliuoti matematiné-
mis israiskomis. Sie paketai esmingai skiriasi nuo jprasty programavimo kalby ir apytikslio skai-
¢iavimo pakety tuo, kad dirba ne su skaitinémis, o simbolinémis kintamyjy reikSmémis bei sugeba
jomis manipuliuoti naudojant tikslius metodus [42].

Nors simbolinius pertvarkymus gebanti atlikti programing jranga pradéta kurti XX a. septin-
tajame deSimtmetyje, smarkiai ji iSpopuliar¢jo tik pastaraisiais metais. Tai galima paaiskinti greitu
pastaryjy laiky progresu kuriant simbolinio skai¢iavimo algoritmus ir darant paketus vis ,,protinges-
niais’ . Su simboliniy pertvarkymy pakety iSpopuliar¢jimu iskilo ir iStisa klase tiksliy sprendimo
metody diferencialinéms lygtims spresti. Ankstesniais laikais Siuos metodus kurti nebuvo prak-
tiSka, kadangi Zmogui beveik nejmanoma nesuklydus sutvarkyti itin didelés apimties matematiniy
iSraisky [43].

Didzigja Sio darbo dalj sudaro simboliniai skai¢iavimai, taigi turéjome iSsirinkti programinés
jrangos paketa, kurj jiems naudosime. Vieni i$ populiariausiy ir daugiausia funkcionalumo turinciy
pakety yra Maple, Wolfram Mathematica, Maxima, MuPad (neseniai integruotas j Matlab). Ne-
abejotini funkcionalumo lyderiai yra Maple ir Mathematica - moksliniuose straipsniuose neretai
galima rasti nuorodas j Siy programy tekstus. Taigi, kaip vieng dazniausiai minimy ir placiausiai
naudojamy pakety, pasirinkome Maple.

Simboliniy pertvarkymy paketa naudosime pagrindiniy teiginiy jrodymui bei pavyzdziy konst-

ravimui, taip pat ir vizualizacijai - grafiky braizymui bei animacijy generavimui.

Bangl. computer algebra system
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3. TYRIMO REZULTATAI

3.1. Atvirkstinio balansavimo metodas

Atvirkstinio balansavimo metodas naudojamas surasti butinoms saglygoms, kurias turi ten-
kinti diferencialiné lygc€iy sistema, kad galéty turéty nurodytos formos sprendinj. Jo esme¢ trumpai
galima apibiidinti taip: Zinomos formos sprendinys statomas j diferencialiniy lygciy sistema ir i§
gauty (jau algebriniy) lyg€iy apskaiciuojamos galimos sistemos parametry reikSmés bei papildo-

mos sistemai keliamos salygos, kad joje egzistuoty postuluojamas sprendinys.
3.1.1. Antros eilés solitonai Rikati lyg¢iy sistemoje
Kaip jau minéta jvade, spresime dviejy Rikati lygciy, susiety multiplikatyviuoju sarysiu, sis-

tema:

Ve =ao+ a1y + ary’ + asyz;

(3.1)
Z; = b() + bIZ + b222 + b3yZ.

Atvirkstinio balansavimo metodu rasime salygas, kurias turi tenkinti (B.1)), kad turéty sprendin;:

(en(xff»’) _ yl) <en(X*C) _ y2> (en(H) _ Zl) (emxfc) _ z2>
e e e W Aty peres gy pereee g e

Toliau pertvarkant gautas lygtis patogu naudoti pazyméjimus:

X(x) == (x —x1) (x —=x2); Y(x) := (x —y1) (x —=32); Z(x) := (x —z1) (x — 22), 3.3)
kur x1,x2,y1, V2,21, 22 - bendru atveju kompleksiniai parametrai. Pastebésime, kad

X(x1) = X(x2) = YOn) = Y(02) = Z(z1) = Z(z) = 0;

(3.4)
X()}l)X(yZ) = Y(xl)Y(X2), oy Y(Zl)Y(Zz) = Z()/1)Z(y2)
Tuomet (B.2) galima uZrasyti:
Y (eﬂ(x—0)> Z (eﬁ(x—0)>

Yo(x) = Um; Zo(x) = 7)((e77—(x—6))' (3.5)

Pasinaudoj¢ poskyryje apraSytu keitiniu, gauname (@) funkcijy vaizda:
RN RO 6
= Zo = 2o (x) (3.6)

o)R)

;
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Tuo tarpu transformuota sistema (B.1)) uzrasoma:

nx @0); = ay + ao + @y + asyezo;

o R S R 3.7)
nx (Z())BE = by + bizp + bZZO —+ b3y()Z().

Pastebésime, kad (B.5) tenkina (B.1)) tada ir tik tada, kai (B.6) tenkina (B.7). Tarkime, kad (B.6)
tenkina (B.7). Istate israiska (B.6) j (8.7) ir suprasting, gauname du polinomus:

X X X X X
:aon <i—c\) +010Y(§)X i—c\) —|-61202Y2 <i—c\) +a307Y(§)Z(§> ;
c c c c c c
R - R R R (3.8
777;6\ ((Zi—c\ — (a1 +Zz)) X i) — (2§ — (% —|—x2)) A <§)>
c c c c c
— boX? (ﬁ) +bivZ (ﬁ) X (i) t b2 (ﬁ) + byyoZ (i) Y( ) .
c c c c c

Paeiliui parinke X = ¢x;X = Cxp;X = Cy1;X = C)1;X = Cz1;X = ¢z, ir, galiausiai, X = 0 ir jstate

)l =)

(@) 1 (@) gauname tiesiniy lygciy sistemg parametry ay, a, az, as, by, b1, b, b3, x1, x; atzvilgiu:

(i) oY (x
i) oY (x
i) ~Z (0
(iv) YZ(x2) by + oY (x2) b3 = mxz (x1 — x2
V) X (1) =noyi (1 —12) X (1) 5 (3.9)
vi)  aoX® (2) = noyy (2 —31) X () ;

(vii)  boX? (21) = 1721 (21 — 22) X (21) 5
(Viil) boX* (z2) = 1722 (22 — 21) X (22) ;

(ix) (x1x2)2 g + oxX1 001201 + 07 (yly2)2 ay + oyyiyazizaas = 0;

(x)  (x1x2)* bo + xixazizaby + 72 (2122)” ba + Yoy1yazizabs = 0.

ay +vZ(x1) a3 = nxy (x2 — x1) ;
ay +9Z (x2) a3 = nxz (x1 — x2) ;
(x1) ( )i

)

b2+0'Y X1 b3:77x1 X2 — X1

?

I

~— — —

Lygtys (i)-(iv) turi sprendinius:

a3 =by =S5y by =ay =0, (3.10)
’7 g

kur

Zp = Y(x1)Z(x2) — Y(x2) Z(xy)
S} (X2 — x1) (le(xz) +xZ (xl)) (3.11)
2 Y(x1)Z(x2) — Y(x2) Z (x1)

Pazymésime, kad Siame darbe nenagrinéjami iSsigime atvejai, kuomet sprendiniy iSraisky

vardikliuose esancios iSraiSkos tampa lygios nuliui. Tokiy situacijy skaicius yra didziulis, taigi
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visas jas iSnagrinéti biity itin sudétinga.

Lygtys (v)-(viii) i3 (B.9) sistemos duoda tokius apribojimus parametrams y, y», 2y, 2

X(y]) _)i X(Zl) 1

= : = —__ 3.12
X(y2) ' X(2) Z (312)
Lygtis (B.12)) gali bti perrasyta tokia forma:
2y1y2 (X1 +x2) —x162 (V1 +32) = yiv2 (1 +2); (3.13)
22122 (x1 +XZ) — X1X2 (Z] —|—Zz) = Z12» (Z] —|—Zg) .
Pasinaudojus pazyméjimais:
+ A = (3.14)
Xl +X=——; XX =-—— .
1+ X2 A, TRE A

kur

Ao =22 (z1+22) —z1z2 (1 +22)) ;
Ari= (3 +3) (214 22) (s — 2122) (3.15)
Ay = 2y102122 (()/1 +») — (21 +Z2)) ’

1 /
X1 = 77 A £ A% —4A\A, | € (C; (3.16)
20

galima gauti, kad:

ap = Ogno; by = Zo1y, (3.17)
kur o ) : )
Y11= - Z1{Z1 — 22
Q=" —~"; Zo=—5 3.18
T X0 T X@) (3.18)
Lieka apskaiiuoti a;, b, pasinaudojant (8.10), (8.16), (8.17) ir (ix),(x) i3 (B.9):
a1 =—(00+6:+E)n; bi=—(S+Z+ 6. (3.19)

Atlikty skai¢iavimy konstekste prasmingas toks apibrézimas:

Apibrézimas 3.1 Solitoniniy sprendiniy pora (8.5) vadinama suderinta, jeigu jos parametrai x,
ir x, tenkina (8.12). Rikati lygciy sistema (B.1) vadinama suderinta, jeigu tenkinami apribojimai
(B-10).

Analogiskai (B.6) ir (8.7) vadinami suderintais solitoniniy sprendiniy ir lygciy sistemos vaiz-

das, jeigu galuoja (3.10) ir (8.12).
I§vada 3.1 Jei (B.5) tenkina B.1)), tai (B.3) ir (B.1)) biitinai turi biiti suderinti.

I§vada 3.2 Jei (8.9) tenkina B.1), tai sistema turi tokig formaq:

()/o); = Ogno — (@o + 6, + Ez) o + @22)/(2) + Ezgono;
;- - _ n (3.20)
(o), = Eony — (B0 + 22+ O2) nzo + ~2;Zo + 92;)’020-
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Tarkime, kad funkcijy (B.5) parametrai (1, 0, y1,2,7,21,2,) - fiksuoti. Tuomet pagalbiniai para-

metrai (x;,x,, Oy, O,, Zo, =) gali biti apskaiiuoti aprasytu algoritmu. Tokiu pat buidu galima rasti

sistemos (B.1)) parametrus (ag, a1, az, by, by, by).

Siame skyriuje atlikti skai¢iavimai realizuoti Maple. Programos tekstas - [C.4 priede.

3.1.2. Formalis sgrysiai tarp solitoninio sprendinio ir Rikati sistemos parametry

Pasinaudojant poskyrio rezultatais, peré¢jimas nuo sprendinio parametry prie sistemos

parametry gali biiti apraSomas tokiomis atitiktimis:

1. Pagalbiniy parametry apskai¢iavimas:
V1,32,21,22) = (x1,%2, ©9, ©2, Z, Z) -
2. Sistemos parametry apskaiciavimas:
(n,0,v1,¥2,7,21,22) — (ao,a1,az, by, by, by) .

Toliau sekangios i§vados gaunamos i$ skyrelio rezultaty.

ISvada 3.3 5 (B.11)), (B.12) ir (3.17) isplaukia, kad:

(¢y17¢y27¢217¢z2> — (@ZJX],@Z)XQ, @07 @2a EOa EZ), ¢ € R\{O}v

ISvada 3.4 5 (8.11)), (B.12)) ir (3.20) gauname:

(@7,040, ¢y1,wY27B’Y>¢Zla7/JZz) - (¢C¥(l0, (bala gab ¢6b07¢b17 ¢

¢7 a? 57/¢J 6 R\{O}'
I§vada 3.5 15 (8.23) ir (B.24), kartu su

nx—c) _ L nx—c) _ L
Yin (e n ) (e yz)
X1X2 (e n(x L) (efn(xfC) _ L)

X X2

_ 1 (x—c) _ 1

2 (70— ) (0 - 2)
X1X2 <e nlx—c) _ L) (e n(x—c) _ L>’

X X

iSplaukia:

1 1 1 1
(_nvgw N ’Vﬂ>_7_) — (a07a17a27b0ab17b2)~
X1X2 N1 )’2 X1X2 Z1 Zp

5"

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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3.1.3. Solitoniniy sprendiniy fazinés trajektorijos

Teorema 3.1 Solitoniniy sprendiniy trajektorija fazinéje ploksStumoje (yo,zo) tenkina antros eilés
kreives lygtj:
Ayg + 2Byozo + Czy + Dyo + Ez = 1. (3.27)

)

2
Jrodymas. [state (3.6) j (8.27) ir padaugine is (X (%)) gauname daugianariy lygybe:

27 (ﬁ) A+ 2077 (i Z (ﬁ) B2 (ﬁ) C+
C C C C
ANEAA R / (3.28)
aY(i)X(i)B—i—’yZ (ﬁ)X( >E_X2 (ﬁ) _o.
C C C C

PaémeX = 0x1;X = 0x;X = 01, X = Oya; X = Cz1;X = ¢z ir jstate j (B.28) gauname tiesine lygciy

sistemq kintamyjy A, B, C, D, E atzvilgiu:

(i) 2220’)§+VZ(,YI)XO’1)§: 20n);s

(i) 2 O’z)erVZO’z)XO’z)f: 2 ()

) 2 (2)7 4+ o¥(e) X D= (e 29
(iv) 0’V (2) A+ 0Y(2) X(2) D =X ()

(v) 0P (x1)A+209Y (x1) Z(x1) B+ 722 (x1) C = 0;

(Vi) %Y (x) A+ 207 (x2) Z(x2) B+ 422 (x2) C = 0;

Pastebésime, kad is 6 lygciy viena isreiskiama kity tiesiniu dariniu, taigi lygciy ir kintamyjy skai-
Cius sutampa. Neissigimusiu atveju (kai antros eilés kreivé nevirsta tiese), sistemos (3.29) matricos

determinantas nenulinis, taigi egzistuoja vienintelis sprendinys:

__ X@)X(=z) s XO)X0r) 5 Y@)Z)+Y(0)Z(x)
oY (z1)Y(z)’ VZW)Z(y2)’ oy (Y(21) Y(22) + Z (1) Z(32))
Y(2))X(2) + Y(2)X(21) & _ Z0)X02) +Z02)X01) g
o¥(z1)Y(z) 7 vZ () Z(y2)

)

(3.30)

D
Antros eilés kreives (B.27) diskriminantas isreiskiamas lygybe [44]:

(20 Y)Y Z ()

Q- B = /
4 (Y(Zl) Y(Zz))

(3.31)

Taigi, antros eilés kreivés riisis (parabolé, hiperbolé, elips¢) priklauso nuo reiskinio

T=—(Z(x) Y(x)) = Y(x2) Z(x1))’ | (3.32)

7enklo, kadangi (B.31)) vardiklis yra teigiamas, bet skaitiklis bendru atveju yra realaus arba menamo

skaiciaus kvadratas. Tai galima patikrinti pasinaudojus simboliniy pertvarkymy paketu, parodant,
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kad 7 Zenklas lygus 7y Zenkliui, kuris apibréZiamas:

70 = 400A; — AT = 16y122122 (11 +32) — (21 + 22)) <y1y2 (z1 + 22) 533
3.33

— 2122 (01 +J/2)) + (1 +yz)2 (z1 +Zz)2 iy, — 2122)2'

Taigi, (3.27) yra elipsés fragmentas, jeigu 7, > 0; parabolés fragmentas, jeigu 7, = 0; hiperbolés
fragmentas, jeigu 79 < 0.

Siame skyriuje atlikti skai¢iavimai realizuoti Maple. Programos tekstas - [C.3 priede.

3.2. Operatorinis metodas

Operatorinis metodas papildo atvirkstinio balansavimo metoda - ji galima naudoti pakan-
kamoms solitoniniy sprendiniy (8.2) Rikati lyg¢iy sistemoje su multiplikatyviuoju sarysiu (B.1))
rasti. Kitaip tariant, Siuo metodu bus sprendziama diferencialiné lygtis, atitinkanti biitinas so-
litoniniy sprendiniy egzistavimo salygas. Sio proceso rezultate gausime sprendiniy parametry
X1,X2,0,V1, V2,7, Z1, 22 18raiskas.

Turime pazyméti, kad jeigu atvirkstinio balansavimo metode dar néra neiSvengiamas simbo-
liniy pertvarkymy paketo naudojimas, operatoriniame skai¢iavime be jo i$siversti nebepavyksta.
Todél Siame skyriuje pateiksime nuorodas j programas, realizuojancius vienus ar kitus skaiciavi-

mus. Plagiau pa¢iy programy sandara aptariama f skyriuje.

3.2.1. Diferencialiniy lyg¢iu sistemos sprendiniy operatorinés iSraiSkos

Siame poskyryje apibendrinsime 2.1 skyrelio teiginius diferencialiniy lyggiy sistemoms.

Tarkime, duota dviejy pirmos eilés paprastyjy diferencialiniy lygciy sistema:

! = P(x,y,z2);
4 x.:2) (3.34)
z, = 0(x,,2),
kur funkcijos P = P(c,s,1),0 = O(c,s,t) € Py,
Bendrasis (8.34) sprendinys yra funkcijy pora
y=y(x,cs,1); z=zx0c,s,t), (3.35)
tenkinanti pradines salygas taske x = c:
y(c,e,8,t) =s; z(c,c,s,t) =t (3.36)

Sig sistemg atitinka apibendrintasis diferencialinis operatorius:

D =D, + P(c,s,t)Ds + O(c, s, t)D,. (3.37)
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Tuomet operatorin¢ (3.35) israiska yra:

+<>o(x
3

J=0

(3.38)

Pastebésime, kad, jeigu (j.l!Dfs; je€ ZO) ir (}%th; j€ ZO) yra tiesiskai rekurentinés sekos su cha-
rakteristinémis Saknimis py = 0, p; = pr(c, s, t), k = 1,2, tai galioja lygybés:

j—|D’S = X0 + Aoy + Aaph; J.—,Djf = 10 + p oy + paph. (3.39)

Analogiskai 2.3 teoremai, jeigu tenkinamos salygos Dp; = p?, k = 1,2 and D\, = \jpj; Dy =

wpr, L =0,1,2, tai sprendiniai uzrasomi:

Al A2
y=2X+ + ;
L=pix—c) 1-p(x—c) (3.40)
M H2
zZ = o+ +

l—pilx—c) 1—=palx—c)
be to,

AtA+ =s potpm =t (3.41)

3.2.2. Specialiosios Hankelio determinanty iSraiSkos

Suderintos Rikati lyg€iy, susiety multiplikatyviuoju sarysiu, sistemos vaizdas yra:

7% (P)s = a0 + a1y + a2y + byz;

R (3.42)
X (z)A = by + b\Z + byZ* + a)yz.
Atkreipsime démesj, kad, pagal poskyrio rezultatus, ¢ia by = a, ir a; = b;.
Bendrasis (B.42) sprendinys Zymimas:
y=y(,cs,t); z=zZ(X,7cs,1). (3.43)
Sprendinys tenkina pradines salygas
FEes ) =5 Z@0s0)=t (3.44)

ir operatoringje formoje yra iSreiskiamas tokiu budu:

400 i~ “+oo

y:Z@“—,!c 5; Zx_.c (3.45)

j=0 J Jj=0
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&ia D - apibendrintasis diferencialinis sistemos (B.42) operatorius, apibréziamas (pagal (8.37)):
1
D= DE + —= ((a() +as + 612S2 + szf) DS + (b() + blf + bzlz + Clef) Dt) . (3.46)
ne
Pradédami spresti sistemg pirmiausia apskai¢iuojame sekos narius (Programa P222):
~ 1 j ~ 1 / .
D= WD’S; q; = ,—|D’t; j=0,1,....,5. (3.47)
J: J:

Pastebésime, kad kadangi 7 operatoriaus (B.46) atzvilgiu yra konstanta, galioja lygybeés:

)

- (%)

="

="

) s> , (3.48)

(@)

Apskaiciuojame Hankelio determinantus (Programa P222):

= (D't

="

Mo = (CODI ((Dj) - t) : (3.49)

="o

P1 P2 Ps 9 9 g
Wj/\ 3:%(/0\757f777): ﬁZ 27\3 ﬁ4 ) WE:: W?(E,SJ»U): ZI\Z 21\3 2]\4 . (3’50)
Ps Pa Ds 4 44 Gs

Jeigu (B.42) sprendiniai yra antros eilés solitonai (su visomis pradinémis salygomis s, t € R), bii-
tina, kad determinantai (.50 baty lygis nuliui (pagal poskyri).
Kad egzistuoty antros eilés solitoniniai sprendiniai, turi egzistuoti toks 7, € R, kad

Ws(c,s, t,£m) =0;  Wz(c,s,t,£n) =0, (3.51)

suvisomis ¢, s, ¢ € R reikSmémis. Tai, kad tinka ir neigiama, ir teigiama 7y reik§meé galima suprasti
i§ B.1.2 poskyrio (B.26) lygybés.

Panagrinékime determinantg . Nesunku jsitikinti (Programa P222), kad:
W)A/ = A6(S7 t>n6 + A4(S7 t)774 + A2<S7 t)nz + AO(S7 t)? (3'52)

&ia Ai(s, t) - daugianariai, priklausantys nuo s ir . Taigi, ieskome tokiy (8.52) sprendiniy 7 atzvil-
giu, kurie nepriklauso nuo s ir ¢.

Panagrinékime (8.52)) struktiira. Gerai Zinoma Vieto teorema leidzia i§skaidyti daugianarj su
skaitiniais koeficientais j daugiklius. Kadangi (8.52) koeficientai néra skaiéiai, o daugianariai, i3-
skaidymo buidy iSkart padaugéja. Reikia pastebéti, kad skaidinyje gali dalyvauti ir ne daugianariai,
o radikalai, bet skaidinj iSskleidus jo koeficientai turi biiti daugianariai. Trecios eilés daugianario

bendriausias skaidinys yra:

(K\/Z?f - <K\/Z + ﬁ)) (K\/Df - (K\/Z - ﬁ)) (vi - C) —0, (3.53)



33

¢ia B, C, E, K, L - daugianariai, priklausantys nuo s, 7.
Pastebésime, kad jeigu (B.52) turi $aknis <1, tai vienas i$ jo skaidinio daugikliy privalo biiti
(772 — 770). Be to, nesunku apskaiciuoti (Programa P222), kad:

_ (Szaz + (thy +ay)s + a0)3
°~ 2160 ’

(3.54)

1/3
taigi 4¢ = K>, kur K = (ﬁ) (s*ar + (thy + a1) s + ag). Tuomet turime (B.53) atvejj, kai

K = L, taigi ieSkomas polinomo skaidinys turi tokig forma:

<K37]4 + By + Bo> (772 — né) = 0. (3.55)

Priestaros metodu nesunku parodyti, kad B,, B irgi yra polinomai, o ne radikalai. Sudauging gau-

name:
K3776 + (—K3T]02 + B2> 774 + (—anoz + Bo> 772 - Bo?”]()z = A6776 —|—A47]4 —|—A2772 —|—A() =0. (3.56)
Kita vertus, jrodoma, kad
A4 =9K - Ag (S, t,agp,... ,bz) s (3.57)

kur A4', - daugianaris. Prie prielaidos, kad galioja (B.53) gauname, kad koeficientas (—K37702 + Bz)
turi dalintis 18 K, taigi
— K’ +B, = K’ + K- B, (3.58)

Nesunku pastebéti 1§ K struktiiros, kad jeigu tik a,, a1, b, néra kartu lygitis nuliui, galima rasti tokias

reikSmes sy, ¢y, kad K = 0, pavyzdziui, jeigu b, # 0, tai galima imti
S=S0,=1ly
azs(z) + aiso + aop

ty = — ,80 € R. (3.59)
byso

Jrase §ias reiksmes j (B.56) gausime:
Bon® — Bone® = 0 = n = £n. (3.60)

Vadinasi, jsta¢ius reiksmes (8.59) j (.52) gausime, kad 46 = A4 = 0 nepriklausomai nuo to, ar
egzistuoja solitoniniai sprendiniai ar ne. Taciau likusio daugianario laisvasis narys, padalytas i$

koeficiento prie n? yra pastovus ir lygus —n3. Formaliai galima uZrasyti $ia salyga tokiu budu:

Ay (s0,t0)

2
= —n; = const. (3.61)

4, (so, %) o
Kadangi 4y, 4, zinomi, gauname (Programa P222):

(%azao(ﬂl—%ln)+(—%bobz—%a%+%a1b1+%b%)(a1—%b1))so—‘r%ao(aoaz—i-bobz—%a%—&-%albl—%b%) B ) 3.62
(a1—%b])s0+%a0 - _77()- ( M )
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Pazymeéje koeficientus trumpiau (.62) uzrasome:

ayso + B 5
—_— = 7. 3.63
250 + o Mo ( )

AnalogiSkus veiksmus jvykde su determinantu Wz, gauname tokia salyga (Programa P222):

(*% (01*%171 )bzbo+(ﬂoa2*ﬁa%*galer%b%) (a1 *2b1)>f0+%b0 (0002+b0b2*%a%+%alb1*%b%)

2
- % (a1—2b1)19—3bo = -1 (3.64)
Pazyméje (B.64)) koeficientus, galime uzrasyti:
oty + B 2
—_ = 1. 3.65
e+ By (369
I5 (B.63) it (B.63) gauname:
/ t /
04150+51 o a; 0+61 :_77(%’ (3.66)

wso+ B asty + 535

taigi trupmenos turi bati lygios tarpusavyje ir nepriklausyti nuo s, fy. Si salyga tenkinama, jeigu
R := 9apa,a; + 9bob b, — 18apayb; — 18bobya; + 3a bt + 3bya; — 2a; — 2b; =0,  (3.67)
nes
Oélﬁz - 04261 = 135610R, Oéllﬁé — 0/26; = 135b0R (3.68)

Taip pat gauname, kad:
ai —aib, + b}
3

Siame poskyryje minimos programos P222 tekstg galima rasti [C.€ priede.

m = — agay — boby. (3.69)

3.2.3. Antros eilés solitoninio sprendinio koeficienty seky kanoniniy iSraiSky konstravimas

Siame ir toliau sekan¢iuose poskyriuose parametras 7 laikomas fiksuotu ir Zinomu, t.y. 7 =
1o > 0 (galima naudoti ir —1, pagal (8.51))).

Charakteristinés seky (pj;j € Zo) ir (q;;j € Zo) Saknys py, p» apskai¢iuojamos issprendus
algebriniy lygc€iy sistema (Programa P223):

Di D2 D3 9 9 43
D> D3 pa | =0 9 ¢35 44 | =0. (3.70)
1 p 7 1 p 7

Simboliniai pertvarkymai jrodo, kad abi (8.70) lygtys turi tuos pagius sprendinius pj := pi(c, s, 1), k =
1,2, kuriy forma yra:
~ 1
pr(C,s,t) = =pi(s,t); k=12, (3.71)
c

Cia py 1= pi(s, t) nepriklauso nuo ¢.

Tiesiskai rekurentinés sekos (p;;j € N) koeficientai, rasti is tiesiniy lygéiy sistemos (Prog-
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rama P223) lygiis:
=220, B AR (3.72)
p1 (P1 — p2) P2 (P2 — P1)
Analogiskai, sekos (g;;j € N) koeficientai lygis:

_ /q\Z_/q\lﬁZ . o /q\Z_/q\lﬁl

-~ -~ ~\) /~52 -~ -~ A~ (3’73)
P (P1 — p2) p2 (P2 — p1)

Hi
Pazymésime, kad \;, A2, i1, i1 nepriklauso nuo ¢.
Patikrinamos salygos, kurios privalo biti tenkinamos, jeigu (8.42) sprendiniai yra solitoniniy
funkcijy vaizdai visiems s, ¢ € R (Programa P223):

i) M+ =s—0; +py=t—1.
() 1 ! 2 B 23 Auz Y R (3.74)
(i) Dpr=pi; DM = Nprs D = pupr,
kurk=1,2.
Pastebésime, kad i3 (3.51)), (.71)) ir (8.74)) iSplaukia, kad

pi=00+ Mo+ Xty G =70+ mp + mwph; j=0,1,.... (3.75)

Siame poskyryje minimos programos P223 teksta galima rasti [C.7 priede.

3.2.4. Uzdara antros eilés solitoninio sprendinio forma

Kai galioja (B.73) pagal (B.40), bendrasis sistemos (B.42) sprendinys y = y (%, ¢, s, £),
z=7(x,¢,s,t) igyja tokig forma:
~ Al Ay

=0+ —— + ——;
4 -5 GE-0 1-mE-0

H1 i H2
l-p(x=2) 1-p@E-2)

=7+ (3.76)

Pagal keitinj (2.31]), atitinkamos suderintos sistemos

V. = ay + ayy + ay* + byyz,

(3.77)
Z),c = b() + blZ + b222 + aryz,

sprendinys turi tokig forma:

)\1(5‘, t) )\2(S, l)
, + - :
=l @ T =1) T 1= palen) (@091

[L](S, t) ILLZ(S7 t)
, + : ;
1= pis,t) (emb=) — 1) 1= py(s,t) (emb—) — 1)

y=y(xcs,t) =0+
(3.78)

z=z(x,c,8,t) =+

kurig galima pertvarkyti j:

Y. (eno<x—c>,s, t)

A (eno<x—c>,s, t)
X, (eno(X*C) S, t) ;

X, (em0=a) g, 1)’

y(x,c,8,t) =0 z(x,c,8,t) = (3.79)
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¢ia X,, Y., Z, pagalbinés funkcijos:

Y. (x,5,8) := (x = yi(s,0)) (x = ya(s, 1)) ; (3.80)

*
—
=
=
Ny
Il
—
=
|
N
—~
=
=
~—
—
=
|
S
—~
=
~
~—
~—

Parametrai x,(s, 1), yi(s, 1), zx(s, t); k = 1,2 lygts (Programa P224):

1 1 1
_m=1+;?mg:§(ng/@—4&>; mgzz(@i 15—4&>, (3.81)

kur K, K., L,, L. - funkcijos, priklausancios nuo s, ¢, kurios tenkina lygybes:

(s, (s, t) = K, (s,2);  zi(s,t)za(s, t) = Ko(s, 2);
vi(s, ) +3a(s,8) = Ly(s,1);  z1(s, 1) + z2(s, 1) = L.(s, 1).

(3.82)

Jy iSraiskos yra:

1 1 A 1 A 1
K, == K,(s,1) = <1+—> (1+—)+—1<1+—) +—2<1+—);
L1 P2 0p1 P2 g2 P1

1 1 1 1
K. =K.(s,t) = (1+—) (1+—> +ﬂ (1+—) +& (1+—);
P1 %) YP1 P2 VP2 P1 (3.83)

1 1
L =L(s,t) =2+ —+—+ — + —.
P P2 AP VP2

Pastebésime, kad pradinés salygos s, ¢ tenkina lygybes:

~ 1. (3.84)

Simboliniai pertvarkymai leidzia surasti sistemos (B.42) invariantus. Pazymékime juos invy,
inv., Inv,, Inv, € R. Sie invariantai iSlicka pastovus su bet kokiomis s, # reikSmémis (Programa

P224):

t t t t

IIlVy — Y (S’ )y2(S7 )’ Inv, := Z1(S, )ZZ(S’ );

xl(sut)XZ(Sat) X1\S, t)xZ(Sut) (3 85)
: - )\1(5‘, t) )‘2<S’t) : . ,ul(s,t) NZ(S> t)
inv, := , inv, = .

L+ pi(s,2) 1+ pa(s, i) L+ pi(s,0) 1+ pa(s, 1)

Invariantai taip pat tenkina Sias lygybes:
1. 1
Inv, =1+ ;mvy; Inv, =1+ ;mvz. (3.86)

Darkart pastebésime, kad operatorinis metodas ne tik leidzia apskaiciuoti analizing bendrojo
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sprendinio iSraiska, bet taip pat parodo Sio sprendinio priklausomybe nuo pradiniy salygy s, ¢ [6,
10]. Taigi, kaip daréme ir atvirksStinio balansavimo metode, formaliai galima operatorinj metoda

uzrasyti atitiktimi:
<a07 ap, az, b(), b], bZ) — (7)7 Uayl(sa t)ay2<sa t)a s 21 (57 t>7Z2(S> t)) : (3'87)

Pasinaudoje Sio poskyrio rezultatais galime uzrasyti kokius parametrus gautume, pasirinke ne tei-

giama, o neigiamg 7 Saknj:

1 1 1 1
bo, b, b —n, ol Tnv., ——, . (388
(a07a17a27 0, Y1, 2) — ( TI?U nVy’yl(S7t>7y2(S,t)’fy v ZI(S,t) ZZ(S7t>> ( )

Taigi, jeigu (8.79) yra bendrasis (B.77) sprendinys, tai funkcijy pora

Y. <_e770(x—0)75’ t)

Z, <—e77°(x_"),s, t)
X, (—emt=e) s,1) !

X, (—emt=) 5,1)’

yi(x, ¢ 5,0 =0 zt(x,c,8,t) =7 (3.89)
taip yra bendrasis (8.77) sprendinys, t.y. su bet kokiais so, 7, € R egzistuoja tokios pradinés salygos
S, 0 € R: kad}’k (So, tO) = —Vk (Sla tl) ) Zk (S07 tO) = —Z (Slu tl) 7k = 1) 2. Talp pat galime paste-
béti, kad konkre¢ioms parametry sy, fy reikSméms, funkcijos y*(x, ¢, so, %),z " (x, ¢, 50, fp) duoda

,.likusig'" antros eilés kreivés, kurios fragmentu yra y(x, ¢, so, %), z(x, ¢, 8o, to ), dalj.

3.3. Solitoniniy sprendiniy dinamika
Siame poskyryje panagrinésime dinamines Rikati lygéiy, susiety multiplikatyviniais sary-
Siais, sistemos savybes, kai egzistuoja jy solitoniniais sprendiniai.
3.3.1. Pusiausvyros taskai ir stabilumas

Sistemos (B.77) pusiausvyros taskai (y&k),zik)) gaunami i§sprendus algebriniy lygciy siste-

ma:
ay + a1y + ay* + byyz = 0;
0 1y 2y2 2V (3.90)
by + by + byy” + aryz = 0.
Sistemos (3.90) yra:
2
. (Zik)) b, + Zik)bl + by .
W= ® 20 =20, (3.91)
Zy Ay
kur zik) tenkina:
(b]bz — alaz) Z3 + (b% + b0b2 + aogdy — a1b1> 22 + (2b0b1 — Cl]b())Z + b(z) =0. (3.92)

I3 (B.92)) matome, kad sistema (B.77) turi daugiausiai tris pusiausvyros taskus. Tarkime, kad
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3.1 Pav.: poskyrio (B.94) sistemos fazinis portretas. Skrituliai Zymi mazgus (yg),szl)) =

(4,3)ir (%, 2%) = <%, %) : rombas Zymi balno taskg (>, 2 = (%, %) ; juodos linijos Zymi

sprendinio trajektorijas. Zymés (a), (b), (c) atitinka sprendinius i B.2 pav. Retais punktyrais pa-
zymeéta linija Zymi elipsines ir hiperbolines trajektorijas skirian¢ig separatrise. Tankiais punktyrais
pazymeéta linija zymi stabilias ir nestabilias balno tasko daugdaras. Sprendiniai pilkai uztuSuotame
regione neturi trikio tasky, o jy trajektorijos yra elipsés fragmentai. Vertikaliai dryzuotame regione
sprendiniai neturi triikio taSky, o jy trajektorijos yra hiperbolés fragmentai. NeuztuSuotame regio-
ne esantys sprendiniai turi vieng triukio taska, o jy trajektorijos - hiperbolés fragmentai. Istrizai
uztusuotame regione sprendiniai turi du triikio taskus, jy trajektorijos - hiperbolés fragmentai.

taip ir yra, t.y. (8.92) tris skirtingas realias $aknis. Dviejy pusiausvyros tagky koordinates galima
rasti pasinaudojus sprendinio israigka (3.79):
lim (v(x.c,s.0),2(x,¢,5,0)) = (0,7) = (31,2

X—+00

(3.93)
lim (y(x,c,s,1),z(x,c,s,t)) = (clnv,,yInv,) = <y* ,Zy ) ;

X——00

visoms ¢, s, t reik§més. Taigi (yil),zil) ) = (0, 7) yra stabilus mazgas; (y@,zi”) = (olnv,,vInv,)

- nestabilus mazgas. TrecCiasis pusiausvyros taskas (ygf) , %) ) yra balno taskas.

Atskiru atveju sistemoje gali likti tik du ar net vienas pusiausvyros tagkai. Sio skyriaus po-
skyriuose panagrinésime $iuos atvejus.
Balno tasko bei mazgy koordinatés, taip pat ir separatrisés atskiriancios elipsines ir hiperbo-

lines fazines trajektorijas gali biiti rastos analizi§kai pasinaudojant simboliniais pertvarkymais. Sio
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poskyrio skaiCiavimai realizuoti programoje P231, jos tekstg galima rasti priede.

3.3.2. Trys pusiausvyros taskai

IStirsime sistema

136 828 29 , 550
Yz;

/o _ _
=0T 73190 T 187 T 1479 (3.94)
.51 345 550 , 29 :
yz.

%= 75973197 T 14797 T 187

Sistema (B.94) turi tris pusiausvyros taskus: (yil),zg)) = (4,3) (stabilus mazgas); (yf),zg)) =
(%, %) (nestabilus mazgas) ir (1,2 = <%, %) (balno tagkas).
IS B.1)ir B.2 pav. matome, kad sistema turi tris rii§is sprendiniy su atitinkamai nuliu, vienu ar
dviem trukio taskais (poliais). Prie darbo pridéta vaizdiné medziaga (sec 2 3 2 vl.mp4,
sec 2 3 2 v2.mp4,sec 2 3 2 v3.mp4) parodo skirtumus $iy sprendiniy dinamikoje.
Pasinaudoj¢ programa P232 apskaiciuojame charakteristines tiesiskai rekurentinés sekos Sak-

nis p) , tirlamai sistemai:

_ 240 295 2751

PL2= 7319 " 374 T 1479
| V636552957 — 30528300 51 + 36602500 7 — 1716497825 — 3122526001 + 1558425564
32538 '

(3.95)

Pastebésime, kad x; = 1 + #, k = 1,2, taigi x; yra kompleksinis, jeigu p; kompleksinis. Galima
pastebéti, kad fazinés trajektorijos yra elipsinés, kai x; ir x, yra kompleksiniai; hiperbolés, kai x; ir

x, realts. Todél separatrisés lygtis yra p; , poSaknis:
6365529 52 —30528300 st+36602500 £ — 171649782 s — 312252600 ¢+ 1558425564 = 0. (3.96)

Taip pat galima pastebeti, kad fazinés trajektorijos iSsigimsta j tieses, kai x; = %’ikl yra nulinis arba

neapibréztas. Prilygine nuliui skaitiklj ir vardikl; gauname lygtis:

prk+1=0= 88+ 87s — 612 = 0;
pr = 0= 1100¢ + 87s — 1734 = 0.

(3.97)

Pasinaudojant kompiuteriniu modeliavimu, galima pastebéti, kad balno tasko daugdaros yra ant
tiesiy (8.97), be to, balno takas yra §iy tiesiy susikirtime (8.1 pav.).
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-15 -10 -5

(b)

3.2 Pav.: Sistemos (8.94) sprendiniy evoliucija kintamojo x atzvilgiu. Pilka linija Zymi ¥(x); juoda
taskuota linija Zymi z(x). Pastebésime, kad (b) atveju, fazinés trajektorijos ,,susitinka" tik begaly-
béje, o (c) atveju tas pats efektas stebimas du kartus.

3.3.3. Du pusiausvyros taskai

Nagrinésime sistema

/ p—

1 1
Vi=6— =y + —yz;

Z=-5+_—7— iyz.

* 10 12
Sioje sistemoje yra du pusiausvyros taskai (yil),zﬁl)) = (6, —5) (stabilus mazgas) ir (yiz),ziz)) =
(—6,5) (nestabilus mazgas).

Fazinis sistemos (B.98) portretas pavaizduotas B.3 pav. Visus sistemos (3.98) sprendinius
galima suskirstyti j dvi grupes: sprendinius, kurie lieka aprézti, kai x — +oo (8.4 (a) pav.) ir
sprendinius, turinéius vieng triikio taska (B.4 (b) pav.). Siam poskyriui taip pat sukurta vaizdiné
medziaga (sec 2 3 3 vl.mp4,sec 2 3 3 v2.mp4).
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3.3 Pav.: poskyrio (B.98) sistemos fazinis portretas. Skrituliai Zymi mazgus (yg),szl)) =
(6,—5) ir (yf) , szz)) = (=6, 5); juodos linijos Zymi sprendinio trajektorijas. Zymés (a), (b) atitinka
sprendinius i§ B.4 pav. Retais punktyrais pazyméta linija Zymi elipsines ir hiperbolines trajektorijas
skirian€ig separatris¢. Tankiais punktyrais pazymeéta linija Zymi stabilias ir nestabilias balno taSko
daugdaras. Sprendiniai pilkai uztuSuotame regione neturi trukio tasky, o jy trajektorijos yra elipsés
fragmentai. NeuztuSuotame regione esantys sprendiniai turi vieng trikio taska, o jy trajektorijos -
hiperbolés fragmentai.

Atliksime tuos pacius skaiCiavimus, kaip ir praeitame poskyryje. Apskai¢iuojame charakte-

ristines tiesiskai rekurentiniy seky Saknis:

1 s t | \/(60+55s—61)(55—60—61)
S B . 3.99
Pa=—g5 gt T 120 (3-99)

Siuo atveju separatrisé yra dvi tiesés:
55 —6t+60=0; 55s—6f—60=0. (3.100)

Nors sistema neturi balno tasko, galime suskai¢iuoti atvejus, kai x; yra nulinis arba neegzistuoja.

Gauname:

pr+1=0= 55— 6t+ 60 =0;
prk=0= 55— 6t —60=0.

(3.101)
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3.4 Pav.: Sistemos (8.98) sprendiniy evoliucija kintamojo x atzvilgiu. Pilka linija Zymi y(x); juoda
taskuota linija Zymi z(x). Pastebésime, kad (b) atveju, fazinés trajektorijos ,,susitinka" tik begaly-
bé¢je.

Sios lygybés sutampa su (B.100)), taigi tiriamos sistemos atveju balno taskas yra be galo nutoles

taskas.

4. PROGRAMINE REALIZACIJA

Darbo rezultaty iSvedimui naudojama kompiuterinés algebros sistema Maple. Tai - daugia-
funkciné matematiné programiné jranga, orientuota j simbolinius pertvarkymus, taciau turinti ir
skaitiniy metody pakety.

Dauguma i§ darbe naudojamy programy yra ,,vienkartinés" - skirtos konkre¢iam analiziniam
rezultatui i§vesti ir pademonstruoti. ISimtis - programos P232 ir P233, kadangi jas redaguojant
galima sukonstruoti kitus pavyzdzius.

Toliau Siame skyriuje pateikiame trumpg svarbiausiy darbe naudoty Maple funkcijy bei su-

kurty darbalapiq@ apraSymus.

4.1. Darbe naudojamuy funkcijy apraSymai

1. simplify(expr, par) - suprastina duotg matemating iSraiSkg expr. Galimos jvairios su-
prastinimo parinktys: jeigu nurodomas parametras symbolic prastinami ir reiSkiniai, kurie
gali biiti lygiis nuliui; parametras siderels leidZia suprastinti iSraiSkg atsizvelgiant j kitus
duotus sarysius tarp prastinamos israiskos kintamyjy; parametras size nurodo, kad iSraiska

turi biiti suprastinta taip, kad uzimty kuo maziau vietos.

2. solve(eqns, vars) - iSsprendzia lygt (arba lygciy sistemg) eqns kintamojo (arba kinta-

muyjy) vars atzvilgiu.

Z4angl. worksheet
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eval (expr, x = x0) - apskaiCiuoja matematinio reiskinio expr reikSme, kai kintamasis x

prilyginamas reikSmei (skaitinei ar kitam kintamajam) x,.
subs (expr, [x = y]) - iSraiSkoje expr pakeicia kintamajj x kintamuoju y.

algubs(expr, [x = y]) -iSraiSkoje expr pakeicia kintama;jj x kintamuoju y taip, kad kin-

tamojo x algebriniy funkcijy iSraiskoje nelikty: jvykdo kintamojo pakeitima su pertvarkymu.

lhs(expr), rhs(expr) - grazina atitinkamai kair¢ ir deSing matematinés iSraiSkos expr

su vienu = Zenklu puse.

numer (expr), denom(expr) - graZina atitinkamai skaitiklj ir vardiklj matematinés israis-

kos expr.
factor(expr) - iSskaido iSraiSkg expr dauginamaisiais.

Determinant (A), Rank(A), Eigenvalues(A) - apskaifiuoja matricos 4 determinanta,

rangg ir tikrines reikSmes. Skai¢iavimai vykdomi analiziSkai, nenaudojant skaitiniy metody.
coeff (expr, x) - grazina kintamojo x (bet ne x*, k # 1) koeficientg israiskoje expr.
collect(expr, x) - surenka koeficientus prie x laipsniy iSraiSkoje expr.

indets (expr) - grgzina nezinomyjy sarasg israiskoje expr.

plot(f(x), x = x1..x2) - nubraiZo funkcijos f(x) grafika, kai x € [x,x,].

implicitplot(f(x,y) = 0, x = x1..x2, y = yl..y2) - nubraiZo neiSreikStinéje
formoje duota plokstumos kreive f(x, y), kai x € [x1,x;],¥ € [y1,12].

DEplot(diffSist, opts) - nubraizo antros eilés diferencialiniy lyg€iy sistemos diffSist
fazinj portreta.

4.2. Darbui parasSyty darbalapiy (programu) apraSymai

. P11 1, P11 2-[.1|, .2, 1.3, .4 pav. braizymas.

P137 - operatoriniu metodu i§sprendZia nesusietg Rikati lygti. Ivykdomi poskyrio skai-
¢iavimai.
P211 - pritaiko atvirkstinio balansavimo metoda Rikati lygciy sistemai susietai multiplikaty-

viuoju sarysSiu: gaunamos parametry ay, by, k = 1, ..., 3 iSraiSkos per solitoniniy sprendiniy
parametrus. Jvykdomi poskyrio B.1.1].

P213 - jrodymas, kad tiriami antros eilés solitonai fazin¢je plokStumoje y,z sudaro antros

eilés kreiviy fragmentus. Jvykdomi poskyrio skai¢iavimai.

. P222 - pakankamy antros eilés solitoniniy sprendiniy egzistavimo saglygy radimas naudojantis

operatoriniu metodu. Ivykdomi poskyrio skai¢iavimai.
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6. P223 - suformuojama tiesiskai rekurentiné seka, reikalinga rasti antros eilés solitono iSrais-
kai. Randamos $ios tiesiSkai rekurentinés sekos charakteristinés reik§Smés ir jy koeficientai.
Patikrinamos salygos, keliamos charakteristinéms reikSmeéms ir jy koeficientams. [vykdomi
poskyrio atskiram atvejui (bendru atveju skai¢iavimai reikalauja itin daug kompiuterio

resursy).

7. P231 - randamos bendros pusiausvyros tasSky iSraiskos. [vykdomi poskyrio skaiciavi-

mai.

8. P232 - iSnagrin¢jamas poskyryje pateiktas pavyzdys: surandami tiesiskai rekurentinés
sekos parametrai; randami pusiausvyros taSkai; analiziSkai apskaiiuojama separatrisé¢ tarp
elipsing ir hiperboling fazing trajektorijg turinCiy sprendiniy; nubraizomas fazinis portretas

ir sprendiniy evoliucija laiko aSyje.

9. P233 - atlickami analogiski veiksmai kaip ir P232 poskyrio sistemai.

5. REZULTATU APTARIMAS

5.1. Tyrimo apZvalga

Darbe jrodyta, kad Rikati lyg¢iy susiety multiplikatyviuoju sarysiu sistema prie tam tikry
salygy turi antros eilés solitoninius sprendinius. Siam rezultatui gauti panaudoti du matematiniai
jrankiai: atvirkStinio balansavimo metodas, sugeneruojantis biitinas solitoniniy sprendiniy egzista-
vimo salygas bei apibendrintojo diferencialinio operatoriaus (operatorinio skai¢iavimo) metodas,
ne tik sugeneruojantis pakankamas solitoniniy sprendiniy egzistavimo salygas, bet ir leidziantis
uzraSyti bendrajj sistemos sprendinj.

Reikéty pabreézti, kad darbe naudoti metodai kokybiskai skiriasi nuo placiai paplitusiy stan-
dartiniy funkcijy metody, nes $iuo atveju sprendinio forma ne atspé¢jama, o randama analiziSkai,
taigi nelieka abejoniy dé¢l sprendinio parametry iSraisky korektisSkumo. Visi pateikti skai¢iavimai

realizuoti kompiuterinés algebros sistema Maple.

5.2. Analizinés sprendinio formos pranasumai

Kuomet diferencialines lygtis bei jy sistemas galima dideliu tikslumu iSspresti skaitiniais me-
todais, neretai kyla klausimas dél analizinio sprendinio paieskos tikslingumo. Vis délto privalome
pazyméti, kad tikslaus diferencialiniy lyg€iy sprendinio radimas atveria naujas tyrimo galimybes ir
neturi paprasty trukumy, kuriais pasizymi net ir pati tiksliausia sprendinio aproksimacija skaitiniais
metodais.

Vienas i§ lengviausiai matomy analizinio sprendiniy privalumy yra galimybe apskaiciuoti
visg sprendinio evoliucija laike, nepaisant to, kad sprendinys turi vieng ar kelis ypatingus taskus.
Pavyzdziui, 3.2 (c) pav., parinkus pradiniy salygy s, ¢ reik§mes taip, kad ¢ € (—1, 2) net ir tiksliau-

sias skaitinis integratorius negalés apskaiciuoti y(x), z(x) reik§miy kai x < —1 ir x > 2, kadangi
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nejmanoma perzengti ypatingy sprendinio tasky. Zinoma, egzistuoja tokios pradinés salygos s', 7,
kurios atitinka to paties sprendinio tesinj uz ypatingo tasko, tac¢iau neturint analizinio sprendinio jy
nustatymas negalimas.

Kitas Siame darbe taikomy metody privalumas yra galimybé tiksliai iSnagrinéti sprendiniy
elgesi fazinéje plokStumoje: jrodoma, kad gautieji sprendiniai fazinéje plokStumoje gali buti tik
antros eilés kreives. AnaliziSkai randama separatris¢, atskirianti sprendinius turin€ius ir neturin-
¢ius ypatingy tasky bei balno taSko stabilios ir nestabilios daugdaros. Tai leidzia suskirstyti visus
sistemos sprendinius ] klases pagal jy kitimo pobidj.

Nors darbo tikslas ir néra interpretuoti gautus sprendinius biologiskai, kadangi panasSios siste-
mos $ioje srityje taikomos, 0 y(x),z(x) gali bati interpretuojamos kaip skirtingy rasiy populiacijos,
galima pasamprotauti, kad elipsines fazines trajektorijas turin¢iy sprendiniy klas¢ yra vystymosi
atvejis, kuomet né viena rasis neiSnaikina kitos konkurencingje kovoje, o jy vystymasis visuomet
kinta tolydziai ir nusistovi. Tuo tarpu kuomet sprendiniai turi singuliarius taSkus (hiperboliniy

faziniy trajektorijy atvejis) jvyksta sistemos katastrofa ir viena ar abi rii§ys iSnyksta.

ISVADOS

1. Bitinos antros eilés solitoninio sprendinio (.5) egzistavimo Rikati lygéiu, susiety multipli-

katyviuoju sarysiu sistemoje (0.4) salygos:
as = by, by = a; (5.1)

Xp)_ »n X@) _ =
X0 n X@ = (52)

2. Pakankama antros eilés solitoninio sprendinio (0.5) egzistavimo Rikati lygéiy, susiety mul-

tiplikatyviuoju sarysiu sistemoje (0.4) salyga:

9(10611612 + 9b0b1b2 — 18a0a2b1 — 18b0b2a1 + 3611[)% + 3b1a% — Za? — 21)? =0. (5.3)

3. Apibendrintojo diferencialinio operatoriaus metodu randamas bendrasis (0.4) sprendinys bei

jo priklausomybé nuo pradiniy salygy.

4. Antros eilés solitoniniai sprendiniai fazinéje plokStumoje sudaro antros eilés kreives, taigi
visus sprendinius galima sugrupuoti j elipsinius, parabolinius ir hiperbolinius. Elipsiniai

sprendiniai neturi, o hiperboliniai turi vieng arba du ypatingus taskus.

REKOMENDACIJOS

Tolesnés tyrimo kryptys galéty bati susije su tolesniu Rikati sistemos (0.4) analiziniu tyrimu:
like neiSnagrinéti atvejai, kuomet sistemoje neegzistuoja tokios formos sprendiniai, kokiy buvo

ieskoma Siame darbe. Tai nereiskia, kad (0.4) negali turéti kity sprendiniy, taip pat isreiskiamy



46

eksponenéiy sumy santykiais. Tokiy sprendiniy formos galéty bati pirmos eilés solitonai ((0.2),
tikétina kad jie egzistuoja tais atvejais, kai antros eilés solitony iSraiSkose vardikliai virsta nuliu)

arba kitokios formos antros eilés solitonai, pavyzdZziui:

(en(x_c) — Zl)(en(x_c) — ZO)

(en(x_c) — yl)(en(x_c) _yo) ) _
,Z(X) =7 (x—c) (x—c) )
(€707 — x;) (e — o)

(en(xff»‘) — x1>(e77(x*0) — ZO)

Y=o (5.4)
kur parametrai x1, o, v1,20,21,0,7,m1 € R. Verta pazyméti, kad pirmos eilés solitonas ir (5.4)
egzistuos ne prie visy pradiniy salygy, o tik tam tikroje s, # plokStumos aibéje.

Kita tyrimo kryptis - operatorinio bei atvirkstinio balansavimo metody pritaikymai solito-
niniy sprendiniy paieSkai paprastosiose diferencialinése lygtyse. Nors Sioje srityje jau nemazai
kas nuveikta [[10], [45], dar liecka vietos naujoms jzvalgoms, pavyzdziui bendresniam algebrinés

diferencialinés lygties
W by by = a4 + )"+ ao, (5.5)

Cab,arcR;j=1,.... m—1,k=0,... n tyrimui. Sios lygties atskiri atvejai sulaukia didelio
mokslininky démesio.

Siuose tyrimuose vis didesnis vaidmuo teks kompiuterinés algebros sistemoms, galingioms
susitvarkyti su itin didelés apimties simboliniais skai¢iavimais. Tikétina, kad didéjant Siy siste-
my spartai bus galima taikyti analiziniy sprendiniy paieskos metodus ir sudétingesnéms (galbiit ir

neautonominéms) diferencialinéms lygtims.
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PRIEDAI

Sz
orderP

A. Zyméjimy sarasas

realiyjy skaiCiy aib¢;

kompleksiniy skaiciy aibé;

natiiraliyjy skaiciy aibé;

neneigiamy sveikyjy skaiciy aibé;
formaliy eiluciy aib¢ (algebra);
menamasis vienetas: i’ = —1;
kompleksinio skai¢iaus z realioji dalis;
kompleksinio skai¢iaus z menamoji dalis;

tiesiSkai rekurentinés sekos P cilé;
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B. Apibendrintyjy diferencialiniy operatoriy lentelé

B.1 Lentel¢: Diferencialiniy lyg¢iy sprendiniy operatorings iSraiskos

Diferencialiné lygtis ir Apibendrintasis diferencialinis Sprendinio
pradinés salygos operatorius iSraiSka
y;:P(xay)a y:y(xvcas)v oo (X—C)j .
=0
Ve =P xyy); y=yxcs,0), oo x—c)’
D = D, + (D, + P(c,s,1)D, y(x,c,s,1) Z
y(c,e,s,t) =s, V.(x,cs8,0) =t o
X=c
y£)_P<x7y7y;7"'7y§n ))7 y:y(xaC7S07"~7Sn71)7 n—1 I x—c)’
D =D+ > ;- siDys, + P(c,s1,. .. 85-1) Dy, y(x, ¢80,y Sn—1) Z Dy
Y(€,€50y- o S1) =50, W (6,¢,80, -y 8u1)| = sk, =
k=1,...n—1 o
y/ :P(x,y,z); y:y(x7cvs7t)a = )C—C)I
Z.=0(x,y,2z); z=z(x,c8,1); D =D, + P(c,s,t)D; + QO(c, s, t)D, y(x,c,s,t) = Z
y(e,e,s,t) =s, z(c,c,s,t) =t ];?O .
z(x,c,s,1) = (x — Y D't
J!

Jj=

(=}

[4S
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C. Programy iSeities tekstai

Visos programos parasytos Maple programavimo kalba.

C.1. Programa P11_1. Pav. ir 1.2 braizymas

restart;
with(plots):
plotsetup(default);
# KdV solitonas

u := (t,x) -> c/2 * sech(c/2*x(x-c*t-x0))"2;
c :=1;

x0 := 0;

P := plot3d(u(t,x), t = -5..5, x = -5..5);

unassign('u');
plotsetup(default);

display (P, labels = ['t', 'x', 'u'], font = ["TIMES", "ROMAN", 12], color = gray);
plotsetup(png,plotoutput="figla_kdv_soliton.png ,plotoptions="height=2000,width=2000");
display (P, labels = ['t', 'x', 'u'], font = ["TIMES", "ROMAN", 50], color = gray);

# Sine-Gordon solitonas

u := (t,x) -> 4/lambda * arctan( exp(b*lambda *(k*x+mu*t+thetal[0])/(sqrt(b*lambda*(mu~2-a*xk~2)) )
));

a := 1;

b := 1;

lambda := 1;

mu := 2;

theta[0] := 1;

k := 1;

P := plot3d(u(t,x), t = -5..5, x = -5..5);

unassign('u');
plotsetup(default);

display (P, labels = ['t', 'x', 'u'], font = ["TIMES", "ROMAN", 12], color = gray, orientation =
[135,45]);

plotsetup(png,plotoutput="figlb_SG_soliton.png ,plotoptions="height=2000,width=2000");

display (P, labels = ['t', 'x', 'u'], font = ["TIMES", "ROMAN", 50], color = gray, orientation =
[135,45]);

# Kubines Sriodingerio lygties solitonas

u := (t,x) -> sqrt(alpha/q) * sech(sqrt(alpha)*(x-V*t));
alpha := 4;

q = 1;

vV := 8;

P := plot3d(u(t,x), t = -5..5, x = -5..5, numpoints = 10000);

unassign('u');
plotsetup(default);

display (P, labels = ['t', 'x', 'u'], font = ["TIMES", "ROMAN", 12], color = gray);
plotsetup(png,plotoutput="fig2_ SCHR_soliton.png” ,plotoptions="height=2000,width=2000") ;
display (P, labels = ['t', 'x', 'u'], font = ["TIMES", "ROMAN", 50], color = gray);

C.2. Programa P11_1. Pav. [.3ir [L.4 braiZymas

restart;

with(plots):

# KdV solitonas

u := eta -> c/2 * sech(c/2*(eta-x0))"2;
c = 1;

x0 := 0;

P := plot(u(eta), eta = -12..12, thickness = 3, labels = ['eta', 'u'l,



labelfont = ["TIMES", "ROMAN", 14], numpoints = 2000);

display(P);

# Sine-Gordon solitonas

u := eta -> 4/lambda * arctan( exp(b*lambda *(eta+thetal[0])/(sqrt(b*lambda*(mu~2-a*xk~2)) ) ));
a := 1;

b := 1;

lambda := 1;

mu := 2;

theta[0] := 1;

k = 1;

P := plot(u(eta), eta = -12..12, thickness = 3, labels = ['eta', 'u'l,

labelfont = ["TIMES", "ROMAN", 14], numpoints = 2000);

display(P);

# Kubines Sriodingerio lygties solitonas

u := eta -> sqrt(alpha/q) * sech(sqrt(alpha)*(eta));

alpha := 4;

q = 1;

V := 8;

P
labelfont = ["TIMES", "ROMAN", 14], numpoints = 2000);
display (P);

plot(u(eta), eta = -7..7, thickness = 3, labels = ['eta', 'u'l,

C.3. Programa P137. (2.1.7 poskyris)

restart;
with(LinearAlgebra):
# Priskiriamos konkrecios parametru reiksmes.

# Norint gauti bendraji sprendini, sito bloko nevykdyti.

#beta := 1;
#yl := -1;
#y2 := 1;

#expand (betax(s-y1)*(s-y2));
# Apibreziamas apibendrintasis diferencialinis operatorius atitinkantis

# transformuota (su pakeistu nepriklausomu kintamuoju) Rikati lygti.

DD := qq -> diff(qq,c) + beta/(eta * c) * (s - yl) * (s-y2) * diff(qq,s);
# Apskaiciuojami lygties sprendinio laipsnines eilutes koeficientai.

pl0]l := s;

pl1]l := DD(p[01);

pl2] := simplify(DD(p[1]));

pl3] := simplify(DD(p[21));

pl4] := simplify(DD(p[31));

# Sukonstruojama antros eiles Hankelio matrica ir apskaiciuojamas jos determinantas

H2 := Matrix([[p[0]l/0!, p[11/1!1, [pl[1l/1!, p[21/2!11);

Determinant (H2) ;

# Sukonstruojama trecios eiles Hankelio matrica ir apskaiciuojamas jos determinantas

H := Matrix([[p[0]l/O!', p[1]l/1!, p[21/2!']1, [pl1l/1!, pl[2]1/2', p[31/3!']1, [pl[2]1/2!, p[31/3!, p
[41/4'11);

simplify(Determinant (H));

# Gautas determinantas isskaidomas daugikliais

factor (%) ;

# Determinantas ivertinamas prie eta reiksmes, kuri vercia ji nuliu

eval (\%, eta = betax(yl-y2)):

simplify (%) ;

unassign('lambda');

# Sukonstruojama ir sprendziama charakteristine lygtis

HC := Matrix([[p[0], p[1], p[21/2!1, [p[1], p[21/2!, p[31/3!1, [1, rho, rho~2]11):

Determinant (HC) ;

RHOS := solve(\% = 0, rho);

eta := betax(yl-y2);

rho[1] := simplify(RHOS[2], symbolic) assuming s::real;

rho[2] := simplify(RHOS[1], symbolic) assuming s::real;
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# Randami charakteristiniu saknu koeficientai

unassign('1l');

LS := solve([1[1] + 1[2] = p[0], 1[1l*rho[1] + 1([2]*rho[2] = p[1]1], [1[1], 1[211);
1[1] rhs (LS [1][1]);

1[2] rhs (LS [1][2]1);

# Tikrinamos teoremos apie solitoninio sprendinio israiska salygos

simplify (DD(rho[1]) - rho[1]172);

simplify (DD(rho[2]) - rho[2]72);

simplify (DD(1[1]) - 1[1] * rho[1]);

simplify (DD(1[2]) - 1[2] * rho[2]);

# Uzrasomas solitoninis sprendinys (vaizdas)

yHat := (xHat, cHat, s) -> (yil*(s-y2)- y2*(s-yl)*xHat/cHat)/( (s-y2) - (s-yi1)*xHat/cHat );

# U ra omas sprendinys

y := (x,c,s) -> yHat(exp(eta*x), exp(etaxc), s);
simplify(y(x,c,s),size);
# Sprendinys patikrinamas

simplify(diff(y(x,c,s),x) - beta*(y(x,c,s)-y1)*(y(x,c,s)-y2), size);

C.4. Programa P211. (8.1.1 poskyris)

restart;

with(PolynomialTools):

local gamma;

# Pastaba: kadangi visur 2.1.1 skyrelyje naudojamas santykis x/c, tai cia trumpumo delei rasysime

tiesiog x.

# Apibreziama tiriama sistema (vaizdas)

RicSist := [eta*x*diff(y(x),x) = al0] + al1l*y(x) + al2]*y(x)~"2 + al3]*y(x)*z(x),
etaxx*xdiff (z(x),x) = b[0] + b[1l*z(x) + b[2]*z(x)"2 + b[3]*y(x)*z(x)];

# Apibreziamos pagalbines funkcijos

sideRels := {(x - x1)*(x - x2) = X(x), (x - yD*(x - y2) = Y(x), (x - z1)*(x - 22) = Z(x)};

# Apibrezimi solitoninio sprendinio vaizdai:

yO := x -> sigma * (x - y1)*(x - y2) / ( (x - x1)*(x - x2) );

z0 := x -> gamma * (x - z1)*(x - 2z2) / ( (x - x1)*x(x - x2) );

# yO0(x) ir zO0(x) statomi i tiriama dif. lygciu sistema

RicSistN := simplify(subs([y(x) = yO0(x), z(x) = z0(x)], RicSist), sideRels):
RicSistN := simplify ([RicSistN[1] * X(x)~2, RicSistN[2] * X(x)~2], size):

RicSistN[1];
RicSistN[2];

# Formuojama tiesiniu lygciu sistema, kuri gaunama istacius vietoje x ivairias reiksmes i tiriama

sistema
RicSist := subs([X(x) = (x - xD)*(x - x2), Y(x) = (x - yl)*(x - y2), Z(x) = (x - zD)*(x - z2)],
RicSistN):
E[ 1] := simplify(eval(RicSist[1], x = x1)/( sigma * (x1 - y1)*(xl - y2) ),symbolic);
E[ 2] := simplify(eval(RicSist[1], x = x2)/( sigma * (x2 - y1)*(x2 - y2) ),symbolic);
E[ 3] := simplify(eval(RicSist[2], x = x1)/( gamma * (x1 - zl1)*(x1 - z2) ),symbolic);
E[ 4] := simplify(eval(RicSist[2], x = x2)/( gamma * (x2 - z1)*(x2 - 2z2) ),symbolic);
E[ 5] := simplify(eval(RicSist[1], x = yl1),symbolic);
E[ 6] := simplify(eval(RicSist[1], x = y2),symbolic);
E[ 7] := simplify(eval(RicSist[2], x = z1),symbolic);
E[ 8] := simplify(eval(RicSist[2], x = z2),symbolic);
E[ 9] := simplify(eval(RicSist[1], x = 0),symbolic);
E[10] := simplify(eval(RicSist[2], x = 0),symbolic);
#sigma := 4;
#yl := 10;
#y2 = 2;
#gamma := 3;
#z1 := b5;
#z2 := 1;
#eta := 1;

# Isprendziamos 1-4 lygtys
SO0L1 := simplify(op(solve([E[1], E[2], E[3], E[4]], [a[2], al3], b[2], b[3]])),size);



# Issprendziama 5 ir 7 lygtys

SOL2 := solve([E[5], E[7]1], [al[0], b[011);

# Isprendziamos 9-10 lygtys

simplify (op(solve ([E[9], E[10]], [al[2], b[2]1)), size);

# Randami apribojimai kintamiesiems x1, x2

C[1] := simplify(lhs(E[5])/1hs(E[6]) * ( (x1-y2)*(x2-y2)/((x1-y1)*(x2-y1)) )

= rhs(E[56])/rhs(E[6]) * ( (x1-y2)*(x2-y2)/((x1-y1)*(x2-y1)) ), symbolic):

cl1] numer (lLhs (C[1])) * denom(rhs(C[1])) = numer (rhs(C[1])) * denom(lhs(C[1]));
cl2] simplify (lhs(E[7])/1hs (E[8]) * ( (x1-22)*(x2-2z2)/((x1-z1)*(x2-2z1)) )

= rhs(E[7])/rhs(E[8]) * ( (x1-22)*(x2-22)/((x1-z1)*(x2-2z1)) ), symbolic):

C[2] := numer(lhs(C[2])) * denom(rhs(C[2])) = numer(rhs(C[2])) * denom(lhs(C[2]));
C[1] := lhs(expand(C[1]))-rhs(expand(C[1])):

C[1] := simplify(C[1], size);

C[2] := lhs(expand(C[2]))-rhs(expand(C[2])):

C[2] := simplify(C[2], size);

C[1] := -y172xy2+(-y2~2+2*XSUM*y2-XPROD) *y1-XPROD*y2;

C[2] := -z172%z2+(-2z272+2*XSUM*z2-XPR0OD) *z1-XPROD*2z2;

SOLDELTA := solve([C[1] = 0, C[2] = 0], [XSUM, XPROD]);

simplify (SOLDELTA[1],size);

Delta[0] := simplify(denom(rhs(SOLDELTA[1][1]1)),size);

Delta[0] := ((2%z1+2%z2)*y2-2%xz1*z22)*yl-2%y2*z1*z2;

Delta[1] := -simplify(numer (rhs(SOLDELTA[1][1])),size);

Delta[1] := (z1+z2)*(yl+y2)*(yl*y2-z1%z2);

Delta[2] := 2*simplify(numer (rhs (SOLDELTA[1][2])),size);

Deltal[2] := 2xylxy2xzl1*xz2*x(yl+y2-z1-z2);

x1 := (1/(2*Delta[0])) * (Deltal[l] + sqrt(Delta[1]"2 - 4 x Delta[0] * Deltal[2]));
x2 := (1/(2*Deltal[0])) * (Deltal[l] - sqrt(Delta[1]"2 - 4 x Deltal[0] * Deltal[2]));
# Su jau zinomais x1 ir x2 isprendziamos jau anksciau issprestos lygtys:
simplify(op(solve([E[1], E[2], E[3], E[4], E[5], E[7], E[9], E[10]],

(af0], al1], al2], al3], b[0]l, b[1], b[2], b[3]11)), size);

C.5. Programa P213. (3.1.3 poskyris)

restart;
local gamma:
with(LinearAlgebra):

# Apibreziama antros eiles kreives lygtis

conic := Axy(x)~2 + 2xBxy(x)*z(x) + C*z(x)72 + DD*y(x) + Exz(x) = 1;

# I lygti istatome solitono israiska

conic := simplify(subs([y(x) = sigma*Y(x)/X(x), z(x) = gamma*Z(x)/X(x)], conic*X(x)~2),
X := x -> (x-x1)*(x-x2);

Y := x -> (x-y1)*(x-y2);

Z :=x -> (x-21)*(x-22);

# Formuojame tiesiniu lygciu sistema

Y(y1) := 0: Y(y2) := 0: Z(z1) := 0: Z(z2) := 0: X(x1) := 0: X(x2) := 0:
E[1] := eval(conic, x = yl1);

E[2] := eval(conic, x = y2);

E[3] := eval(conic, x = zl1);

E[4] := eval(conic, x = z2);

E[5] := eval(conic, x = x1);

E[6] := eval(conic, x = x2);

# Formuojamas sistemos determinantas
MA := Matrix(6,5):

MB := Vector[column](6):

for j from 1 to 6 do;
MA[j,1] := coeff(lhs(E[jl), A);
MA[j,2] := coeff(lhs(E[jl), B);
MA[j,3] := coeff(lhs(E[jl), C);
MA[j,4] := coeff(lhs(E[j]l), DD);

MA[j,5] := coeff(lhs(E[jl), E);

56

symbolic)



MB[j]l := rhs(E[j]1);
end do:
Determinant (<MA|MB>) ;
Rank (MA) ;

Rank (<MA |MB>) ;
# Isplestines ir sistemos matricu rangai sutampa,

unassign('Y','X','Z"');

vadinasi egzistuoja vienintelis sprendinys.

C.6. Programa P222. (3.2.2 poskyris)

SOL := simplify(LinearSolve(MA, MB),size):
A := SOL[1];

B := SOL[2];

C := SOL[3];

DD := SOL[4];

E := SOL[5];

# Skaiciuojame diskriminanta

dsc := simplify(A*C - B~2, size);

restart;

with(LinearAlgebra):

with(PolynomialTools):

# Apibreziamas apibendrintasis diferencialinis operatorius

DD :=
diff(q,s) + 1 / (etaxc) * (b[0] + b[1] * t + b[2]
# Apskaiciuojamos reikiamos koeficientu,
pl1] := DD(s):
ppl1] := pl1]l:
for k from 2 to 5 do;
plk] := simplify(DD(p[k-1]),symbolic);
pplk] := pl[k] / k!;
od:

q -> diff(q,c) + 1 / (eta *x c) * (al[0] + al1] * s + a[2] * s72 + b[2] * s * t) *

* t72 + a[2] *x s * t) x diff(q,t);

priklausanciu nuo s ir t sekos

Suformuojama Hankelio matrica ir apskaiciuojamas jos determinantas

#

H := Matrix([[pp[1], pp(2], pp[31]1, [ppl[2], pp[3]
d := collect(Determinant(H) * eta”9 * c~9, eta):
# Surandami koeficientai A6, A4, A2, AO:
A[6] := simplify(coeff(d, eta”6),size);
K := simplify(A[61°(1/3),
Al4]
A[2]
A[0]

indets (A[0]);

symbolic) ;

simplify(coeff(d, eta”4),size):

simplify(coeff(d, eta”2),size):

# Parodoma,
A[4] := factor(A[4]);

# Randamos sO ir tO reiksmes su kuriomis K = 0
STO := op(solve([A[6] = 0, A[4] = 01, [s,tl));
t := rhs(STO[2]);

# Istatome i tiriama determinanta

d := collect(d, eta):

simplify (A[6]1);

simplify (A[4]1);

# Suprastiname A[2] ir A[0] israiskas:

A[2] := simplify(A[2],
Afo] simplify (A[O0],
# Apskaiciuojame A[0]/A[2]:
R := A[0]/A[2];

size);

size);

, ppl4l],

simplify(d - A[6] * eta”6 - A[4] x eta”4 - A[2]

[pp(3], ppl4], pp[5111):

* eta”2, size):

kad A4 dalijasi is trecio laipsnio saknies is A6:

# Sudauginame koeficientus prie s ir konstantas kryzmiskai

alpha[1] := coeff (numer(R), s);
beta[1] := tcoeff (numer(R), s);
alpha[2] := coeff (denom(R), s);
beta[2] := tcoeff(denom(R), s);

simplify (alpha[1]*beta[2] - alpha[2] * betal[l],

symbolic) ;
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# Analogiskus veiksmus padarome kitam determinantui, Wz:
restart;
with(LinearAlgebra):

# Apibreziamas apibendrintasis diferencialinis operatorius

DD := q -> diff(qg,c) + 1 / (eta * c) * (al0] + al1] * s + a[2] * s°2 + b[2] * s * t) *
diff(q,s) + 1 / (etaxc) * (b[0] + b[1] * t + b[2] * t~2 + a[2] * s * t) * diff(q,t);

# Apskaiciuojamos reikiamos koeficientu, priklausanciu nuo s ir t sekos
pl1]l := DD(¢):
ppl1] := p[1]:
for k from 2 to 5 do;
plk]l := simplify(DD(p[k-1]),symbolic);
pplk]l := p[k]l / k!;
od:

Suformuojama Hankelio matrica ir apskaiciuojamas jos determinantas

:= collect(Determinant (H) * eta”9 * c~9, eta):

Surandami koeficientai A6, A4, A2, AO:

[6] := simplify(coeff(d, eta”6),size);

:= simplify (A[6]1°(1/3), symbolic);

A[4] := simplify(coeff(d, eta”4),size):

A[2] simplify(coeff(d, eta”2),size):

A[0] simplify(d - A[6] * eta”6 - A[4] * eta”4 - A[2] * eta”2, size):
indets (A[0]);

# Parodoma, kad A4 dalijasi is trecio laipsnio saknies is A6:

A[4] := factor(A[4]);

# Randamos sO ir tO reiksmes su kuriomis K = 0

STO := op(solve([A[6] = 0, A[4] = 0], [s,t]));

s := rhs(STO[1]);

# Istatome i tiriama determinanta

d := collect(d, eta):

simplify (A[6]1);

simplify (A[4]1);

# Suprastiname A[2] ir A[0] israiskas:

Af2]
Afo0]
# Apskaiciuojame A[0]/A[2]:
R := A[O]/A[2];

# Sudauginame koeficientus prie s ir konstantas kryzmiskai

= > ® QA I #

simplify (A[2], size);

simplify (A[0], size);

alpha[1] := coeff(numer(R), t);
beta[1] := tcoeff (numer(R), t);
alpha[2] := coeff(denom(R), t);
beta[2] := tcoeff(denom(R), t);

simplify(alpha[1]l*beta[2] - alpha[2] * beta[1], symbolic);

C.7. Programa P223. (3.2.3 poskyris)

restart;
with(LinearAlgebra):
with(PolynomialTools):

# Priskiriamos lygciu sistemos koeficientu reiksmes

a[0] := -62; al1]l := 2420/73; al[2] := -1095/248;
b[0] := 186/73; b[1] := 2453/146; b[2] := 8/2263;
eta := 1;

# Apibreziamas apibendrintasis diferencialinis operatorius

:= Matrix([[pp[1], pp[2], pp[311, [ppl[2], pp[31, ppl[41], [pp[3]1, ppl4]l, ppl5111):
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DD := q -> diff(q,c) + 1 / (eta * c) * (al[0] + al1] * s + a[2] * s72 + b[2] * s * t) * diff(q,s)

+ 1 / (etaxc) * (b[0] + b[1] * t + b[2] * t°2 + a[2] * s * t) * diff(q,t);

# Apskaiciuojamos reikiamos koeficientu, priklausanciu nuo s ir t sekos
pl1] := DD(s):
ppl1] := pl1]:
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for k from 2 to 5 do;

plk] := simplify(DD(p[k-1]),symbolic);

pplk]l := plk] / k!;
od:
# Konstruojama charakteristine lygtis koeficientams pp
H := Matrix ([ [pp[1], pp[2], pp[31]1, [ppl[2], ppl[3], ppl[4]l], [1, rho, rho~2] 1):
RHOP := solve(Determinant(H) = 0, rho):
rhop[1] := simplify(RHOP[1], size);
rhop [2] simplify (RHOP[2], size);
# Randami sekos pp[j] koeficientai lambda
eq := lambdal[1] * rho[1] + lambda[2] * rho[2] = P[1],

lambda[1] * rho[1]"2 + lambda[2] * rho[2]"2 = P[2];

SLAMBDA := op(solve([eq], [lambda([1], lambda[2]]));
SLAMBDA := subs([P[1] = ppl[1], P[2] = pp[2], rho[1] = rhop[1]l, rho[2] = rhop[2]], SLAMBDA):
lambda [1] simplify (rhs (SLAMBDA[1]) ,symbolic);
lambda[2] := simplify(rhs(SLAMBDA[2]),symbolic);
# Tikrinamos salygos
simplify (DD (rhop[1]) - rhop[1]172);
simplify (DD (rhop[2]) - rhop[2]172);
simplify (DD (lambda[1]) - lambdal[1] * rhop[1]);
simplify (DD (lambda[2]) - lambdal[2] * rhop[2]);
simplify(lambda[1] + lambdal[2],size);
# Apskaiciuojamos reikiamos koeficientu, priklausanciu nuo s ir t sekos
q[1] := DD(t):
qql[1] := ql1]:
for k from 2 to 5 do;

qlk] := simplify(DD(ql[k-1]),symbolic);

qqlk] := qlk] / k!;
od:
# Konstruojama charakteristine lygtis koeficientams qq
H := Matrix([ [qql[1], qql2], qql31], [qql2], qql3], qql4]1], [1, rho, rho~2] 1):
RHOQ := solve(Determinant(H) = 0O, rho):
rhoq[1] := simplify(RHOQ[1], size);
rhoq[2] := simplify(RHOQ[2], size);

# Patikrinama ar gautos tos pacios saknys kaip ir su seka pp

simplify(rhoq[1]l-rhop[1], size);

simplify(rhoq[2]-rhop[2], size);

# Randami sekos qq[j] koeficientai mu

eq := mul[1] * rho[1] + mul[2] * rho[2] = Q[1],
mul1] * rho[1]72 + mul[2] * rho[2]"2 = Q[2];

SMU := op(solve([eq], [mul1], mul2]1));

SMU := subs([Q[1] = qql1], Q[2] = qql2], rho[1] = rhoql[1]l, rho[2] = rhoql[2]], SMU):

mul[1] := simplify(rhs(SMU[1]),symbolic);

mu[2] := simplify(rhs(SMU[2]),symbolic);

# Tikrinamos salygos

simplify (DD(rhoq[1]) - rhoq[1]172);

simplify (DD(rhoq[2]) - rhoq[2]172);

simplify (DD(mu[1]) - mu[1] * rhoq[1]1);

simplify (DD(mul2]) - mul[2] * rhoql[2]);

simplify(mul1] + mu([2],size);

C.8. Programa P231. (3.3.1 poskyris)

restart;
with(plots):
with(DEtools):
with(LinearAlgebra):
# Apibreziame algebrine lygciu sistema pusiausvyros taskams rasti
eqns := al[0] + al[1l*xy + al[2]*y~2 + b[2]*y*z 0,
b[0] + bl[1l*z + b[2]*z"2 + a[2]*y*z 0;

# Sistema isprendziama
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alias(alpha = RootOf((-a[1]l*b[2]+b[1]1*b[2])*_Z~3+(al[0]*al[2]-a[1]1*b[1]1+b[0]1*b[2]+b[1]"2)*_Z"2
+(-a[1]1*b[0]+2*b [0]1*b[1]) *_Z+b[0]72)):

EQUIL := op(solve([egns], [z,y1));

EQUIL;

C.9. Programa P232. (3.3.2 poskyris)

# Fazinio portreto braizymas

restart;

with(DEtools): with(plots):

# Apibreziama tiriama sistema

sist := diff(yy(x), x) = 136/11-(828/319)*yy(x)+(29/187) *yy(x) "2-(550/1479) *xyy (x) *zz(x), diff (zz(
x), x) = -51/29+(345/319) *zz(x) -(550/1479) *xzz (x) ~2+(29/187) *yy (x) *zz (x) ;

# Randami pusiausvyros taskai

SOL := solve([rhs(sist[1]), rhs(sist[2])], [yy(x), zz(x)1);

N := numelems (SOL):

R := []:
for j from 1 to N do:
R := [op(R), [rhs(SOL[j]1[1]), rhs(SOL[j]1[2]1)1]:
od:
# Apibreziamos pradines salygos
c := 0:
init := [[yy(c) = 10, zz(c) = 4], [yy(c) = 596258/89593, zz(c) = 20910/12799], [yy(c) = 12, zz(c)

= 2], [yy(c) = 596258/89593, zz(c) = 20910/12799-0.5]1, [yy(c) = 4, zz(c) = 51, [yy(c) = 1,
zz(c) = 1/41, [yy(c) = 3, zz(c) = 1/2]1, [yy(c) = 13, zz(c) = 01, [yy(c) = 4, zz(c) = 11, [yy(
c) =0, zz(c) = 21, [yy(c) = 0, zz(c) = 3], [yy(c) = 8, zz(c) = 0], [yy(c) = 10, zz(c) = 0]]:

init2 := [[yy(c) = 16/5, zz(c) = 167315713/40000000]1, [yy(c) = 14, zz(c) = 11207/200001, [yy(c) =
10, zz(c) = 814107/1000000]1, [yy(c) = 10, zz(c) = 814107/100000017:

init3 := [[yy(c) = 136/23-0.0000001, zz(c) = 51/46], [yy(c) = 136/23+0.0000001, zz(c) = 51/46]]:

# Priskiriami parametrai ir braizomi grafikai

xv := 16;

yv := 5;

P1 := DEplot([sist], [yy(x), zz(x)], x = (c-20)..(c+20), yy = 0..xv, zz = O..yv, init, linecolor
= black, arrows = medium, color = red, numpoints = 2000, linecolor = black, thickness = 8,
obsrange = false):

P4 := DEplot([sist], [yy(x), zz(x)], x = (c-20)..(c+20), yy = O0..xv, 2z = 0..yv, init2, linecolor

= black, arrows = none, color = red, numpoints = 2000, linestyle = dash, thickness = 8,
obsrange = false):

P5 := DEplot([sist], [yy(x), zz(x)], x = (c-50)..(c+50), yy = O..xv, zz = 0..yv, init3, linecolor

= black, arrows = none, color = red, numpoints = 2000, linestyle = dot, thickness = 8,
obsrange = false):

P2 := pointplot([R[1], R[2]], symbol = solidcircle, symbolsize = 30, color = blue);

P3 := pointplot ([R[3]], symbol = soliddiamond, symbolsize = 30, color = blue);

P7 := implicitplot (6365529%s~2-30528300*s*t+36602500%t"2-171649782%s-312252600*xt+1558425564, s =
0..16, t=0..5, color = black, thickness = 5, linestyle = dash);

P8 := plot([-(87/1100)*s+867/550, -(87/88)*s+153/22], s = 0..16, color = black, linestyle = dot,
thickness = 5);

P6 := pointplot([6.5,6.5%(-(87/88))+153/22], symbol = cross, symbolsize = 20, color = blue);

plotsetup('default');

PL := display(P1,P7,P8,P2, P3, P6,view = [0..16,0..5]):

display (PL);

plotsetup(png,plotoutput="phase_arrows_case4dot2.png ,plotoptions="height=2000,width=2000");
display(P1, P4, P5, P2, P3, labels = ['y', 'z'l, axesfont = ["HELVETICA", "ARIAL", 40], labelfont
= ["HELVETICA", "ARIAL", 45]);
# Apskaiciuojami sistemos sprendinio parametrai
restart;
with(DEtools):
with(plots):
sist := diff(yy(x),x) = al0] + al1]l * yy(x) + al2] * yy(x)"2 + b[2] * yy(x) * zz(x),
diff (zz(x),x) = b[0] + b[1] * zz(x) + b[2] * zz(x)"2 + a[2] * yy(x) * zz(x);
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DD := g-> diff(q,c) + 1 / (eta * c) * (al0] + a[1]l * s + a[2] * s72 + b[2] * s * t) * diff(q,s) +
1 / (etaxc) * (b[0] + b[1] * t + b[2] * t72 + a[2] * s * t) * diff(q,t);

al[0] := 136/11; al[1] := -828/319; al2] := 29/187;

b[0] := -51/29; b[1] := 345/319; b[2] := -550/1479;

eta := 1;

sist;

rho[1] := (-48960%c + 5046 * c *s -12100*c*t + 2 * sqrt(c”2 * (-553146 * (-1734 + 87*s + 1100%t)
+ (24480-2523*s+6050*%t)~2 ) ) ) / (65076%c”~2);

rho[1] := simplify(rho[1]) assuming c > 0;

rho[1] := simplify(rho[1],size);

solve(rho[1] = 0, t);

rho[2] := (-48960*c + 5046 * c *s -12100*c*t - 2 * sqrt(c”2 * (-553146 * (-1734 + 87*s + 1100%t)
+ (24480-2523*s+6050*%t)~2 ) ) ) / (65076%c”2);

rho[2] := simplify(rho[2]) assuming c > 0;

rho[2] := simplify(rho[2],size);
solve(rho[2] = 0, t);

# Patikrinimas rho
simplify (DD (rho[1])-rho[1]172);
simplify (DD (rho[2])-rho[2]72);
rhohat [1]
rhohat [2] simplify(c * rho[2]) assuming c > 0;
latex (rhohat [1]);

x[1] simplify( (rhohat[1] + 1) / rhohat[1] );
x[2] simplify ( (rhohat[2] + 1) / rhohat[2] );
# Randamos balno tasko daugdaros

solve(rhohat [1] = -1, t);

solve(rhohat [2] = -1, t);
simplify(eval(rhohat[1], t = -(87/88)*s+153/22));
simplify(eval(rhohat[2], t -(87/88) *s+153/22)) ;
solve (rhohat [1] 0, t);
solve(rhohat[2] = 0, t);
simplify(eval (rhohat[1], t
simplify(eval (rhohat[2], t

simplify(c * rho[1]) assuming c > 0;

-(87/1100) *s+867/550) ) ;
-(87/1100) *s+867/550) ) ;

pl1]l := DD(s):

pl2] := DD(p[1]):

ppl1] := simplify(pl[1]):

ppl2] := 1/2 * simplify(p[2]):

SOLLAMBDA := solve([lambda[1] * rho[1] + lambda[2] * rho[2] = pp[1], lambda[1] * rho[1]"2 +
lambda[2] * rho[2]72 = ppl[2]], [lambda[1], lambdal[2]]):

lambda[2] := rhs(SOLLAMBDA[1][2]):

lambda[2] := simplify(lambda[2]) assuming c > O:

lambda[2] := simplify(lambdal[2],size);

lambda[1] := rhs(SOLLAMBDA[1][1]):

lambda[1] := simplify(lambdal[1]) assuming c > O:

lambda[1] := simplify(lambdal1l]l,size);

sigma := simplify(s - (lambdal[1] + lambdal2]));

p[1] := DD(t):

pl2] := DD(p[1]):

ppl1] := simplify(p[1]):

ppl2] := 1/2 * simplify(p[2]):

SOLMU := solve([mu[1] * rho[1] + mu[2] * rho[2] = pp[1], mul1] * rho[1]172 + mul[2] * rho[2]72 = pp

[2]1], [mul1], mul2]1]):

mu[2] := rhs(SOLMU[1][2]):

mu[2] := simplify(mu[2]) assuming c > O:
mul[2] := simplify(mul[2],size);

mul[1] := rhs(SOLMU[1][1]):

mu[1] := simplify(mu[1]) assuming c > O:
mu[1] := simplify(mul1l],size);

local gamma;
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gamma := simplify(t - (mul1] + mul[2]));

# Patikrinimas lambda

simplify (DD (lambda[1]) - rho[1] * lambdal[1]);
simplify (DD (lambda[2]) - rho[2] * lambdal[2]);
# Patikrinimas mu

simplify(DD(mul1]) - rho[1] * mu[1]);
simplify (DD (mul2]) - rho[2] * mul[2]);

deltay := simplify(( rhohat[1] * (sigma * rhohat[2] + sigma + lambda[2]) + rhohat[2] * (sigma *
rhohat [1] + sigma + lambda([1]) ) / (sigma * rhohat[1] * rhohat[2]));

deltahaty := simplify((sigma * (rhohat[1] + 1) * (rhohat[2] + 1) + lambda[2] * (rhohat[1] + 1) +
lambda[1] * (rhohat[2] + 1)) / (sigma * rhohat[1] * rhohat[2]));

deltaz := simplify((rhohat[1] * (gamma * rhohat[2] + gamma + mu[2]) + rhohat[2] * (gamma #* rhohat
[1] + gamma + mul[1]) ) / (gamma * rhohat[1] * rhohat[2]));

deltahatz := simplify((gamma * (rhohat[1] + 1) * (rhohat[2] + 1) + mu[2] * (rhohat[1] + 1) + mu

[1] * (rhohat([2] + 1) ) / (gamma * rhohat[1] * rhohat[2]));

y[1] := (deltay + sqrt(deltay”2 - 4 * deltahaty))/2;
y[2] := (deltay - sqrt(deltay”2 - 4 * deltahaty))/2;
z[1] := (deltaz + sqrt(deltaz"2 - 4 x deltahatz)) / 2;
z[2] := (deltaz - sqrt(deltaz"2 - 4 * deltahatz))/2;

C.10. Programa P233. (3.3.3 poskyris)

# Apskaiciuojami sistemos parametrai

restart;

with(DEtools):

with(plots):

sist := diff(yy(x),x) = al0] + al1] * yy(x) + al[2] * yy(x)~2 + b[2] * yy(x) * zz(x),
diff (zz(x),x) = b[0] + b[1] * zz(x) + b[2] * zz(x)~"2 + al[2] * yy(x) * zz(x);

DD := g-> diff(q,c) + 1 / (eta * c) * (a[0] + a[1] * s + a[2] * s72 + b[2] * s *x t) * diff(q,s) +
1 / (eta*c) * (b[0] + b[1] * t + b[2] * t72 + a[2] * s * t) * diff(q,t);

al0] := 6; al1l]l := 0; al[2] := -1/12;

b[0] := -5; b[1] := 0; b[2] := 1/10;

eta := 1;

tho[1] := ( c *x (-60 - 5 *x s + 6 * t) - sqrt( c”2 * (60+5*s-6%t) * (5*xs - 6 * (10+t)) ) ) / (120%
c”2);

rho[1] := simplify(rho[1]) assuming c > 0;

rho[1] := simplify(rho[1],size);

tho[2] := ( c * (-60 - 5 x s + 6 * t) + sqrt( c”2 * (60+5*s-6*%t) * (5*s - 6 * (10+t)) ) ) / (120%
c”2);

rho[2] := simplify(rho[2]) assuming c > O;

rho[2] := simplify(rho[2],size);

solve(rho[2] = 0 , t);

# Patikrinimas rho

simplify (DD (rho[1])-rho[1]172);
simplify (DD (rho [2])-rho[2]72);

rhohat [1] := simplify(c * rho[1]) assuming c > 0;

o

rhohat [2] := simplify(c * rho[2]) assuming c >

# Randama separatrise

solve (rhohat[1] = -1, t);

solve (rhohat[1] = 0, t);

x[1] := simplify( (rhohat[1] + 1) / rhohat[1] );

x[2] := simplify( (rhohat[2] + 1) / rhohat[2] );

lambda[2] := ( c*(-6+s)*(60+5*s-6*t) - (6+s) * sqrt(c”2 * (60+5*s-6*%t) * (b*xs - 6 * (10+t))) ) /
( 2%c*(60+5*s-6%t) );

lambda[2] := simplify(lambdal[2]) assuming c > 0;

lambda[2] := simplify(lambdal[2],size);

lambda[1] := ( c*x(-6+s)*(60+5*s-6*t) + (6+s) * sqrt(c”2 * (60+5*s-6*t) * (5*s - 6 *x (10+t))) ) /
( 2xc*(60+5*s-6%t) );
lambda[1] := simplify(lambda[1]) assuming c > 0;
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lambda[1] := simplify(lambdal[1l],size);

sigma := simplify(s - (lambda[1] + lambdal[2]));

mul[2] := ( c*(60+5xs - 6xt)*(5+t) - (-5+t) * sqrt(c”2 * (60+5xs - 6xt) * (5*s - 6 *(10+t)) ) ) /
( 2%c*(60+5*s-6%t) );

mu[2] := simplify(mu[2]) assuming c > O;

mu[2] := simplify(mul[2],size);

mul[1] := ( c*(60+5*s - 6*xt)*(5+t) + (-5+t) * sqrt(c”2 * (60+5*s - 6%t) * (5*s - 6 *x(10+t)) ) ) /
( 2xc*x(60+5*s-6*%t) );

mul[1] := simplify(mu[1]) assuming c > O;

mu[1] := simplify(mul1l],size);

local gamma;

gamma := simplify(t - (mul1] + mu[2]));

# Patikrinimas lambda

simplify (DD(lambda[1]) - rho[1] * lambdal[1]);
simplify (DD(lambda[2]) - rho[2] * lambdal[2]);
# Patikrinimas mu

simplify (DD(mul1]) - rho[1] * mu[1]);
simplify(factor(DD(mul[2]) - rho[2] * mul[2]));

deltay := simplify(( rhohat[1] * (sigma * rhohat[2] + sigma + lambda[2]) + rhohat[2] * (sigma *
rhohat [1] + sigma + lambdal[1]) ) / (sigma * rhohat[1] * rhohat[2]));

deltahaty := simplify((sigma * (rhohat[1] + 1) * (rhohat[2] + 1) + lambda[2] * (rhohat[1] + 1) +
lambda[1] * (rhohat[2] + 1)) / (sigma * rhohat[1] * rhohat[2]));

deltaz := simplify((rhohat[1] * (gamma * rhohat[2] + gamma + mu[2]) + rhohat[2] * (gamma * rhohat
[1] + gamma + mu[1]) ) / (gamma * rhohat[1] * rhohat[2]));

deltahatz := simplify((gamma * (rhohat[1] + 1) * (rhohat[2] + 1) + mu[2] * (rhohat[1] + 1) + mu
[1] * (rhohat[2] + 1) ) / (gamma * rhohat[1] * rhohat[2]));

y[1] := (deltay + sqrt(deltay”2 - 4 * deltahaty))/2;

y[2] := (deltay - sqrt(deltay”2 - 4 * deltahaty))/2;

z[1] (deltaz + sqrt(deltaz”™2 - 4 * deltahatz)) / 2;
z [2] (deltaz - sqrt(deltaz”™2 - 4 * deltahatz))/2;
# Sprendinys

Y := xx -> sigmax ( (exp(etax(xx-c)) - y[1]) * (exp(eta*(xx-c)) - y[2]1) ) / ( (exp(etax(xx-c)) -
x[11) * (exp(etax*(xx-c)) - x[2]1) );

Z := xx -> gamma * ( (exp(eta*x(xx-c)) - z[1]) * (exp(etax*(xx-c)) - z[2]) ) / ( (exp(etax*(xx-c)) -
x[11) * (exp(etax*(xx-c)) - x[2]1) );

# Braizomas fazinis portretas

restart;
with(DEtools): with(plots):
sist := diff(yy(x), x) = 6-(1/12)*yy(x) "2+(1/10) *yy(x)*zz(x), diff(zz(x), x) = -5+(1/10)*zz(x)

"2-(1/12) xyy (x) *zz (%) ;
# Randmi pusiausvyros taskai
solve([rhs(sist[1]), rhs(sist[2])], [yy(x), zz(x)1);
SOL := solve([rhs(sist[1]), rhs(sist[2])], [yy(x), zz(x)]1);
N := numelems (SOL):

R := []:
for j from 1 to N do:
R := [op(R), [rhs(SOL[j]1[1]), rhs(SOL[j]1[2]1)1]:

od:

c = 0;

init := [[yy(c) = 10, zz(c) = 10], [yy(c) = -10, zz(c) = -10], [yy(c) = 5, zz(c) = 5], [yy(c) =
-5, zz(c) = -5],[yy(c) = 15, zz(c) = 15], [yy(c) = -15, zz(c) = -15], [yy(c) = 25, zz(c) =
=51, [yy(c) = 6, zz(c) = -20]1, [yy(c) = -15, zz(c) = 7], [yy(c) = 0, zz(c) = -20]1;

xv := 25;

yv := 25;

P1 := DEplot([sist], [yy(x), zz(x)], x = (c-15)..(c+15), yy = -xv..xv, 2z = -yv..yv, init,
linecolor = black, arrows = medium, color = red, numpoints = 2000, linecolor = black,
thickness = 8, obsrange = false):

P2 := pointplot(R, symbol = solidcircle, symbolsize = 30, color = blue):



P3 := plot([(5/6)*x + 10, (5/6) * x - 10], x = -25..25, color = black, thickness = 8, linestyle
dash) ;

plotsetup('default');

PL := display(P1, P3, P2);

display (PL);

plotsetup(png,plotoutput="phase_arrows_case2.png ,plotoptions="height=2000,width=2000");

display(P1, P2, P3, labels = ['y', 'z']l, axesfont = ["HELVETICA", "ARIAL", 40], labelfont = ["

HELVETICA", "ARIAL", 45]);
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