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Santrauka

Sis baigiamasis projektas siekia apjungti dvi didele taikomaja verte turin¢ias mokslo sritis: solitoniniy
bangy teorija bei trupmeninés eilés diferencialinj ir integralinj skai¢iavima. Solitonai - isskirtiniu
stabilumu bei dalelés savybémis pasizymincios bangos, placiai taikomos daugelyje mokslo sriciy
(optika, hidrodinamika, biofizika, medicina ir kt.), tirian¢iy netiesinius dinaminius modelius.
Trupmeninés eilés diferencialinis ir integralinis skai¢iavimas — koncepcija, apibendrinanti klasikiniy
diferencijavimo bei integravimo operatoriy eil¢ bei leidzianti modeliuoti realaus pasaulio reiskinius
tiksliau negu tradicinis sveikosios eilés analogas. Kadangi abi $ios mokslinés sritys yra pakankamai
naujos, jas apjungiantis solitoniniy sprendiniy egzistavimo trupmeninés eilés diferencialinése lygtyse
klausimas beveik néra iStirtas ir reikalauja iSsamesnés analizés bei naujy tyrimo techniky. Todé¢l, Sio
baigiamojo projekto metu buvo siekiama isvystyti trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygéiy
sprendiniy analizei skirtag metodologija, taikyting solitoniniams sprendiniams tirti. Darbo eigoje buvo
pasitilyta technika, pagrista charakteringosios paprastosios diferencialinés lygties, atitinkancios
prading trupmening diferencialing lygtj, konstravimu (kai charakteringoji lygtis egzistuoja). Tuomet,
analiziniai trupmeninés diferencialinés lygties sprendiniai iSreiSkiami begaliniy funkcijy eiluciy
pavidalu. Darbe pristatytas $iy eilu¢iy konvergavimo sri¢iy praplétimo algoritmas, bei iSplétimas j
neigiamaja argumento pusase, kurio metu sprendinys ,,i$siSakoja“ j keletg skirtingy kompleksiniy
sprendiniy. Sitilomos metodikos efektyvumui iliustruoti buvo iStirta trupmeninés eilés Rikati
diferencialiné lygtis ir prieita prie iSvados, kad Sios lygties solitoniniai sprendiniai artéja prie
paprastosios diferencialinés lygties sigmoidinio solitoninio sprendinio, kai pradiné salyga, atitinkanti

prading trupmeninés iSvestinés reikSme, artéja prie nulio.
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Summary

This final degree project aims to combine two highly applicable scientific fields: solitary wave theory
and fractional calculus. Solitons are waves with exceptional stability and particle properties, widely
used in many fields of science (optics, hydrodynamics, biophysics, medicine, etc.) that study
nonlinear dynamic models. Fractional calculus is a concept that generalizes the order of classical
differentiation and integration operators and allows to model real-world phenomena with more
accuracy than using traditional calculus. Since both of these scientific fields are relatively new, the
question of the existence of solitary solutions to fractional differential equations is almost unexplored
and requires more detailed analysis and new research techniques. Thus, the aim of this final degree
project was to develop an analytical framework for the analysis of solutions to Caputo fractional
differential equations, applicable in the case of solitary solutions. Proposed technique is based on the
construction of the characteristic ordinary differential equation corresponding to the original
fractional differential equation (when the characteristic equation exists). Analytic solutions to
fractional differential equation are then expressed in the form of infinite function series. This thesis
presents an algorithm for the analytical continuation of such series as well as its extension to the
negative half-line which results in solution branching out into several different complex solutions. In
order to illustrate the efficacy of the proposed scheme, fractional Riccati differential equation was
investigated and it was shown that the solitary solutions of this equation approach the kink solution
of the ordinary Riccati differential equation as the initial condition corresponding to the fractional

derivative value approaches zero.



Ivadas

Pastaruoju metu matematinéje bendruomenéje matomas didelis susidoméjimas tiksliy diferencialiniy
lygciy sprendiniy paieska, salygotas kompiuterinés algebros programinés jrangos patobuléjimo ir
paplitimo. Analiziniai sprendiniai suteikia vertingg informacija apie nagrinéjamos dinaminés
sistemos ypatybes, kurios negalétume jzvelgti skaitiniais metodais suformuotoje reikSmiy lenteléje.
Tiksliy diferencialiniy lyg¢iy sprendiniy paieSkos metodai taip pat pasitarnauja norint nustatyti ar
tiriamas modelis turi specifinémis savybémis pasizyminciy sprendiniy. Pavyzdziui, per pastarajj
Simtmetj buvo pademonstruota, jog daugelis optikoje, hidrodinamikoje, biofizikoje, medicinoje bei
kitose mokslo srityse analizuojamy netiesiniy dinaminiy sistemy turi iSskirtiniu stabilumu bei dalelés
savybémis pasizymincius sprendinius — solitonus. Solitoninés bangos gali judéti dideliais atstumais
nekeiciant savo formos ar greicio ir nepakinta net po susidiirimo su kitu solitonu. Todél solitoniniy
sprendiniy paieSkos netiesiniuose modeliuose uzdavinys yra reik§mingas tiek i$ teorinés (solitoniniy
bangy egzistavimo bei savybiy matematinis pagrindimas) tiek i§ praktinés taikymo pusés. Kita vertus,
vystantis diferencialiniy lyg¢iy sprendiniy konstravimo bei analizés metodams, atsiranda noras
tobulinti ir pacius modelius, kad pavykty kuo tiksliau aprasyti realaus pasaulio reiSkinius matematine
kalba. Pastaraisiais deSimtmeciais buvo pastebéta, kad $j patikslinimg galima pasiekti taikant
trupmeninés eilés diferencialinio bei integralinio skaiiavimo teorija, iSpleciancig klasikiniy
diferencijavimo bei integravimo operatoriy eil¢ iki realiyjy arba kompleksiniy skai¢iy aibés.
Trupmenings eilés modeliai yra pranasesni uz paprastgsias ar daliniy iSvestiniy diferencialines lygtis,
kadangi jais remiantis gali biiti modeliuojamos sistemos ,,su atmintimi‘, kuriose dabartiné sistemos
biisena priklauso nuo sistemos savybiy praeityje. Taciau, kadangi §i sritis yra dar pakankamai nauja,
solitoniniy sprendiniy egzistavimo trupmeninés eilés diferencialinése lygtyse klausimas beveik néra

iStirtas ir reikalauja iSsamesnés analizés bei naujy tyrimo techniky.

Taigi, Sio baigiamojo darbo tikslas: iSvystyti trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygciy

sprendiniy analizei skirtag metodologija, taikyting solitoniniams sprendiniams tirti.
ISkeltam tikslui pasiekti baigiamojo projekto metu buvo suformuluoti uzdaviniai:

1. Trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygéiy su daugianario tipo netiesiSkumu begalinés
laipsninés eilutés forma iSreikSty sprendiniy, atitinkanc¢iy teigiamas argumento reikSmes,

konstravimas bei jy konvergavimo sri¢iy praplétimas.

2. Trupmenings eilés Caputo diferencialiniy lyg¢iy su daugianario tipo netiesiskumu sprendiniy

iSplétimas | neigiamaja argumento pusasg.

3. Pasiiilytos metodologijos pritaikymas trupmeninés eilés Rikati diferencialinés lygties

solitoniniams sprendiniams tirti.



1. Literatiiros apZvalga
1.1. Solitoninés bangos ir ju taikymai
1.1.1. Solitoninés bangos (solitono) savoka

Matematikos bei fizikos moksluose solitoniné banga yra apibréziama kaip lokalizuota banga, kurig
salygoja pusiausvyra tarp netiesiniy ir dispersiniy efekty. Solitoninés bangos daznai vadinamos

solitonais, kadangi joms buidingos Sios daleliy savybés (Scott 2006):
1. Solitonas islaiko savo forma judédamas pastoviu greiciu;

2. Po susidiirimo su kitu solitonu abiejy bangy charakteristikos (amplitudé, greitis, forma, t.t.)

nepakinta, isskyrus, galbiit, fazés pokyt;.

Solitoninés bangos atsiranda tiek nagrinéjant tolydziuosius modelius (pvz. KdV lygtis), tiek ir

diskreciasias sistemas (Toda 1993) su viena ar daugiau erdvés dimensijy.
1.1.2. Solitoniniy bangy atradimo istorija

Pirmasis 1834 metais solitoning bangg pastebéjo Skoty jury laivyno architektas ir inzinierius John
Scott Russell (Russell 1845). Kai vandens kanale viena i§ barzy susidiiré su povandenine klititimi ir
staiga sustojo, J. S. Russell tikéjosi pamatyti, kaip banga, atsiradusi laivo priekyje, iSsiskaidys i
daugybe mazesniy bangeliy dél dispersijos. Taciau, uzuot, jis iSvijo kaip 1§ puty iskilo pusés metro
auks€io varpo formos ketera. Jodamas ant arklio J. S. Russell seké nesikei¢iancig, vienodai
sklindancig keterg keletg kilometry, kol pameté ja ,.kanalo vingiuose®. J. S. Russell pavadino stebéta

reiSkinj ,,perkélimo banga“ (angl. ,,wave of translation®).

Netrukus, J. S. Russell atliko seka eksperimenty laboratorijoje, kuriy metu pats iSmoko sukelti
solitonines bangas ilgame, siaurame vandens rezervuare (Russell 1845). Jis pastebéjo, jog numetus j
vanden]j kvadratinj bloka, atsiranda lokalus vandens susvyravimas, kuris greitai susiskirsto j vieng ar
daugiau solitoniniy bangy ir po jy sekan¢iy mazesniy iSsisklaidan¢iy bangeliy. Ivertines §j reiskinj

kiekybiskai, J. S. Russell pri¢jo prie tokiy iSvady (Russell 1845):
1. Mokslininko stebétos bangos turé¢jo hiperbolinio sekanto forma;

2. Pakankamai didelé pradiné vandens masé gali sukelti dvejas ar daugiau nepriklausomy

,beveik-solitoniniy* (angl. ,,near-solitary*‘) bangy, kurios yra atskirtos laiku.

3. Solitoninés bangos gali kirsti viena kita nekisdamos.
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4. Seklaus vandens kanale, kurio aukstis h, solitoniné banga, kurios amplitudé A, sklinda greiciu

(g(A + h))l/2 (¢ia g — gravitacijos pagreitis). Taigi, didesnés amplitudés bangos juda

greifiau uz ,,zemesnes® bangas (netiesiSkumo efektas).

Po 40 mety, brity mokslininkas Rayleigh (Rayleigh 1876) bei pranziicy matematikas ir fizikas
Boussinesq nepriklausomai paskelbé matematines teorijas, palaikanc¢ias J. S. Russell
eksperimentinius stebéjimus, kuriose parodé, kad tokio tipo solitoniné banga u(x,t) gali buti

apytiksliai apraSoma dviejy argumenty (x atitinka koordinatg, t - laikg) funkcija:
u(x, t) ~ konstanta - BZsech?(B(x — ct)), (1.1.1)

¢ia ¢ — fazinis greitis, proporcingas B2, B — teigiamas parametras, tuo pa¢iu metu valdantis solitoninés

bangos plotj, greitj bei amplitude.

Olandy matematikai D. Korteweg ir G. de Vries 1895 m. modeliuodami bangy sklidima seklaus
vandens pavir§iumi (de Vries, Korteweg 1895) iSvedé daliniy i$vestiniy diferencialing lygtj, kuri jy
manymu galéty paaiSkinti J. S. Russell gautus rezultatus. Mokslininkai padaré prielaida, kad
kiekvienam pjlivyje, statmename bangos sklidimo krypciai, bangos aukstis yra pastovus (kaip buvo
pastebéta J. S. Russell eksperimenty metu), o horizontalioji vandens srové nepriklauso nuo gylio
(seklaus vandens aproksimacija). Taigi, vienintelé netrivialioji erdviné¢ koordinate yra aSyje,
esancioje iSilgai kanalo (arba vandens rezervuaro). Remiantis Siomis prielaidomis mokslininkai

pasitlé modelj, gerai zinoma kaip Korteweg — de Vries (KdV) lygtis:
Up + Uyyy + 6uUUy = 0. (1.1.2)

Lygtis (1.1.2) parodo, kad bangos auks¢io poky¢io greitj laike lemia dviejy démeny suma: netiesinio
(amplitudés efektas) ir dispersinio (efektas, dél kurio skirtingo bangos ilgio bangos sklinda skirtingais
greiCiais). D. Korteweg ir G. de Vries rado periodin} lygties sprendinj bei solitoninj sprendinj,
atitinkantj banga, kurig apibtidino J. S. Russell. Tokio tipo sprendiniai atsiranda pusiausvyros tarp

netiesiSkumo ir dispersijos pasekméje (zr. 1 pav.).

Siais laikais, KdV lygtis jau yra tapusi klasikiniu, bendro pobiidzio modeliu, kurj galima i§vesti ilgoms
bangoms su nedideliu netiesiSkumu jvairiuose fizikos ir inzinerijos moksly kontekstuose, o ne tik
hidrodinamikoje. Taciau, net 70 mety po KdV lygties iSvedimo, D. Korteweg, G. de Vries darbai ir

J. S. Russell pasteb¢jimai buvo ignoruojami matematiky, fiziky bei inZinieriy.
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(a)

NetiesiSkumas

(c)

(b)

Dispersija
1 pav. Netiesiskumo bei dispersijos jtaka bangos formai. (a) dalyje stebime didelj netiesiSkuma, bet maza
dispersija. Taigi, matome liiztan¢ig banga. (b) dalis iliustruoja atvirkscig efekta: esant mazam
netiesiSkumui, bet didelei dispersijai gaunamas bangy paketas. Kuomet netiesiSkumas ir dispersija vienas

kitg atsveria, stebime solitoninés bangos fenomena, pavaizduota (c) dalyje.

Sekantis reikSmingas proverzZis solitoniniy bangy istorijoje jvyko 1965 m., kai amerikieciy
mokslininkai N. Zabusky ir M. Kruskal skaitiskai suintegravo KdV lygtj erdvés atzvilgiu periodinéje
integravimo srityje ir pastebéjo (Zabusky, Kruskal 1965), kad pradiné didelés amplitudés glodi
sinusoidiné banga i3siskaido j solitoniniy bangy seka. Sios bangos sklinda pastoviais grei¢iais bei
susiduria viena su kita neprarasdamos energijos, tarsi elementarios dalelés. Kadangi fizikoje jprasta
naudoti priesaga “onas” norint pabrézti dalelés savybes (pvz. elektronas, fotonas ir t.t.), N. Zabusky
ir M. Kruskal pasitlé pavadinimg ,,solitonas®, kuris Siais laikais yra naudojamas kaip solitoninés

bangos sinonimas.

Po dviejy mety, kartu su mokslininkais C. S. Gardner, J. M. Green ir R. M. Miura, M. Kruskal pristaté
atvirkstinj sklaidos metoda (angl. inverse scattering method) (Kruskal et al. 1967), leidZiantj iSspresti
netiesine KdV lygtj analitiskai. Sio metodo atradimas leido teoriskai i3analizuoti KdV lygties
solitoniniy sprendiniy ypatumus. Paaiskéjo, kad KdV lygties atskirus sprendinius sudaro atsitiktinis
skai¢ius N skirtingo dydzio solitoniniy bangy. ,,Aukstosios® solitoninés bangos lenkia ,,zemesnius‘
solitonus, elastingai (neprarandant energijos) susiduria ir grjzta j savo pradines formas (pradinés
amplitudés bei plociai). Sis efekto pavyzdys yra pademonstruotas 2 pav. Taigi, teoriniai pasteb¢jimai
patvirtino skaitiskai gautus rezultatus. Be to, buvo pastebéta, kad bendrasis KdV lygties sprendinys
susideda 1§ dviejy daliy: baigtinio skaiCiaus solitoniniy bangy ir dispersinés bangos. Bent viena

solitoniné banga atsiranda net prie ypatingai ,,nesolitoniniy pradiniy salygy, tokiy kaip i§ laivo
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priekio sklindanti banga, stebéta J. S. Russel. Srautas arba spontaniskai did¢ja arba iSsisklaido tokiu
budu, kad susidaryty tiksli netiesiSkumo ir dispersijos pusiausvyra (sudaranti solitoninés bangos
pagrindg) net tuo atveju, kai Sie du konkuruojantys mechanizmai i§ pradziy yra visiSkai

nesubalansuoti.

FI T
| N J/H\ JI\ J \ J k

-2 10 20 -20 =10 0 10 20 -20 =10 [ 10 20 -20 =10 0 10 20 =20 =10 [ 10 20
x x x

(@) (b) (©) (d) (€)

2 pav. KdV lygties (1.1.2) dviejy piky (angl. two-soliton) solitoninis sprendinys, t.y. sudarytas i$ dviejy

solitoniniy bangy. Dalys (a)-(e) atitinka laiko momentus t = —5,—1,0, 1, 5. Matome, kad bégant laikui,
didesnés amplitudés solitoniné banga, judédama didesniu greiciu, pasiveja mazesnés amplitudés solitona,
susilieja su juo susidairimo metu ir pralenkia jj nepakeisdama savo formos. Mazesnés amplitudés solitonas

taip pat nepakeicia savo formos po susidiirimo.

1.1.3. Solitoniniy bangy taikymai

Nuo solitoniniy bangy atradimo iki $iy dieny buvo istirta daugybé jvairiy solitony riisiy (sigmoidiniai
solitonai, oscilonai, kvépuokliai ir kt.) sistemose su viena ar daugiau erdves dimensijy. Mokslininky
buvo pademonstruota, kad daugelj fiziniy sistemy galima gana sékmingai modeliuoti naudojant
lygtis, turin¢ias solitoninius sprendinius. Solitonai yra placiai taikomi netiesinéje optikoje,
analizuojant tiek erdvines (angl. spatial) bangas, kuriose netiesiSkumas atsveria difrakcija, tiek laiko
(angl. temporal) bangas, kuriuose netiesiskumas atsveria dispersija (Agrawal 2000; Porter 2009; Scott
2006); teoriskai bei eksperimenty biidu tiriant Bose—Einstein kondensatus (Kevrekidis et al. 2007);
hidrodinamikoje, nagrinéjant vandens bangy savybes (Whitham 2011); biofizikoje ir neuromoksle,
pasitelkiant solitonines bangas jvairiy biofiziniy reiskiniy pagrindimui (pvz. Zymus Hodgkin-Huxley
modelis) (Heimburg, Jackson 2005); klasikinéje ir kvantinéje lauko teorijoje (Deligne et al. 1999);
informacijos perdavimo moksle, teoriSkai bei praktiSkai tiriant stabiliy solitoniniy bangy

panaudojimo Sviesolaidziuose privalumus (Liu et al. 2017) ir t.t.
1.2. Diferencialiniy lygciy solitoniniy sprendiniy paieskos metodai

Solitonas — banga, turinti i$skirtines stabilumo savybes, atverian¢ias naujg pozitirj j daugelj netiesiniy
dinaminiy sistemy. Natiiralu, kad siekiant susidaryti pilng vaizda apie solitoniniy bangy ypatumus,
svarbu iStirti solitony savybes analitiSkai. Taciau, Siam tikslui pasiekti bitina pirmiausia iSvystyti
metodikas, leidziancias konstruoti netiesiniy diferencialiniy lyg€iy solitoninius spredninius, jeigu

13



tokie egzistuoja. Toliau yra patiekiami zinomiausi tokio pobiidzio algoritmai, pasitlyti besivystant

solitony mokslui.

Vienas i§ svarbiausiy atradimy matematinés fizikos srityje XX a. buvo atvirkstinés sklaidos
transformacijos (angl. inverse scattering transform) metodas, pasiiilytas mokslininky C. S. Gardner,
J. M. Green, R. M. Miura ir M. Kruskal netiesiniy daliniy iSvestiniy diferencialiniy lygc¢iy
solitoniniams sprendiniams rasti (Kruskal, Gardner, Green ir Miura 1967). Sis metodas pirmiausiai
buvo pritaikytas Korteweg—de Vries lyg¢iai, taciau netrukus buvo iSpléstas ir leido tiksliai i§spresti
netiesing Schrodinger lygti, sine-Gordon lygtj, Toda gardelés lygti ir kt. Atvirkstinés sklaidos
transformacijos metodas yra netiesinis Fourier transformacijos, placiai taikomos tiesiniy daliniy
i$vestiniy diferencialiniy lygéiy sprendimui, analogas. Sio metodo taikymas gali biti idskaidytas j tris

pagrindinius zZingsnius:

1. Tiesioginés sklaidos (angl. forward scattering) transformacijos taikymas. Sj Zingsnj apima
Lax poros, atitinkanc¢ios nagrin¢jamg diferencialing lygtj, paieska. Tinkama Lax porg sudaro

du tiesiniai operatoriai, L ir M, tenkinantys lygybes
Lv=Av; v,=Mv; L;+LM-ML=0 (1.2.1)

Trecioji lygybé, vadinama Lax lygtimi, uztikrina, kad tikriné reik§mé A bus nepriklausoma

nuo laiko, t.y. 1; = 0.

2. Sklaidos duomeny nustatymas. Siame etape yra jvertinamas tikrines reik§mes A atitinkandiy
tikriniy funkcijy kitimas laike (apibréziamas paprastyjy tiesiniy diferencialiniy lygciy

sistema), normavimo konstantos bei atspindzio koeficientai.

3. Atvirkstinés sklaidos transformacijos taikymas. Antrajame zingsnyje gauti sklaidos
duomenys yra panaudojami Gelfand-Levitan-Marchenko tiesinei integralinei lygéiai spresti.
Gautas sprendinys atitinka pradinés netiesinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties

sprendinj.

Taigi, atvirkstinés sklaidos transformacijos metodo pagrindg sudaro netiesinés daliniy iSvestiniy
diferencialinés lygties redukcija ] tiesing integraline lygtj. Svarbu pazyméti, kad Lax poros paiesSka
konkreciai netiesinei diferencialinei lyg€iai yra gana sudétingas uzdavinys, kadangi universalaus
paieskos algoritmo néra ir kiekviena nauja lygtis reikalauja iSsamios teorinés analizés (Infeld,

Rowlands 2000).

1971 m. japony mokslininkas R. Hirota pasitlé tiesiogini metoda (angl. Hirota direct method)

integruojamy netiesiniy diferencialiniy lyg€iy aukStesnés eilés solitoniniams sprendiniams konstruoti
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(Hirota 1971). Sio metodo pagrinda sudaré pradinés diferencialinés lygties transformavimas jvedant
naujus kintamuosius, kurie suteikty aukstesnés eilés solitoniniams sprendiniams paprastesne forma.
Metodas pasirodé esgs labai efektyvus ir neuzilgo buvo pritaikytas Korteweg—de Vries, sine-Gordon
bei netiesinei Schrodinger lygciai spresti. Toliau pademontuosime $io metodo veikimo principg

Korteweg—de Vries lygties (1.1.2) pavyzdziu.
Pirmiausia jvedama priklausomo kintamojo Hirota transformacija:
u(x,t) = 20,4 ln(F(x, t)) (1.2.2)
Istacius keitinj (1.2.2) i lygti (1.1.2) gauname:
GF — ELFL + Bl F — AR, + 3(R)? = 0 (1.23)

Pastebésime, kad lygtis (1.2.3) turi homogening bei bitiesing formg. Toliau, jvedamas Hirota

bitiesinis operatorius D, tenkinantis tokius sarysius:

n

onr- )~ (-] (G- cor.

x'=x
t'=t
D, (¥D.(F - F)) = 2(FF}; — F{F}), (1.2.4)
"DL(F - F) = 2(FE}, — (ED?),
“DI(F - F) = 2(FFitx — 4F{Fixx + 3(F3)?).

Panaudojus $j operatoriy, lygtj (1.2.3) galime pertvarkyti tokiu budu:
("D, HD, + HD*)(F - F) = 0. (1.2.5)

Gautoji bitiesiné lygtis (1.2.5) gali buti iSspresta perturbacijos metodu (Hirota 1971). Pagrindinis
Hirota tiesioginio metodo privalumas pries kitus metodus (pvz. atvirkstinés sklaidos transformacijos
metoda) yra tai, jog $§io metodo prigimtis yra labiau algebriné negu analitiné. Sis metodas daznai
taikomas analizés pradzioje tikrinant diferencialinés lygties integruojamuma. I§ kitos pusés, Sis
algoritmas turi analogiSka trikumg kaip ir atvirkStinés sklaidos metodas, kadangi diferencialinés
lygties suvedimas j bitiesing formg (analogiska lygciai (1.2.5)) , sudarantis §io metodo pagrinda, yra

gana sudeétingas uzdavinys, kuriam néra sukurto universalaus algoritmo.

Kitas metodas netiesiniy diferencialiniy lygéiy solitoniniams sprendiniams konstruoti buvo
pristatytas 1980-aisiais m. mokslininko V. B. Matveev (Matveev 1979). Sis metodas besiremia
pranciizy matematiko J. G. Darboux jvestos Darboux transfomacijos taikymu. 1882 m. J. G.
Darboux tyré antros eilés tiesinés daliniy iSvestiniy diferencialinés lygties tikriniy reikSmiy uzZdavinj

(Darboux 1882). Dabar $i lygtis yra zinoma kaip vienadimensiné Schrodinger lygtis:
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—Pxx —u(x)p = 19, (1.2.6)

¢ia u(x) — zinoma potencialo funkcija; A — konstanta, vadinama spektriniu parametru. J. G. Darboux
pastebéjo, kad jeigu funkcijos u(x) ir ¢ (x, 1) tenkina (1.2.6), 0 f(x) = ¢(x, ;) yra lygties (1.2.6)

sprendinys prie A = A, (¢ia A, yra fiksuota konstanta), tuomet funkcijos i ir ¢, apibréztos sarysiais

G=ut 20 $Gd) = gL(n ) - %qb(x, », (12.7)

tenkina lygybe
— ¢y — UP = 29, (1.2.8)

turin€ig tokig pat forma, kaip ir (1.2.6). Taigi, transformacija (1.2.7) transformuoja funkcijas (u, ¢) i
funkcijas (i, ), kurios tenkina ta padia prading lygtj. Si transformacija buvo pavadinta Darboux

transformacija. Nattiralu, jos §i transformacija galioji tik tuomet, kai f # 0.

Mokslininkas V. B. Matveev pastebéjo, kad KdV lygtis (1.1.2) sudaro toliau pateiktos tiesinés

diferencialiniy lyg¢iy sistemos, zinomos kaip KdV lygties Lax pora, integruojamumo sglyga:

—hrx — UP = A9, (1.2.9)
Pt = —4dyyx — 6UPy — 3uy . (1.2.10)

Kadangi pirmoji Lax poros lygtis atitinka vienadimensing Schrodinger lygti (1.2.6), Darboux
transformacija (1.2.7) gali bati pritaikyta ir KdV lyggiai. Natiralu, kad funkcijos (&, ¢) tenkina
(1.2.9). Be to, nesudétinga jsitikinti, kad funkcijy pora (ii, ¢) taip pat tenkina (1.2.10). I§ to seka, kad
funkcija @ yra KdV lygties sprendinys. Tarkime, kad yra zinomas bent vienas KdV lygties sprendinys
u. ISsprendg¢ tiesiniy diferencialiniy lyg€iy (1.2.9,1.2.10) sistemg gausime funkcija ¢(x, ¢, 4).
Parinke parametro A reik§me A, ir tare, kad f(x,t) = ¢(x, t, 1y) gausime naujg KdV lygties sprendinj
%t = u + 2(In(f))4y, bei ji atitinkandia antraja Lax poros funkcija ¢. Taigi, §is algoritmas leidzia
rekursiskai konstruoti naujus KdV lygties solitoninius sprendinius. Buvo pastebéta, kad Darboux
transformacijos metodas gali buti analogiSkai pritaikytas ir kitoms netiesinéms diferencialinéms
lygtims. Taciau, kaip ir anksciau pristatyty metody atvejais, Darboux transformacijos, atitinkancios
konkreCig analizuojama diferencialing lygtj, paieSka yra netrivialus ir neautomatizuojamas

uzdavinys, reikalaujantis i§samios analizés.

Panasaus pobuidzio j Darboux transformacijg metodas, pristatytas 1976 m. amerikie¢iy matematiko
R. C. Hermann (Hermann 1976), remiasi Backlund transformacija. Sios transformacijos koncepcija
buvo pasiilyta 1880-aisiais m. mokslininky L. Bianchi ir A.V. Bécklund (Backlund 1875)

16



diferencialinés topologijos srityje kaip pirmoji netriviali transformacija tarp pseudosferiniy pavirsiy
(pvz.: sine-Gordon lygties sprendiniai). Tiesioginé Backlund transformacija atvaizduoja netiesing
daliniy iSvestiniy diferencialing lygtj i kit daliniy iSvestiniy diferencialing lygtj, kurios sprendinys
privalo tenkinti pradine lygtj. Tuo tarpu, auto-Backlund transformacija surisa tos pacios lygties
sprendinius ir suteikia galimybe transformuoti zinoma diferencialinés lygties sprendinj j naujg
sprendinj baigtinj skaiciy karty. Pagrindinis $io metodo privalumas prie§ analogiska Darboux
transfomacijos, taikytinos tik tiesinéms diferencialinéms lygtims (atitinkan¢ioms pradinés netiesines
lygties Lax porg) algoritmg yra tai, jog auto-Backlund transformacija gali buti tiesiogiai panaudojama
netiesinei diferencialinei lygc¢iai be papildomy Sios lygties pertvarkymy. Deja, iki $iol néra sukurtas
sistematizuotas Backlund transformacijy generavimo metodas, todél $is solitoniniy sprendiniy

generavimo biidas reikalauja papildomy teoriniy tyrimy.

Kitas netiesiniy diferencialiniy lyg¢iy solitoniniy sprendiniy konstravimo metodas buvo sukurtas
1992 m. kiny matematiko Liao Shijun ir pavadintas homotopijos analizés metodu (angl. homotopy
analysis method, HAM) (Liao 1992). Tai yra pusiau analitiné technika, apjungianti tradicinj
perturbacijos metoda bei homotopijos koncepcija, naudojama topologijos moksle. Sio metodo
taikymo eigoje gaunama laipsniné eiluté, kuri bendruoju atveju konverguoja j tikslyji nagrinéjamos
netiesinés sistemos sprendinj. Todé¢l, HAM taip pat apima konvergavimo kontrolés parametro,
reguliuojancio konvergavimo srit] bei greitj, analize. Svarbu pazymeéti, kad Sio metodo taikymas
reikalauja didelio kieko simbolinio tipo skai¢iavimy atlikimo. Todél S§is metodas paprastai yra

realizuojamas pasitelkiant kompiuterinés algebros programing jranga.

Sekanciai netiesiniy diferencialiniy lygciy analiziniy sprendiniy paieSkos techniky klasei priklauso
Sie metodai: eksponentiniy funkcijy metodas (He, Wu 2006), tanh( ) funkcijy metodas (Parkes,
Duffy 1996), Jakobio elipsiniy funkcijy metodas (Parkes et al. 2002), G’ /G isplétimo metodas (Wang
et al. 2008), transformuoty racionaliyjy funkcijy metodas (Ma, Lee 2009), paprasciausios lygties
metodas (Kudryashov 2005) bei iy techniky patobulinimai. Visy $iy metody veikimo principg galima

suskirstyti ] 5 Zingsnius:

1. Tarkime, kad duota netiesiné daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis funkcijos wu(x,t)

atzvilgiu:
F(u, uf, Uy, Ui, Uyp, Uy ) = 0, (1.2.11)

2. Ivedus banginj keitinj u(x,t) = u(§),& =x —qt, lygtis (1.2.11) transformuojama j
paprastgja diferencialing lygtj:

F(u, —qug, ug, q*ufe, —quis, ufe, .. ) = 0 (1.2.12)
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Daroma prielaida apie (1.2.12) sprendinio u(§) formg. Metodo pavadinimas priklauso nuo

funkcijy, kuriomis iSreiskiamas sprendinys:
a) Eksponentiniy funkcijy metode tariama, kad

Xi=—c an exp(nd)

W) =Sw T, exp(me)

¢ia c¢,d,p,w — nezinomi teigiami sprendinio parametrai; a,, b,, — neZinomi sprendinio

koeficientai.

b) tanh() funkcijy metode tariama, kad

m

u(® = ) a;(tanh(ke),

=0
¢ia m — nezinomas teigiamas sprendinio parametras; a;, k — nezinomi sprendinio
koeficientai.
c) Jakobio elipsiniy funkcijy metode tariama, kad
m
u(® = ) a(sn@),

=0
Cia, sn(§) — Jakobio elipsiné funkcija; m — nezinomas teigiamas sprendinio parametras;
a; —nezinomi sprendinio koeficientai.

d) G'/G isplétimo metode tariama, kad

m i

-3 all)

=0
G"+AG" —uG =0,
¢la m — nezinomas teigiamas sprendinio parametras; a;, 4,4 — nezinomi sprendinio
koeficientai.
e) Transformuoty racionaliyjy funkcijy metode tariama, kad
/

Yhopyn + Xk’
k=0 Que® + Xh—q e 1"’

u(§) =

n' =T n); n=n(),
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¢ia T - pasirinkta funkcija, m,n — neZinomi teigiami sprendinio parametrai;

P1j» D2j» 91k, 92k — nezinomi sprendinio koeficientai.

f) Paprasciausios lygties metode tariama, kad
n
u(® = ) AHE),
i=0

Hi = aH(§) + bHA(?),

¢ia H(¢) — funkcija, tenkinanti Bernulio arba Rikati lygtj (a,b — Zinomi $ios lygties
koeficientai), n —nezinomas teigiamas sprendinio parametras; A; — nezinomi sprendinio

koeficientai.

4. Istacius sprendinio keitin (pasirinkta 3 Zingsnyje) i (1.2.12) randami neZinomi sprendinio

parametrai, subalansuojant laipsnius prie sprendinio ir lygties tiesiniy ir netiesiniy nariy.

5. Suradus nezinomus parametrus, keitinys dar kartg jstatomas i lygtj ir sprendinio koeficienty
atzvilgiu sudaroma algebriniy lygCiy sistema, kurig iSsprendus gaunamas ieSkomas

diferencialinés lygties (1.2.12) sprendinys.

Nepaisant to, jog dél savo paprastumo Sios netiesiniy diferencialiniy lyg€iy analiziniy sprendiniy
paieskos technikos yra daznai naudojamos praktikoje, literatiiroje sutinkama nemazai kritikos dél
skuboto S§iy metody taikymo ir daZnai pasitaikanéiy analitiniy klaidy (Kudryashov 2009a;
Kudryashov 2009b; Kudryashov, Loguinova 2009; Navickas, Ragulskis 2009; Navickas et al.
2010Db).

Siame baigiamajame darbe diferencialiniy lygdiy solitoniniams sprendiniams Kkonstruoti bei
analizuoti bus taikomas kiek kitoks metodas, besiremiantis apibendrinto diferencialinio operatoriaus
ir tiesiSkai rekurentiniy seky panaudojimu (Navickas, Bikul¢iene 2006; Navickas et al. 2010a), kurio
eigoje yra gaunami solitoniniai sprendiniai, isreiksti eksponentiniy funkcijy arba jy baigtiniy sumy
santykiais. Sios technikos taikymas yra gana algoritmiskas, kas leidzia dalinai automatizuoti
sprendiniy paieka pasitelkiant kompiuterinés algebros programine jranga. Sio metodo matematinis

pagrindimas bei taikymo pavyzdziai yra pateikiami tolimesniuose skyreliuose.
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1.3. Trupmeninés eilés diferencialinio bei integralinio skai¢iavimo istorija ir taikymai
1.3.1. Trupmeninés eilés diferencialinio bei integralinio skai¢iavimo sqvoka

Trupmeninés ecilés diferencialinis ir integralinis skaiCiavimas — matematinés analizés Sritis,
nagriné¢jant] tradicinio diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo apibendrinimg, kuomet
diferencijavimo bei integravimo operatoriy eilés yra iSpleCiamos iki realiyjy arba kompleksiniy
skai¢iy aibés. Siame darbe bus kalbama tik apie trupmeninés eilés i$vestines bei integralus. Tokio
apibendrinimo pasekméje diferencijavimo operatorius praranda lokalumo savybe, t.y. funkcijos f(x)
trupmeningés eilés iSvestinés reik§mé taske x priklauso ne tik nuo funkcijos reik§miy, esanéiy tasko x
aplinkoje (kaip bty tradicinés iSvestinés atveju), bet ir nuo f(x) reikSmiy ankstesniuose taskuose
(Gorenflo, Mainardi 1997). Kitais Zodziais, trupmeninés eilés operatoriai atsizvelgia j analizuojamy
dinaminiy sistemy praeitj. D¢l Sios priezasties tokio tipo operatoriai leidzia efektyviau modeliuoti

tam tikrus (,,nemarkoviskus*) realaus pasaulio reiskinius.
1.3.2. Trupmeninés eilés diferencialinio bei integralinio skai¢iavimo istorija

Gerai zinoma, kad XVII a. zymis mokslininkai I. Newton (1642-1727) ir G. W. Leibniz (1646-1716)
nepklausomai sukiiré diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo teorijg. Savo sukurtoje versijoje, G.
W. Leibniz pirmas pasitilé simbolinio metodo koncepcija bei panaudojo funkcijos y = y(x) n-tosios
1Svestinés Zyméjimag

d*y

@ = Dny, (131)

kuriame n — neneigiamas sveikasis skaicius.

1695 m. rugséjo 30 d. pranciizy matematikas G. de I'HOpital parasé G. W. Leibniz laiska, kuriame
teiravosi, kaip pasikeisty operatorius (1.3.1), jeigu prilygintume n = % G. W. Leibniz atsake, jog tai
sukelty ,,akivaizdy paradoksa, i§ kurio kada nors bus padarytos naudingos i§vados“. Sie vokieéiy

mokslininko zodziai laikomi trupmeninés eilés diferencialinio bei integralinio skai¢iavimo teorijos

pradzia.

Praéjus daugiau kaip Simtui mety po G. W. Leibniz atsakymo, pranciizy matematikas S. F. Lacroix
i8leido diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo knyga (Lacroix 1819), kurioje isvedé funkcijos y =

x™ (m € N) n-tosios i§vestinés formulg:

m!
D™ = —— M (1.3.2)
(m —n)!
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¢ia n (< m) — sveikasis skaiCius. Pakeites faktorialo Zzenkla gama funkcija, mokslininkas gavo

analogiska trupmeninés eilés iSvestinés formule:

G+ 4.,

Dexf = e
Y ETB—a+D”

(1.3.3)

¢ia a, f — racionalis (iSreiSkiami trupmenomis) skaiciai, 0 I'(-) — gama funkcija, apibréziama tokiu

budu
I'(x) =f x?le ™dx; Re(z) >0 (1.3.4)
0

ir turinti savybe I'(n) = (n — 1)! . Pritaikes formule (1.3.3) S. F. Lacroix apskai¢iavo

r@ .. (1.3.5)

)

Pastebésime, kad S. F. Lacroix pasiiilé trupmeninés iSvestinés pavyzd; tik funkcijoms, turinéioms

1
Dz2x =

israiska y(x) = xP.

Po trylikos mety, pranciizy matematikas J. Liouville savo knygoje (Liouville 1832) pateiké formaly

funkcijos y(x) = e** n-tosios sveikosios eilés iSvestinés

De™ = q"ed* (1.3.6)
1Splétima iki eilés a € C:

D% e = q%e ¥, (1.3.7)

Pritaikes funkcijos f(x) skleidinio eilute koncepcija, J. Liouville isvedé formulg:

D* f(x) = cpakein*, (1.3.8)
¢ia
f(x) = Z cn exp(ayx) ,Re(a,) > 0. (1.3.9)
n=0

Formulé (1.3.9) vadinama Liuvilio pirmaja trupmeninés iSvestinés formule. Deja, §i formulé gali biiti
taikoma tik funkcijoms, turin¢ioms forma (1.3.9). Norédamas iSplésti savo pirmgja trupmeninés

iSvestinés israiska (1.3.8), J. Liouville pasinaudojo gama funkcijos savybe
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r(Bx=F = f wtﬁ‘le‘xtdt; £ >0 (1.3.10)
0

ir suformulavo kitg apibrézimg (Debnath, Speight 1971), panasy j S. F. Lacroix pasitilyta formule:

I'(a+pB) B

D*xF = (-1 B X ,

g > 0. (1.3.11)

Formulé (1.3.11) vadinama Liuvilio antraja trupmeninés i$vestinés formule. Si formulé gali bati
naudojama tik racionaliy funkcijy atvejais. Nors abu pasitlyti apibrézimai galioja tik pakankamai
siaurai funkcijy klasei, mokslininkas sékmingai pritaiké abi formules potencialy teorijos uzdaviniams

spresti.

1858 m. mokslininkas H. R. Greer, pasinaudoj¢s (1.3.7), iSvedé trupmeniniy iSvestiniy formules

trigonometrinéms funkcijoms. Jis pasteb¢jo, kad galioja sarysis

D% el@* = j¥q¥eia¥ — j%q%(cos(ax) + i sin(ax))

=q“ (cos (712_a) + isin (nz_a)) (cos(ax) + isin(ax))’ (1.3.12)

Tuomet, funkcijy cos(ax) ir sin(ax) trupmeninés eilés iSvestinés lygios:

D% (cos(ax)) = a® (cos (712_a> cos(ax) — sin (712_a) sin(ax)) = a% cos (ax + %), (1.3.13)

D% (sin(ax)) = a“ (sin (712_a) cos(ax) + cos (712_a) sin(ax)) = a%sin (ax + 712_0() . (1.3.14)

AnalogiSkai yra randamos ir hiperboliniy funkcijy trupmeningés eilés i§vestinés.

Pirmieji trupmeninés eilés diferencijavimo bei integravimo operatoriai, taikytini visoms funkcijoms
f(x) buvo pasitlyti mokslininko B. Riemann (Riemann 1876), pasitelkiant J. Liouville paskelbtus
rezultatus leidinyje (Liouville 1832). Todél Sie operatoriai yra vadinami Riemann — Liouville
trupmeninés eilés operatoriais. Nagrinékime tiesing n-tosios eilés paprastaja nehomogening

diferencialing lygti:
D"y(x)=f(x), b<x<c. (1.3.15)

Zinoma, kad 1,x,x2,..,x™ ' yra lygtj (1.3.15) atitinkanios homogeninés lygties D"y = 0

fundamentalioji sprendiniy aibé. Jeigu f(x) yra tolydi intervale [b, c], tai su bet kokiu a € (b, c),

X (x _ t)n—l 1 x -
y(X) = L mf(t)dt = @L (.X' - t) f(t)dt (1316)

22



yra diferencialinés lygties (1.3.15) atskirasis sprendinys prie pradiniy sglygy:
y®(@)=0, 0<k<n-1.

Formuléje (1.3.16) pakeite n trupmenine eile B (Re(B) € (d — 1,d]; d € N) gausime Riemann —

Liouville trupmeninés eilés integravimo operatoriaus apibrézima:

RLEE (£ (x)) = f x(x — )1 F(D)dt. (1.3.17)

1
r® Ja

Tuomet, Riemann — Liouville trupmeningés eilés diferencijavimo operatorius gaunamas tokiu biidu:

RLDE(f () = D¢ (RGP (f () = f (x— )4 F 1 F(t)de. (1.3.18)

F(d B) dx?

Nuo Riemann — Liouville trupmeninés eilés operatoriy pasitilymo iki $iy laiky mokslininky buvo
iSvestos dar deSimtys jvairiy sveikos eilés iSvestiniy bei integraly iSplétimy, sékmingai pritaikomy

realaus pasaulio dinaminéms sistemoms modeliuoti.

Siame darbe bus nagrin¢jami matematiniai modeliai, jtraukiantys Caputo trupmeninés eilés
diferencijavimo bei integravimo operatorius, pasitlytus 1967 m. mokslininko M. Caputo (Caputo
1967):

W (f(0) = "L (F (),
fw) (1.3.19)
xd )
T ), g ke

CDﬁ(f(x)) d -B (Dd(f(x)))

kadangi Caputo apibrézimai yra vieni dazniausiai taikomy realaus pasaulio reiskiniams modeliuoti.
1.3.3. Trupmeninés eilés diferencialiniy lyg¢iy taikymai bei sprendimo metodai

Nors trupmeniniy diferencialinio skai¢iavimo Saknys siekia XIX a. (Ross 1977), $i sritis sulauké
didesnio démesio tik pastaraisiais deSimtmeciais. Trupmeninio diferencialinio skaifiavimo bei
trupmeniniy diferencialiniy lygciy svarba parodo vis didesnio skai€iaus trupmeninés eilés modeliy,
skirty realaus pasaulio reiskiniams modeliuoti, atsiradimas (Kilbas et al. 2006). Trumpa trupmeniniy

diferencialiniy lyg¢iy taikymo sri¢iy apzvalga yra pateikiama toliau.

Trupmenings eilés modeliai yra pranasesni uz paprastgsias ar daliniy iSvestiniy diferencialines lygtis,
kadangi jais remiantis gali buiti modeliuojamos sistemos ,,su atmintimi*, kuriose dabartiné sistemos
biisena laiko momentu t = t,, priklauso nuo praeity sistemos buiseny laiko momentais t < t,. Taigi,

tokio pobiidzio modeliai tinkami viskoelastiniy medziagy analizei (Adolfsson et al. 2005; Bagley,
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Torvik 1983). Pastebésime, kad dauguma biologiniy audiniy pasizymi viskoelastinémis savybémis
(Pal 2014), todél trupmeninés diferencialinés lygtys yra naudojamos jvairiy biomedicininiy sistemy
evoliucijai apibadinti (Aghababa, Borjkhani 2014; Grahovac, Zigi¢ 2010; Ionescu et al. 2017).
Fizikoje trupmeninés eilés modeliai yra placiai naudojami dielektriniy medziagy (Ducharne et al.
2019; Ortega et al. 2019; Tarasov 2009) bei Bose-Einsteino kondensaty (Zhang et al. 2019) tyrimams.
Trupmeninés diferencialinés lygtys taip pat yra naudojamos atminties efektui ekonominiuose

modeliuose apibiuidinti (Tarasov, Tarasova 2017; Tarasov, Tarasova 2018).

D¢l plataus trupmeninés eilés modeliy pritaikymo buvo pasitlyta daugybé metody, skirty
trupmeniniy diferencialiniy lyg¢iy sprendiniams konstruoti. Strapsnio (Arafa, Hagag 2019) autoriai
pritaiké Q-homotopijos analizés transformacija trupmeninés susietosios Ramani lygties analiziniams
sprendiniams gauti. Sveikosios eilés diferencialiniy lygciy sprendiniai buvo panaudoti epidemijy
plitimo modeliy sprendiniams konstruoti (Demirci, Ozalp 2012) straipsnyje. Adamso tipo
prediktoriaus-korektoriaus metodas, skirtas trupmeniniy diferencialiniy lyg¢iy skaitiniams
sprendiniams gauti, buvo aprasytas (Diethelm et al. 2002). Nauja prediktoriaus-korektoriaus metody
Seima TDL spresti buvo aptarta (Kumar, Daftardar-Gejji 2019). Straipsniy (Pourbabaee, Saadatmandi
2019; Saadatmandi, Dehghan 2010) autoriai trupmeniniy diferencialiniy lygéiy skaitiniy sprendiniy

konstravimui panaudojo Legendre operatorinés matricos metoda.

Homotopijos analizés metodas buvo pritaikytas (Dehghan et al. 2010) straipsnyje trupmeniniy
Korteweg-de-Vries, Burgers ir Boussinesq modeliy apytiksliams sprendiniams apskai¢iuoti.
Racionaliy Krylovo metody klasé, skirta daliniy iSvestiniy TDL skaitiniams sprendiniams konstruoti,
buvo aptarta (Aceto et al. 2019). Straipsnio (Wang et al. 2019) autoriai trupmeniniy diferencialiniy
lyg¢iy sprendimui pritaiké tradicinj reprodukuojamo branduolio metods. Iracionalios eilés
trupmeninés diferencialinés lygtys buvo sprendziamos (Khudair, Haddad 2017) straipsnyje,
panaudojant apréztos transformacijos technikg. Dirbtiniy neuroniniy tinkly taikymas apytiksliams
trupmeniniy diferencialiniy lygéiy sprendimams konstruoti buvo aprasytas (Zufiga-Aguilar et al.
2017).

1.4. Baigiamajame darbe naudojamy metody ir programinés jrangos pasirinkimo

pagrindimas

Kadangi baigiamojo darbo metu buvo analizuojamos netiesinés trupmeninés eilés Caputo
diferencialinés lygtys bei jy solitoniniai sprendiniai, svarbu buvo issirinkti tinkamus metodus tokiam

tyrimui atlikti.

Siame baigiamajame darbe siiilloma metodologija sudaré trys pagrindiniai Zingsniai:
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1. Netiesinés trupmenings eilés Caputo diferencialinés lygties suvedimas ] paprastgja netiesing
diferencialing lygti;

2. Pirmajame zingsnyje gautos paprastosios netiesinés diferencialinés lygties solitoniniy
sprendiniy konstravimas;

3. Pradinés trupmeninés cilés diferencialinés lygties eilutés forma iSreikSty sprendiniy, gaunamy
transformuojant antrajame zingsnyje gautus sprendinius, konvergavimo srities praplétimas bei

analizé esant neigiamoms argumento reikSméms.

Natiralu, kad antrajam anksciau pateiktos metodologijos zingsniui buvo butina issirinkti atitinkama
paprastosios netiesinés diferencialinés lygties solitoniniy sprendiniy konstravimo metodg. Tokio

pobudzio technikas, apraSytas poskyryje 1.2, galima suskirstyti j dvi grupes:

1. Metodai, kuriy eigoje nagrinéjama diferencialiné lygtis yra pertvarkoma i specifing (metodui
budingg) formg, o gauta lygtis jau sprendziama zinomais metodais (atvirkstinés sklaidos
transformacijos, Hirota tiesioginis, Darboux ir Backlund transfomacijos bei homotopijos
analizés metodai). Tokio pobudzio metodai turi vieng ar abu toliau pateiktus trikumus:

a) metodas gali biti taikomas tik daliniy i§vestiniy diferencinéms lygtims;

b) metodo taikymas bendruoju atveju yra komplikuotas, kadangi diferencialinés lygties
pertvarkymas | tinkamg (metodui biidingg) forma néra trivialus uzdavinys ir kiekviena
konkreti lygtis reikalauja papildomo teorinio tyrimo.

2. Metodai, kuriy eigoje nagrinéjamos diferencialinés lygties solitoninio sprendinio israiska yra
»atspéjama®, o nezinomi sprendinio parametrai bei koeficientai randami jstacius ,,atspéta
iSraiska j prading lygti (eksponentiniy funkcijy, tanh( ) funkcijy, Jakobio elipsiniy funkcijy,
G'/G iSplétimo metodai ir kt.). Tokio pobtidzio metodai susilauké nemazai kritikos dél
gaunamy sprendiniy netinkamumo prie tam tikry pradiniy salygy bei kity priezas¢iy (Zr.

poskyri 1.2).

Siame baigiamajame darbe paprastyjy netiesiniy diferencialiniy lygéiy sprendimui bei solitoniniy
sprendiniy konstravimui buvo pasirinktas apibendrinto diferencialinio operatoriaus bei tiesiskai
rekurentiniy seky koncepcijomis besiremiantis metodas, apibréztas poskyryje 2.1. Sis metodas neturi
anksciau paminéty triikumy, yra nuodugniai iStirtas bei jrodytas bendruoju atveju, gali biiti taikomas

tiek paprastosioms tiek ir daliniy iSvestiniy diferencialinéms lygtims bei yra gana algoritmiskas.

Pirmasis bei treiasis darbe siilomos metodologijos zingsniai (pateikti §io poskyrio pradzioje) apéme
trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygciy analiziniy sprendiniy konstravimg bei jy
konvergavimo srities praplétima tuo atveju kai sprendinys negali buti suvestas ] ,,uzdaraja™ forma.

Skyrelyje 1.3.3 buvo paminéti metodai, naudotini trupmeniniy diferencialiniy lygéiy sprendimui,
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taCiau, dél Sios mokslo srities naujumo, tokio pobiidzio technikos paprastai arba konstruoja
apytikslius (skaitinius) lygties sprendinius arba tinka tik atskiriems trupmeniniams modeliams, t.y.
negali biti taikomos bendruoju atveju. Siame baigiamajame darbe anks¢iau jvardintiems tikslams
pasiekti buvo naudojama Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluc¢iy koncepcija (zr. poskyrj 2.2),
leidzianti uzrasyti Caputo operatorius (1.3.19) ekvivalencioje formoje, patogesnéje (Siame darbe
sprendziamy uzdaviniy atzvilgiu) trupmeniniy diferencialiniy lygc€iy analiziniy sprendiniy tyrimui

atlikti.

Baigiamojo darbo metu sukurta trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygciy sprendiniy analizés
metodologija pasizymi tuo, jog didzioji pasiiilytos metodikos dalis gali buti algoritmizuota, t.y.
didzigja dalj skaic¢iavimy galima atlikti pasitelkiant programing¢ jranga. Kadangi Siame darbe yra
tiriami analiziniai (tikslas) diferencialiniy lyg¢iy sprendiniai, $ie skaiCiavimai paprastai yra
simbolinio tipo ir gali biiti atliekami pasitelkiant kompiuterinés algebros programas. Tokio pobudzio
programos esmingai skiriasi nuo jprasty apytikslio skai¢iavimo pakety ir programavimo kalby tuo,
kad jos sugeba manipuliuoti ne tik skaitinémis, bet ir simbolinémis kintamyjy reikSmémis. Vienos
populiariausiy mokslininky tarpe tokio tipo programos siuo metu yra Maple ir Wolfram Mathematica,
kurios funkcionalumo prasme yra gana artimos. Magistro baigiamojo darbo metu pasitlytos
metodologijos teiginiy jrodymui, taikymo pavyzdziy konstravimui bei vizualizacijai buvo

naudojamas Wolfram Mathematica programinés jrangos paketas.
1.5. Baigiamojo projekto temos ir uZdaviniy pagrindimas

Kaip buvo minéta poskyryje 1.1, didele taikomaja verte optikoje, hidrodinamikoje, biofizikoje ir
kituose moksluose turi sveikosios eilés modeliai, kuriy sprendiniai yra solitoninés bangos. Kadangi
trupmeninés diferencialinés lygtis bendruoju atveju yra tinkamesnés realaus pasaulio reiSkiniams
modeliuoti dél joms budingo "atminties" efekto, natiiralu manyti, jog minéty modeliy (su solitoniais
sprendiniais) trupmeninés eilés analogai leisty dar tiksliau apibiidinti nagrin¢jamas dinamines
sistemas. Taciau, tuomet atsiranda klausimas ar Sie "patobulinti" trupmeninés eilés modeliai taip pat
turés solitoninio tipo sprendinius ir jeigu taip, tai prie kokiy modelio parametry ar pradiniy salygy.
Kadangi solitony bei trupmeninio diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo mokslinés sritys yra dar
pakankamai "jaunos"”, tai tyrimy objektu, apjungian¢iu S$ias sritis, mokslininkai susidoméjo tik
pastaruoju deSimtmeciu (Guner, Bekir 2016; Hosseini et al. 2018; Zhou et al. 2017). Dél Sios
priezasties, trupmeninés eilés diferencialiniy lygciy solitoniniy sprendiniy egzistavimo klausimas
reikalauja iSsamesnés analizés bei naujy tyrimo techniky ir algoritmy, todél Siame magistro

baigiamajame darbe buvo iskelti tokie uzdaviniai:
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1. Trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lyg¢iy su daugianario tipo netiesiSkumu begalinés
laipsninés eilutés forma iSreiksty sprendiniy, atitinkanciy teigiamas argumento reikSmes,
konstravimas bei jy konvergavimo sri¢iy praplétimas. Toks praplétimas leisty nagrinéti
sprendinius kitoje negu tasko x = 0 aplinkoje.

2. Trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygéiy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendiniy
iSplétimas ] neigiamgja argumento pusaS¢. Toks iSplétimas suteikty nauja pozitr] |
trupmeniniy diferencialiniy lygéiy sprendinius, kadangi jie galéty bati analizuojami ne tik

aib¢je x € R, (kaip buvo daroma iki Siol), bet ir visoje realioje asyje x € R.

3. Pasitlytos metodologijos pritaikymas trupmeninés eilés Rikati diferencialinés lygties

solitoniniams sprendiniams tirti.
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2. Medziagos ir tyrimy metodai

Kaip buvo minéta poskyryje 1.4, Siame baigiamajame darbe taikomos metodologijos bei teorijos gali

buti suskirstytos i dvi grupes:

1. Paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy solitoniniy sprendiniy konstravimui skirtos technikos, kurias
apima apibendrinto diferencialinio operatoriaus metodas bei tiesiSkai rekurentiniy seky
teorijos taikymas.

2. Trupmeninés eilés diferencialinio ir integralinio skai¢iavimo teorija, besiremianti Caputo

laipsniniy eiluc¢iy koncepcija.
Siame skyriuje pateiksime teorinio pobiidZio medziaga, reikalinga jvardinty koncepcijy suvokimui.

2.1. Apibendrinto diferencialinio operatoriaus metodo taikymas diferencialiniy lygciuy

solitoniniams sprendiniams sukonstruoti

Siame poskyryje yra pateikiamos pagrindinés apibendrinto diferencialinio operatoriaus bei tiesiskai
rekurentiniy seky teorijos savokos ir rezultatai bei pristatomas netiesiniy diferencialiniy lygciy

solitoniniy sprendiniy konstravimo metodas, besiremiantis §iomis koncepcijomis.
2.1.1. Formalios eilutés bei tiesinio operatoriaus savoka

Apibrézimas 2.1.1. Formalia eilute vadinsime reiskinj:

+00

f= Z apx®, a,€Ck=0,1,.. (2.1.1)
k=0

Tuomet formaliy eilu¢iy aibe vadinsime aib¢ F = {f|f tenkina (2.1.1)}. Daznai pasitaikantys

formaliy eilu¢iy pavyzdziai yra funkcijos sin(x), cos(x), exp(x) ir kt.

Apibrézimas 2.1.2. Formaliy eiluciy algebra F vadinsime aib¢ [ kartu su tradicinémis eiluciy

sumos, daugybos bei daugybos i§ skaliaro operacijomis:

Tarkime, kad f = Yi& apx®, g =YiZ bex®, ¢ - skaliaras. Tuomet operacijos tarp eiludiy
apibréziamos tokiu budu:

L f+g=g+f =20+ bx".

2. frg=9-f= foe(ﬂ‘:o albl—k)xk-

3. ¢c-f=f-c=Yi5(cap)xk.
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Eiluté (2.1.1), kurios koeficientai ay, = 1,a; = 0,k > 1 yra vadinama formaliy eilu¢iy algebros
neutraliuoju elementu, o eiluté su koeficientais a; = 0,k > 0 — anuliuojanc¢iuoju elementu. Elementy

x*¥ k=0,11,.. begaliné aibé sudaro algebros F baze.

Apibrézimas 2.1.3. Tiesiniu operatoriumi vadinsime operatoriy A(-), veikiantj formaliy eiluciy

aibéje F ir tenkinant] sarysj:
A(af + Bg) = aA(f) + BA(9), (2.1.2)
Claa,f €C, f,g€F.
Pritaike tiesinj operatoriy formaliai eilutei (2.1.1) gausime:
+00 +00
A(f)=A (z akxk> = z apA(x"). (2.1.3)
k=0 k=0

Taigi, matome, kad tiesinio operatoriaus A poveikj formaliai eilutei pilnai nusako jo poveikis

kiekvienam algebros F baziniam elementui.
Dazniausiai diferencialiniy lygciy teorijoje pasitaikantys tiesiniai operatoriai:

1. Nulinis operatorius: 0(f) = 0.
2. Vienetinis operatorius I(f) = f.

. L . L 0, k=0
3. Diferencijavimo operatorius D,.(f) = f;; pvz.: D, (x*) = {kx"‘l, k>0
k
4. Integravimo operatorius L,(f) = [ fdx; pvz.: Ly(x*) = (9;:) +C.

Pastebésime, kad tolimesniuose skyreliuose bet koks operatorius A, pakeltas nuliniu laipsniu, bus

laikomas vienetiniu operatoriumi I: A = 1.
2.1.2. Apibendrinto diferencialinio operatoriaus savoka

Tegul &, s, ,- funkeijy klasé, kurig sudaro norimg skaiciy karty diferencijuojamos (kintamyjy

n

C, S0, S1, -+, Sp—1 atzvilgiu) funkcijos p; = p;(c, so, S1, .., Sp—1), atitinkancios vaizdavima:

pjile X Igy X X I

Sn-1

>R, (2.1.4)
cialg, I, C R, k =1,..,n— 1 —netuscCios aibés, kurias sudaro intervalai arba jy sgjungos.

Taip pat tarkime, kad duotos dvi $ios klasés funkcijos P = P(c,s), Q = Q(c,s) € ®.
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Apibrézimas 2.1.4. Apibendrintuoju diferencialiniu operatoriumi funkcijy P(c,s) ir Q(c,s)

atzvilgiu vadinsime tiesinj operatoriy:
D = P(c,s) - D, + Q(c,s) - Dy (2.1.5)

Pastebésime, kad apibendrinto diferencialinio operatoriaus iSraiSkoje sumuojamy nariy skaicius yra

lygus nagrin¢jamy funkcijy kintamyjy skaiciui (zr. skyrelj 2.1.3).

Pagrindinés apibendrinto diferencialinio operatoriaus savybés (analogiSkos tradicinéms iSvestiniy

savybéms) yra pateikiamos toliau:

1. D(fg) =D(f)g + fD(g);
> D (f) _ D(g-/D@).

g g?
3. D(A(f(c,5),9(c ) = 5,D(f) +5:D(9);
¢iaf,g,h € ®.,.

2.1.3. Apibendrinto diferencialinio operatoriaus taikymas paprastuyju diferencialiniy lygciu

sprendimui

Teorema 2.1.1 Tegul duota n-tosios eilés paprastoji diferencialiné lygtis:

)g") = f(x, Y, Vs ...,y,ﬁ”‘”), (2.1.6)

¢ia f = f(c,So,rSn-1) € P05, ,- Tarkime, kad Sios lygties bendrasis sprendinys y =
y(x,¢,Sg,S1, -, Sn—1) Priklauso nuo kintamojo x ir parametry c, sy, Sy, ..., Sp—1 € R bei tenkina

pradines salygas:

NN (9| _ _
y(c,¢,80,51, »Sn—1) = So; Vy (X,€,80,51, ) Spn—1) =s,k=12,..,n—1.
X=C

Apibréze diferencialinei lygciai (2.1.6) apibendrintg difrerencialinj operatoriy

n-—1
D=D,+ Z Sk " Dg,_, + f(¢, 80,81, s Sn—1) " Dg,_, (2.1.7)
k=1

jos sprendinj galime uzraSyti toliau pateikoje iSraiSkoje:

< (x—c¢) .
y= y(xl C,S0,51, '--iSn—l) = Z ]—' ' D] (SO)' (218)
j=0 7
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Teoremos 2.1.1 jrodymas gali buti rastas (Navickas, Bikul¢iene 2006).

Iveskime pazyméjima p; = D/(s,). Tada pj4q = D(pj),j = 0,1, .... Tuomet (2.1.8) israiska galime

uzraSyti tokiu budu:
< (x —c)/
y= y(xr C;SOJSli"-IS‘n—l) 22]—|P1 (219)
Jj=0 '

Pavyzdys 2.1.1. Nagrinékime pirmosios eilés paprastaja diferencialing lygt;:
v =y?, (2.1.10)
kurios bendrasis sprendinys y = y(x, ¢, s) tenkina prading salyga y(c,c,s) = s.
Pagal (2.1.7), apibendrintas diferencialinis operatorius lygciai (2.1.10) apibréziamas tokiu budu:
D =D, + s%D; (2.1.11)
Tuomet, pazymeje p; = D/s bei apskaiciave:
Po=5s; p1=D(py) =s% p,=D(py) =2s% ..;p; =D(p;) = j!s/* (2.1.12)

diferencialinés lygties (2.1.10) bendrajj sprendinj galime uzraSyti tokiu budu (pagal Teorema 2.1.1):

+ 00 . + 00
( )_ M = ( _ )J'. j+1—; (2113)
yx,c,s-l0 7 pj—lox c) -s _l—s(x—c)' 1.
J= J=

Pavyzdys 2.1.2. Nagrinékime antrosios eilés paprastaja diferencialing lygtj (Airy lygtj):
Yax +xy =0, (2.1.14)
kurios bendrasis sprendinys y = y(x, c, ¢, S1) tenkina pradines sglygas:
y(c,¢,80,51) = So; Yx(X, €, 50,51) lx=c = 51.
Pagal (2.1.7), apibendrintas diferencialinis operatorius lyg¢iai (2.1.14) apibréziamas tokiu btdu:
D =D, + s5:Dg, — 5Dy, (2.1.15)

Tuomet, pagal Teorema 2.1.1, Sios lygties bendrasis sprendinys turi tokig iSraiSka:

y =y(x,¢,5,51) = (2.1.16)

j=0

. p]'
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Cia pj = pj(C; S0,51) = Dj(so), LY. Po = S, P1 = S1,P2 = —CSo, P3 = —(So + €51),pa = %5 —

251, e

Taigi, pritaikius nagrin¢jamai diferencialinei lygciai apibendrintg diferencialinj operatoriy bei
Teorema 2.1.1 galime sukonstruoti tikslyjj (analizinj) Sios lygties sprendinj uzrasyta begalinés eilutés
pavidalu. Natiralu, kad begaline eilute galime iSreiksti ir solitoninés bangos tipo sprendinj, jeigu toks
egzistuoja. Taciau, nepaisant to, jog i8S teorinés puses toks sprendinys yra visiskai teisingas, praktikoje
tokia sprendinio forma gali sukelti sunkumy, kadangi begaling eilute reikéty aproksimuoti, sumuojant
fiksuota (baigtinj) nariy skai¢iy. Dél Sios priezasties yra svarbu pateikti sprendinj (2.1.8) ,,uzdaroje
formoje*, t.y. iSreiksti jj elementariosiomis funkcijomis. Solitoninio sprendinio atveju ,,uzdaroji
forma“ yra eksponentiniy funkcijy arba jy sumy santykis. Begaling sprendinio eilute suvesti | tokia
forma galima pasitelkiant tiesiskai rekurentiniy seky teorijg. Svarbiausias §ios teorijos sgvokas bei
savybes, iSsamiai iSnagrinétas straipsniuose (Kurakin et al. 1995; Navickas, Bikul¢iene 2006;

Navickas, Bikulciene ir Ragulskis 2010a; Navickas et al. 2013), pateiksime sekan¢iame skyrelyje.
2.1.4. TiesiSkai rekurentinés sekos savoka bei savybés

Apibrézimas 2.1.5. k-tosios eilés tiesiSkai rekurentine seka (angl. angl. linear recurring sequence)

vadinsime skaiCiy arba funkcijy sekg (x;,j € Z,), tenkinancCig sarysj:

Xjvk = Ap—1Xj4k—1 T+ QoX;, (2.117)
Ciaa; € C,i=0,..,k— 1-—Kkonstantos.
Tegul order(xj, Jj€E ZO) = k zymi tiesiSkai rekurentinés sekos eile.

TiesiSkai rekurentiniy seky pagrindiné savybé teigia, kad k-tosios eilés sekai (x;,j € Zy),

tenkinanciai (2.1.17), sukonstruota Hankelio determinanty seka:

Xo X1 X2 X3

Xo X Yo X1 X2 X, X, X3 X
— _ _ |70 1 _ I ot 2 3 4
do=1,d; = xo,dy = |x1 x2|,d3 = ;cl iz is S S | (2.1.18)
2 73 4 X3 X4 X5 Xg
tenkina sarysi:
dy % 0,dyy; = 0,i = 1,2, ... (2.1.19)

Apibrézimas 2.1.6. k-tosios eilés tiesiSkai rekurentinés sekos (x;j,j € Zg) charakteringgja lygtimi

(angl. characteristic equation arba auxiliary equation) vadinsime lygtj:
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Xo X1 .. Xk
X1 Xy e Xgs1
Xy X3 e Xpao
. .. : =0, (2.1.20)
Xkp—1 Xk e X2k—-1
k
1 p p

Clak = order(xj,j € ZO).

Apibrézimas 2.1.7. Lygties (2.1.20) Saknis pq,..,p; Vvadinsime sekos (xj,j € Zj)

charakteringosiomis Saknimis. Saknies p; kartotinumo laipsnj zymésime n;.

Straipsnyje (Navickas, Bikul¢iene 2006) buvo pateikta bei jrodyta teorema apie sekos rekurentiSkumo

biiting ir pakankama salyga.
Teorema 2.1.2. Seka (x;, j € Z,) yra k-tosios eilés tiesiSkai rekurentiné seka
order(xj,j € ZO) =n +--+n =k, (2.1.21)

tada ir tik tada, kai visi x;, j € Z, tenkina sarys;:

1 ny-1

5= > (el (2122)

u=1 v=0

¢ia B, — konstantos, randamos i$ tiesinés lygc¢iy sistemos:

> ()l =xi=01 k-1 (2.1.23)

2.1.5. Diferencialiniy lyg¢iuy solitoniniy sprendiniy konstravimas taikant apibendrinto

diferencialinio operatoriaus bei tiesiS§kai rekurentiniy seky teorijas

Siame skyrelyje pademonstruosime kaip apibendrinto diferencialinio operatoriaus bei tiesiskai
rekurentiniy seky teorijos gali buiti taikomos diferencialiniy lyg¢iy solitoniniams sprendiniams (jeigu

tokie sprendiniai egzistuoja), isreikstiems eksponentiniy funkcijy (arba jy sumy) santykiu, konstruoti.
Nagrinékime pirmos eilés paprastaja diferencialing lygti:

yx = f(x,y), (2.1.24)
kurios bendrasis sprendinys y = y(x, ¢, s) tenkina pradine salyga y(c,c,s) = s.
Ivede nepriklausomo kintamojo x keitinj
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1
, X ﬁln(y?),n ERn =0, (2.1.25)

gausime
y=y(ees) =y (S In® - In(@),s) = 9(5,6,5) = 9™, 7,5) = 9
) ) ) 7” ) ) ) ) ) ) (2.1.26)
V(é,¢é,s) =5, =el°
Yy = NXPs . (2.1.27)
Tada diferencialine lygtj (2.1.24) galime perra$yti tokiu budu:
ant 1 a A Fra o
nxye = f(ﬁln(x),y> = f(X,9). (2.1.28)

Apibrézimas 2.1.8. Diferencialinés lygties (2.1.24) vaizdu vadinsime lygtj (2.1.28), o sprendinio

y(x, ¢, s) vaizdu — sprendinj y(¢, ¢, s).
Pagal (2.1.7), apibendrintas diferencialinis operatorius lygc¢iai (2.1.28) apibréziamas tokiu buidu:

f@&s)
né

D=D;+ - Ds. (2.1.29)

Tuomet, pagal Teorema 2.1.1, Sios lygties bendrasis sprendinys turi tokig iSraiska:

+

8

o -0 .
Y&, ¢5) = T D/ (s). (2.1.30)
4 !

1l
o

Teorema 2.1.3. Nagrinékime k-tosios eilés tiesiSkai rekurenting sekg q; = %, J € Zy (order(q jJ €

ZO) = k), kurios visy charakteringyjy Sakny p;, ..., pi Kartotinumai n; = 1,i = 1, ..., k. Taip pat,

nemazindami bendrumo, tarkime, kad p; = 0. Jeigu galioja sarysiai

D(p) = p?; D(B) = Bip; i = 1,...,k; (2.1.31)

tai sprendinj (2.1.29) galime uzrasyti tokioje formoje:
- B
P(R,¢,5) =Py + Z — 2.1.32
y 181 i=21_(x_c)pi ( )

Teoremos 2.1.3 jrodymas gali biiti rastas (Navickas, Bikulciene ir Ragulskis 2010a).
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Pastebésime, kad sprendinio (2.1.32) israiSkg elementariais pertvarkiais galime suvesti j

racionaliosios funkcijos pavidala:

G EE=31) - [E = F) Y (E/E)
(R/E=2%1) -~ R/E— %) X(R/O)

y(x,¢,5) =
k-1 k-1 (2.1.33)
x@ =] |e-2;v@ =] [¢-9,
i=1 i=1

Clao, X;,y;,i =1,..,k—1priklauso nuo ¢, s, .

Gautai iSraiSkai (2.1.33) pritaike keitinj (2.1.25) galime sugrjzti prie pradinio kintamojo x. Tuomet

gausime ieskoma diferencialinés lygties (2.1.24) (k — 1)-0sios eilés solitoninj sprendinj:

(en(x—C) _ }’1) (en(x—C) —_ }’k,—1) B Hi,:ll(e"(x_c) )

n(x—c) _ e (pn(x—C) _ - k-1 _ )
(e ) (e D) e —x)

y(x,c,s)=0 (2.1.34)

Taigi, auks¢iau pateikta metodika leidzia sukonstruoti pirmosios eilés paprastosios diferencialinés
lygties solitoninius sprendinius (jei tokie egzistuoja). Norédami rasti solitonus aukS$tesnés eilés
paprastoje diferencialingje lygtyje, metodika galétume taikyti analogiSkai. Daliniy iSvestiniy
diferencialinés lygties, priklausancios nuo kintamyjy &y, ..., &,; v € N, atveju, turétume i$ pradziy
pritaikyti banginj keitinj x = C;&; + -+ C,&,Cy; ..., C, € R, suvedant] Sig lygti | paprastaja

diferencialing lygt], o tuomet gautai lygciai jau galétume taikyti aukSciau pateiktg algoritma.

Pastebésime, kad egzistuoja tokios diferencialinés lygtys, kurioms nejmanoma rasti lygties
parametry bei 1 sarysio, paver¢iancio Teoremoje 2.1.3 nagrinéjama seka (q = %, JAS ZO) tiesiskai

rekurentine. Natiralu, kad tokioms lygtims nepavyks rasti solitoninio sprendinio taikant $ig metodika.
Taciau, svarbu paZzyméti, kad Sis algoritmas ieSko diferencialinés lygties solitoniniy sprendiniy,
galiojanCiy prie visy pradiniy salygy. Papild¢ auksSc¢iau pateikta metodika susiaurinty ir iSplésty
diferencialiniy lyg¢iy koncepcija, i$samiai aprasyta (Navickas, Ragulskis ir Bikulciene 2010b), $j
algoritmg galésime taikyti ir diferencialinéms lygtims, kuriy solitoninis sprendinys egzistuoja tik prie
tam tikry pradiniy salygy. Tuomet papildyto algoritmo rezultatu bus ne tik sukonstruotas solitoninis

sprendinys, bet ir pradiniy salygy ir lygties parametry sarysiai, prie kuriy jis egzistuoja.
2.2. Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluciy teorija

Siame poskyryje yra iSdéstyti pagrindiniai klasikiniy laipsniniy eiludiy bei Caputo trupmeniniy
eiluciy teorijos apibrézimai ir sarysiai, taikomi tolimesniuose skyreliuose kuriant trupmeninés eilés

Caputo diferencialiniy lygciy sprendiniy analizés metodologija. Pastebésime, kad Siame
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baigiamajame darbe yra naudojama mokslinio straipsnio (Navickas et al. 2017) autoriy pasitlyta
Caputo trupmeniniy laipsniniy eilu¢iy koncepcija, leidzianti uzraSyti Caputo trupmeninius
diferencijavimo bei integravimo operatorius (1.3.19) kiek kitokioje (ekvivalencioje) formoje,
patogesnéje trupmeniniy diferencialiniy lyg€iy tiksliy (analiziniy) sprendiniy tyrimui atlikti.

2.2.1. Laipsniniy eilu¢iy praplétimas

Siame darbe yra analizuojamos funkcijos, idreiskiamos laipsninémis eilutémis tokiu biidu:

+o00

(z—c)
y(z) = Z ajzj—!c, z,c,a; € C 2.2.1)

j=0
bei $iy funkcijy trupmeninés eilés analogai.

Pagal Kosi-Adamaro teoremg, funkcijos y(z) konvergavimo spindulys R taske c yra apibréziamas

tokiu sarysiu:

1 1
— = lim <sup (Ianlﬁ)) (2.2.2)
R n-oow

Galimi trys atvejai:

1. Jeigu riba, esanti (2.2.2) iSraiSkoje arteja prie begalybés kai n — oo, tuomet laipsniné eilute
(2.2.1) diverguoja (Kosi prasme) visuose taskuose i$skyrus ¢. Nepaisant to, tokia eiluté taip
pat neSa naudingg informacijg (Hardy & Series, 1949). Todé¢l, funkcija (2.2.1) gali biiti

laikoma struktiiriniu diferencialinés lygties sprendiniu.

2. Jeigu riba, esanti (2.2.2) israiskoje artéja prie nulio kai n — oo, tuomet laipsniné eiluté (2.2.1)

konverguoja visoje kompleksinéje plokstumoje.

3. Jeiguriba, esanti (2.2.2) iSraiSkoje artéja baigtinés teigiamos nenulinés reik§més, tai laipsniné
eiluté (2.2.1) konverguoja srityje U = {|z — c| < R}; R > 0. Tuomet eiluté (2.2.1) gali bati
praplésta i platesng kompleksing sritj (nejtraukiancig reiskinio (2.2.1) singuliarumy) taikant
klasiking Rymano praplétimo technika, kurig sudaro trys Zingsniai (procediira gali buti

taikoma kelis kartus):
a) Pasirenkamas taSkas c; € U, patenkantis j laipsninés eilutés (2.2.2) konvergavimo sritj;

b) Funkcija y(z) skleidziama taske cq, t.y. randami naujos eilutés
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+ o0 .
z—c1)’
y(z) = Z b,-(].—,l), z,¢,b; €C (2.2.3)
j=0 '

koeficientai by, k = 0,1, ...;

¢) Randama naujai sukonstruotos eilutés (2.2.3) konvergavimo sritis V. Jeigu V néra U

poaibis, tuomet sakome, kad funkcijos f(z) konvergavimo sritis yra praplésta iki U U V.

Tardami, kad x € R yra prapléstos funkcijos argumentas, gausime realaus argumento
laipsning eilute y(x), apibrézta reikSméms x, nebiitinai patenkan¢ioms j konvergavimo
spindulj |x| < R. Tokiu atveju, praplésta funkcija y(x) ir jos laipsninés eilutés reprezentacija

yra laikomos ekvivalenciomis.
2.2.2. Trupmeninés laipsninés eilutés

Trupmenings eilés diferencialiniy lygciy sprendiniai gali biiti iSreiksti laipsninémis eilutémis, kuriose
sumuojami nariai su trupmeniniais laipsniais. Tolimesniuose §io poskyrio apibrézimuose bei

iSvedimuose laikysime, kad x > 0, 0 nagrinéjamy trupmeniniy operatoriy bei eiluc¢iy eilés parametras

n € N,
Apibrézimas 2.2.1. Trupmeninés laipsninés eilutés baze Wén), wl(n), ... vadinsime funkcijas:
I
xn
w(x) =———,j=01,.., (2.2.4)
r(&+1)
¢ia I'(+) — gama funkcija:
+o0
I'(x) = f ¥ lexp(—¢&)dé. (2.2.5)
0

Pastebésime, kad funkcija I' tenkina gerai zinomas lygybes (Andrews et al. 1999):

I'(1+ x) = xI'(x), x> —1; (2.2.6)
'n+1)=n!, n=01,...; (2.2.7)
[(x)=+0, x=0,—1,..; (2.2.8)
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(n—2)"Vr

n_l ) n = 1I3I )
n 272
r(=)= (=D =0 =1. 2.2.9
(2) (n—2)12 -1 (2:2.9)
———  n=24
272

Apibrézimas 2.2.2. Caputo laipsnine eilute vadinsime funkcija
+ 00
flx) = Z vw™, v €R. (2.2.10)

j=0
Pastebésime, kad (2.2.10) yra tradicinés laipsninés eilutés (2.2.1) trupmeninés eilés analogas.

Tegul Vx € R. Panaudoje keitinj t := Vx, galime perrasyti (2.2.10) tokiu biidu:

=Yy =fO=yt; y=—0>—. (2.2.11)
jZO ]( ) ]ZO ] ] F(%-}—l)

Tolimesniems skai¢iavimams pareikalausime, kad f(t) biity analiziné (iSskyrus baigtinj skaiciy
singuliarumo tasky) ir nesinguliari taske t = 0. Taigi, egzistuoja konvergavimo spindulys |t| < Ty;

T, > 0. Funkcija f toliau vadinsime funkcijos f charakteristine funkcija.

Apibrézimas 2.2.3. Caputo laipsniniy eilu¢iy aibe CIF, vadinsime aibe visy funkcijy, turinéiy

pavidalg (2.2.10) ir tenkinanciy reikalavimus, iSvardintus auksc¢iau:

+00
‘F, = Zvjwj(”);cj €Cj=01,..1. (2.2.12)
j=0

Caputo laipsniniy eilu¢iy aibé kartu tradicinémis sumos ir daugybos i$ skaliaro operacijomis sudaro

tiesine erdve virs C. Kadangi aibéje T, argumento x laipsniai yra neneigiami, galime apibrézti

standarting sandaugos tarp baziniy funkcijy w.™, w™ operacija:
k+1
wPw™ = ¢ |wd; ki=01,.... (2.2.13)
n

n)=

Tuomet, remdamiesi (2.2.13), sandaugg tarp dviejy Caputo laipsniniy eiludiy g§

T“;X(’) ajo(n), ggn)

j =275 bjo(n) € CF,, apibréZiame tokiu biidu:
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400 j

j/n
oV = ) | ) aubiox (k/n) w € °F, (2.214)

j=0 \ k=0

Pastebésime, kad daugybos (2.2.14) atzvilgiu neutralusis elementas yra wé") =1.

Apibrézimas 2.2.4. Caputo %—tosios eilés diferencijavimo bei integravimo operatoriais vadinsime

1 1
n n

operatorius CD( ) ir CI( ), apibréztus visiems g € €I, tokiais sarysiais:

CD(1/n)(W(Tl)) — { (n?: ka.l]. = 0; ’
J wi_pkaij=12,.." (2.2.15)
A (w™) = wildj =01,

1

1
Aibé €T, yra uzdara operatoriy cp@) ir 1) atzvilgiu. Pastebésime, kad taikant Caputo %—tosios

1
eilés diferencijavimo operatoriy vienetui gaunamas nulis, kadangi CD(Z) (Wén)) = 0.

Tequl f = };"‘3 vjwj(n) € °F,. I8 (2.2.15) seka, kad funkcijai f pritaikius Caputo %-tosios eilés

diferencijavimo operatoriy, gausime
1 —
cpla)f = Z vy w ™. (2.2.16)
j=0

. k . e ey . .. v .. .. . k .
Siame darbe Caputo ;-tOSIOS eilés iSvestines bei integralus Zymeésime atitinkamai (CD(l/ ”)) Ir

(Cl(l/n))k_

. L ..k T q . . 1
Racionaliosios eilés = k € N Caputo iSvestinés yra apibréziamos aukStesniy operatoriaus CD(n)

laipsniy pagalba:
@) N (n) +mr(]jlk+1)yf+" n =y
(CD 7 ) f= va“‘wf — Z ; (%) . (2.2.17)
&7 8 1)

Atskiru atveju, kai k = m - n;m € N, (2.2.17) lygtis gali bati pertvarkyta tokiu badu:
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mn +oo ]— .
(CD(%))( )f _oT (£ j m+1) o (R
= T (ﬁ + 1) (2.2.18)

- i (ﬁ (+ ")) Vjemn (V)

j=0 \k=1

Apibrézimas 2.2.5. Caputo algebra vadinsime algebrg ¢F, = (°F,; +,- |C).

Svarbig teoring bei prakting verte Caputo trupmeniniy laipsniniy eiluciy teorijoje turi sarysiai tarp
skirtingy eiliy Caputo algebry. Nagrinékime Caputo trupmeninés iSvestinés eilés parametro n

skleidinj pirminiy skai¢iy py, ..., Py, laipsniy sandauga:
m
n= Hp;(j , mk; €N. (2.2.19)
j=1

Caputo laispniniy eiluciy aibéms galioja tokios savybés:

1. °F, c CF ; c - c CF «; € °F,;
p] pj p_]
J

2. Bendruoju atveju “Fy, U “Fp2 U ..U CIFp;m + CFp;

3. “Fp, N Fp, = Fy, j#L

Aibe €T, sudaro baziniai elementai su sveikaisiais laipsniais, todél vienetinis elementas W(Epj) =

wépl) = wé”) = 1 yra toks pat bet kokiam poaibiui CIFpl_,l =1, ..., k;. I8 Siy pasteb¢jimy iSplaukia,
J

kad algebros, sukonstruotos i§ aibiy, pateikty pirmoje savybéje, yra ¢F, poalgebriai:

CF, cCF ,ccCF , CCF,.
pj pj p.] n
J

Kitos algebros CF, savybés yra detaliau nagrinéjamos straipsniuose (Navickas, Telksnys,
Marcinkevicius ir Ragulskis 2017; Navickas et al. 2018).
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3. Tyrimy rezultatai ir jy aptarimas

Kaip buvo minéta anksc¢iau, §io baigiamojo projekto tikslas — iSvystyti trupmeninés eilés Caputo
diferencialiniy lyg¢iy solitoniniy sprendiniy analizei skirta metodologija. Natiiralu, kad Siam tikslui
pasiekti pirmiausiai reikia sukurti technikas, leidzianCias spresti bei analizuoti trupmenines
diferencialines lygtis bendruoju atveju, kurios savo ruoztu galéty biiti taikomos solitoninius

sprendinius turintiems trupmeninés eilés modeliams.

Taigi, poskyryje 3.1 yra iSvedamos ir teoriskai pagrindziamos technikos leidziancios: (a) sukonstruoti
tikslius (analizinius) sprendinius trupmeninés eilés Caputo diferencialinéms lygtims su daugianario
tipo netiesiSkumu; (b) praplésti gauty sprendiniy, turinéiy begalinés laipsninés eilutés pavidala,
konvergavimo sritis bei () iSplésti gautus sprendinius j neigiamajg argumento pusase. Poskyryje 3.2.
yra pateikiamas pasiiilyty techniky taikymo pavyzdys trupmeninés eilés Rikati diferencialines lygties,

turincios solitoninius sprendinius, atveju.
3.1. Trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lyg¢iy tyrimo metodologija
3.1.1. Rymano algoritmas Caputo laipsniniy eilu¢iy konvergavimo srities praplétimui

Skyrelyje 2.1.1 buvo parodyta, kad analizinés funkcijos gali biiti prapléstos uZ jy konvergavimo
spindulio riby panaudojant Rymano praplétimo algoritmg. AnalogiSka technika gali biti taikoma ir

Caputo laipsninéms eilutéms (2.2.11).

Tegul f = X715 yj(’W)J ir eilutés £ konvergavimo spindulys kintamojo Vx atzvilgiu taske x = 0
yra T,. Pasirinkime T{/x—o tokj, kad x, buty nenulinis ir patekty j funkcijos f konvergavimo sritj: 0 <

T\’/x—o < Ty. Tuomet Caputo laipsnine eiluté f gali biiti pertvarkyta tokiu badu:

F= Y (F -+ 55) =Y, Y () 5 - )
e e +oo (3.1.1)
=2 | 2 (D)™ (= ym)" = ) n(V =)

Koeficientai 7; apibréziami tokiu buidu:

9 = i (i‘) ve(yxo) . (3.1.2)

k=j
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Pastebésime, kad (3.1.2) lygtimi apibrézti koeficientai yra baigtiniai, kadangi nepraplésta eiluté f
konverguoja. Lygtyje (3.1.1) i§vestos eilutés konvergavimo spindulys kintamojo V/x atzvilgiu tagke

x =[x, yra Ty > 0 (konvergavimo sritis - |Vx — /x| < Ty).

Be to, jeigu tg pacig procediirg pakartotume su x; # X, kuris taip pat tenkinty sglyga 0 < Y/x; < Ty,

tai gautume:
+co . +00 .
D u(E-vx) =) 7(VE-ym), (313)
Jj=0 j=0

jeigu x bty toks, kad eilutés i$ abiejy lygybés pusiy konverguoty.

Si procedira gali bati pritaikyta funkcijai i§ Caputo laipsniniy eiluéiy aibés €IF,, praplésti tarp dviejy
singuliarumo tasky (arba tarp singuliarumo ir begalybés, jeigu kity singuliarumy néra) perraSant
funkcijg kitoje bazeje (W — "./xk)], k = 0,1, .... Pastebésime, kad Sios iSpléstos eilutés sutampa
tasko x, gulin¢io visy jy konvergavimo spiduliuose, atzvilgiu, todél iSplétimai yra vieninteliai.
Pastebésime, kad tokie algebriniai veiksmai, kaip Caputo diferencijavimo operatorius yra apibrézti
tik bazéje (W)] (tasko x = 0 aplinkoje). D¢l Sios priezasties tolimesniuose skyreliuose visi reikiami
skai¢iavimai yra pirmiausiai atliekami tasko x = 0 aplinkoje ir tik tuomet prapleciami | visg

funkcijos apibrézimo sritj. Tod¢l kintamojo x nuliné aplinka yra vadinama algebriniy veiksmy

aplinka.

3.1.2. Trupmeninés eilés diferencialiniy lygéiy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendiniy

konstravimas

Kadangi Sio darbo tikslas yra naujos trupmeninés eilés Caputo netiesiniy diferencialiniy lygciy
sprendimo bei analizés metodologijos kiirimas, patogiausia pradéti tokio tipo tyrimg nuo
"paprastesniy" dinaminiy modeliy analizés. Todél toliau bus analizuojamos trupmeninés
diferencialinés lygtys su daugianario tipo netiesiSkumu. Kita vertus, bet kokj kitg netiesiSkuma galime

aproksimuoti daugianariu, taigi §is tyrimas yra vertingas ir bendruoju atveju.

Nagrinékime tokig Caputo trupmeninés eilés diferencialine lygtj:

(@) 0n) = 00w 30 =m0, (3.1.4)

gia y, € °F,, ir Q,, — m-tosios eilés daugianaris:
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m

Qm(y) = Z axy®; meN,a, #0. (3.1.5)
k=0

Siame skyrelyje diferencialinés lygties (3.1.4) sprendiniai bus tiesiogiai konstruojami algebriniy
veiksmy aplinkoje, bei prapleciami j kitas aplinkas naudojant procediira, aprasyta ankstesniame

skyrelyje.

3.1.2.1. Trupmeninés diferencialinés lygties (3.1.4) sprendiniy konstravimas tasko x =0

aplinkoje
Nagrin¢kime Caputo laipsning eilute y,, = %72, vjwj(n) =31 yj(W)] € CF,,. Pastebésime, kad
galioja sarysis:
+00 +00
1\ 1\
(D®)" 0 = (®) (3w ) = Y vysa®
. PR (3.1.6)
] +n (W)] J n ]
zyj+nr( 1) ; = <_+ 1>y]+n(\/§)
J n
j=0 r(p+1) =
Taigi, jstate funkcija y, 1 (3.1.4) gausime:
+oo m +0oo k
_] n J n .]
Z (; + 1) Vien(Vx) = z ay Z Z Hykl (Vx) + aq. (3.1.7)
j=0 k=1 J=0 \kq+-Fkp =j 1=1
Tegul Vx = tir §, = X1 y;t/. Tuomet (3.1.7) galime pertvarkyti tokiu biidu:
+00
D G+t = Q) (3.18)
j=0
Pertvarkius (3.1.8) reiskinj, gausime:
+00
D it =m0 G0, (3.19)
j=n

Pastebésime, kad pridéjus prie abiejy (3.1.9) lygties pusiy narj ;‘;11 jyjtj ~1, kairioji pusé pavirs
tradicine (sveikosios eilés) funkcijos ¥, i§vestine kintamojo t atzvilgiu, o visa lygtis taps paprastgja

diferencialine lygtimi:
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n—-1

dy
On _ - 10D + Z]y]tf 1 (3.1.10)

de

Panaudoj¢ apibrézimg y; = ( ) gausime lygtj (3.1.10) kiek kitoje formoje:

dy
d:—ntnwmmo+§:

=)

Pridéjus prie paprastosios diferencialinés lygties (3.1.11) pradine salyga y,(c) = s, gautas Kosi

t/i=1]. (3.1.11)

uzdavinys gali buti sprendziamas panaudojant metoda, apraSyta poskyryje 2.1. Apibendrintas

diferencialinis operatorius lyg¢iai (3.1.11) apibréziamas tokiu biidu (zr. Teoremag 2.1.1):

D, =D, +n| c"1Q,(s) + z D, (3.1.12)

2D

Tuomet paprastosios diferencialinés lygties (3.1.11) sprendinys (naudojant argumento t reikSmes, su

kuriomis eiluté konverguoja) turi tokia begalinés laipsninés eilutés forma:

—c)/
9= 9ult c.) = 2“]”m@@ (3.13)

j=0

¢ia Pn(c,c,s) =, pj(c,s) = Dis(s). Jeigu jmanoma, pritaike skyrelyje 2.1.5 aprasyta metodika,
sprendinj; (3.1.13) galime uZraSyti ,,uzdaroje formoje®. Jeigu to padaryti nepavyksta, sprendinio

(3.1.13) konvergavimo sritj galime praplésti taikant metodologijas, pristatomas toliau.
Pastebéje, kad ¥, (x) = 9,(Vx), galime suformuluoti teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.1. Trupmenings eilés Caputo diferencialiné lygtis (3.1.4) turi bendrajj sprendinj

+ 00 Tv_ _n j
Ya(x) = Z(xj—/x_o)pj(’i/x—, Up), (3.1.14)
j=0

Ya(Vx0) = uo, (3.1.15)

=v; k=1,..,n—1, (3.1.16)
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prie bet kokiy parametry ug;vq,Vy,...,Vn—1 reikSmiy (x, = 0), jeigu x tenkina nelygybe

|Vx — /xo| < Ty, Cia Ty, > 0 Zymi (3.1.14) eilutés konvergavimo spindulj.
3.1.2.2. Kosi uzdavinys suformuluotas trupmeninei diferencialinei lyg¢iai (3.1.4) taske x = 0

Remiantis Teorema 3.1.1, Kosi uzdavinys trupmeninés eilés Caputo diferencialinei lygciai (3.1.4)

gali buti suformuluotas taske x = 0:

1 n
(CD(H)) Yn = QmOn), Y= yn(x u(()O)); (3.1.17)
1\ K
G0 ar
x=0
Yale=o = u”. (3.1.19)

Pastebésime, kad $iuose skai¢iavimuose yra naudojama V/x $aknis, turinti maZiausia reikime arg (x).

I$ rezultaty, gauty praeitame skyrelyje, Ko$i uzdavinys (3.1.17)-(3.1.19) tasko x = 0 aplinkoje turi
tokj sprendinj:

ZW_) pj 0, ug°>). (3.1.20)

Sis sprendinys gali biiti prapléstas j platesne konvergavimo sritj, taikant algoritma, aprasyta skyrelyje

3.1.1:
1. Pasirenkama seka x, = 0 < x; < x, < --- ir laisvai pasirenkamas parametras u(()o) € R.

2. Parametras u(k+1) (k =0,1,...) yra apskai¢iuojamas pagal (3.1.13) formulg:

u$™ = 9, (Ve Ve us?)- (3.1.21)

Pastebésime, kad koeficienty pj(c, s) tikslios algebrinés iSraiSkos jau yra Zinomos, taigi

(k+1)

parametras u, gaunamas nesudétingai jstatymo budu.

3. Randama naujai gautos eilutés }A/n(r(/;, xk+1,u(()k+1)) konvergavimo sritis |Vx — /x| <

T

Xk+1"
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4. Pasirenkamas naujas taskas x,,, € {|Ti/§— ”,/xkl < Tka} ir procedira (2-4 zingniai)

kartojama i§ naujo.

Bendras Kosi uzdavinio (3.1.17)-(3.1.19) sprendinys gali biiti uzrasytas bet kokiam k:

Yn = V(2 u$”) = 3 (V. Ve ud?), (3.1.22)
gia |V — x| < T, Ty, > 0, = 0.
3.1.2.3. Kosi uzdavinys suformuluotas trupmeninei diferencialinei lyg¢iai (3.1.4) taske x = 0

Pertvarkymai, apraSyti praeitame skyrelyje, gali biti pritaikyti bendresnio Kosi uzdavinio, kuriame

pirmoji pradiné salyga formuluojama nenuliniame taske x, sukonstravimui:

1 n
(@) 3 = 0nOw, 3w =m(x ) (31.23)
1\ K
x=0
_ (0,
Ynlx=0 = ug 5 %o # 0. (3.1.25)

Analogiskai Kosi uzdaviniui (3.1.17)-(3.1.19), uzdavinio (3.1.23)-(3.1.25) atveju gaunamas toks
sprendinys:

¥n = (20,05 ) = (V2 Yo 0 ). (3.1.26)

Pastebésime, kad pradinés salygos, atitinkanc¢ios trupmeniniy iSvestiniy reikSmes, privalo biiti

formuluojamos taske x = 0, kad sprendinys (3.1.26) galioty.

3.1.3. Trupmeninés eilés diferencialiniy lyg¢iy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendiniai

prie neigiamy argumento x reik§miy

Kaip buvo teigiama anksc¢iau, vienas i§ pagrindiniy Sio darbo uzdaviniy yra trupmeningés eilés Caputo
diferencialiniy lyg€iy sprendiniy praplétimas j neigiamaja laiko a8} argumento x atzvilgiu. Tokio
iSplétimo pasekméje gaunamos kompleksinés trupmeninés Caputo laipsninés eilutés, kurios yra

apibréziamos sekanciame skyrelyje.
3.1.3.1 Kompleksinés trupmeninés Caputo laipsninés eilutés

Nagrinékime Caputo laipsniniy eilu¢iy bazés, apibréztos skyrelyje 2.2.2, iSplétima:
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N
(Wj(n))k = %exp <ij arg(x)+2nk>’ (3.1.27)
n

¢ia i-menamasis vienetas, x € R,k = 0,...,n — 1;j = 0,1, ... ir \/|x| € R atitinka $aknj su maZiausia
reik§me arg(x). Si bazé prie k = 0 sutampa su baze Wj("), apibrézta skyrelyje 2.2.2. Taciau, kai k =

1,2, ...,n — 1, funkcijos (w.(")

} )k yra kompleksinés.

Panaudojant (3.1.27) standarting Caputo trupmening laipsnine eilute (2.2.10) galime iSplésti | n

kompleksiniy trupmeniniy eiluciy tokiu biidu:

+00

fo(x) = Z vj(wj(”))k D k=0,..,n—1. (3.1.28)

Jj=0

3.1.3.2. Trupmeninés eilés diferencialiniy lyg¢iy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendiniy

praplétimas j neigiamajq pusase

I§ Teoremos 3.1.1 i$plaukia, kad trupmeninés Caputo diferencialinés lygties (3.1.4) sprendinys turi
formg (3.1.14), kur koeficientai p; yra sugeneruojami taikant apibendrinto diferencialinio
operatoriaus metoda, apraSyta ankstesniuose skyreliuose. Panaudojant baze, apibrézta skyrelyje

3.1.3.1, sprendinj (3.1.14) galime iSplésti ] kompleksing plokStuma:

! n
j=0 J

n ~arg(xy) + 2mk
’Pj<\/|xo|eXp<l - o |.

400 (n _n Jj
(), = Z (m ‘/lx—"l) exp (ij arg(x) + 2nk> .

(3.1.29)

a+2mk
n

Pazymeéje a = arg(x,) ir ﬁ,(lk) (@) = exp (i ), eilute (3.1.29) galime perrasyti tokiu biidu:

& (Vi = VTl

(050, = ) S (1P (ol g w) + i (xl e w)), (3130
j=0
¢ia
2% (1xo, @, up) = Re((ﬁé’”(a))jp,-(i/ %] ,S’%a),uo)); (3.1.31)
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1 (ol @ up) = Im (( ©@) b (V] ﬁ(")m),uo)). (3.1.32)

Israiska (3.1.30) leidzia analizuoti sprendinius prie neigiamy argumento reikSmiy (x < 0), taiau Sie

sprendiniai yra daugiareikSmiai (kadangi /|x| turi n skirtingy Sakny) bei kompleksiniai.

3.1.3.3. Trupmeninés eilés diferencialiniy lyg¢iy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendiniy

Rymano praplétimas neigiamoje pusaséje

Metodo, aprasyto skyrelyje 3.1.2.2, patobulinimas yra bitinas, kad galétume sukonstruoti
trupmeninés eilés Caputo diferencialinés lygties (3.1.4) atskirus sprendinius. Pasirinkime dvi skaiciy
sekas: .. <x_, < <x_1<0;0<x; <x, <--irxy = 0.Kiekvienamk =0, ...,n — 1, pradiné

k)

salyga s( € R yra pasirenkama laisvai.

) | (k) yra apskaic¢iuojamos panaudojant Siuos sarysius:

r(li)1 ((n\/ xr+1)k, (%)k,sr(k)) ;r=01,..; (3.1.32)

s9 =9 (Vo) (V) os%)ir =04, (3.1.33)

Tuomet, sekos s(k

¢la ¥ zymi paprastosios diferencialinés lygties sprendinj j kurj pagal Teoremag 3.1.1 yra

transformuojama trupmening diferencialiné lygtis (3.1.4).

Trupmenines eilés Caputo diferencialinés lygties (3.1.4) atskirasis sprendinys, atitinkantis k-taja

reiskinio \/x,- $aknj, uzraSomas tokiu budu:

(), = 9 ((32) ; (Vx0) 5. (3.1.34)
Gar=0,41,42, ..

Pastebésime, kad seka .. <x_; <xy <x; < privalo buti parinkta tokiu budu, kad eilute
generuojama y konverguoty aibése R ir C. Be to, kadangi taSkas x = 0 yra trupmeninés
diferencialinés lygties sprendinio i$siSakojimo taskas, funkcijos (yn(x)) . Déra diferencijuojamos

Siame taske.

Taigi, apibendrinant Siame poskyryje pasiiilyta (3.1.4) tipo trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy

lygc€iy sprendiniy analizés metodologija, galime suformuluoti $iuos pagrindinius Zingsnius:
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1. Caputo laipsning eilute y, = /5 vjwj(n) =275 yj(W)] € CF,, jstatome j trupmening
diferencialing lygt] ir gautg iSraiSkg pertvarkome j paprastaja diferencialing lygti (3.1.11) (Zr.
skyrelj 3.1.2.1);

2. Gautg paprastajg diferencialing lygt] sprendziame apibendrinto diferencialinio operatoriaus

metodu ir gauname begalinés laipsninés eilutés formos sprendinj (3.1.13) (Zr. skyrelj 3.1.2.1);

3. Trupmeninés diferencialinés lygties (3.1.4) sprendinj (galiojantj prie x > 0) gauname (3.1.13)
i$raiskai pritaike keitinj t = V/x (Zr. Teorema 3.1.1). Jeigu, jmanoma, taikome 2.1.5 skyrelyje
aprasyta metodika, kad suvestume sprendinj | ,,uzdarg” formg. Jeigu tokio suvedimo atlikti

nepavyksta, pereiname prie sekancio zingsnio;

4. Norédami praplésti trupmeninés diferencialinés lygties (3.1.4) gauta begalinés laipsninés
eilutés formos sprendinio konvergavimo sritj, taikome modifikuota Rymano praplétimo

algoritmg (zr. skyrelj 3.1.2.2);

5. Norédami nagrinéti trupmeninés diferencialinés lygties (3.1.4) sprendinius prie neigiamy
argumento x reikSmiy, naudojame praplésty 1 neigiamajg pusase sprendiniy iSraiskas (3.1.29),

taciau, $iuo atveju gauname n skirtingy kompleksiniy sprendiniy (Zr. skyrelj 3.1.3.2);

6. Norédami praplésti trupmeninés diferencialinés lygties (3.1.4) gauty kompleksiniy sprendiniy
prie x < 0 konvergavimo sritj, taikome modifikuota Rymano praplétimo algoritma

neigiamoje pusase¢je (zr. skyrelj 3.1.3.3).

3.2. Skaitinis pasiiilytos metodologijos taikymo pavyzdys trupmeniniy diferencialiniy lygciy

solitoniniams sprendiniams tirti

Rikati lygtis yra paprasCiausias netiesinis modelis ir taipogi papras€iausias modelis, kuriame
egzistuoja solitoniniai sprendiniai. Kadangi dél bendros trupmeninés eilés solitono formos dar néra
sutarta, Rikati diferencialinés lygties, kaip paradigminio solitonus generuojanc¢io modelio,
apibendrinimas ] trupmeninés eilés diferencialing lygtj suteiks jzvalgy i trupmeninés eilés solitoniniy
sprendiniy struktiirg. Atskirais atvejais jau buvo parodyta (Navickas, Telksnys, Marcinkevicius ir
Ragulskis 2017), kad kai kurios trupmeninés eilés Rikati diferencialinés lygtys turi sprendinius,

apimancius solitoniniy sprendiniy aibg.

Taigi, Siame poskyryje pritaikysime pasitlyta (3.1.4) tipo trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy
lyg€iy sprendiniy analizés metodologijg trupmeninés eilés Rikati diferencialinei lygciai bei ja

atitinkantiems solitoniniams sprendiniams.
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Nagrinékime tokig paprastgjg Rikati diferencialing lygtj:

dy
— =2y2 -5y —2; 2.
i S5y (3.2.1)

y(xo) = Uy. (3.2.2)

Gerai zinoma, kad paprastoji diferencialiné lygtis (3.2.1) turi tokj sigmoidinj solitoninj sprendinj:

ay(ug — ay) eXp(Zal(x - xo)) —ay(ug — az) eXp(Zaz(x - xo))
(up — ay) exp(Zal(x - xo)) — (up — az) exp(2a2 (x — xo))

y(x, X0, Up) = . (3.23)

5+v41

¢ia a;, = yra daugianario 2y? — 5y — 2 3aknys. Sprendinys (3.2.3) yra nesudétingai
gaunamas pritaikius konstravimo algoritmg, besiremiantj apibendrinto diferencialinio operatoriaus
metodu bei tiesiskai rekurentiniy seky teorija (zr. poskyrj 2.1). Sio sprendinio grafikas yra

pavaizduotas 3 pav.

3 pav. Paprastosios diferencialinés lygties (3.2.2) sigmoidinis solitoninis sprendinys, gaunamas prie

pradiniy salygy xo = 0,uy = %

NemaZzindami bendrumo, tarkime, kad n = 2, x, = 0 ir nagrinékime trupmeninés eilés diferencialing

Rikati lygti:

( CD(%)>2 y = 2y% — 5y — 2. (3.2.4)

1
p@y| =v; ¥ =u®. (3.2.5)

x=0

Trupmeninés diferencialinés lygties (3.2.4)-(3.2.5) solitoninis sprendinys yra sukonstruojamas
panaudojant algoritma, apraSyta skyrelyje 3.1.2. Kadangi gauto, begalinés laipsninés eilutés forma

turinCio, solitoninio sprendinio nepavyksta suvesti j ,,uzdarg forma“, jo konvergavimo sritis yra
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prapleciama teigiamaja bei neigiamajg pusases (argumento x atzvilgiu) taikant metodika, pasiiilyta
poskyryije 3.1. Pastebésime, kad egzistuoja du solitoniniai sprendiniai, kadangi reiskinys v/x turi dvi
Saknis. Realiosios bei menamosios $iy sprendiniy dalys yra pavaizduotos 4 pav. Taip pat atkreipsime

démesj, kad sprendinys yra realusis, kai x = 0, menamosios dalys atsiranda tik prie neigiamy

argumento x reik§miy.

Trupmeninés diferencialinés lygties (3.2.4)-(3.2.5) solitoniniai sprendiniai prie skirtingy pradinés
salygos v, reikSmiy yra pavaizduoti 5 pav. Matome, kad kai pradiné salyga v, artéja prie nulio,
trupmeninés diferencialinés lygties (3.2.4)-(3.2.5) solitoninis sprendinys artéja prie paprastosios
diferencialinés lygties sigmoidinio solitoninio sprendinio (3.2.3). Taigi, keisdami pradinés salygos v,
reikSmes galime reguliuoti skirtumg tarp trupmeninés diferencialinés Rikati lygties solitoniniy
sprendiniy bei paprastosios Rikati diferencialinés lygties solitoninio sprendinio. Todé¢l, Sis efektas,
suriSantis trupmeniniy bei paprastyjy diferencialiniy lyg€iy sprendinius yra svarbus tiek i§ teorinés,

tiek i§ praktinés pusés.

Baigiamajame darbe pristatytos metodologijos taikymas sudétingesnéms trupmeninés eilés
netiesinéms diferencialinéms lygtiems yra neabejotinas blisimy tyrimy tikslas, kadangi tai leisty
padaryti daugiau iSvady apie trupmeniniy diferencialiniy lyg¢iy solitoninius sprendinius bei jy

sarysSius su netrupmeniniais analogais.

Re(y) Im(y)
P e o e ““\ 4 f
1
\
1
?- 2
1
1
{ |
¥
3 - > ] 5 » X 73.‘_‘_'.‘_7_2_'_‘_‘__':,'____\ ] : % - X
1 N
-1 ‘\-,f"—_—-- -1
2L -2t
(a) (b)

4 pav. Trupmeninés diferencialinés Rikati lygties (3.2.4) solitoniniy sprendiniy realiosios (dalis (a)) bei
menamosios (dalis (b)) dalys prie pradiniy salygy x, = 0, u(()o) = %, v, = 5. Zalioji vientisa bei mélynoji

punktyriné linija atitinka sprendinius, gaunamus nagrinéjant reiskinio v/x dvi skirtingas $aknis.
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"aaggan®

~
‘e

(@)

(b)

5 pav. Trupmeninés diferencialinés Rikati lygties (3.2.4) solitoniniai sprendiniai. Pradinés salygos x,
0, u(()o) = %parinktos vienodos abiem atvejais (a) ir (b). Pradiné salyga, atitinkanti trupmeninés eilutés
koeficientus (a) atveju yra v; = 5, (b) atveju - v; = 1. Zalioji vientisa bei mélynoji punktyriné linija
atitinka sprendinius, gaunamus nagrinéjant reiskinio v/x dvi skirtingas $aknis. Juodoji linija atitinka

paprastosios diferencialinés lygties sprendin;j (3.2.2).

52



ISvados
Baigiamojo projekto metu atlikus eile teoriniy bei praktiniy tyrimy buvo gautos $ios iSvados:

1. Trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lygc¢iy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendinio
konvergavimo sritj galima praplésti taikant pristatyta modifikuota Rymano praplétimo

algoritmg.

2. Trupmeninés eilés Caputo diferencialiniy lyg¢iy su daugianario tipo netiesiSkumu sprendinys
»i8siSakoja® | n skirtingy kompleksiniy sprendiniy kai nagriné¢jamos neigiamos argumento

reik§més (Cia n - trupmeniniy operatoriy bei eiluciy eilés parametras).

3. Trupmeninés Rikati diferencialinés lygties solitoniniai sprendiniai artéja prie paprastosios
diferencialinés lygties sigmoidinio solitoninio sprendinio, kai pradiné salyga, atitinkanti

prading trupmeninés iSvestinés reikSme, artéja prie nulio.
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