KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS
VYTAUTO DIDZIOJO UNIVERSITETAS
VILNIAUS GEDIMINO TECHNIKOS UNIVERSITETAS

MINDAUGAS BRAZENAS

KETVIRTOS EILES FAZINIU SKIRSTINIU STRUKTURU
ANALIZE IR MARKOVO ATVYKIMU PROCESO PARAMETRU
PAIESKOS MAKSIMALAUS TIKETINUMO METODU
ALGORITMO ISLYGIAGRETINIMAS

Daktaro disertacijos santrauka
Gamtos mokslai, informatika (N 009)

2019, Kaunas



Disertacija rengta 2014-2018 metais Kauno technologijos universiteto Ma-
tematikos ir gamtos moksly fakultete Matematinio modeliavimo katedroje.

Mokslinis vadovas:
Prof. habil. dr. Eimutis VALAKEVICIUS (Kauno technologijos universite-
tas, gamtos mokslai, informatika, N 009).

Lietuviy kalba redagavo: Giedré Vadlugaité (UAB ,,Lingvobalt®)
Angly kalba redagavoe: Aleksandra Drublioniené (UAB ,,Lingvobalt®)

Informatikos mokslo krypties disertacijos gynimo taryba:

prof. habil. dr. Rimantas BARAUSKAS (Kauno technologijos universite-
tas, gamtos mokslai, informatika, N 009) — pirmininkas;

prof. habil. dr. Raimondas CIEGIS (Vilniaus Gedimino technikos universi-
tetas, gamtos mokslai, informatika, N 009);

prof. dr. Gintaras PALUBECKIS (Kauno technologijos universitetas, gamtos
mokslai, informatika, N 009);

prof. habil. dr. Minvydas RAGULSKIS (Kauno technologijos universitetas,
gamtos mokslai, informatika, N 009);

doc. dr. Zsolt SAFFER (Vienos technologijos universitetas, gamtos moks-
lai, informatika, N 009).

Disertacija bus ginama vieSame informatikos mokslo krypties disertacijos
gynimo tarybos posédyje 2019 m. birzelio 18 d. 13 val. Kauno technologi-
jos universiteto Rektorato saléje.

Adresas: K. Donelai¢io g. 73-402, 44249 Kaunas, Lietuva.
Tel. +370 37 300 042; faks. +370 37 324 144; el. pastas doktorantura@ktu.lt

Disertacijos santrauka iSsiusta 2019 m. geguzés 17 d.

Su disertacija galima susipazinti internetingje svetainéje http://ktu.edu, Kau-
no technologijos universiteto (K. Donelaicio g. 20, 44239 Kaunas), Vytauto
Didziojo universiteto (K. Donelaicio g. 52, 44244 Kaunas) ir Vilniaus Gedi-
mino technikos universiteto (Saulétekio al. 14, 10223 Vilnius) bibliotekose.



ZYMEJIMAI

Matricos vaizduojamos paryskintomis didziosiomis raidémis, pvz.,
Q, konkretus matricos elementas nurodomas kaip Q; ;. Vektoriai vaizduoja-
mi paryskintomis mazosiomis raidémis, pvz., &, d, o ju elementai nurodomi
kaip «;, d;. Matricos ir vektoriai gali baiti numeruojami, pvz., Do, P[],
d1, alu]. Atsitiktiniai dydziai vaizduojami didziosiomis kaligrafinio §ifro
raidémis, pvz., X'. Atsitiktiniai dydziai gali buti indeksuojami, pvz., B;, N;, e
Atsitiktiniy dydziy aibés vaizduojamos paryskintomis kaligrafinio Sifro di-
dziosiomis raidémis, pvz., H = {B;, N, j, Z;}. Atsitiktiniy dydziy aibés
vidurkiai nurodomi kaip pvz., h = {b;, n; j, z; }. Atsitiktiniy dydziy saraso
pavyzdys — X = (X1, Xo, . ..), o jo realizacijy sarasas —x = (z1, z2,...).
Parametry aibés vaizduojamos tarp lenkty skliausteliy, pvz., (o, D).

Kiti Zzyméjimai:

ly—z|

r.a.d. — atstumo metrika, skai¢iams z,y € R apibréziama kaip B

P(...) — tikimybg,

E[...] - tikétina reik§mé, vidurkis,

(@ — Markovo grandinés intensyvumy matrica,

o — pradiniy tikimybiy vektorius (eilute),

Dg — peréjimy, kurie negeneruoja ivykiy, intensyvumy matrica,
D — peréjimy, kurie generuoja ivykius, intensyvumy matrica,

d; — peréjimuy | absorbuojancia biiseng intensyvumy vektorius (stul-
pelis),

d — peré¢jimy i absorbuojancia biiseng intensyvumy vektorius (stulpe-
lis),

r — Erlango Saky dydziu vektorius,

A — Erlango Saky intensyvumy vektorius,

7 — pradinés Erlango $akos tikimybiy vektorius (eilute),
IT — Erlango Saky pasirinkimo tikimybiy matrica,

1 — vektorius (stulpelis) su vienetiniais elementais,



e; — vektorius (eiluté) su nuliniais elementais iSskyrus i-taji elementa,
kuris lygus 1.

Naudojamos santrumpos:
CTMC - tolydaus laiko Markovo grandiné,
DTMC - diskretaus laiko Markovo granding,
CHMM - tolydaus laiko pasléptoji Markovo grandiné,
PH — fazinis skirstinys,
ER — Erlango skirstinys,
HErD — Erlango hiperskirstinys,
MAP — Markovo atvykimu procesas,
TMAP — nutriikstantis Markovo atvykimy procesas,

ER-CHMM — MAP arba TMAP procesas, turintis Erlango hiperskir-
stinio struktiira,

EM — maksimalaus tikétinumo metodas,
GPU - vaizdo procesorius,
CPU - centrinis procesorius,

11h — tikétinumo funkcijos reikSmés logaritmas.



IVADAS

Tolydaus laiko baigtinés buiseny erdvés Markovo modeliai deSimt-
meciais naudojami modeliuojant stochastinius procesus. Tokio tipo mode-
liavimo pranasumas — galimybé analiziskai apskai¢iuoti modelio charakte-
ristikas. Markovo proceso tolesné raida priklauso tik nuo dabartinés bise-
nos (t. y. nepriklauso nuo ankstesniy biiseny). Kitaip tariant, procesas netu-
ri atminties. Si savybé lemiama eksponentinio skirstinio savybiuy. Atsitikti-
nai sugeneruoto laiko (pagal eksponentinj skirstinj) likusio laiko skirstinys
nepriklauso nuo praéjusio laiko ir turi tg patj skirstini. Toks skirstinys va-
dinamas nesenstanciu ir nejaunéjanciu. Vis délto realaus pasaulio procesai
nusakomi paciais jvairiausiais skirstiniais. Tokiy procesy nusakymo marko-
visku modeliu tikslumas priklauso nuo to, kaip tiksliai skirstiniai yra aprok-
simuojami eksponentiniy skirstiniy miginiais ir sasukomis. Sie skirstiniai
vadinami faziniais, o juos sudarancios biisenos — fazémis.

Bet kurj teigiamo atsitiktinio dydzio skirstini galima (kiek norima)
tiksliai aproksimuoti faziniu skirstiniu. Literatiroje daug démesio skiriama
faziniy skirstiniy reprezentacijos ir parametry paieskos problemoms spre-
sti. Norint atlikti optimalia parametry paieSka, reikia turéti faziniy skirsti-
niy kanonines formas. Deja, §ios kanoninés formos yra surastos faziniams
skirstiniams tik su 2, 3 fazémis. Aukstesnés eilés kanoniniy formy radimas
analiziniu bidu yra sudétingas. Dél Sios priezasties nagrinéjamas jvairiy fa-
ziniy skirstiniy klasiy pritaikomumas parametry paieskai. Taciau tokiy kla-
siy taikymas néra optimalus ir aproksimuojant duota skirstinj gali prireikti
daugiau faziy. Kita vertus, parametry paieska, naudojant tam tikras klases,
yra efektyvi. Kuriant Markovo modelius susiduriama su problema — biiseny
aibé sparciai didéja naudojant fazinius skirstinius, turinc¢ius daugiau faziy.
Sia problema galima sumazinti naudojant fazinius skirstinius su mazesniu
faziy skai¢iumi. Optimalus faziniy skirstiniy radimas galimas tik turint ju
kanonines formas.

Mokslinéje literatiiroje néra pateikta rezultaty apie bendrasias faziniy
skirstiniy struktiiras. Mes tiriame keturiu faziy skirstinius sugeneruodami
visas galimas jy struktiiras ir jvairiais biidais paSalindami perteklines. Gau-
ta struktliry aibé yra tiriama empiriSkai, panaudojant jas ivairiy skirstiniy
aproksimavimui.

Faziniu skirstiniu (kaip ir bet kuriuo kitu skirstiniu) galima modeli-



uoti tarpusavyje nepriklausomus tarplaikius tarp stebimo reiskinio ivykio
momenty. Vis délto pasitaiko atveju, kai tarplaikiai tarpusavyje yra koreli-
uoti. Siekiant sukurti tikslesni modelj, svarbu jvertinti tokias tarplaikiy tar-
pusavio priklausomybes. Tai galima padaryti naudojant Markovo atvykimy
procesus.

Dél sudétingo Siy procesy nagringjimo analiziniu biidu, kanoninés ju
formos surastos tik procesams su 2 fazémis. Markovo atvykimo proceso
parametry paieSka, lyginant su faziniu skirstiniy parametry paieska, yra su-
détingesné, nes papildomai turi biti {vertinta ir tarplaikiuy koreliacija.

Markovo atvykimy procesams aktualesné problema yra spartesné pa-
rametry paieska. Kad buty tiksliau jvertinta tarplaikiy koreliacija, parame-
try paieskai turi buti naudojama kiek galima ilgesné tarplaikiy seka. Naudo-
jantilgesne tarplaikiy seka, parametry paieskos laikas didéja. Dél to skaiCiavi-
mus reikia iSlygiagretinti. Deja, mokslingje literatiiroje néra nagrinéjamas
parametry iSlygiagretinimo klausimas. Siekdami uzpildyti $ia spraga, for-
malizavome ir palyginome jvairius maksimalaus tikétinumo metodo algo-
ritmo iSlygiagretinimo variantus. Dalis idéjy buvo paimtos i§ giminingos
srities — tolydaus laiko pasléptyju Markovo modeliy parametry paieskos al-
goritmy. Atlikome algoritmy sudétingumo teoring analizg. Algoritmus kareé-
me C++ kalba, lygiagretiems skai¢iavimams naudojome vaizdo procesoriy.
Rezultatus apibendrinome ir pateikéme tirty algoritmy taikymo rekomen-
dacijas.

Tyrimo objektas
Markovo procesai: faziniai skirstiniai ir Markovo atvykimy procesai.
Tyrimo tikslas

Istirti aproksimavima faziniais skirstiniais, turin¢iais pakankama paréjimuy
skaiiy. Istirti Markovo atvykimuy proceso ir nutritkstan¢io Markovo atvy-
kimy proceso parametry paieskos islygiagretinima.

Tyrimo uzdaviniai
1. Sukurti faziniy skirstiniy struktiiry generavimo algoritma.

2. Tirti teigiamo atsitiktinio dydzio skirstinio aproksimavima jvairiy struk-
tiiry klasiy faziniais skirstiniais.



3. Formalizuoti Markovo atvykimy proceso parametry paieskos lygiag-
recius algoritmus.

4. Pritaikyti maksimalaus tikétinumo metoda nutriikstanc¢io Markovo at-
vykimy proceso parametry paieskai.

5. Sukurti Markovo atvykimy ir nutriikstan¢iy Markovo atvykimy proce-

sy parametry paieskos lygiagrecius algoritmus. Spartesniam skaic¢iavimui

naudoti grafinji procesoriuy.
Tyrimy metodai ir programiné jranga
1. Aprasomoji statistika naudojama tyrimy rezultatams analizuoti.

2. Visi skai¢iavimai atlikti savarankiskai paraSytomis programomis C++
kalba. Naudotos kelios papildomos bibliotekos: EIGEN, BOOSTS.

3. Programos (veikimui pasitelkiant vaizdo procesoriy) buvo sukurtos
naudojant tam tikslui skirta CUDA biblioteka.

Darbo mokslinis naujumas ir praktiné svarba

Irodyta, jog bet kuriam n-tosios eilés faziniam skirstiniui nusakyti pa-
kanka p = 2n — 1 parametry. Ta¢iau, norint fazinius skirstinius panaudoti
praktiskai, reikia turéti jy matricinés formos reprezentacijas. Matricinés for-
mos reprezentacija patogu charakterizuoti peréjimy tarp buseny skai¢iumi
m (maksimalus nepriklausomy parametry skaicius p = m—1). Visa galimy
faziniy skirstiniy aibé gali biiti padengta matricinés formos reprezentacijo-
mis sum < 2n + AM,, peréjimais.

Kanoninés formos (reprezentacijy parametrizacijos) yra surastos tik
eiliy n = 2, 3 faziniams skirstiniams. Tad maksimalus papildomy peré¢jimy
skai¢ius A M, bendru atveju néra Zinomas (Zinoma, tik AMs = 0, AM3 =

1).

Mes tikimeés, jog pakanka naudoti reprezentacijas be papildomy peréjimy

(t.y. m = 2n ir p = 2n — 1). Suformuluojame hipotezg, jog bet kuriam
faziniam skirstiniui, kurio matricinés formos reprezentacija turi papildomy
peréjimy (t. y. Am,, > 0, kur Am,, < AM, ), galima surasti reprezentacijy
be papildomy peréjimu (m = 2n) seka, kurios faziniai skirstiniai konver-
guoja i pradinj skirstini. Analogiska hipotezé néra suformuluota mokslinéje
literatiiroje. Hipoteze pagrindziame empiriskai, tokiam atvejui, kai n = 4.
Pasinaudoj¢ misy sukurtu struktiiry generavimo algoritmu, gauname visa



faziniy skirstiniy erdve padengianéia struktiiry aibe. Siomis struktiiromis
aproksimuojame literatliroje pateiktus skirstinius, remdamiesi gautais re-
zultatais pagrindziame hipotezg.

Mokslinéje literatiiroje nagrinéjamas faziniy skirstiniy efektyvios pa-
rametry paieskos klausimas naudojant tam tikra strukttiry klase. Ta¢iau pa-
sirinkta viena struktiiry klasé negali padengti visos faziniy skirstiniy aibés.
Siekiant ieskoti parametry optimaliausiu btdu, reikia nagrinéti visas gali-
mas struktiiras. Mokslinéje literattiroje analiziniu biidu tai padaryta tik treci-
os eilés faziniams skirstiniams — surastos ju kanoninés formos. Ketvirtos
eilés faziniy skirstiniy analizinis tyrimas yra pernelyg komplikuotas. Dél to
kaip alternatyva pasitiléme paprastesni struktiiry generavimo algoritma. Ne-
galime garantuoti, jog algoritmo gauta struktiiry aibé yra minimali, taciau
ji gali biiti naudojama iSsamesniems tyrimams.

Tiesa, musy struktiiry generavimo algoritmas néra efektyvus ir sunki-
ai praktiskai pritaikomas aukstesniy eiliy (n > 4) faziniy skirstiniy struk-
tary generavimui dél didelio pradiniy strukttiry skaiciaus. Dél to papildomai
tiriame aproksimavimg faziniais skirstiniais, turinCiais atsitiktinai sugene-
ruota struktiirg su m = 2n peré¢jimais. Atvejui n = 4 rezultatai palyginami
su analogiSkais rezultatais naudojant sugeneruota struktiiry aibg, kaip atspir-
ties taska. Mokslingje literatiiroje analogisko tyrimo rezultatai néra pateikti,
to priezastis — iki $iol nebuvo sukurtas struktiiry generavimo algoritmas.

Mokslinéje literatiiroje néra pateikta tyrimuy, kuriais palyginamas aprok-
simavimas retomis (sum = 2n peréjimais) struktiromis ir tankia struktiira,
naudojant EM metoda. Darbe nustatéme aproksimavimo ypatumus abiem
atvejais. Gauti rezultatai yra naudingi dél ju taikymo. Tanki strukttra yra
lanksti, taciau dél perteklinio parametry skaiCiaus pasiekiamas labai létas
konvergavimas dar nepasiekus labiausiai tikétiny parametry. Aproksimuo-
jant rety struktiiry aibe tikétina, jog bent viena strukttira konverguos sparci-
au ir bus gauti labiau tikétini parametrai su mazesniu iteracijy skai¢iumi. Be
to, rety struktiiry parametry paieska gali buti atlieckama lygiagreciai, atski-
rai kiekvienai strukttrai. Tolesniems tyrimams galima kelti klausima, kaip
parinkti tinkama, greitai konverguojancia struktiira.

Markovo atvykimy proceso struktiiry analizé yra sudétinga proble-
ma, kurios i§samiau nenagrinéjame. Démes; skiriame greitesnei Markovo
atvykimy proceso parametry paieskai. Maksimalaus tikétinumo metodo al-



goritmas dél rekurentiniy skai¢iavimo formuliy yra nuoseklus. Taciau jve-
dus papildomus skai¢iavimus algoritma galima iSlygiagretinti. Nepaisant
to, mokslingje literatiiroje néra aptariamas MAP procesy parametry paies-
kos iSlygiagretinimas. Markovo atvykimu procesy klasé, nusakoma Erlan-
go skirstiniy miSiniu (ER-CHMM), atitinka tolydaus laiko pasléptaji Mar-
kovo modeli (CHMM). Sio modelio parametrai gali biiti ieSkomi Baum-
Welch algoritmu. [sigilinus i detales paaiskéjo, jog Baum-Welch algoritmo
principus galima pritaikyti ir Markovo atvykimy proceso parametry paies-
kos iSlygiagretinimui. Algoritma galima formalizuoti {vairiais biidais, nuo
kuriy priklauso jo veikimo charakteristikos. [Sskyréme kelis algoritmy va-
riantus (iskaitant ir viena miisy pasiiilyta) ir juos palyginome.

Nutriikstantys Markovo atvykimy procesai (TMAP) néra taip placiai
iSanalizuoti kaip MAP procesai. Mokslinéje literatiiroje néra aptartas EM
metodo taikymas TMAP proceso parametry paiesSkai. Miisy darbo indélis —
EM metodo algoritmo i§vedimas $io proceso parametry paieskai atlikti. EM
metoda taikome panasiai kaip ir faziniy skirstiniy (Markovo atvykimy pro-
cesy parametry paieskos atveju), skirtumas tik tas, jog ivertinamos atsitik-
tinio ilgio tarplaikiu serijos. IeSkant parametry, tarpiniai skai¢iavimai seri-
joms gali buti atlikti nepriklausomai, tad galimas tiesioginis i§lygiagretini-
mas (t. y. neivedant bendra sudétinguma padidinanc¢iy papildomy skaiciav-
imy). Sukiiréme nuosekly bei lygiagrety algoritmus ir juos palyginome.

Pastaruoju metu sparciai tobulinami vaizdo procesoriai (GPU). Be
to, sukurtos programinés priemonés matematiniams skaic¢iavimams atlikti.
Taciau mokslinéje literattiroje neaptariamas GPU taikymas spartesnei MAP
ir TMAP procesy parametry paieskai. D¢l to Siy procesy parametry paies-
kos lygiagrecius algoritmus sukiiréme naudodami vaizdo procesoriy. Darbo
metu nustatéme iskylancias skaitinio skai¢iavimo problemas ir suradome
budus, kaip jas iSspresti.

Praktiné disertacijos darbo reikSmé yra hipotezés apie faziniy skirsti-
niy strukttiras empirinis pagrindimas ir Markovo atvykimy procesy para-
metry paieskos islygiagretinimas. Naudodami fazinius skirstinius baigtinés
aptarnavimo eilés modelyje, palyginome, kaip skiriasi aproksimavimas tan-
kia ir retomis struktfiromis.

Disertacijos gynimui pateikiama:

1. Faziniy skirstiniy struktiiry generavimo algoritmas.



2. Hipotezés, jog faziniai skirstiniai su m = 2n peréjimais padengia
beveik visa erdve, empirinis pagrindimas, tokiam atvejui, kai n = 4.

3. Aproksimavimo faziniais skirstiniais, turinciais reta (sum = 2n peréji-
mais) bei tankia struktiira, palyginimas.

4. Markovo atvykimy proceso parametry paieskos lygiagretis algorit-
mai.

5. Maksimalaus tikétinumo metodo pritaikymas nutriikstancio Markovo
atvykimu proceso parametry paieskai.

6. Islygiagretinty MAP, TMAP procesy parametry paieskos algoritmy
rezultatai. Eksperimentiniy skai¢iavimy naudojant vaizdo procesoriy
(GPU) rezultatai.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos rezultatai publikuoti dvejuose moksliniuose (ISI) zurnaluo-
se ir pristatyti dviejose tarptautinése konferencijose bei keliose nacionaliné-
se konferencijose. Faziniy skirstiniy struktiiry generavimo algoritmas, kartu
su jo panaudojimo rezultatais aproksimuojant literattiroje pateiktus skirsti-
nius, pristatytas ISI straipsnyje ,,On Structured Initial Solution Generation
for Phase-Type Fitting with EM Method““. MAP procesy parametry paies-
kos lygiagretiis algoritmai publikuoti ISI straipsnyje ,,Parallel Algorithms
for Fitting Markov Arrival Processes. Sudaryti TMAP procesy parametry
paieskos algoritmai ir juy rezultatai pristatyti tarptautinéje ASMTA16 kon-
ferencijos pranesime ,,Efficient Implementations of the EM-algorithm for
Transient Markov Arrival Processes®. Faziniy skirstiniy naudojimas kon-
struojant baigtinj aptarnavimo eilés modelj pristatytas IARA2014 konferen-
cijos pranesime ,,Software Reliability Markovian Model Mased on Phase-
type Distributions*.

Disertacijos struktiira

Disertacija sudaro ivadas, 4 pagrindiniai skyriai, iSvados, literattiros
ir autoriaus publikacijy saraSai. Disertacijos teksto apimtis — 148 puslapiai.
Tekste yra 54 iliustracijos, 44 lentelés ir 94 cituojamy Saltiniy sarasas (i$ ju
10 $altiniy paskelbti 2014-2018 metais).
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1. LITERATUROS APZVALGA

Apzvelgsime literatiira, susijusia su faziniais skirstiniais ir Markovo
atvykimu procesais, kuri naudojama disertacijos temai vystyti. ISsamesné
darbo konteksto apzvalga pateikta disertacijoje.

1.1. Faziniai skirstiniai

Stebimi stochastinio reiSkinio generuojamy jvykiu laiko momentai.
Laiko tarpai tarp $iy momenty vadinami tarplaikiais ir jy skirstinys interpre-
tuojamas kaip pereinamos Markovo grandinés gyvavimo laiko skirstinys.

1 apibrézimas. [1[] Atsitiktinio laiko, per kuri pasiekiama pereinamos Mar-
kovo grandinés absorbuojanti biisena, skirstinys vadinamas faziniu skirsti-
niu.

Angly kalba pateiktoje literatiiroje fazini skirstinj iprasta nurodyti santrumpa
PH (angl. Phase-type).

Fazinis skirstinys i§samiai nurodomas §ios Markovo grandinés parametrais,
intensyvumy matrica Q ir pradiniy tikimybiu vektoriumi c.

2 apibrézimas. Fazémis vadinamos Markovo grandinés pereinamos biise-
nos.

3 apibrézimas. Fazinio skirstinio eile n vadinamas Markovo grandinés
pereinamy biiseny skaicius.

1 pavyzdys. Pateikta pereinama Markovo grandiné su parametrais,

2 0 1 1
3 -3 0 0

Q=|y | 1 ol -@=[05 03 02 0]
0 0 0 0

nurodo trecios eilés fazinj skirstinj ir yra pavaizduota paveiksle
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0,5—
0,3— 1

0,2—
1 pav. Pereinama Markovo grandiné.

Pirma, antra ir trecia biisenos yra pereinamos, o ketvirta — absorbuo-
janti. A

Intensyvumy matrica @ turi savybe — eilutés elementy suma lygi nu-
liui. Patogu matrica isreiksti blokais

Dy d
o-[5 4]

4 apibrézimas. Parametry rinkinys (o, Do) vadinamas fazinio skirstinio
matricinés_formos reprezentacija.

Paprastai teigiama, kai a1 = 0.

Parametry (o, Dy ) pakanka fazini skirstini atitinkan¢iai Markovo gran-
dinei nusakyti, nes d; = —D;1. Cia 1 yra atitinkamo dydzio vektorius
(stulpelis) su vienetiniais elementais.

1 teiginys. [1l] Fazinio skirstinio funkcija

F(z) =1— aePor1,

ir tankio funkcija
f(z) = aePovd;.

2 pavyzdys. Pagal apibrézima[] pavyzdyje [I] pateikta Markovo grandiné
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yra nusakoma tokiais (a, Dg) parametrais

-2 0 1
Dp=|3 -3 0|,a=[05 03 02]. A
0o 1 -1

5 apibrézimas. Fazinio skirstinio struktira vadinamas parametry rinkinys
(&, Do, dy), kuriuo nurodomi galimi peréjimai Markovo grandinéje.

Struktairoje (¢, Do, dl) galimas peréjimas nurodomas vienetu, negalimas
— nuliu. Struktiira yra charakterizuojama galimy peréjimy skaiciumi m

n n n . n .
mzzdj+ZZDOi,j+Zdli-
j=1 i=1 j=1 i=1

3 pavyzdys. PavyzdZziuose pateikto fazinio skirstinio struktiira nuro-
doma taip

] 0 01 1
(&,Do,d1)=([1 1 1],|1 0 0|, |0
010 0

Si struktiira turi m = 7 peréjimus. A

6 apibrézimas. Fazinio skirstinio tankia struktiiva vadinama tokia struktii-
ra, kurioje yra visi galimi peréjimai.

Tanki struktiira turi maksimaly peréjimy skaiciu, kuris yra lygus m = n? +
n.

4 pavyzdys. Tankios strukttiros, pavaizduotos paveiksle 2| parametrai

] 011 1
(&, Do,dy)=([1 1 1],({1 0 1|,]|1
1 1 0| [1

Peréjimy skaidius m = n? + n = 12. Matricos Dyq pagrindinés istriZainés
elementai visada yra nuliniai, nes tolydaus laiko Markovo grandinéje peréji-
mas | ta pacia biiseng néra galimas.
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2 pav. Pereinama Markovo grandiné, atitinkanti trecios eilés fazinio skirstinio tankia struk-
turg.

A

7 apibrézimas. Matricinés formos reprezentacijos parametrizacija f vadi-
nama nusakytos Markovo grandinés peréjimy funkciné priklausomybé nuo
p parametry.

Kitaip tariant, (o, Do) = f (é.Do d-l)(p), kur p yra parametry reikSmiy
vektorius.

Kiekvienai struktiirai galima sukurti itin daug parametrizacijy. Parinkus pa-
rametry reikSmes gaunama konkreti matricinés formos reprezentacija.

8 apibrézimas. Pilngja matricinés formos reprezentacijos parametrizaci-
Jja vadinama parametrizacija, turinti p = m—1 nepriklausomus parame-
trus.

Apibrézime (8| kalbama apie parametry skai¢iy, kuris yra vienetu mazesnis
nei peréjimy skaicius. Taip yra todél, kad visada turime vieng priklausoma
per¢jima, nulemta pradiniy tikimybiy vektoriaus a1 = 1.

5 pavyzdys. Struktiiros (m = 6), nusakytos parametrais

o 0 0 0] [1
(&, Do,dy)=|([1 1 0],|1 0 1{,|0f],
0 0 0| |1

14



dvi parametrizacijos pavaizduotos paveiksle[3| Parametrizacija (a) turi p =
5, 0 (b) turi p = 3 parametrus. Parametrizacija (a) yra pilnoji.

3 pav. Pavyzdyjepateiktos struktiiros dvi parametrizacijos.

A

1 teorema. (2] Faziniam skirstiniui nurodyti pakanka p = 2n—1 parame-
try.

I8 teoremos|1|daroma iSvada, kad pilnoji tankios struktiiros parametrizacija
sup = n? 4+ n — 1 parametrais yra pertekliné. Tariama, jog P,, yra parame-
trizacijy su p = 2n — 1 parametrais aibé.

9 apibréZzimas. n-tosios eilés fazinio skirstinio kanonine forma vadinama
baigtiné aibé parametrizacijy C,, su p = 2n — 1 parametrais, kuriomis
vieninteliu biidu galima reprezentuoti kiekvienq galimq n-tosios eilés fazinj
skirstinj.

Turime C,, C P,. Kanoniniy parametrizacijy aibg C,, tikslinga isreiksti
keliy aibiy sajunga

C, = cgn) U---U C;M"),
kur C%m) yra n-tosios eilés faziniai skirstiniai su m peréjimais, o M,, —mak-

simalus paréjimy skaiCius. Cia M,, = 2n + AM,,, AM,, — maksimalus
papildomy peréjimy skaicius.

15



Kanoninés formos yra surastos tik antros ir trecios eiliy faziniams
skirstiniams |3}, 4]].

2 teorema. [3|] Trecios eilés fazinis skirstinys turi kanonine formaq, nusaky-
tq trimis parametrizacijomis

-p3 0 ps
a=[p1 pp 1—pi—p2],Do=|ps —ps 0 |,
0 ps —ps

kai a) pg =0, b) p3 = p4, c) p2 = 0.

Parametrizacijos (a) ir (c) turi po m = 6 peréjimus, o parametrizacija (b)
turi vieng papildoma per¢jima, t. y. m = 7, tad maksimalus papildomy
peréjimy skaicius AMsz = 1.

Viena i§ populiariy necikliniy struktiiry, turin¢iu faziniy skirstiniy,
klasé — Erlango hiperskirstiniai [[5]. Erlango hiperskirstinys — tai R Erlan-
go skirstiniy misinys. Individualus ¢-tasis skirstinys vadinamas Erlango Sa-
ka. Su 7; tikimybe pasirenkama ¢-toji Erlango Saka, kurios peréjimy tarp
biiseny intensyvumas ;. Erlango skirstiniy eilés nurodomos vektoriumi
r= [rl VR R]. Paprastai tariama, jog r yra fiksuotas, tuomet Erlango
hiperskirstinys nurodomas parametrais (7r, A). I$ r galima gauti Erlango
Saky pradiniy biiseny numerius

si=1l+r1+..4+7r;_1.

6 pavyzdys. Panagrin¢kime Erlango hiperskirstini, kurio strukttira pateik-

ta parametru r = [2 1]. Skirstini atitinkanti Markovo grandiné pavaiz-
duota paveiksle
7, — )—»'1’ @\'11‘
j’2
T, —

4 pav. PavyzdyjeE]pateikto Erlango hiperskirstinio Markovo grandiné.
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Atitinkami fazinio skirstinio parametrai (o, Dg) yra

A1 A 0
OfZZ{Nl 0 ﬂg],l)oiz 0 -—Al 0 . AN
0 0 =X

1.2. Fazinio skirstinio parametry paieSka maksimalaus tikétinumo
metodu

Stebimas atsitiktinis dydis suprantamas kaip pereinamos Markovo
grandinés gyvavimo trukmés X = (X, X», ..., Xr). Konkreios gyvavimo
trukmés Zymimos kaip = (x1, x2, ..., 7). UZzduotis yra surasti $ios Mar-
kovo grandinés labiausiai tikétinus parametrus (t. y. fazinj skirstini, nusa-
koma parametrais (o, Dyg), su kuriais gyvavimo trukmiy skirstinys kiek
imanoma labiau atitinka stebimo atsitiktinio dydzio skirstini. Tai galima
padaryti maksimizuojant parametry tikétinumo funkcijos reikSme

T T
L(a,Do | X) =[] fzx) = [] " ds (1)
k=1 k=1

pritaikant maksimalaus tikétinumo metoda [6]].

Markovo grandinés gyvavimo trukmés & yra vienintelé zinoma infor-
macija. Norint vienareik§miSkai nustatyti Markovo grandinés parametrus,
reikia turéti visa informacija apie tai, kaip buvo sugeneruotos x. Marko-
VO procesas jt(k), generuojantis atsitikting gyvavimo trukme X}, visiskai
charakterizuojamas lankomy biiseny procesu

k k
AN I

ir atsitiktinémis laiko trukmémis

k) k)

S, 8L
kurios nusako praleista laika biisenoje kiekvieno apsilankymo metu. M (F)
yra peré¢jimy skaicius tarp bliseny pries patenkant | absorbuojancia biisena.
Taip pat turime

X, =8P + .+ 8%,
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I$sami informacija Y apie konkrecias T’ realizacijas nurodoma taip:

y = (it sl 0T s s

ey b0y 15 ey S0y s r Uy s Tty 15 S0 s e Syt _q

Remiantis turimomis gyvavimo trukmémis @, gauti labiau tikétinus
parametrus galima toliau nurodytu biidu. Su pasirinktais pradiniais para-
metrais sugeneruojamas pakankamas realizacijy kiekis. Atsirenkamos tos
realizacijos, kuriy gyvavimo trukmés sutampa su duotomis a. Atrinkta is-
sami informacija naudojama labiau tikétiniems parametrams apskaiciuoti.
Vél generuojamos realizacijos su patikslintais parametrais, procediira tesia-
ma tol, kol parametry tikétinumas nustoja didéjes.

I§ tiesy parametry apskaiCiavimui pakanka visg informacija Y cha-
rakterizuojanciy statistiky

H = {BiaM,j) ZZ} ’

kur B; — realizacijy prasidedanciy biisenoje ¢ skaicius

B—ZB —1{<k> }

N ;j — peréjimy i§ busenos ¢ { biisena j skai¢ius
M)

T
Nij = ZMJ[k] & Z {zV =izl =5}
k=1

141

ir Z; — visas laikas praleistas blisenoje ¢

T M
=Y zlk, Zik=> "1 u_,.
k=1 =0 {IL 71}

Konkretus statistiky # jvertis h duotiems parametrams (o, Dyg) ir gyvavimo
trukméms « randamas pagal toliau pateiktas formules. Realizacijy skaici-
aus, prasidedanciy biisenoje 1, ivertis

d L aie; TeDozk g,
bi =E[Bi | X] =Y EBilk] | &) =) —5—— 2
k=1

aeDozid,
k=1
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perSokimuy i§ biisenos ¢ 1 biisena j skaiCiaus ivertis, i = 1,....,n,j =1, ..., n,
i#]
nij =EWN; | X] = E E[Ni;[k] | k]
3)

T a€D°$k€lDOZ] T DO(LL’;€ “)dldu

_ 0
- Z aeDoxk dl ’

k=1
persokimy i$ blisenos ¢ | absorbuojancia biisena n + 1 skaiciaus jvertis

Nint1 =ENint1 | X] = ZE imt1lk] | Xk

“4)
Z aeDUI’“e dll
o aeDOffk d1

)

praleisto laiko bﬁsenOJe 1 jvertis

E[Z; | X] = ZE k] | X
)

T aeDOxke eleDol@—u)d, dy

_2 : 0 J
aeDﬂxkdl

k=1

Tuomet labiausiai tikétini parametrai nezinomos informacijos jvercio h =
{bi, ni j, 2} atzvilgiu yra apskai¢iuojami pagal formules [7]

b
o = ia 1= 1, , N
T
Nij o
Dy; ; = S 1,7 n, i £ j
7
N n+1 . 6
dl’L ] ) 1= 1, ,n ( )
Z’L
n
DOz’,i: —dy; — Z DOiJ, 1=1,...,n.

J=Lj#

Maksimalaus tikétinumo metodo taikymas parametry paieskai pavaiz-
duotas|I] algoritme.
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1 algoritmas. Algoritmas fazinio skirstinio parametry paieskai maksimalaus tikétinumo
metodu.

procedure PH-EM-fitting (c’x, Do, [il)

. Pagal struktiira (d, Do, éll) sugeneruojami parametrai (o, Do)

1

2. Apskai¢iuojamas parametry (o, Do) tikétinumas pagal

3. repeat

4. Apskaiciuojamas jvertis h pagal ), ), @),

5 Apskaitiuojami nauji parametrai (o, Do) pagal (6)

6 Apskai¢iuojamas parametry (e, Do) tikétinumas pagal
7. until kol parametry tikétinumas didéja

return (o, Do)

end procedure

%

ISsamios informacijos Y pakankamy charakteristiky H ivercio h aps-
kai¢iavimas yra sudétingas — skai¢iuojamos matricos eksponentés, sasukos
integralai. Pakankamy charakteristiky jvertinimas sprendziant diferenciali-
niy lygciy sistema Rungés ir Kutos ketvirtos eilés metodu pateiktas [§]]. Ran-
domizacijos metodikos skai¢iavimams pritaikymas pateiktas [9].

Taciau Markovo grandinése, turin¢iose tam tikra struktiira, vykstanci-
us procesus galima charakterizuoti paprasciau. Viena i$ tokiy strukttry kla-
siy — Erlango hiperskirstinys. Yra irodyta, jog Erlango hiperskirstiniu gali-
ma aproksimuoti bet kurj teigiama atsitiktinio dydzio skirstinj [[10]].

1.3. Erlango hiperskirstinio parametry paieSka maksimalaus tikéti-
numo metodu

Siuo atveju Markovo procesas jt(k), generuojantis atsitikting gyvavimo

trukme X}, visiSkai charakterizuojamas pradine biisena Iék). Turint kon-
krecia prading biisena i(()k), kuri buvo pasirinkta generuojant xy, ir r, galima
atkurti visg informacija y apie procesa. Dél to uztenka, kad visa informacija
Y nusakanti statistika yra H = (Q;[k]), kur Q;[k] — indikatorius, nurodan-

tis ar X, buvo sugeneruotas ¢-tosios Erlango Sakos

Qilk] = ]l{I(k):si}-

0
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Lvertis h surandamas pagal formulg

qi[k] =E[Qi[k] | A%]

(k) _ o e .
:P(I(()k) — 5 | X)) = P(Z, Siy Xk) _ RWZfZ($k> 7 @)
P > e ™5 i (k)
Cia f;(x) yra i-tosios Erlango Sakos tankis
. = M AT
fz(fp) = (’I’i — 1)! ;e .

Toliau pateikiami jverCio h atzvilgiu maksimalaus tikétinumo para-
metrai

1 X
mi = > alkl, (8)
k=1
T
A= TZk=1 ailk] )
k=1 ikl
Tikétinumo funkcijos iSraiska taip pat supaprastéja, ji yra
T R
Lm X[ X)=]]D_ mifilas). (10)

k=1 1i=1

Toliau pateikiamas algoritmas |2} kuriuo apibendrinamas maksimal-
aus tikétinumo metodo taikymas.

2 algoritmas. Algoritmas Erlango hiperskirstinio parametry paieskai maksimalaus tikétinu-
mo metodu.
procedure HErD-EM-fitting(x, )
1. Atsizvelgiant { » sugeneruojami parametrai (7, \)
2. Apskaitiuojamas (7, A) tikétinumas pagal
3. repeat
4. Apskai¢iuojamas ivertis h pagal
5
6
7

Apskai¢iuojami nauji parametrai (7r, X) pagal , @)
Apskai¢iuojamas (7r, A) tikétinumas pagal

. until kol parametry tikétinumas didéja

return (7, \)

end procedure

*®
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Sis metodas gali biiti taikomas ir tuo atveju, kuomet pateiktos ne gy-
vavimo trukmés, bet ju skirstinys. Tokiu atveju diskretizavus skirstinj gau-
namos gyvavimo trukmés xj, ir jas atitinkancios tikimybés wy. Tikimybés
wy, kaip svoriai gali buti jtrauktos | pakankamuy charakteristiky ivercio h
skai¢iavimus.

1.4. Markovo atvykimy procesai

Generuojant gyvavimo trukme pagal fazinj skirstinj pradiné biisena
pasirenkama su tomis pat tikimybémis c.. Dél to bet kuri gyvavimo trukmé
nepriklauso nuo pries tai sugeneruotos gyvavimo trukmes.

Tarkime, jog stebimas reiskinys, kuris atsitiktiniais laiko momentais
to, t1, ... generuoja jvykius. Galima surasti tarplaikius (angl. inter-arrivals)
xp =ty — tp_1 tarp ivykiy, kai £ = 1,2, ... Jeigu tarplaikis xj, nepriklauso
nuo pries ji buvusio tarplaikio x;_1, galima juos interpretuoti kaip pereina-
mos Markovo grandinés gyvavimo trukmes ir naudoti fazinius skirstinius.
Vis délto, jei priklausomybé egzistuoja, tarplaikius tikslinga interpretuoti
kaip laiko tarpus tarp tam tikry Markovo grandingje jvykstanciy peréjimuy.

Iprastoje Markovo grandinéje visi peréjimai traktuojami vienodai, taci-
au Siuo atveju reikia papildomai nurodyti peréjimus, kurie generuoja ivyki-
us (angl. arrivals). Iprasty peréjimy intensyvumy matrica nurodoma kaip
Dy, ivykius generuojanciy intensyvumy matrica — D1 .

7 pavyzdys. Turime Markovo granding su trims biisenomis

-2 2 0
a=1[03 0 07,Q=|2 -6 4|,
0o 1 -1

kuri pavaizduota paveiksle
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5 pav. Tolydaus laiko Markovo grandiné.

Toliau laisvai pasirenkami peréjimai, kurie generuoja jvykius. Sie peréjimai
paveiksle [6] pavaizduoti punktyrinémis rodyklémis.

6 pav. Tolydaus laiko Markovo grandinés schema papildyta jvykius generuojanciais peréji-
mais.

Atkreipiame démesi { peré¢jima i§ pirmos blisenos i pirma biisena. Toks
peréjimas tolydaus laiko Markovo grandingje laikomas negalimu. Si ne-
suderinamuma galima iSspresti nutarus, kad ivyki generuojantis peréjimas
ivyksta i padubliuotas biisenas. Padubliuoty biiseny aibé vadinama lygiu
(angl. level). Taip gaunama begaliné Markovo grandiné, pavaizduota pa-
veiksle[7l
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X,

7 pav. Begaliné Markovo granding, gauta padubliuojant bisenas {vykj generuojancio peréji-
mo metu.

Si begaliné Markovo grandiné nusakoma parametrais

-3 1 0 110
a=1[03 0 07],Do=|2 —6 0|,Di=[0 0 4
0 1 -1 00 0

Nuo to, kaip buvo sugeneruotas tarplaikis, priklauso pradiniy tikimybiy
skirstinys, pagal kuri bus generuojamas kitas tarplaikis. Taip modelis ga-
li jvertinti stebimas priklausomybes. A

10 apibrézimas. [[L1] Markovo atvykimy procesu vadinama jvykiy momen-
ty seka, generuojama begalinés Markovo grandinés, kuri yra nurodyta pa-
rametrais (o, Do, D1).

Tokie procesai angly kalba paraSytoje literatiiroje Zymimi santrumpa MAP
(angl. Markov arrival process).

Procesui tgsiantis ilgesni laika, pradiniy tikimybiy vektoriaus « jtaka
mazgja, o pasirenkamy biiseny tikimybés nusistovi. Dél to tikslinga is karto
pradéti procesa su stacionariomis pradinémis tikimybémis o

aP =a,
al =1,
kur P = (—Dg)~' Dy yra tikimybiy matrica, nurodanti, kaip pasirenka-
mos pradinés biisenos ivyki generuojancio peréjimo metu.
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11 apibrézimas. [11] Stacionariu Markovo atvykimy procesu vadinama
ivykiy momenty seka, generuojama begalinés Markovo grandinés, kurios
pradinio lygio biisenos pasirenkamos pagal stacionary tikimybiy vektoriy.
Procesas nurodomas parametrais (Do, D1 ).

8 pavyzdys. Pavyzdyje [/| pateikta Markovo atvykimy procesa galima pa-
daryti stacionary, suradus stacionary pradiniy tikimybiy vektoriy, kuris §iuo
atveju apytiksliai yra lygus

a [0,167 0,167 0,667} . A

Idomus atvejis — Markovo atvykimo procesai, turintys ER-CHMM
strukttira [[12]). Ji yra analogiS$ka HErD (Erlango) hiperskirstiniui, tik papil-
domai nurodoma Erlango Saky pasirinkimo tikimybiy matrica IT. Procesas

nurodomas parametrais (7, IT, A), o jo struktira — Erlango Saky eiliy vek-
toriumi 7.

9 pavyzdys. ER-CHMM proceso schema su struktira r = [2 1] pavaiz-
duota paveiksle

- O-DDD:;
A 171 >

8 pav. Begalin¢ ER-CHMM proceso Markovo grandiné.

A

Parinkus stacionary pradiniy tikimybiy vektoriy 7r, kuris yra lygc€iy siste-
mos
7ll = m, (an
7l =1,
sprendinys, gaunamas stacionarus procesas, kuriam nurodyti pakanka para-

metry (IT, A).
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1.5. Markovo atvykimy proceso parametry paieska

Markovo atvykimy proceso parametry paieskai galima taikyti maksi-
malaus tikétinumo metoda. Algoritmo konstravimo principai yra tokie pat
kaip ir faziniy skirstiniy parametry paieskos atveju, jie yra pateikti [6]].

Tarplaikis &}, — tai praleistas laikas k-tajame lygmenyje. Kadangi se-
ka X = (X, ..., Xr) gali buti koreliuota, turime nagrinéti visa seka kartu.
Sia atsitiktiniy laiky seka generuoja nuosekliai vienas po kito vykstantys
Markovo procesai

1 T
\715( ),..., t( )’

laiko momentu ¢t = X + ... + &}, pereinama nuo proceso Jt(k) prie jt(kﬂ)
ir t. t. Procesy seka visisSkai charakterizuojama diskreciu lankomy biiseny
procesu

1 1 k T
WSO 5 /RO 4y ARSRN 5 o
ir diskreciu laiko trukmiy procesu
1 1 k T
SO( )7”'785\/[)(1)_17"'78_5\/[)(k)_17'”7 ,/(\42T)—17

kuris nusako praleista laika kiekvieno apsilankymo biisenoje metu, kur M (%)
yra peréjimy skaicius pries jvykstant jvyki generuojanciam peré¢jimui pagal
D . Tad i$sami informacija Y apie tarplaikiy seka 1, ..., z7 yra

(1 (1 (T 1 1 T
R I NN ) N G NN o N B

Apzvelgiame ER-CHMM Markovo atvykimy procesy klasés parame-
try paieska maksimalaus tikétinumo metodu.

Siuo atveju uztekting visa informacija ) charakterizuojanti statistika
yra M = {Q;[k], Q; ;[k]}, kur Q;[k| — indikatorius, nurodantis ar X}, buvo
sugeneruotas ¢-tosios Erlango Sakos

Ql[k] - ]l{I((]’”:s,;}’

Q;,j|k] — indikatorius, nurodantis, jog sugeneravus X, su i-taja Erlango $a-
ka, toliau pasirenkama j-toji Erlango Saka

Qi jlk] = ﬂ{Iék):Si’Iék+l):Sj }
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Lvertis h surandamas pagal

ailk] =E[Q[k] | X] = P(Zg" = i | %)
P(Z = s, %) ailk — 1]bi[k]
P(X) w1

aiglk] =E[Qi K] | X] = P(Z" = 5, I8 = 551 X) (13

P = s, I8 = 55, %)

P(Xx)
ai[k — 1]fZ (xk) Hi,jbj [k + 1]
7b[1] ’

Cia a[k], b[k] yra pasirenkamy Erlango $aky tikétinumai
P(Z") = s, X1, s X) = ayk],
]P’(Iék) = 84, Xk, ceey XT) = bl[k],

1SreiSkiami rekurentinémis formulémis

ailk] =47 =0,
Z S alk = 1] f()0;, 1<k<T,

b[k] = Zf:l filep) bk +1], 1<k<T,
R k=T+1.

(13)

10 pavyzdys. Tikimybé, jog generuojant tarplaiki X5, buvo pasirinkta ¢-toji
Erlango Saka, su salyga, jog papildomai zinoma tik X;, yra

P(Ié2) = 8y, Xl, XQ) a; [2]

@) _ o — —
PIy" = si| 41, 42) P(X1, Xs) al2]1’

Maksimalaus tikétinumo parametrai jverc¢io h atzvilgiu surandami pa-
gal formules

Ti ZZ:1 qi[k]
N = k=l (14
25:1 kui[k] )
_ Xia ikl 15)

%, —
ZZ:l qi [k]
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Tikétinumo funkcija iSreiSkiama per tikétinumo vektorius tokiu biidu

L(IIL,A| X)=a[T|1 =«b[l]. (16)

Toliau pateikiamas algoritmas 3} kuriame nurodytas maksimalaus ti-
kétinumo metodo taikymas parametry paieskai.

3 algoritmas. Algoritmas ER-CHMM proceso parametry paieskai maksimalaus tikétinumo
metodu.

procedure ER-CHMM-EM-fitting(x, r)
1. Atsizvelgiant { » sugeneruojami parametrai (IT, )
2. Apskai¢iuojamas (IT, ) tikétinumas pagal
3. repeat
4 Apskaiiuojamas jvertis h pagal
5. Apskaigiuojami nauji parametrai (IT, X) pagal (14),
6 Apskai¢iuojamas (IT, ) tikétinumas pagal
7. until kol parametry tikétinumas didéja
8. return (II, \)
end procedure

1.6. Nutrukstantis Markovo atvykimy procesas

Markovo atvykimy procesas generuoja begaling, galimai koreliuota,
tarplaikiy seka. Nutriikstantis Markovo atvykimy procesas generuoja baigting,
galimai koreliuota, tarplaikiy serija

X = (X, X, ..., X)

Nutriikstantis Markovo atvykimy procesas angly kalba pateiktoje li-
teratiiroje nurodomas santrumpa TMAP (angl. Transient Markov Arrival
Process) ir yra pateiktas parametrais (¢, Do, D1 ). Skirtingai nuo Markovo
atvykimy proceso, dabar turime (Do + D7) 1 # 0. Procesas i$ bet kurio
lygio ¢-tosios biisenos gali pereiti i absorbuojancia biiseng su intensyvumu
d;, ¢ia vektorius d = — (Do + D7) 1.

11 pavyzdys. Panagrinékime nutriikstantj Markovo atvykimy procesa, nu-
rodyta parametrais

-3 1 0 110
a=[03 0 07],Dg=|2 -8 0|,Dy=|0 0 4|,
0o 1 -1 000
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kurio begalinés Markovo grandinés schema pavaizduota paveiksle ]

oD o
1 N
2 2 2 b
‘x\ A e o o
2. Qs Q)
RN RS SN

i
\ EN \ N
0.7 3 | @ \
\‘\ 2 \‘ 2

9 pav. Begaliné nutrtikstanc¢io Markovo atvykimy proceso Markovo grandiné, pateikta pa-

vyzdyije

Peréjimy i absorbuojancia biiseng intensyvumy vektorius

0
d:—(D0+D1>]]_: 2] . JAN
0
Turimoms U tarplaikiy serijoms
o= (ool aD)

proceso parametry (a, Do, Dq) tikétinumo funkcija uzraSoma tokiu badu:

U
L(e, Do, Dy | X) = [[ P Dy .- Povied.  (17)
u=1

Kaip ir Markovo atvykimy proceso atveju, Siam procesui galima suteikti
ER-CHMM struktiira. Tokiu biidu procesui nusakyti pakanka parametry
(m,II, A), kur 7r; yra tikimybeé, jog bus pasirinkta i-toji Erlango $aka, \;
peréjimo tarp biiseny i-tojoje Erlango Sakoje intensyvumai ir II; ; nuro-
do tikimybg, jog paliekant i-tosios Erlango Sakos paskuting biisena (ivyki
generuojancio peréjimo metu) bus pasirinkta j-toji Erlango Saka. Taip pat
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ivyki generuojancio peréjimo metu galima patekti | absorbuojancia buisena
su tikimybe p;, kurp = 1 — II1 = (I —II) 1.

12 pavyzdys. Nagrinéjame konkrety nutriikstantj Markovo atvykimuy pro-
cesa, turinti ER-CHMM struktiira, nurodyta parametrais

0,75 0,25]

A=[4 2] II= [ 0 05

Sio proceso begaliné Markovo grandiné pavaizduota paveiksle

10 pav. Pavyzdyjepateikto proceso begaliné Markovo grandiné.

IS pateikty parametry galima surasti intensyvumus, su kuriais patenkama {
absorbuojancia biisena

= 10

d B [1] ’

taip pat ir tikimybes, jog i§ i-tosios Erlango Sakos bus pasiekta absorbuo-
janti biisena

- 10
P=105]"
Si procesa galima nurodyti ir bendresniu bidu — parametrais (e, Do, D7)
-4 4 0 0 00
a=1[08 0 02],Dg=|0 -4 0|,Di=|3 0 1|. A
0o 0 -2 0 01

Mokslingje literatiiroje néra pateikta maksimalaus tikétinumo metodo
algoritmy §io proceso parametry paieskai atlikti.
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2. APROKSIMAVIMAS FAZINIAIS SKIRSTINIAIS

Siame skyriuje tiriame faziniy skirstiniy struktiiras. Tanki struktiira
gali biiti nusakoma p = n? + n — 1 parametrais, ta¢iau jrodyta, jog bet
kuriam faziniam skirstiniui nurodyti pakanka p = 2n — 1 nepriklausomy
parametry [2]]. Kyla klausimas — kokias struktiiras naudoti? Pirmiausia ap-
tarsime miisy sitilomus strukttiry generavimo algoritmus, véliau pereisime
prie struktiry empiriniy tyrimuy.

2.1. Faziniy skirstiniy struktiiry generavimo algoritmas

Algoritmo idéja — sugeneruojamos visos galimos struktiiros ir jvairi-
ais buidais analizuojant Salinamos perteklinés struktiiros. Strukttiry generavimo
algoritmas turi du parametrus: n — fazinio skirstinio eilé, m — peréjimy
skaiCius matricinés formos reprezentacijos struktiiroje.

4 algoritmas. Algoritmas faziniy skirstiniy struktiiroms generuoti.

procedure Structure-generation(n, m)
(1 zingsnis) Sugeneruojamos visos validzios struktliros su m peré¢jimais
(2 zingsnis) Pasalinamos perteklinés trivialiai ekvivalencios struktiiros
(3 zingsnis) * Pasalinamos apribotos struktiiros arba palickamos tik apribotos struktiiros
(4 zingsnis) * Pasalinamos ciklinés arba neciklinés strukttiros
(5 zingsnis) ** Jeigu m = 2n, pridedama Kokso skirstinio struktiira
(6 zingsnis) Pasalinamos struktiros, turin¢ios nekanoninés formos PH(2), PH(3) komponenta (-us)
(7 zingsnis) PaSalinamos struktiiros, turin¢ios nekanoninés formos NMAP(2) komponentg (-us)
return likusiy struktiiry aibé
end procedure

*Konfigtruojami algoritmo zingsniai. **Pasirenkamas algoritmo Zingsnis.
I§samiau aptariame algoritme [4] pateiktus zingsnius.

Visy galimy struktiiry generavimas (1 Zingsnis)
Generuojame visas struktiiras, turin¢ias m peréjimus.

Tam apibréziame aibg v, sudaryta i§ visy galimy vektoriy su dvejetai-
niais elementais

o= {[v1 Vg ... Ou)V; € {0,1},i=1,n},
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ir dvejetainiy matricy aibg A
A171 Al,n

A=ql 0 Ay e{01} A=0, i#j i j=Tn
I

Tuomet faziniy skirstiniy struktiiry aibg su m peréjimais, kuria sudaro

&€ ’5,D0 S A,dl €,
& DO d1> n . non_ no
S SERD 0 3 NS o A
i=1 i=1 j=1 i=1
Tiesa, ne visos strukttiros yra validzios.
12 apibrézimas. Struktira yra validi fazinio skirstinio struktiira, jei: a) ijm-

anoma aplankyti bet kuriq is biseny, b) is kiekvienos busenos, galimai ein-
ant per kitas biisenas, jmanoma pasiekti absorbuojanciq biisenq.

IS sugeneruoty visy struktiiry atrenkame faziniy skirstiniy struktiiras.
Trivialiai ekvivalenc¢ios struktiiros (2 Zingsnis)

Sugeneruota visy galimy faziniy struktiiry aibé turés ekvivalencias
struktiiras.

Pazymime visy faziniy skirstiniy su struktiira (o’z, DO, dl) aibe

PH(, b,.d,)°

. .\ () . .\®
13 apibrézimas. Faziniyskirstiniy struktiiros (d, Dy, dl) ir <d, Dy, d1>
yra ekvivalencios, jeigu

PH

<a7 0,41

PH< . .)(b) QPH(

azDOa 1

.><a>QPH( . .)<b),

Lo\ (a).
«,Do,a1 017D0,d1)

14 apibrézimas. [[13]] Dvi faziniy skirstiniy struktiiros yra trivialiai ekviva-
lencios, jei viena is kitos gali biiti gauta pernumeruojant biisenas arba (ir)

pakeiciant visy peréjimy kryptis.
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Fazinio skirstinio struktira su pernumeruotomis bisenomis nusako ta
pacia faziniy skirstiniy aibg [[13]]. Pernumerave konkrecios fazinio skirstinio
reprezentacijos biisenas gauname kitokia reprezentacija, ja nusakoma Mar-
kovo grandiné. Tac¢iau Sioje Markovo grandinéje laikas, per kurj pasiekiama
absorbuojanti biisena, turi ta pati skirstini.

Formaliai duotam naujam buseny numeriy sarasui (11, lo, ..., [, ) ek-

N () . s\ (@)
vivalenti struktiira (d, Dy, d1> gaunama i$ (d, Dy, d1> tokiu biidu:

. . (a o (b 5 a
agb) :a(l ), DOE,j) = Ol('hgj R
() _ 5 (a)

dli :dlli s ’i,j = ]_, n.

Jeigu fazinio skirstinio reprezentacijoje pakei¢iame visy peréjimy kryp-
tis (menama biisena, i§ kurios pereinama pasirinkus prading biisena, tampa
absorbuojancia, o absorbuojanti — menamaja). Gauta reprezentacija nusako
ta pati fazini skirstini, nes laiko, per kuri pasiekiama absorbuojanti biisena
abiejose Markovo grandinése, skirstiniai yra tie patys [14].

. .\ ()
Formaliai strukttrai <d, Dy, dl) ekvivalenti atgalinio laiko struk-

. .\ (b)
tiira (éz, Dy, d1> gaunama taip:

& =dy,"”, Do, = Doy}
dlgb) —ozga), ,5=1,n

15 apibrézimas. Trivialia fazinio skirstinio struktiros transformacija va-
diname biiseny pernumeravimq ir laiko atgrezimaq.

Apribotoji struktiira (3 Zingsnis)

16 apibrézimas. Apribotqgja fazinio skirstinio struktira vadinama strukti-
ra, kuri tenkina sqlygq Vi : o;d1; = 0.

Apribotaja strukttira Zymime trumpiniu ZID (angl. Zero Initial Densi-
ty). Faziniy skirstiniy, charakterizuojamy apribotaja struktiira, tankio funk-
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cijos turi savybe f(0) = 0.

3 teorema. Faziniam skirstiniui su apribotqja struktiira nurodyti pakanka
2n—2 nepriklausomy parametry.

Teoriskai visas apribotasias strukttiras galima pasalinti, nes jos néra
tokios lankscios kaip tos, kurios turi m >= 2n per¢jimus.

17 apibrézimas. Fazinio skirstinio arba Markovo atvykimy proceso struk-
tiura vadinama suvarzyta, jeigu ji turi lygiai tiek pat arba maziau peréjimy
nei minimalus nepriklausomy parametry skaicius, reikalingas bet kuriam
procesui nusakyti.

Ciklinés struktiiros (4 ir 5 Zingsniai)

18 apibrézimas. Struktiira (d, DO, d1) nurodo neciklines faziniy skirsti-
niy reprezentacijas, jeigu egzistuoja trivialios transformacijos, kurias prit-
aikius gaunama trikampé matrica Dy.

[rodyta [[15]], jog bet kuris fazinis skirstinys, turintis necikling struk-
tiira, gali biiti transformuotas { surikiuotaji Kokso (angl. Coxian) skirstini.
Tad visas neciklines struktiiras galime pakeisti Kokso skirstinio struktiira,
kuri yra [[16]

.
1
1_
[0 1 o0 0]
0 0 1 0
Dy =
0 0 0 0
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Faziniy skirstiniy struktiiry komponentai

Fazinio skirstinio struktiira (d, Dy, d1> nagrinéjame tirdami jos kom-
ponentus.

19 apibrézimas. Fazinio skirstinio struktiiros komponentu vadinamas per-
einamy buseny poaibis.

Fazinio skirstinio struktiiros <d, DO, dl) komponentas nurodomas
jam priklausan¢iy pereinamy baseny sarasu (I1, ..., ;). Jei komponenta su-
daro r biisenos, likusiy buseny skaicius yra ¢ = n + 1 — r. Markovo gran-
dinés busenas (n + 1) galima pernumeruoti taip, jog intensyvumy matrica
igytu pavidala

CcC* E

Q- [ g C] , (18)
¢ia C — matrica apibiidina peréjimus tarp komponento blisenu, matrica E2
nurodo, kokiu buidu patenkama i komponento biisenas i$ likusiy biiseny, X
nurodo, kaip iSeinama i§ komponentui priklausanciy biiseny i likusias ba-
senas. Kadangi mus domina komponento struktiira, ivedame ja nusakancias
matricas: C' — peréjimy tarp komponento biiseny struktiira, £ / X — j&jimo
/ 18¢jimo matricy struktiira:

él,l Cl,r El,l E.lﬂn_

C = : . : 7E: : .. : )
Coi ... Cy. B, ... B,
X1 .. X0

Xg1 oo Xy

Cia C"z-,j € {0,1},4 # j, 1,7 = 1,7 nurodo peréjimus tarp komponento
biseny; Ei,j € {0,1},¢ = 1,q, 7 = 1,r nurodo per¢jimus i§ likusiy
buseny | komponento bisenas; X i €{0,1}, i # 4,4,j = 1, ¢ nurodo
per¢jimus 1§ komponento buseny i likusias biisenas.

Toliau apibréziame tokias matricy E, X charakteristikas:
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» E. — buseny skaicius, i§ kuriy galima patekti | komponento biiseny
aibg;

+ E, — komponento biiseny skaicius, i kurias galima patekti i§ likusiy
biiseny;

* X. — biiseny skaicius, i kurias patenkama i§ komponento buseny ai-
bés;

* X, — komponento biisenu skai¢ius, i$ kuriy patenkama j likusias bii-

senas;

* Erank ! Xrank nurodo didziausia galima i€jimo / i$¢jimo matricy ran-
ga.

Erank = min (Ea E’I’) 5

. (19)
Xrank = min (X, X;) .

Apibréziame komponento peréjimy skai&iy (¢

m® = B+ 3yt X

i=1 j=1

13 pavyzdys. Panagrinékime paveiksle|12| pavaizduotos fazinio skirstinio
struktiiros komponenta, kurj sudaro (2, 3) bisenos.

~

PR

[0
(O

11 pav. Pavyzdyjenagrinéjama fazinio skirstinio strukttiros schema.
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Pernumerave biisenas taip, kad Markovo grandinés intensyvumy matrica ¢
atitikty (18)), gauname

001 01
£ 00 0 00
Q:[g{ g}—01001,
01100
00010
kur atitinkamai
0 1
. 0 0 . 01 1
¢= [y o) B=o ol x=[3 g g

IS matricy E, X surandamos charakteristikos

E,. = 27 E.= 17 Er‘ank = 17
Xr = 17 Xc = 27 Xrank =1

Paveiksle [12] pavaizduota gauto komponento struktiiros schema.

12 pav. Pavyzdyjenagrinéjamo komponento struktiiros schema.

JAN

Nekanoninés formos PH(2), PH(3) komponenty atpaZinimas (6 Zings-
nis)

Dviejy biiseny komponentas, charakterizuojamas F, = 1ir X, = 1,
gali buti traktuojamas kaip antros eilés (n = 2) fazinis skirstinys.

Jeigu m(®) = n+1 = 3, tuomet komponentas yra suvarzyta fazinio skirsti-
nio reprezentacija ir néra pakeiciamas (iSlaikant ta pati peréjimy skaiciy).

37



Yra jrodyta, jog bet kuris dviejy biiseny fazinis skirstinys gali biti transfor-
muotas i kanoning reprezentacija — surikiuota Kokso skirstini [[17]]. Todél,
jeigu m(® = 2n = 4 ir struktiira néra trivialiai ekvivalenti Kokso struk-
tiirai, nagrinéjama strukttira yra pertekliné.

Jeigu m(© > 2n = 4, tuomet komponentas yra perteklinis ir tuo pagiu
nagrinéjama struktiira yra pertekliné.

Jeigu trijy biiseny komponentas apibiidinamas charakteristikomis E, =
1ir X, = 1, tuomet jis gali biiti nagrin¢jamas kaip trecios eilés (n = 3) fazi-
nis skirstinys. Jeigu komponenta atitinkanti fazinio skirstinio reprezentacija
néra suvarzyta, reikia patikrinti, ar struktira atitinka kuria nors i$ kanoniniy
formy [3]] strukttry.

Jeigu m(© < 2n = 6, tuomet struktiira yra suvarzyta ir néra pakei¢iama —
negalime daryti iSvados apie nagrin¢jamos struktiiros pertekliskuma.

Jeigu m(© = 2n = 6, patikrinama, ar komponenta atitinkan¢ios fazinio
skirstinio reprezentacijos struktiira gali biiti trivialiai transformuota { kurig
nors i$ kanoniniy formy struktiry

(d,Do,Cil)(l): 11,

_ o o O OO
SO~ OO

(d,ﬁo,d1>(2): 1o 1],

Jei ne — nagrinéjama fazinio skirstinio strukttira yra pertekling.

Jeigu m(®) = 2n + AMsz = 7 ir komponenta atitinkanti fazinio skirstinio
reprezentacijos struktiira negali bti trivialiai transformuota i struktiira

o 01 0] [o
(d,DO,dl) =(p 1 1], )0 o 1f,|o]],
10 0| |1

originali fazinio skirstinio struktiira yra pertekliné.

Galiausiai, jeigu m(©) > 2n + AMs = 7, originali fazinio skirstinio struk-
tara yra pertekliné.

Perteklinés struktiiros pasalinamos ir toliau nenagrinéjamos.

38



Nekanoninés formos NMAP(2) komponenty atpaZinimas (7 Zingsnis)

Dviejy biiseny komponentas, charakterizuojamas F, = 1 ir X, = 2,
gali biti nagriné¢jamas kaip nestacionarus Markovo atvykimy (NMAP(2))
procesas. Sio proceso kanoniné forma yra pateikta [18]).

Tam, kad patikrintume, ar NMAP(2) néra suvarzytas, jvedame kom-
ponento nuliu skai¢iaus charakteristika z(¢)

Z(C) =Zzg + 2x + 2¢,

¢ia zg / x x yra nuliy skaicius matricose E/X nejskaitant eiluciy / stulpe-
liy, kurie turi tik nulinius elementus, ir z¢ yra nuliy skaic¢ius matricoje C,
neiskaitant elementy, esanciy pagrindingje istrizainéje.

Jeigu 2(9 > 2, komponenta atitinkantis Markovo atvykimy proce-
sas yra suvarzytas ir nicko konkretaus negalime pasakyti apie nagrinéjama
fazinio skirstinio struktiira.

Kitu atveju, jeigu z(9) < 2 ir Markovo atvykimy proceso reprezenta-
cijos strukttira negali buti trivialiai transformuota i viena i§ kanoning forma
[[18]] atitinkanciy strukttiry

)= (0 13 1 )
)= (0 13 1 1)

originali fazinio skirstinio struktiira yra pertekliné. Markovo atvykimu pro-
cesy reprezentacijy struktiiry trivialios transformacijos apibréziamos analo-
giskai kaip ir faziniy skirstiniy atveju.

2.2. Atsitiktinis fazinio skirstiniy struktiiry generavimo algoritmas

Anksciau aptarto faziniy skirstiniy reprezentacijuy struktiiry generavimo
algoritmo triikumas yra tas, kad generuojamos visos galimos pradinés struk-
turos, kuriy gali buti labai daug. Kaip alternatyva pateikiame paprastesni
algoritma, kuris generuoja atsitiktines strukttiras su savybémis ®. Savybiy
rinkinys ® nurodo:

* ar struktiirg yra cikliné / necikling;
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* ar struktiira yra apribota (ZID);
* peréjimy skaiciy m.
Pirmiausia sugeneruojama struktiira <d, Do, d1> , turinti maksimaly
peréjimy skaiiy ir su savybémis ©. Tuomet pagal algoritma [3] i§ struk-

tiiros atsitiktinai pasaliname po viena peréjima, kol pasiekiamas norimas
per¢jimy skaicius m.

5 algoritmas. Algoritmas atsitiktinai pasirinkto peréjimo pasalinimui.

.. \(a)
procedure Random—Transition—Removal((d,Do,dl) “ ,@)
1. T:=0 @)
. . a
2. for peré¢jimui ¢; struktiroje <o’¢, Do, dl) do

W

PN (O B (o (@
Gaunama (a, Do, d1> pasalinant ¢; i (a, Do, d1>
. . (b)
if (d, Do, dl) yra validi ir turi savybes © then
t; iterpiamas { T
end if

end for
. Atsitiktinai pasirenkamas peréjimas ty, i§ T

R . (b) e . . (a)
. Gaunama (a, Do, dl) pasalinant ¢; i§ (a, Do, dl)

© eNo L a

—_

N ()
0. return (a,Do,d1>
end procedure

2.3. Empirinis hipotezés apie fazinio skirstinio parametry kiekj pagrin-
dimas

Zinoma, jog matriciné fazinio skirstinio reprezentacija yra pertekliné.
Bet kuriam faziniam skirstiniui nurodyti pakanka 2n — 1 nepriklausomy
parametry [2].

Remiantis kanonine forma faziniam skirstiniui su trimis fazémis [3]],
galima tikeétis, jog ir aukStesnés eilés reprezentacijos turés papildomy peréjimy
AM, > 0, kai n > 3. Dél sudétingo nagrin¢jimo analiziniu buidu, dydis
AM,,kain > 3, néra Zinomas. Formuluojame hipotezg, jog kanoninés for-
mos parametrizacijos su papildomais peréjimais (Am,, > 0) reprezentuoja
Lisskirtinius“ fazinius skirstinius ir ju néra daug. Sie ,,i§skirtiniai* faziniai
skirstiniai turi labai panasius fazinius skirstinius, kuriuos galima reprezen-
tuoti be papildomy peréjimuy.
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1 hipotezé. Bet kuriam faziniam skirstiniui, kuris turi matricinés formos
reprezentacijq su m > 2n peréjimais, galima sukonstruoti reprezentacijy
sum = 2n peréjimais sekq, kurias atitinkantys faziniai skirstiniai konver-
guoja i duotqji.

Hipotezg[I|pagrindziame empiriskai tam atvejui, kai n = 4, tyrimo schema
pavaizduota paveiksle [13] Jeigu hipotezé|l|yra teisinga — faziniy skirstiniy
reprezentacijos (su pilnaja parametrizacija), turin¢ios m = 2n peréjimus,
turéty duoti ne prastesnius rezultatus nei reprezentacijos su m > 2n peréji-
mais.

Sugeneruotos S i
PH(4) struktiros Heeerion
> pradiniai
HErD struktiiros parametrai. \
EM
algoritmas
Skirstiniai Skirstiniy | W1
WI, W2, ..., ME diskretizavimas
A
Stebime
. parametry tiké- | Gautos PH(4)
ISvados < i i h
tinumo priklau- aproksimacijos
somybg nuo m.

13 pav. Hipotezésempirinio pagrindimo schema.

Aproksimuojame skirstinius, pateiktus [[19]. Strukttiras generuojame
misy pateiktu algoritmu ir stebime, kaip surasty parametry tikétinumas
priklauso nuo per¢jimy skaiciaus m.

Pateikiame rezultatus, gautus aproksimuojant viena i§ skirstiniy, Vei-
bulo (W1), kurio tankio funkcija yra
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3@ ez

A

flas A k) =
0, kitais atvejais,

su parametry reikSmémis A = 1 ir £ = 1,5. Skirstinj diskretizavome ada-
ptyviu algoritmu { 69 stebéjimus intervale nuo 1,00129 iki 4,24. Intervalo
galus pasirinkome rankiniu biidu taip, kad diskretizuoto skirstinio charakte-
ristikos (vidurkis, standartinis nuokrypis, asimetriSkumo koeficientas) biity
panasios { atitinkamas skirstinio charakteristikas (zr. lentelg ).

1 lentelé. Skirstinio W1 ir jo diskretizacijos charakteristiky palyginimas.

Vidurkis Stand. nuokr. Asim. koef.
Skirstinys 0,90275 0,6129 1,072
Diskretizacija 0,90237 0,6115 1,0537
ra.d. 4,209-107% | 2,347-1073 | 1,707 -1072

IS tiesy tiksli skirstinio diskretizacija néra blitina miisy empiriniams
pagrindimams.

Lentel¢je [2| pateikiame sugeneruoty cikliniy strukttry kiekius kiek-
vienam peréjimy skaiciui m. Taip pat sugeneravome ir ciklines apribotas,

neciklines, neciklines apribotas struktiiras. Palyginimui pridéjome dar ir Er-
lango hiperskirstinius, Kokso skirstinius.

2 lentelé. Sugeneruoty PH(4) skirstiniy cikliniy struktiiry kiekiai.

m 6 7 8 9 10
Kiekis 1 22 118 | 526 | 1241
m 11 12 13 14 15
Kiekis || 1778 | 1874 | 1429 | 829 | 362
m 16 17 18 19 20
Kiekis 132 37 10 2 1

Tyrimo rezultatai skirstiniui W1 pateikti paveiksle
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—0,7855

—0,786

—0,788

—0,7860 bl M S

i
~0,790 {1
|

Tikétinumo logaritmas

-EF necikling, zid
H -m- necikliné
0792 | 4 A Erlango hiperstruktiira —0,7865
[’j —k— Kokso
—— cikling, zid
—0,794 i —e— cikline
—0,7870
5 6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 6 8 10 12 14 16 18 20
Perejimy skaigius, m Perejimy skaicius, m

14 pav. Skirstinio W1 aproksimavimas ivairiomis PH(4) strukt@iromis.

I8 paveiksle[[4|pateikty grafiky matyti, jog maZziausias per¢jimy skaici-
us, su kuriuo jau pasiekiama didziausia (vizualiai) tikétinumo reikSmé, yra
m = 8. Arba kai pilnosios parametrizacijos parametry skaicius yrap = 7,
o tai nepriestarauja hipotezés|l| teiginiui. Su nedideliais nuokrypiais §i ten-
dencija kartojasi aproksimuojant ir kitus skirstinius. Disertacijoje pateikti
i§samesni rezultatai, kuriais pagrindziame hipotezg|[I}

2.4. Aproksimavimo atsitikinai sugeneruotos struktiiros faziniais skir-
stiniais tyrimas

Empiriskai pagrindus hipotezg apie pakankama m = 2p peréjimy
kieki (atvejui, kai n = 4), aktualu i§samiau patyrinéti aproksimavima re-
tos (angl. sparse) struktiiros skirstiniais. Praktikoje, siekiant tiksliau aprok-
simuoti duota skirstini faziniu skirstiniu, daznai gali prireikti daugiau nei
keturiy faziy. Kadangi miisy struktiry generavimo algoritmas néra efek-
tyvus dél galimai nepaSalinamy pertekliniy struktiiry, kaip paprasta alter-
natyva pateikéme atsitiktinj struktiiry generavimo algoritma. Taciau pries
méginant atsitiktinai generuoti struktiiras, tikslinga palyginti ju taikyma su
sugeneruotomis struktiiromis, kurios tikrai apima visa galimy faziniy skir-
stiniy aibg.

Ankstesniame skyriuje skirstinius aproksimuojame ketvirtos eilés fa-
ziniais skirstiniais. Registruojame gauty parametry jverciy tikétinuma ir
iteracijy skaiCiy, kurio prireiké konvergavimui pasiekti (iki pasieckiamas
mazesnis tikétinumo santykinis padidéjimas daugiau nei 10~%). Tyréme
tokius faziniy skirstiniy klasiy atvejus: tankios struktiiros (FULL), pagal
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misy algoritma sugeneruotos ciklinés ir neciklinés struktiiros (GEN:cyc-2n,
GEN:acyc-2n) bei atsitiktinai sugeneruotos ciklinés ir neciklinés strukttiros
(RND:cyc-2n, RND:acyc-2n). Visos struktiiros, neiskai¢iuojant tankiosios,
turi po m = 2n = 8 per¢jimus. Kiekvienai strukttry klasei generavome po
1 180 pradiniy parametry rinkiniy.

Gautus rezultatus aproksimuojant W1 skirstinj pateikiame lenteléje

Bl

3 lentelé. Gauty parametry jveréiy tikétinumo logaritmo ir iteraciju, aproksimuojant W1
skirstini ketvirtos eilés faziniu skirstiniu, skaitinés charakteristikos.

Min. Maks. Vidurkis Stand. nuo-
kr.
GEN:cyc-2n —1,4327 —0,7859 —0,7911 0,0234
iteracijy sk. 127 22331 4574,24 4527,32
GEN:acyc-2n —0,7927 —0,7859 —0,7876 0,0015
iteracijy sk. 76 12714 1889,29 2151,44
RND:cyc-2n —0,9031 —0,7859 —0,7996 0,0328
iteracijy sk. 121 24470 4773,32 4573,64
RND:acyc-2n —0,8972 —0,7859 —0,7885 0,0065
iteracijy sk. 10 9780 1132,02 1476,19
FULL —0.7874 —0,7859 —0,7860 0,0002
iteracijy sk. 727 18536 5827,76 3051,21

Pastebéta tendencija, kad aproksimuojant tankios strukttros faziniu
skirstiniu maziausias iteracijy kiekis yra didesnis lyginant su kitomis struk-
tiiry klasémis. Taciau bendrai aproksimuojant retomis struktiiromis stebima
tendencija (nors tai vienareikSmiskai ir neatsispindi §iame pavyzdyje), kad
aproksimuojant retomis struktiiromis gali prireikti ir kur kas daugiau iter-
acijy konvergavimui pasiekti. To galima priezastis — parinkus netinkama
struktiira, globalaus ekstremumo pasiekimas gali biiti negalimas. Kita ver-
tus, parinkus tinkama struktiira, prie ekstremumo artéjama kur kas spar¢iau
nei naudojant tankia struktiira. Klausimas — kaip nustatyti, kokia struktiira
(ar jy aibé) geriausiai tinka konkreciu atveju?

Jeigu darome prielaida, kad netinkamai parinktos struktiiros léc¢iau
konverguoja, tikslinga patyrinéti, kaip siejasi gauty parametry jverciy ti-
kétinumas su iteraciju skai¢iumi. Sis sarySis skirstiniui W1 pavaizduotas
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paveiksle

—0,78

e, am —0,786

-0,8
—0,82 —0,788
—0,84
—0,79

VTR ST T ey e
—0,86

Tikétinumo logaritmas
Tiketinumo logaritmas

—0,88 —0,792

—0,794
0 0,5 1 1,5 2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Iteracijy skai¢ius 104 Iteracijy skaicius 104

15 pav. Rysys tarp gauty parametry jver¢iy tikétinumo ir iteracijy skaiciaus ketvirtos eilés
faziniu skirstiniu aproksimuojant W1 skirstinj.

Paveiksle|l5|juodais taskais pazymeéti rezultatai gauti aproksimuojant
tankia struktiira, mélyna — sugeneruotomis ciklinémis struktiiromis (GEN:cyc-
2n) ir neciklinémis struktiiromis (GEN:acyc-2n). Rezultaty, gauty su atsi-
tiktinai sugeneruotomis struktiiromis, nepavaizdavome — jie labai panasts
1 rezultatus, gautus naudojant atsitiktinai sugeneruotas struktiiras.

Aiskiai matome kelias tikétinumo reikSmes, prie kuriy priartéjama.
Tiesa, skiriasi iteracijy skaicius. Apibendrinant rezultatus galima teigti, kad
tanki strukttira labai daznai sugeba surasti labiausiai tikétinus parametry
tver¢ius. Tuo tarpu retos struktiiros ne visada suranda labiausiai tikétinus
parametrus, taciau juos gali surasti su mazesniu iteracijy skai¢iumi. Tad
kyla naturali iSvada, kad tinkamas retas struktiiras galima méginti atrinkti
atsirenkant tas, kuriy tikétinumo reik§mé didziausia atlikus nedidelj skai¢iuy
iteracijy. Sia idéja placiau panagrinéjome paskutiniame skyriuje.

2.5. ISvados

Sukurtas faziniy skirstiniy matricinés formos reprezentacijos struk-
tiry generavimo algoritmas. Taciau negalima garantuoti, kad sugeneruo-
ta strukttiry aibé (turinti m peré¢jimus) yra minimali. Algoritmu i§ pradziy
sugeneruojamos visos galimos struktiiros ir tuomet Salinamos perteklinés.
Dél eksponentiskai didéjancio pradiniy strukttiry skaiciaus aukstesniy eiliy
(n > 4) struktury aibiy generavimas yra sunkiai igyvendinamas. Nepaisant
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to, sugeneruotos ketvirtos eilés struktiiry aibés buvo sékmingai panaudotos
empiriSkai pagrindziant iSkelta hipotezg.

Hipotezé apie pakankama peréjimu skai¢iy (m = 2n) fazinio skirsti-
nio matricinés formos reprezentacijoje pagrista empiriskai tokiam atvejui,
kai n = 4. Hipotezé pagrista empiriskai, maksimalaus tikétinumo meto-
du faziniais skirstiniais aproksimuojant devynis skirstinius, miisy algorit-
mu sugeneruotomis struktiiry aibémis. Sie skirstiniai paskelbti mokslinéje
literattiroje ir naudojami tiriant aproksimavima faziniais skirstiniais. Hipo-
tezé pagrista remiantis rezultatais, gautais analizuojant parametry tikétinu-
mo priklausomybg nuo peréjimy skaic¢iaus m. Vienintelé priestara hipote-
zei gauta skirstinio L1 atveju. Labiau tikétini parametrai surasti naudojant
struktiira su vienu papildomu peréjimu (t. y. m = 2n + 1 = 9). Vis délto
surasty parametry jverciy tikétinumo logaritmas yra tik 0,0000002 didesnis
lyginant su tikétinumo logaritmu gautu naudojant struktiira be papildomy
peréjimy (t. y. m = 2n = 4). Toks nuokrypis gali buti laikomas nereiks-
mingu, ypac¢ galvojant apie skai¢iavimo kompiuteriu specifika.

Tyrimo rezultatai (hipotezei pagristi) atskleidé dar keleta tendenciju.
Mokslinéje literatiiroje pastebéta, kad aproksimuojant neciklinés struktiiros
faziniais skirstiniais EM metodu gali buiti gauti labiau tikétini parametrai nei
naudojant Kokso (angl. Coxian) skirstini. Nepaisant fakto, jog pastarasis
skirstinys padengia visg necikline struktiira reprezentuojamy faziniy skir-
stiniy erdve. Tai méginama aiskinti tuo, kad Kokso struktiira néra optimali
EM metodo konvergavimo prasme. Miisy eksperimentinio tyrimo rezulta-
tuose taip pat stebima §i tendencija. Nagrinéjant tyrimo rezultatus pastebéta,
jog daugeliu atvejy apribota strukttra (t. y. struktiira, kuri nurodo fazinius
skirstinius, kurie gali turéti daugiausiai p = 2n — 2 nepriklausomus para-
metrus) suranda maziau tikétinus parametry jvercius.

Hipotez¢ apie pakankama peréjimy skaiciy buvo pritaikyta tiriant aprok-
simavima faziniais skirstiniais. Palyginta, kuo skiriasi aproksimavimas reta
(sum = 2n peréjimais) ir tankia struktiiromis tam atvejui, kai n = 4. Ana-
lizuojant gautus rezultatus nustatyti tokie désningumai:

1. Déltankios struktiiros lankstumo gauty parametry iverciy tikétinumas
turi maziausia dispersija. leSkant parametry jverciy retomis struktiiro-
mis stebima atvirkstiné tendencija.

2. Aproksimuojant tankia strukttra dél pertekliniy parametry konvergav-
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imas yra létesnis ir priartéjus prie 1éto konvergavimo zonos paieskos
procediira gali biiti per anksti nutraukta.

3. Aproksimuojant retomis struktiromis surasty parametry tikétinumas
priklauso nuo konkrecios struktiiros ir aproksimuojamy duomeny. Jei-
gu struktiira yra tinkama, galima tikétis greito konvergavimo (kur kas
greitesnio nei su tankia strukttira). Jeigu parinkta maziau tinkama struk-
tiira, konvergavimas gali buti létas ir pasiekiami prastesni parametry
iverciai.

Potencialiai retos struktiiros gali biiti naudojamos tuomet, kai reikia
surasti labiau tikétinus parametry iver¢ius su mazesniu iteraciju skai¢iumi.
Deja, rezultaty patikimumas priklauso nuo patikrinty rety strukttiry skaici-
aus. Todél, siekiant praktiSkai pasinaudoti sparciu rety struktiiry konver-
gavimu, reikalinga metodika tinkamy struktiiry identifikavimui.
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3. MARKOVO ATVYKIMU PROCESU PARAMETRU PAIESKOS
ISLYGIAGRETINIMAS

UZduotis — iSlygiagretinti stacionaraus Markovo atvykimy proceso
parametry paieska, vykdymui naudojant L skai¢iavimo gijas (angl. threads).
Stebimus tarplaikius x1, ..., x7 interpretuojame kaip laiko tarpus tarp ER-
CHMM Markovo atvykimuy procesy klasés generuojamuy ivykiy. Pasirenka-
me ER-CHMM procesy klasg dél dvieju priezas¢iu: a) mazesniy skai¢iavimo
apim¢iy lyginant su bendruoju procesu, b) uzdaviniui galima taikyti pas-
léptyju Markovo modeliy parametry paieSkos Baum-Welch [20] algoritma.
Miisy darbo tikslas — formalizuoti ir palyginti galimus iSlygiagretinimo al-
goritmy variantus.

3.1. Algoritmas P-1

Vykdant parametry (II, A) paieska Siuo algoritmu, iteracijos metu tar-
plaikiai x1, ..., x7 nuskaitomi viena karta.

Apibréziame stebéjimy sekos x,, ..., x, tikétinumy matrica

o | file)Ih oo fi(z)I R
P2 = PlulPlu+1]..PL =[] | o
#=u | fp(z)Ipy ... fr(z.)Igr
atvejams, kai u > v, apibréziame P[] = I. Tikétinumo vektoriai afu],

b[u] i8reiskiami per P}, ] tokiu budu:

alu] = wP[1] ir blu] = P[T]1. (20)
Tarplaikiy seka x1, ..., x7 padalijame i L serijas po K tarplaikiy. Pas-
kutingje serijoje gali bati ir maziau tarplaikiy, 7' — (L — 1) K.

Pazymime visos ¢-tosios serijos tikétinumy matrica U [¢] = P| ( z_f)lﬁ{ 41

tuomet /-tosios serijos tikétinumo vektorius galime iSreiksti taip:
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-1
=7 (H U[»’«’]) P[(é—lq)LKH]v 21
L
blu] = P[] ( I1 U[zu>. 22)

Pazymime /-tosios serijos atidarantj 7’ ir uzdarantj 1 vektorius kaip

l
= a[(K] = =P[¥ ]| == [[ U],

1° = b[(K + 1] = wP[ ;5] H Ulz
z=l+1

Dabar tikétinumo vektorius galime apskaiciuoti kiekvienoje i§ serijy atski-
rai, pagal

a[u] = WKP[(K_lsLK_H] ir b[u] =
kai(/ — 1)K +1<u</IK.

PerraSome parametry (IT, A) skai¢iavimo formules (14)), atskirai
pazymédami sumas

T (1)
iai|u — 1]b; i5;
A = Y e Tiai[u — 1]b;[u] _r S, (23)

ST weaifu— by 5@
_ 3
S0 agfu — 1) fi(ea) igbilu+1) S5
STl aifu — 1]b;[u] ek

)

24

L j =
i$ ¢ia turime, jog

S = 5 a,[T — 1]bi[T] bei S = ZSJ

(2 (2
Todél pakanka i8lygiagretinti tik sumy

]

(ST SIC)
17‘7
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skai¢iavima. Tarplaikiy skaiciy, esanciy priesais ¢-taja serija, pazyméjg kaip

1o = (¢ — 1)K, pertvarkome suma SZ-(Q)

L-1 K
Si(z) Z ailte +u— 1)z, 14,bi[te + u)
f=1 u=1
T—(L-1)K
+ a;lir +u— 1z, yubier + ul
u=1
L—1

/—1 L+u 1 /+1
T ZP v e To, e P[] 1

8 [ K= 1]
T—(L-1)K
+wlt Z P[LLLjill]e ILL+ue1P[LLTF“]]l’

Q7 (L, T—(L-1)K|=0{" [L]
¢ia

~ (2 Lotu— Let+z
Q! )[ﬁ, z] = ZP[ I_Hl]eiTxLHueiP[ T ].

3 Letu
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. (3)
UzZraSome suma .5;;

L K
3
Si(,j) = Z Z ailty +u—1)P; j[ee + ulbjlee + u + 1] (26)
(=1 u=1
T—(L-1)K—1
+ Y ailu+u— 1Pl +ulbjln +u+1]
u=1
L—1 K
= Z P Z wj_if_l YeleiPlu + u]e;ejP[L;ﬂjil] 14+
=1 u=1
Q1K=
T—(L-1)K—1

+ bt Z Pl el e Pl +ulele; P, 111,

5(3) PNG)
QL T—(L-1)K-1]=Q)[L]
¢ia

Q0,2 =Y Pl el e Plu + ule]

Te;P[, 1 t2,].

Lte+u+1
u=1

Remdamiesi pasléptyju Markovo modeliy parametry paieskos algo-
ritmu [20]], irodome tokia teorema.

4 teorema. Kiekvienam z,0 < z < K, kai ¢ < L, bei 0 < z <T — (L —
1)K, kai ¢ = L, matricos Q( )[E z| ir Q( )[f z| tenkina tokius rekursyvius
sqrysius

00,2 = P10, 2 — 1P + 2] + P[*77 el w.ei Plug + 2]
ir
QN[ 2] = Q[ 2 — 1P + 2] + Pl % el e Plu + 2)e]e;

su pradinémis reiksmémis Q?) [¢,0] =0ir QS’J) [¢,0] = 0.
Toliau pateikiame algoritmo vykdymo etapus.
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1.

3.2

Matricy U [¢], Q§2) [¢]ir QS’J) [¢] lygiagretus apskai¢iavimas kiekvienai
serijai{ =1,..., L.

Atidaranéiy / uzdaranéiy tikétinumo vektoriy ¢ ir 1¢ skai¢iavimas
pagal formules

7‘_4_{7;7520, ir jlf—{]l’E:LJrl’

U, 0> 1, Uit (<L,
ir tuomet sumy Si(z), Si(f)’j), 1,7 =1,..., R skaiiavimas pagal
L
@ _ Zﬂ,z—lﬂ(?) 1+t s Z o 19( g1et!

(=1

kurios panaudojamos apskai¢iuojant naujus parametry ivercius A;, IL; ;.
Algoritmas P-2

Kita algoritmo versija— P-2 gaunama i§ P-1 algoritmo, pastebéjus tai

kad, vietoj veiksmy su matricomis Q£2) ir QS’J) galime dirbti su vektoriais.
Kita algoritmo savybé — per duoty tarplaikiy seka pereinama du kartus.
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2.

Matricy U [¢] lygiagretus apskai¢iavimas kiekvienai serijai ¢ = 1,..., L.

Atidaranéiy / uzdaranéiy tikétinumo vektoriy ¢ ir 1¢ skai¢iavimas
pagal formules

Y 7r,£:0, . ¢ ]]_,£:L+1,
T = r 1°=
w U, 0> 1, Ut (<L,

. Vektoriy wgz) 0] = WZQEZ) [4] ir wiS) [0 = ﬂeﬂg?} [] lygiagretus

RO . . .. »J
skaiCiavimas kiekvienai serijai £ = 1,..., L.

. Sumy S( Vir S( ) skai¢iavimas pagal

2 _ (2) 41 e+1
Si7 = w01t Zwﬂ J1

ir naujy parametry jverciy A;, IT; ; skai¢iavimas.



Kuomet Erlango $aky tankiai f;(z) yra i$saugomi atmintyje, turime
algoritmo modifikacija P-2-D.

3.3. Algoritmas P-3

Treciasis algoritmas skiriasi nuo ankstesniy tuo, jog sumos SZ-(Q) ir
SZ-(?}) skai¢iuojamos tiesiogiai i§ tikétinumo vektoriy a[u], blu].

1. Kaip ir P-2 algoritmo atveju, kartu skai¢iuojame matricas U [¢] kiek-
vienai serijai £ = 1,..., L.

2. Atidaran¢iy / uzdaranéiy tikétinumo vektoriy 7¢ ir 1¢ skai¢iavimas
pagal formules

ﬂé— 7T,€:O7 ir ]le_ 1,€:L+17
| wule, 0> 1, Uittt (< L.

3. Lygiagretus tikétinumo vektoriy a[u] ir b[u| skai¢iavimas kiekvienai
serijai / =1, ..., L pagal

alu] = w'P[, 1], it blu] = P[utK]1L, (27)

4. Lygiagretus tarpiniy sumy Si(?) [¢] ir Si(,?;') [(] skai¢iavimas pagal

Si(z) (] = Z ailte +u — 1)z, 4ubi[te + ul
= @il +u—1{Plg+ul}, ; bjlee+u+1],

u=1

i7j
pasinaudojant anks¢iau apskaiciuotais tikétinumo vektoriais a[u], b[u].

3 )

5. Nuoseklus sumy S; @) i S, skaiciavimas pagal

2) _ Z s, i S Z s (29)
/=1

kurios naudojamos naujy parametry \;, II; ; iverCiy apskai¢iavimui.

Kuomet Erlango $aky tankiai f;(z) yra i$saugomi atmintyje, turime
algoritmo modifikacija P-3-D.
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3.4. Analizinis algoritmy palyginimas

Pateikti algoritmai skiriasi naudojamos atminties kiekiu ir skaic¢iavimo
sudétingumu.

Algoritmy naudojamos atminties analizé pateikta lenteléje 4]

4 lentelé. Algoritmy vykdymui reikalingas atminties kiekis, matuojamas kintamuyjy skaici-
umi.

Duomenys Nuoseklus alg. P-1alg. P-2alg. P-3alg.
Parametrai 7, IT, A\, R*4+ 3R R* 43R R*+ 3R R*4+ 3R
Tarplaikiai T T T T
Sumos 5, 57, n=1,2,3 | R*+3R R?+3R R*+3R R®+3R
Vektoriai ¢, 1° 2LR(+2L) 2LR(+2L) 2LR(+2L)
Matricos U'[¢] LR*(+L) LR*(+L) LR*(+L)

QP10): LR*(+L) | wP: LR*(+L) | SP[0): LR(+L)

Dalinés sumos . - 2
(@I 4 [OIVE 3 NCITE 2
Qij[[]. LR*(+L) | w; j[Z]4 LR*(+L) | S;7[4: LR*(+L)

Vektoriai a[u], blu] 2T R(42T) 2T R(42T)
Saky tankiai fi(z) TR P-2-D tik: TR P-3-Dtik: TR
Bendras sudétingumas O(TR) O (T + LR*) O (T + LR?) O (TR + LR?)

Lenteléje @] skliausteliuose nurodytas papildomas kintamuju kiekis,
reikalingas reik§miy kodavimui dvejeto laipsniais. Nuoseklaus algoritmo
atveju didzioji naudojamos atminties dalis tenka tikétinumo vektoriy afu],
b[u] bei Erlango $aky tankiy saugojimui ir priklauso nuo 7', R. Tuo tarpu
P-1 algoritmas didziaja atminties dali panaudoja matricy ng) 4B 95,33) 4]
saugojimui. Tik §j karta reiklumas atmin¢iai priklauso nuo serijy kiekio L
ir yra maZzesnis nei nuoseklaus algoritmo, kai R << L << T'. Algoritmas

P-2 vietoj matricy atmintyje laiko vektorius w§2) [, wg’g) [€], tad jo reik-
lumas atminciai yra dar maZesnis nei P-1. Algoritmo modifikacija P-1-D
papildomai naudojq atmintj Erlango Saky tankiams saugoti, taciau bendras
reiklumas atminciai yra mazesnis nei nuoseklaus algoritmo. Algoritmas P-3

(ir jo modifikacija P-3-D ) naudoja daugiausiai atminties.

Toliau lenteléje (5| pateikiama algoritmy sudétingumo analizé, kurioje
i§skiriami nuoseklis ir lygiagretus skaiciavimy etapai.
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5 lentelé. Skaiciavimo sudétingumo eilé pagal atlieckamy daugybos operacijy skaiciu.

Skai¢iavimai Nuoseklus alg. P-1alg. P-2-D alg. P-3-D alg.

Saky tankiai fi(z) RT RT/L RT/L RT/L

Matricos U'[(] R*T/L R*T/L RT/L P1
Dalinés sumos ﬂid; [0: R°T/L

Vektoriai ¢, 1° R’L R’L R’L S
Saky tankiai f;(z) P-2only: RT/L | P-3only: RT/L
Dalinés sumos wP[0: R'T/L P2
alu], blu] R?*T RT/L

Saky tankiai f;(z) P-3 only: RT/L -
Dalinés sumos 5P[0: R*T/L
ILAm R*T R'L R*L S
Bendras sudétingumas O (R’T) O (R°T/L) O (R'T/L) O (R’T/L)

Kaip ir atminties kiekio analiz¢je, skai¢iavimo sudétinguma nurodo
R, L ir T. Nuoseklaus algoritmo sudétingumas yra O(R?T), o lygiagre¢iy
algoritmy atveju vertiname skaiciavimo sudétinguma, tenkanti kiekvienai
i§ L giju. Algoritmuose P-3, P-3-D didZiausia sudétingumo dalis tenka ma-
tricy U] skai¢iavimui ir yra O(R3T'/ L). Algoritmy P-2, P-2-D skai¢iavimo
sudétingumas didesnis — O(R*T'/L). Ta¢iau kai $aky kiekis R yra nedidelis,
Sie algoritmai gali buti greitesni palyginti su P-3 (P-3-D) dél efektyvesnio
atminties naudojimo.

3.5. Praktinis algoritmy palyginimas

Praktiniam algoritmy palyginimui lygiagrecias juy versijas realizavo-
me panaudodami CUDA biblioteka skai¢iavimams atlikti su vaizdo pro-
cesoriumi (GPU). Disertacijoje aptariame buidus, kaip sumazinti skaitin-
iy paklaidu jtaka. Visu programy (iskaitant ir tiriamosios) kodai pateikti
https://github.com/minbraz/parmap.

20 apibrézimas. Kerneliu vadinama C++ kalba parasyta programos da-
lis, kuri yra vykdoma naudojant vaizdo procesoriy.

Tinkamiausias lygiagreciai vykdomy giju skai¢ius L (R) priklauso
nuo konkretaus kernelio naudojamy istekliu, pvz., registry skaiciaus. Ker-
nelio registry skaiciaus priklausomybé nuo Saky skaiciaus R yra labai su-
détinga — nulemta to, kaip paraSytas programos kodas ir kaip jis yra su-
kompiliuojamas. D¢l to naudojame fiksuota (visiems R) ir gana dideli giju
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skai¢iy L. Kadangi patikimai negalime nustatyti pakankamy giju skai¢iaus
L, skaiCiavimus pakartojame su L = kL*, k = 1,2,4, ¢ia L* = 1920 —
misy vaizdo procesoriaus (GTC 1070) CUDA branduoliy skaicius.

Testavimui sugeneravome 7" = 50 000 000, tarplaikiy imitaciniu bi-
du modeliuodami stacionary Markovo atvykimy procesa, nurodyta parame-
trais

121 4 2
L3121 3
r=[33 21 1,A=[13 213 OI=—1|23113
10
412 21
2 213 2

Gautai tarplaikiy sekai ieSkome labiausi tikétiny stacionaraus Marko-
vo atvykimy proceso parametry visoms galimoms ER-CHMM struktiiroms
su 10 biseny (ir R > 2). Atlikome po 100 kiekvieno algoritmo iteracijy.
Vykdymo laikai pateikti lenteléje[6]ir pavaizduoti paveiksle [[6] Algoritmy
naudojamas atminties kiekis pateiktas paveiksle

6 lentelé. Algoritmy realizacijy vykdymo laikas sekundémis, kuomet gijy skaiéius yra L =
2L".

R || Nuo- P-1alg. P-2alg. P-2-D P-3alg. P-3-D
seklus alg. alg.
alg.

2 1111,521 6,297 3,870 3,644 6,557 4,775

3 1395,008 26,018 6,539 5,611 10,033 5,607

4 1605,503 91,137 10,267 9,399 13,206 8,195

5 1923,365 201,369 48,999 38,758 18,121 10,181

6 2276,253 380,215 63,872 64,392 33,734 12,336

7 2671,527 657,038 97,559 98,059 44,649 14,734

8 3122,541  1063,828 138,394 140,038 55,413 17,078

9 3803,840  1650,562 189,625 192,288 68,378 20,859

10 || 4278,771  2469,702 255,107 260,547 82,898 24,186
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10*

—o— nuoseklus alg.

—— P-lalg

-4a-  P-2alg.

-4- P-2-Dalg.
e} P-3alg. A
e P-3-Dalg. AT

10°

102

Laikas, s

101

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Saky skaicius, R

16 pav. Algoritmy realizacijy vykdymo lai-
kas, kai L = 2L".

,_.
B

) —o— nuoseklus alg.
=3 y
§ —4— P-lalg. =
S, -4-  P-2alg. o GO
2 -4- P-2-Dalg. o

o
% © P-3alg.
£ e P-3-Dalg. ‘7,4——"‘
= g IV
'g ~
] _ A
= _A-
8 10° &
£
g
<

-a

|
|
'
l

Saky skai¢ius, R

17 pav. Algoritmy realizacijy atminties nau-
dojimas, kai L = 2L".

I§ lenteléje [6] pateikto vykdymo laiko matome, jog P-2-D algoritmo
realizacija yra greitesné uz P-3-D tik tuomet, kai R = 2. Taip yra dél to, kad
kuomet R yra nedidelis, kiekviena gija gali sutalpinti visus (arba didesn¢
dali) darbinius kintamuosius registry atmintyje, dél to paspartéja operaci-
ju atlikimas. Kai R > 4, pastebimas zymus vykdymo laiko trukmés pa-
didéjimas, nes didzioji dalis gijos darbiniy kintamujy nebesutelpa registry
atmintyje ir tenka naudoti 1étesng atminti.

Kuomet R > 2, greiiausia yra P-3-D algoritmo realizacija.

3.6. ISvados

Pristatyti trys lygiagretis EM metodo algoritmai Markovo atvykimy
proceso parametry paieskai atlikti. Algoritmai P-1 ir P-2 gauti pritaikius
pasléptyju Markovo modeliy paieskos Baum-Welch algoritma. Algoritmas
P-1 skai¢iavimus atlieka matricomis, tuo tarpu algoritme P-2 naudojami
vektoriai. Dél to algoritmo P-2 skai¢iavimo sudétingumas, O (R5T / L),
yra viena eile aukstesnis lyginant su algoritmo P-1, O (R4T / L). Treciuo-
ju algoritmu P-3 labiau tikétini parametry jverciai skai¢iuojami tiesiogiai
panaudojant tikétinumo vektorius; algoritmo skai¢iavimo sudétingumas yra
@) (TR + LRZ).

Atlikta algoritmy reiklumo atminciai sudétingumo analizé. Algorit-
mo P-1 reiklumo atminciai (vertinant kintamyjy skaiciy) sudétingumas yra
O (T + LR*). Algoritmas P-2 yra maZiau reiklus atminGiai, nes vietoj ma-
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tricy skaiciavimai atlickami vektoriais; reiklumo atminéiai sudétingumas
@ (T + LR3) . Algoritmas P-3 yra labiausiai reiklus atminciai ir yra

@ (TR + LRQ) . Taip yra todél, kad atmintyje turi biiti saugomi tikétinumo
vektoriai.

Algoritmy realizacijy veikimo sparta priklauso nuo konkrecios skai-
¢iavimo platformos. Algoritmas P-1 iteracijos metu duomenis nuskaito vi-
eng karta, tai gali biiti svarbu, jeigu duomeny nuskaitymo greitis néra di-
delis. Kitu atveju reikéty rinktis tarp algoritmy P-2 ir P-3. Remiantis su-
détingumo analize, algoritmas P-2 yra maziausiai reiklus atminciai ir gali
biti gana greitas, kuomet Erlango Sakuy skaicius néra didelis. PrieSingai, al-
goritmo P-3 reiklumas yra didziausiais, taciau jo skai¢iavimo sudétingumo
priklausomybe nuo Erlango Saky skaiciaus yra maziausia. Siekiant taikyti
vieng i$ algoritmuy, reikia jvertinti skai¢iavimo platformos isteklius ir aprok-
simuojamy duomeny kieki.

Siekiant parodyti, kaip algoritmai veikia praktiskai, jie buvo reali-
zuoti veikimui panaudojant vaizdo procesoriy (GPU). Palyginimui naudo-
jamai nuosekliai algoritmo versijai taikyta tikslesnio skai¢iy sumavimo me-
todika. Visoms algoritmy realizacijoms, siekiant iSvengti skaitiniy proble-
my, pritaikyta skai¢iaus kodavimo dvejeto laipsniais metodika. Papildomai
realizuotos dvi algoritmy modifikacijos: P-2-D ir P-3-D, kuriose apskaici-
uoti Erlango $aky tankiai i$saugomi atmintyje vélesniam naudojimui. Sios
modifikacijos padidino algoritmy reikluma atminciai. Algoritmai palyginti
aproksimuojant sugeneruoty 50 000 000 tarplaikiy duomenis, atliekant po
100 iteracijy. Analizuojant eksperimentiniy skai¢iavimy rezultatus nustaty-
ta:

1. Algoritmo modifikacija P-2-D yra maziau reikli atminciai, lyginant
su P-2, taciau skaiCiavimo laikas skiriasi nedaug.

2. Algoritmo modifikacijoje P-3-D, dé¢l Erlango Saky tankiy i$saugoji-
mo atmintyje buvo pasiektos trumpiausios vykdymo trukmés.
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4. NUTRUKSTANCIO MARKOVO ATVYKIMU PROCESO PARA-
METRU PAIESKA

4.1. Maksimalaus tikétinumo metodo pritaikymas parametry paies-
kai

Maksimalaus tikétinumo (EM) metoda pritaikome nutriikstanc¢io Mar-
kovo atvykimy proceso parametry paieskai. Apsiribojame tik ER-CHMM
struktiira turin€iais procesais. Miisy algoritmas nuo jau aptarto Markovo at-
vykimy procesy parametry paieskos algoritmo skiriasi tuo, jog jis ivertina
tarplaikiy sekos ilgi. Kadangi tarplaikiy sekos yra baigtinés (atsitiktinio il-
gio), pradiniy tikimybiy skirstinio jtaka yra reik§minga. Dél to §j skirstinj
taip pat ivertiname (palyginimui — Markovo atvykimy procesy atveju nau-
dojome stacionary pradiniy tikimybiy skirstini).

Stebimi duomenys — tai U atsitiktiniy dydziy (tarplaikiy) serijos
1 1 1 U U U
2= (20,220, a0 ).

Galimai koreliuoti tarplaikiai interpretuojami kaip laiko tarpai tarp nutruk-
stan¢io Markovo atvykimuy proceso generuojamuy jvykiu laiko momenty.
Uzduotis — surasti labiausiai tikétinus proceso parametrus stebimy tarplai-
kiy atzvilgiu.

Tarkime, kad atsitiktiniy laiky serijas generuoja nuosekliai vienas po
kito vykstantys tolydaus laiko Markovo procesai

AR A R ASC I A

kur laiko momentu ¢t = Xl(l) + ...+ X,ﬁu) pereinama nuo proceso ~7t(u’k)

prie jt(u’kﬂ), ir t. t. Procesy sekos visiskai charakterizuojamos diskreciu
lankomuy biiseny procesu

1,1 1,1 k UK
F SR 4 SO ACL NN uhi A

ir diskreciu atsitiktiniy laiko trukmiy procesu
SéLl) 8(171) S(u,k) S(UJCU)

s AL 1 Om s C MUKy 10
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kuris nusako praleista laika kiekvieno apsilankymo metu. Cia M(“*) yra

peréjimy skaicius pries jvykstant jvyki generuojanciam per¢jimui pagal D;.

Visa informacija apie tarplaikiy seka x = (xgl), ey a:(KUU)> sudaro

-(1,1) .(1,1) (u,k) (U,Kv)

o e lpan e bm’ s kg s
y Ly ) wk)  (UKv)

80 s Sy _1s s Sn s ey S, (ke 1

Papildomai iSskiriame procesa

GM,..,a0) g, 6,
)

kur g,i“) — Erlango Sakos, generuojancios tarplaiki X,gu , numeris.

Jeigu turétume g = (ggl), gél), i ggjy)) reik§mes konkreciai tarplai-

kiy sekai z = (:cg” LD xgg{j) tikétinumo funkeijos iSraiska biity

U K,
LA Xx,6)=]]]] /e (xgo) ,

u=1k=1
o maksimalaus tikétinumo parametrus rastume pagal [21]]
U Ko
B D=1 2ok ril gy

7 — )

U K., u
D=1 Dk xl(c )ﬂ{g,g”:i}

ZU K,—-1 1
u=1Zuk=1 “{gi"=i,g\" =5}

I = U K
D=1 2ak=1 Loy

)

1 U
T, = 5 Z ]l{ggu)zi}'
u=1

Taciau informacijos, apie tai, kokia Erlango Saka buvo pasirenkama
generuojant kiekviena i$ tarplaikiy, neturime. Sukonstruojame pakankama
statistika H, kuri charakterizuoja visa informacija Y, taip

= {1k O]}

Y]
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qu) [k] — indikatorius, nurodantis, ar X,ﬁu) buvo sugeneruotas i-tosios Er-
lango Sakos

(Wi
QK = Lyn_, .

QE? [k] — indikatorius, nurodantis, jog sugeneravus X,Eu)

Saka, toliau pasirenkama j-toji Erlango Saka

su ¢-taja Erlango

0} [k) = Lizgn —s,, zgmen_g,)-

Pries iSvedant formules statistikos # jver¢io h radimui, apibréziame
tikétinumo vektorius

aWk] = nPW[k], bWk = PW[K

e
=

(u) (u)

¢ia P(“)[ ] yra stebéjimu sekos x; "/, ..., x5~ tikétinumo matrica

PO =T PUIK,
k=l

kur P®) [k] yra tarplaikiui $](€u) apibrézta Erlango pasirenkamy Saky tikeéti-

numo matrica

bil <$§gu)> Iy ... f <$§gu)> Il g
PWk] = : :
Ir <$§€u)> Ig: ... fr <$§€u)> Iz r

Tuomet parametry tikétinumo funkcija uzraSoma taip:

L(m I X)= H (HP ) (30)

u=1
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o jvertis h surandamas pagal formules

1K) =E[Q"[k] | X]

P(Z"" = s, &
P(I(Uk =5 | X) = ( 0 si, X)

P(X)
(a0 = 100{) T w011
HL wb)[1]
a" [k — 1]b")[K]
b (€2))
g (k] =E[Q"[K] | X]

P(I(()u,k) — 5.1 (u k+1) _ s | X)
IP,(I(()u,k) — 5.7, (u k+1) =s;, X)
IP’(?‘f )
wbW 1] '

Pasinaudoj¢ visa informacija y charakterizuojancios pakankamos sta-
tistikos jverciu h, surandame maksimalaus tikétinumo parametrus pagal for-
mules

i = T Zu 1 k 1 z(u)[k] (32)
Zu IZk 1 z )[k]
Y ii';lq%)[k]
g =mleel_ (33)
Zuzl k=1 4 (K]
1 U
mi=z g (1] (34)
u=1

Parametry jverciai aptartu maksimalaus tikétinumo metodu ieSkomi
pagal algoritma 6]
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6 algoritmas. Algoritmas nutriikstan¢io Markovo atvykimy proceso, turin¢io ER-CHMM
struktiira, parametry paieskai atlikti maksimalaus tikétinumo metodu.

procedure TMAP-EM-fitting(x, )
1. Atsizvelgiant { » sugeneruojami parametrai (v, IT, A)
2. Apskai¢iuojamas (7r, IT, X) tikétinumas pagal
3. repeat

4. Apskaiciuojamas jvertis h pagal (31))

5

6

7

Apskai¢iuojami nauji parametrai (7, IT, X) pagal.
Apskai¢iuojamas (7r, IT, A) tikétinumas pagal .
. until kol parametry tikétinumas didé¢ja
8. return (7, II, \)
end procedure

4.2. Parametry paieskos algoritmo iSlygiagretinimas

Pateikto algoritmo iSlygiagretinimas gali biiti gautas nejvedant papil-
domy skai¢iavimuy. Ivercio h elementai gali biti skai¢iuojami nepriklauso-
mai kiekvienai u-tajai tarplaikiy serijai :ngu) yeees :rg?) . Maksimalaus tikétinu-
mo parametry formulése (32)), esanciy sumy ;kaiéiavima( galima taip
pat iSlygiagretinti.

Turime L skai¢iavimo giju. Prie§ pradédami skai¢iavimus, kiekvienai
{-tajai gijai priskiriame konkrecias stebéjimy serijas
(I’(Z) = (Ul,ug, .. )
taip, kad visoms gijoms tekty kiek imanoma panasesnis tarplaikiy x,(cu) skaici-
us.

Toliau apibréziame dalines sumas

K.,
s =3 S ¢, sP =3 Za:k g K],

uc®® k=1 ucd® k=1 (35)
K,—1 K,—1
u 3 u
> > sPa= 30 3 a
wed® k=1 wed® k=1

per kurias iSreiSkiame maksimalaus tikétinumo formules parametrams X ir

I
1) L o3
1S
A = M I, = M (36)

(
ri Y5 S0 SEL 5
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ISlygiagretinta parametry jverciy paieSka maksimalaus tikétinumo me-
todu pateikta algoritme

7 algoritmas. Lygiagretus algoritmas nutriikstan¢io Markovo atvykimy proceso, turinéio
ER-CHMM struktiira, parametry paieskai maksimalaus tikétinumo metodu.

procedure TMAP-EM-parallel-fitting(x, )
1. Atsizvelgiant { » sugeneruojami parametrai (7v, IT, X)
2. Apskai¢iuojamas (7, IT, A) tikétinumas pagal
3. repeat
parallel for £ = 1 to L do
Apskaiciuojami jvercio h elementai priklausantys &0 serijoms pagal
end for
parallel for £ = 1 to L do
Apskaiciuojamos dalinés sumos pagal
9. end for
10. Apskai¢iuojami nauji parametrai IT, X pagal (36)), ir 7 pagal
11.  ApskaiGiuojamas (7r, II, A) tikétinumas paga
12. until kol parametry tikétinumas didé¢ja
13. return (7, II, \)
end procedure

XN

4.3. Eksperimentiniai skaic¢iavimai

Nuosekly ir lygiagrety algoritmus realizavome C++ programavimo
kalba. Lygiagretiems skai¢iavimams atlikti su vaizdo procesoriumi (GPU)
naudojome CUDA biblioteka. Kaip ir Markovo atvykimy proceso parame-
try paieskos atveju, iSméginome tris variantus, kuomet visi skaiciavimai
padalijami { L = kL*, k = 1,2,4 dalis. Cia L* = 1920 yra miisy vaizdo
procesoriaus CUDA branduoliy kiekis.

Laisvai pasirinkome proceso parametrus

r=[33 2 1 1],A=[13 2 1 3],
12132
3121 2
1 37
M=712 2 113 G
31221
2 2 1 2 2

Imitaciniu modeliavimu sugeneravome tarplaikiy serijy rinkini, kuri sudaro
50 000 000 tarplaikiai.
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Atsitiktinai sugeneruotiems parametrams pritaikéme anksciau aprasy-
tus nuosekly ir lygiagrety algoritmus, kuriuose vykdome po 100 iteracijy.
Sugeneravome po viena pradiniy parametry rinkinj kiekvienai i§ galimy
ER-CHMM struktiiry su 10 buseny (R > 2).

Lentel¢je[7|pateikiame parametry, gauty atlikus 100 iteracijy, tiketinu-
mo funkcijos logaritmuotas reikSmes. Akivaizdu, jog 100 iteracijy nepaka-
ko pasiekti parametry tikétinumo funkcijos reikSmes —79212363,236.
Taciau svarbiausia, kad tikétinumo funkcijos reikSmé labai nesiskiria skaici-
uojant nuosekliu ir lygiagreciais algoritmais.

7 lentelé. Parametry, gauty atlikus 100 paieskos algoritmo iteracijy, tikétinumo funkcijos
logaritmuotos reikSmés.

R Nuoseklus alg. Lygiagretus alg., Lygiagretus alg., Lygiagretus alg.,
L=1L" L=2L" L=4L"
2 —79611116 —79611134 —79611136 —79611134
3 —79452224 —79452257 —79452234 —79452230
4 —79425934 —79425984 —79425953 —79425941
5 —79410651 —79410690 —79410670 —79410664
6 —79443226 —79443274 —79443258 —79443239
7 —79476124 —79476131 —79476120 —79476133
8 —79516724 —79516726 —79516734 —79516719
9 —79516761 —79516762 —79516747 —79516750
10 —79683891 —79683290 —79683406 —79683404

Algoritmo vykdymo laikas sekundémis pateiktas lenteléje (8] ir pa-
veiksle[I8] Pagreitejimas, skai¢iuojant lygiagre¢iu algoritmu, siekia nuo 13
iki 18 karty, priklausomai nuo Saky skaic¢iaus R. Tai néra daug lyginant
su rezultatais, gautais atlickant analogiSkus eksperimentus su Markovo at-
vykimy proceso parametry paieska. To priezastis — skirtingi serijuy ilgiai,
kiekvienu laiko momentu kiekviena i§ skai¢iavimo giju atlieka skirtingas
skai¢iavimo operacijas. Dél to neefektyviai iSnaudojama skai¢iavimo plat-
forma (GPU), kuri yra pritaikyta sparciai atlikti tas pacias operacijas (su
skirtingais duomenimis).
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8 lentelé. Nutriikstan¢io Markovo atvykimy proceso parametry paieSkos 100 iteracijuy vyk-

dymo laikas sekundémis.

R Nuoseklus alg. Lygiagretus alg., Lygiagretus alg., Lygiagretus alg.,
L=1L" L=2L" L=4L"
2 2992,35 239,27 167,06 182,72
3 3779,80 296,15 216,99 295,09
4 4423,85 363,43 295,82 407,54
5 5242,63 414,14 402,48 504,83
6 6239,32 483,69 518,32 605,46
7 7598,72 567,83 634,03 701,60
8 8732,11 667,00 745,96 798,75
9 10404,82 780,53 842,25 894,20
10 12209,27 903,22 947,06 977,08

18 pav. Nutriikstan¢io Markovo atvykimy proceso parametry paieskos 100 iteraciju vykdymo

laikas sekundémis.

10*

Laikas, s

103

Saky skaigius, R

—— nuoseklus alg.

—@— lygiagretus alg., L = L*
—A— lygiagretus alg., L = 2L*
—a— lygiagretus alg., L = 4L~

4.4. ISvados

Laikas, s

1,000

800

600

400

200

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Saky skaicius, R

—@— lygiagretus alg., L = L~

—A— lygiagretus alg., L = 2L*

—a— lygiagretus alg., L = 4L*

Sudarytos EM metodo formulés nutriikstan¢io Markovo atvykimuy (TMAP)
proceso, turinc¢io Erlango hiperstruktiira, parametry paieskai atlikti. Rea-
lizuotos nuosekli ir lygiagreti algoritmo proceduiros. Pastaroji pritaikyta
skai¢iavimui panaudojant vaizdo procesoriy (GPU). Buvo sugeneruoti 50 000 000
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tarplaikiai ir panaudoti ieSkant TMAP proceso parametry. Gautos tokios
iSvados:

» Nuoseklaus algoritmo realizacijos atveju, siekiant iSvengti paklaidy,
reikéjo taikyti skai¢iy sumavimo metodika.

* Tiek nuosekliai, tiek lygiagreciai algoritmy realizacijoms reikéjo pri-
taikyti skaic¢iaus kodavimo dvejeto laipsniais metodika.

» Dél duomeny specifikos (ivairaus ilgio tarplaikiy seku) nepavyko uzti-
krinti, kad bty efektyviai atliekamos atminties ir skai¢iavimo opera-
cijos. Dél to lygiagretaus algoritmo realizacija buvo ne tokia sparti (tik
15-20 karty spartesné, lyginant su MAP proceso parametry paieska).
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5. BAIGTINES APTARNAVIMO EILES MODELIS

Siame skyriuje pateikiame baigtinés aptarnavimo eilés modelj. Skir-
stinius aproksimuojame faziniais skirstiniais dviem budais: tankia struktiira
ir retosiomis struktiiromis (su m = 2n peréjimais). Tiriama, kaip skiriasi
aproksimavimas tankia / retosiomis struktiiromis ir kaip tai lemia apskaici-
uotas modelio charakteristikas.

5.1. Modelio aprasas

Aprasome baigtinés aptarnavimo eilés modeli. Tariame, jog paraisky
skaicius baigtinis ir yra lygus L. Priimame, jog laiko intervalai tarp paraisku
priémimo turi skirstinj F(*). Priimtos parai§kos aptarnaujamos po viena per
atsitiktinj laiko tarpa, kurio skirstinys yra F(®). Kol paraiska yra aptarnau-
jama, naujai priimtos paraiskos patalpinamos i laukimo eilg (FIFO tipo).
Modelio schema pavaizduota paveiksle

—_— F’ |— F” —>O

19 pav. Baigtinés aptarnavimo eilés modelio schema.

Tam, kad galétume sudaryti Markovo modelj, skirstinius F(®), F(®) pa-
keitiame kiek galima tiksliau juos atitinkangiais faziniais skirstiniais PH(®),
PH®). Taip gauname kita modeli (paveikslas , kuris aproksimuoja pra-
dinio modelio elgsena.

—_— PHY |—> pH" —>O

20 pav. Baigtinés aptarnavimo eilés modelio aproksimacija, gauta panaudojant fazinius
skirstinius.
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Modelio konstravima sudaro du etapai.
Pirmiausia sugeneruojame visy pasiekiamy buiseny aibg

V={oW . o™}

Biisena apibréziama vektoriumi
v = [Ul Vo2 V3 1)4] s

Gawv; € {1,...,n@} nurodo fazinio skirstinio PH(% aktyvios fazés nu-
meri (v; > 0), v1 = 0 nurodo, jog fazinis skirstinys yra neaktyvus; ana-
logidkai v3 € {1,...,n(} nurodo fazinio skirstinio PH(") aktyvios fa-
z¢s numer] (v; > 0) ir v3 = 0 nurodo, jog fazinis skirstinys yra neakty-
vus; va € {0,1,...,Fc — 1} nurodo eiléje laukian¢iy paraisky skaiciy;
vg € {0,1,..., Fc} nurodo aptarnauty paraisky skai¢iy.

Biiseny aibés generavima pradedame nuo pradinés buisenos

1 0 0 0].

Pritaike paraisky priémimo ir aptarnavimo jvykius, i$ kiekvienos jau
surastos biisenos sukonstruojame naujas biisenas. Joms vél pritaikome Si-
uos ivykius ir taip tesiame, kol gauname vis naujy buiseny. Toliau biiseny
aibe prapleciame pritaikydami peréjimo tarp faziniy skirstiniy faziy jvyki-
us ir gauname visy pasiekiamy biiseny aibg. Detalus algoritmas pateiktas
disertacijoje.

Sudarome peréjimy tarp biiseny intensyvumu matrica Q. I$ tiesu peréjimy
intensyvumai tarp modelio buseny priklauso tik nuo konkreciy naudojamy
faziniy skirstiniy PH®, PH(®). Imame kiekviena i§ modelio biiseny, suran-
dame i$ jos pasiekiamas biisenas ir nustatome peré¢jimo intensyvumus. I$sa-
mus intensyvumy matricos Q sudarymo algoritmas pateiktas disertacijoje.

Galiausiai modeliavimo rezultatai gaunami pradiniy tikimybiy vekto-
riui ¢ apskaiciuojant modelio biiseny tikimybes praéjus laiko tarpui ¢ pagal
Qt
e’

5.2. Eksperimentiniai skai¢iavimai

Pasirenkame lengvai faziniais skirstiniais aproksimuojamus skirstini-
us F(®, F(®)_ Taip galésime sulyginti Markovo modeliavimo ir imitacinio
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modeliavimo rezultatus (disertacijoje pateikimas papildomas pavyzdys, ku-
riame skirstinys F(®) yra sunkiai aproksimuojamas).

Pasirenkame Veibulo skirstinius, kurio tankio funkcija turi forma

z

F(z) = (51 220
z < 0.

O >

Laiko intervalams tarp paraisky atvykimy modeliuoti pasirenkame skirstini
su parametrais k(%) = 0.9, \() = 0.5 (W3). Paraisky aptarnavimo laiky
skirstiniui parenkame parametrus k(®) = 2, A\(®) = 0.9 (W4). Pastaruoju
atveju skirstinys (W4) yra maziau panaus i eksponentini (nes k(®) reik§me
yra labiau nutolusi nuo vieneto nei k(®)), todél aproksimuosime didesniu
faziy skaié¢iumi.

Parametry paieskos procediira atlickame etapais. Pirmuose etapuose
fiksuojamas iteracijy skaicius (maksimalaus tikétinumo metodo). Tolesni
etapai: i§ ankstesnio etapo atrenkami labiausiai tikétini faziniy skirstiniy
parametrai ir jie toliau gerinami maksimalaus tikétinumo metodu. Tokia
strategija yra paranki aproksimuojant retomis struktiiromis, nes taip gali-
ma atmesti potencialiai netinkancias struktiiras. Paskutiniame etape iteraci-
ju skaiCius neribojamas ir jos atlickamos tol, kol parametry iverciy tikéti-
numas konverguoja (t. y. kol jo salyginis padidéjimas didesnis nei 10~%).
Sis paskutinis etapas palankus aproksimavimui tankia struktiira, nes i$nau-
dojamas jos universalumas. Tiesa, aproksimuojant tankia struktiira gali biiti
pasickiama léto konvergavimo sritis ir dél to tolesné paieska nutraukiama
(nesuradus labiau tikétiny parametry).

Skirstini W3 aproksimuojame ketvirtos eilés faziniu skirstiniu, o0 W4
— trecios eilés faziniu skirstiniu. Paieskos procediiry rezultatai pateikti len-

telese[9]
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9 lentelé. W3 skirstinio aproksimavimo ketvirtos eilés faziniu skirstiniu proceduiros rezulta-

tai.

Etapas Struk- Parametry Didziausia llh rei- | Kiek 1lh reikSmé
thry rinkiniy kSmé didesné naudojant
klasé skaiéius RND?

#1, . . FULL 538 —0,348543 3,6997 - 104

1 min, 100 it. RND 491 —0,348174

#2, . . FULL 261 —0,348421 26294 - 10~*

1 min, 200 it. RND 288 —0,348158

#3, ' ' FULL 162 —0,348304 1,9764 - 104

1 min, 300 it. RND 184 —0,348107

#4, . FULL 5 —0,348039 17561107

3 min RND 23 —0,348056

10 lentelé. W4 skirstinio aproksimavimo ketvirtos eilés faziniu skirstiniu procediiros rezulta-

tai.

Etapas Struk- Parametry Didziausia llh rei- | Kiek llh reikSmé
tiry rinkiniy ksmé didesné naudojant
klasé skaicius RND?

#1, ' ' FULL 220 —0,498372 6,1015 - 103

L'min, 100 t. RND 112 —0,492270

#2,. . FULL 113 —0,492634 1,8886 - 10-3

L min, 200 it. RND 86 —0,490746

#3,. . FULL 76 —0,491580 11552103

1'min, 300 t. RND 57 —0,490425

#4, . FULL 4 —0,490216 3,0481 - 10-3

3 min RND 7 —0,490186

I§ rezultaty, pateikty lentelése 9} [10} pastebima tendencija, kad aprok-
simuojant retomis struktiiromis i§ pradziy gaunami labiau tikétini parame-
try ivercCiai. Taciau paieSka tesiant skirtumas tarp rasty parametry iverciy
tikétinumy retomis ir tankia struktiiromis mazgéja. Gali kad, jog su visa struk-
tura randami ir labiau tikétini parametry iverciai, jei iSméginamas nepakan-
kamas rety strukttiry skaicius.

Skirstiniu W3, W4 ir ju faziniy skirstiniy aproksimacijy tankio funk-
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cijos pavaizduotos paveiksluose

3.00

2.00 +

Tankis

1.00

0.00 1

15

Laiko vienetas

—— PDF
------ PH: FULL
-=-- PH:RND

21 pav. Skirstinio W3 ir jo fazinio skirstiniy aproksimacijy tankio funkcijos.

1.00

Tankis

0.50 +

[en]

0.5

1 1.5
Laiko vienetas

—— PDF
------ PH: FULL
--- PH:RND

22 pav. Skirstinio W4 ir jo fazinio skirstiniy aproksimacijy tankio funkcijos.
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Kaip matyti, mums pavyko skirstinius W3, W4 aproksimuoti fazini-
ais skirstiniais gana gerai.

Pasirenkame bendra paraisky skai¢iy, L = 3.

Tam, kad galétume patikrinti, ar miisy sudarytas Markovo modelis
(modeliuojamos baigtinés paraisky eilés modelio aproksimacija) tinkamai
veikia, realizavome imitacini modelj. Imitacinis modelis 100 000 karty vis
i$ naujo generuoja proceso eiga (su W3, W4 skirstiniais), i§ kuriy véliau
iSskai¢iuojamos dominancios charakteristikos.

Viena i§ tokiy charakteristiky — laikas, per kurj yra aptarnaujamos vi-
sos paraiSkos, kurios skaitinés charakteristikos pateiktos lenteléje |11} Kad-
angi Markovo modelis yra sugeriancioji tolydaus laiko Markovo grandiné
(absorbuojanti biisena pasiekiama kai aptarnaujama paskutiné paraiska), ga-
lime sudaryti paraiSky aptarnavimo fazini skirstinj. Paveiksle[23|pavaizduo-
ta Sio skirstinio tankio funkcija.

11 lentelé. Paraisky aptarnavimo laiko skaitinés charakteristikos.

Vidurkis Stand. nuokrypis ~ Asim. koef.
Imitacinis modelis 3,18208 1,01053 0,91849
Modelis, PH: FULL 3,18378 1,01482 0,91021
Modelis, PH: RND 3,18368 1,01295 0,89380
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23 pav. ParaiSky aptarnavimo laiko skirstinio tankio funkcija.

0,40 -

0,20

Tankis

0,00 |

Laiko vienetas

—— imitacinis modelis
------ modelis, PH: FULL
- - - modelis, PH: RND

5.3. ISvados

Palygintas aproksimavimas faziniais skirstiniais naudojant retas (su
m = 2n peré¢jimais) bei tankia struktiira konstruojant baigtinés eilés mo-
deli. Modeliavimo rezultatai praktiskai nesiskiria nuo to, kokio tipo struk-
tira naudojama. Taciau pastebéti du dalykai. Pirma, naudojant retas struk-
tiiras, labiau tikétini parametrai surandami anksciau. Antra, nepaisant to,
jog buvo iSmégintas ganétinai nedidelis atsitiktinai sugeneruoty struktiiry
skaicius (ypac atvejui n = 17), surasty parametry jverciy tikétinumas yra
ganétinai panasus | analogi$kus rezultatus, gautus naudojant tankia struk-
tira. Remiantis §iuo pastebéjimu galima numanyti, kad minimali struktiiry
aibé, kuri padengia visa faziniy skirstiniy erdve, yra nedidelé.

Siekiant geriau iSnaudoti rety struktiiry konvergavima, reikia sukurti
tinkamos struktiiros identifikavimo metodika.
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ISVADOS

1. Sukurtas faziniy skirstiniy matricinés formos reprezentacijos struktiiry
generavimo algoritmas.

2. Remiantis empiriniais tyrimais (atvejui n = 4) pagrista hipotezé apie
tai, jog i$ praktinés pusés, pakanka fazinj skirstini reprezentuoti su 2n
peréjimais.

3. Aproksimuojant retomis (su 2n peréjimais) faziniy skirstiniy struktiiro-
mis labiau tikétini parametrai randami greic¢iau. Aproksimuojant tan-
kia strukttira gali biiti surasti ne ka prasteni parametry jverciai, taciau
tam gali prireikti daugiau skaiciavimo resursy bei paieska gali biiti per
anksti nutraukta dél Iéto konvergavimo. Aproksimuojant reta struktiira
konvergavimo greitis priklauso nuo strukttiros pasirinkimo. Tinkamai
parinktos struktiiros atveju konvergavimo greitis spartesnis (lyginant
su tankia struktiira).

4. Pritaikius papildomus skaiciavimus nuoseklus maksimalaus tikétinu-
mo metodo algoritmas Markovo atvykimy proceso (MAP) parametry
paieskai gali bti iSlygiagretintas. Buvo nagrinégjama ER-CHMM pro-
cesy klasé. Panaudojant Baum-Welch algoritmo pricipus suformuluo-
tas lygiagretus algoritmas P-2, kuris naudoja kur kas maziau atminties
nei nuoseklus algoritmas. Taip pat, pateikta kita lygiagretaus algoritmo
versija P-3-D, kurios sudétingumas didéja 1éCiausiai, didinant Erlango
Saky skaiéiy.

5. Suformuluotos maksimalaus tikétinumo metodo algoritmas nutrukstancio
Markovo atvykimy proceso (TMAP) parametry paieskai.

6. MAP ir TMAP parametry paieskos algoritmai realizuoti C++ progra-
mavimo kalba. Lygiagretiis skai¢iavimai atlikti panaudojant vaizdo pro-
cesoriy (GPU) panaudojant CUDA biblioteka. Tyrimai parodé, jog MAP
proceso parametry lygiagreti paieska kur kas greitesné, nei analogiska
TMARP proceso parametry paieska. Taip yra dél skai¢iavimo architek-
tiiros specifikos ir to, jog TMAP proceso atveju bet kuriuo laiko mo-
mentu skai¢iavimo gijos atlieka skirtingas operacijas.
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RESUME

Continuous time finite state space Markovian models have been used
to model stochastic processes for decades. This type of modelling is attrac-
tive due to its analytical tractability. The Markovian process progression
depends only on the current system state (i.e. does not depend on the past
system states). This property is known as the memoryless property, which
in our case is inherited from the exponential distribution properties. The
remaining holding time of exponential distribution does not depend on the
elapsed time and has the same exponential distribution. More formally, such
distribution is non-aging nor aging. However, the real life phenomena ex-
hibit behaviours that are governed by a wide range of distributions. The
accuracy of modelling non-Markovian processes depends on the accuracy
of distribution approximation by exponential distribution mixtures and con-
volutions. Such distributions are said to be of Phase-type (PH).

Any distribution, of a positive random variable, can be approxima-
ted by a Phase-type distribution. In scientific literature, a lot of effort is
being invested in solving PH representational and parameter searching pro-
blems. Canonical forms are significant for effective parameter fitting and
application. However, these forms are known only for low order PH(n) dis-
tributions, i.e. n = 2, 3. For higher orders the analytical analysis of general
PH distribution structures is complicated. Instead, properties of various PH
sub-classes are investigated and used for parameter fitting. Despite the fact
that these sub-classes are not optimal and might require more phases to
approximate a given distribution, it has been found that these distribution
sub-classes are more applicable for practical use. One of the most limiting
Markovian modelling problems is a rapid state space increase to the point
where it becomes impractical. This problem can be tackled by using more
dense, preferably canonical, structures.

Phase-type distributions are used to model independent inter-arrival
times; however, in practice certain processes show some kind of depend-
ency. In general, dependency structure can be very complex and the model
ability to capture it is essential for obtaining realistic statistical properties.
For this purpose, the extension of PH distributions, the Markov Arrival Pro-
cesses (MAPs) are used. Due to even more complex analytical structural
analysis, canonical forms are known only for MAP(n) of order n = 2. The
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parameter fitting problem is more complex than PH fitting, since autocor-
relation must be captured.

In the scientific literature there are not many results of general PH dis-
tribution structures, because of the complexity of analytical analysis. We
investigate PH(4) structures by generating all possible structures and eli-
minating the redundant ones based on current results in the field. The ob-
tained generated structure sub-classes are investigated empirically by ap-
proximating various benchmark distributions by PH distributions of these
structures.

A more pressing issue of MAPs is the fitting effectiveness. More spe-
cifically, in order to capture the autocorrelation structure, long data traces
must be used. There are no documented parallel algorithms for parallel
MAP fitting. In order to fill this gap we have implemented various paral-
lel algorithms, including their modifications, and analyzed their execution
properties. Some ideas for parallelization have been taken from the analo-
gous CHMM (Continuous time Hidden Markov Model) fitting procedures.
Also, we have derived an algorithm for transient Markov arrival process
(TMAP) fitting by applying the Expectation-maximization method. Finally,
for comparison purposes, we have implemented a parallel MAP and TMAP
parameter fitting algorithm for GPU computing architecture.

Research Object

Phase-type distributions, Markov arrival processes and transient Mar-
kov arrival processes parameter fitting using the Expectation-maximization
method.

Research Aim

To investigate general Phase-type distribution fitting with a sufficient
number of transitions, and to develop parallel algorithms for Markov arrival
processes and transient Markov arrival processes fitting.

Research Tasks
1. To develop an algorithm for Phase-type structure generation.
2. To research Phase-type fitting of various structure sub-classes.

3. To develop parallel algorithms for Markov arrival process fitting and
compare their execution properties.
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4. To develop an Expectation-maximization algorithm and its parallel ver-
sion for transient Markov arrival process fitting.

5. To implement parallel algorithms for Markov arrival processes and
transient Markov arrival processes fitting for execution on a GPU de-
vice using the CUDA library. To solve numerical issues, which arise
when large data sets are fitted.

Methods and software
1. The descriptive statistics have been used to analyse research results.

2. Computations have been performed by the programs written in the C++
programming language. Several libraries have been used, i.e. ‘Eigen’
for matrix computations and ‘Boosts’ for statistical distributions.

3. The research programs have been built by the ‘CMake’ tool in Linux
environment. For programs to be executed on a GPU device the CUDA
library has been used.

Scientific Novelty and Practical Relevance

Canonical forms for PH(n) distributions are known only for orders
of n = 2,3. By applying a Laplace—Stieltjes transformation to a PH dis-
tribution density function, it can be shown that PH(n) distribution can be
specified by p = 2n — 1 independent parameters. However, for practical
applicability the PH representation of the matrix form is required. It is con-
venient to characterize the structure of the matrix form representation by a
number of transitions m (the maximum number of independent parameters
is p = m — 1). The full PH distribution space can be covered by matrix
form representations of structures with m = 2n + Am,, transitions, where
0 < Am, < AM,. In general the maximum number of additional transi-
tions AM,, is not known, except for AMs = 0 and AM3 = 1. We expect
that structures with m = 2n transitions (i.e. p = 2n — 1 parameters) are suf-
ficient for practical fitting purposes. We formulate a hypothesis that a PH
distribution, which has a matrix form representation with aditional transiti-
ons (i.e. 0 < Am,, < AM,, , can be closely approximated by a similar PH
distribution without additional transitions (i.e. Am, = 0). An equivalent
hypothesis has not been formulated in the scientific literature. We validate
it empirically, for case n = 4. To achieve that we have developed a Phase-
type distribution matrix form representation structure generation algorithm.
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The algorithm outputs a set of structures that are used to approximate ni-
ne distributions, presented in the related scientific literature. Based on the
fitting results, via EM method, the hypothesis is validated.

In the scientific literature the usage of certain Phase-type distributi-
on matrix form representation structure classes for more effective fitting is
being investigated. However, one specific structure class can not cover the
whole parameter space. In order to search for parameters in an optimal man-
ner, canonical forms must be used. The canonical forms, by an analytical
approach, are discovered by Phase-type distributions of order n < 3. We
have proposed an alternative combinatorial approach to generate a structu-
re set. It cannot be guaranteed, that the obtained structure set is minimal,
however, it can be used for further investigations in search of canonical
forms.

However, our Phase-type structure generation algorithm is not effec-
tive and is hardly applicable for higher orders (n > 4), due to a large number
of'initial structures. Thus, we have compared Phase-type fitting using the ge-
nerated structures (n = 4) versus the randomly generated sparse (m = 2n)
structures. This comparison in scientific literature could not be done before,
because of the absence of an analogous structure generation algorithm.

In the scientific literature there are no documented investigations of
fitting with general sparse (with m = 2n transitions) structures versus the
full structure. We have carried out this investigation and obtained insights
which are beneficial from a practical point of view. The full structure is
flexible, but due to aredundant number of parameters slow convergence can
be reached, which prevents one from reaching the most likely parameters.
On the other hand, by fitting a set of sparse structures, there is a chance
that one or more structures will converge faster and will reach more likely
parameter estimates with a smaller number of iterations. Moreover, fitting
with a set of sparse structures can be parallelized. For further research one
might raise the question of how to determine a suitable structure given trace
data.

Markov arrival processes (MAPs) structure analysis is a complex pro-
blem. We attempted to solve a more practical problem for faster fitting. The
forward-backward algorithm of expectation maximization (EM) method is
serial by nature, since likelihood vectors are evaluated recursively. Paral-
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lelism can be achieved by increasing computational complexity. However,
there are no documented attempts to parallelize MAP fitting in scientific li-
terature. When the ER-CHMM structure is used the Baum-Welch algorithm
(for CHMM fitting) can be adapted. However, there are various options to
formulate the algorithm. In addition, we suggest our own algorithm, too.
All algorithms have been implemented and their execution properties com-
pared.

The transient Markov arrival process (TMAP) differs from Markov
arrival process in a sense that it models finite sequences of inter-arrivals
(further — runs), while MAPs generate an infinite sequence of inter-arrivals.
EM method application for TMAP fitting is not present in the scientific
literature. Thus, we have developed an algorithm to search for the maximum
likelihood parameter estimates of such a process. It can be observed that part
of computations for each run can be done independently. Therefore, TMAP
fitting can be directly parallelized. We have implemented and compared
serial and parallel versions of the algorithm.

The transient Markov arrival processes (TMAPs) fitting algorithm
performs a number of independent computations for each run (the finite
sequences of inter-arrivals) and the results are merged. Therefore, TMAP
fitting can be easily parallelized; however, each thread is likely to perform
different computational operations at any given moment, which is a limiting
factor in effective parallel hardware usage.

Recently, with advances in the GPU (Graphics Processing Unit) hard-
ware development and applicability for general computing, it is tempting
to utilize it for faster parameter fitting. However, there are no documented
attempts to utilize a GPU for faster MAP and TMAP process fitting in the
scientific literature. Therefore, we have implemented the developed algo-
rithms for execution in the GPU, which is required to find out how certain
numerical issues should be solved.

The practical significance of the research results is as follows: In situa-
tions where general Phase-type distributions with a large number of phases
must be fitted, sparse structures with m = 2n transitions can be used to
obtain more likely parameter estimates faster. Especially, in this case, a set
of sparse structures is fitted in parallel. If a certain real life phenomena ge-
nerates a finite sequence of events at random time instances, the collected
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inter-arrival data can be used to fit a TMAP process. If a non-terminating
sequence is observed, a MAP process can be fitted. Using our developed al-
gorithms this fitting can be done faster, which is of significant importance
given that the inter-arrival data is massive.

Approbation of the Research Results

The thesis work has been presented in 2 scientific papers (ISI) and 2
international conferences and several national conferences. PH(n) structu-
re generation algorithm along with some fitting research has been presented
in the ISI paper ‘On Structured Initial Solution Generation for Phase-Type
Fitting with EM Method’. The presented work has been extended by adding
more thorough research to find out how different sub-classes of generated
structures perform fitting. The MAP fitting algorithms and results on fit-
ting performance have been presented in the ISI paper ‘Parallel algorithms
for fitting Markov arrival processes’. The derived EM algorithm for TMAP
fitting with research of fitting performance has been presented at the AS-
MTA16 conference, and a conference proceedings paper with the title ‘Ef-
ficient implementations of the EM-algorithm for transient Markov arrival
processes’ has been published. Finally, a simple finite queue model has be-
en published in the TARA2014 conference proceedings with title ‘Software
reliability Markovian model based on phase type distributions’. We have
revisited the presented works and used them in the thesis as a practical ap-
plication context for PH fitting.

The Structure and Volume of the Dissertation

This doctoral dissertation consists of an introduction, 4 major sec-
tions, a conclusion, a list of references, and a list of the author’s publica-
tions. The total length of the dissertation is 148 pages. The thesis features
54 figures, 44 tables and a list of 94 cited sources (10 sources have been
published from 2014 to 2018).
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CONCLUSIONS

1. A Phase-type distribution matrix form representation structure algo-
rithm has been developed. It is not guaranteed that the generated struc-
ture sets are minimal and that the algorithm is not practical for higher
order (n > 4) structure generation. However, it managed to generate
structures of order n = 4 for the following research.

2. The hypothesis that 2n transitions are sufficient for Phase-type fitting is
validated empirically for the case n = 4, using structure sets generated
with our algorithm.

3. PH(n) fitting of sparse representations with 2n transitions finds more
likely parameter estimates earlier. However, the full structure is capable
of approaching good parameter estimates, but it requires more compu-
tational effort, and can be terminated too early due to slow convergence.
The convergence of sparse structures depends on structure choice. In
case of suitable structure, convergence is much faster (compared to full
structure). In order to use the advantage of sparse structure fast conver-
gence, a methodology for suitable structure should be developed.

4. With additional computational complexity the EM forward-backward
algorithm for MAP fitting can be parallelized. The implementations ba-
sed on Baum-Welch algorithm is memory efficient, while an algorithm
based on parallel likelihood vector computation is faster.

5. An algorithm based on Expectation Maximization method for Transi-
ent Markov Arrival Process (TMAP) fitting has been formulated and
tested.

6. MAP fitting performed 300-500 times faster on our GPU, while a simp-
le TMAP parallelization implementation for GPU gave only a 10-20
times speed increase. The MAP parallelization is more efficient for exe-
cution on a GPU device (compared to TMAP fitting implementation)
because of its uniform nature of computations.
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