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SANTRAUKA

Pagrindinis investuotojo uzdavinys yra optimaliai paskirstyti savo turtg, investuojant j jvairias
investavimo priemones. Taciau tai néra paprasta uzduotis, kadangi finansiniy priemoniy kainas veikia
daugybe skirtingy ir nuolat kintancio reikSmingumo veiksniy, kaip, pavyzdziui, centriniy banky
politika, zaliavy kainos, technologijy raida, politiné situacija ir kiti. Jprastai investicijy portfelio
formavimui taikomi jvairiis sprendimy priémimo metodai, paremti matematinio optimizavimo,
skirtingy euristiky ir kriterijy taikymu. Taciau visi metodai remiasi tam tikromis prielaidomis, kurios
vienu investavimo laikotarpiu gali realizuotis, o pasikeitus situacijai rinkoje, nustoti veikti. Viena i$
tokiy prielaidy yra priimti, jog visi investuotojai veikia tik racionaliai. Sia prielaida remiasi dauguma
matematinio optimizavimo metody. Racionalumo prielaida reiskia, jog rinkoje investicijos bus
nukreiptos  tokius investavimo priemoniy derinius, kurie, remiantis esama informacija, yra optimaliis
ir ateityje turéty pasiekti didziausig investicing grazg, tam tikram rizikos lygiui. Ta¢iau tyrimai rodo,
Jog investuotojy racionalumas yra labiau iSimtis, negu taisyklé, todél taip pat kuriami ir taikomi
prieSinga prielaida besiremiantys metodai. Dél skirtingy metody gausos, investuotojui sunku
pasirinkti, kuris biity tinkamiausias pagal jo keliamus tikslus ir priimting rizikos lygj. Todél Sio darbo
tikslas palyginti skirtingomis prielaidomis besiremian¢ius metodus ir sukurti daugiakriterijinj
portfelio formavimo metoda, kuris apjungty jvairius metodus bei padéty iSnaudoti jy stiprigsias puses.

Darbe taikomi investicijy portfelio optimizavimo metodai pagal CVaR ir diversifikacijos rodiklius
bei Markowitz modelis su iSskirtims atspariais kovariacijy matricos sudarymo metodais. Taip pat
sudaromi inercijos momenty ir slankiyjy vidurkiy metodai, kurie remiasi investuotojy iracionalumo
prielaida. Papildomai pasitilytas portfelio formavimo metodas pagal Tarptautinés ekonominio
bendradarbiavimo ir plétros organizacijos skai¢iuojamus pirmaujancius indikatorius. Skai¢iavimuose
reikalingy scenarijy generavimui naudojama Studento kopulos funkcija, apjungianti vienmacius
Studento skirstinius. Daugiakriterijinis portfelio formavimo algoritmas sudaromas apjungiant
skirtingus metodus, su automatiskais parinktais svoriais. Sudaryti metodai palyginami pagal jvairius
ekonometrinius ir statistinius Kriterijus bei statistinius testus.

Gauti rezultatai parodé, jog analizuojamu laikotarpiu nuo 1988 mety pradzios iki 2018 mety pabaigos,
statistiSkai reikSmingai didziausig graza buty sugeneraveS pagal darbe pasitilyta pirmaujanciy
indikatoriy metodikg sudarytas investicijy portfelis, lyginant su kitais Siame darbe analizuotais
investicijy portfeliais. Darbe pasitlyto daugiakriterijinio metodo metiné graza gavosi vidutiniSkai
apie 3,8% mazesné uz pirmaujanciy indikatoriy portfelio graza, taciau pagal rizikos rodiklius
daugiakriterijinis metodas geresnis ir leidzia gauti panasius grazos ir rizikos santykio rodiklius, kaip
ir pirmaujanciy indikatoriy portfelis. Stochastinio dominavimo testas neparodé nei vieno i§ Siy



metody pranasumo. Darbe pasialyti daugiakriterijinis ir pirmaujanciy indikatoriy portfelio
formavimo metodai galéty buti gera alternatyva praktiskai taikomiems investicijy portfelio
formavimo metodams.
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SUMMARY

The main goal for the investor is to optimally distribute his wealth between several securities.
However, it’s not an easy task, as price of the securities might vary significantly due to many external
factors, such as central banks regulation, raw materials price, technological breakthrough, political
situation and etc. Therefore, for this purpose investors most commonly use decision-making
techniques, that are based on mathematical optimization or heuristic parameters. The problem is that
all methods rely on assumptions, that might be valid during one time period, but not valid during
another. One of many assumptions states that investors’ decisions are only rational. This assumption
is especially common with mathematical optimization methods. The idea behind it is that rational
investor will always invest into the portfolio, which judging on the existing information, will allow
to earn the best return for the accepted risk. However, researches show that rationality of the investors
is more of the exception rather than rule, therefore methods that rely on the opposite assumption are
also under the development. The goal of this work is to compare different investment portfolio
formation methods, and to create the multicriteria decision making algorithm for portfolio
optimization by combining different type methods.

For investment portfolio formation we will use CVaR and diversification parameter optimization
methods as well as classical Markowitz model with robust covariance matrix estimation techniques.
Also, inertia momentum and moving average methods will be used as these methods do not rely on
the investor rationality assumption. Additionally, in this work we will create simple investment
portfolio formation technique, that will rely on leading economic indicators by Organization for
Economic Co-operation and Development. For scenario generation, Student copula function will be
used. Also, multicriteria decision making algorithm will be created by combining single criteria
methods with automatic estimation of their significance. All methods under the consideration will be
compared using various econometric and statistic parameters as well as tests.

Results derived in this work show that during the analyzed period from 1988 to 2018 inclusively,
leading economic indicators method allowed to earn the highest return if compared to other models
tested in this work. Multicriteria model generated 3,8% smaller average annual return. However,
multicriteria model is less risky and because of this it has a similar return to risk ratio as a leading
economic indicators portfolio. These two methods can be a good alternative for practically used
investment portfolio formation techniques.
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JVADAS
Problemos formulavimas

Investicijy portfelio formavimui taikomi jvairiis sprendimy priémimo metodai, paremti matematinio
optimizavimo, skirtingy euristiky ir kriterijy taikymu. Tac¢iau visi metodai remiasi tam tikromis
prielaidomis, kurios vienu investavimo laikotarpiu gali realizuotis, o pasikeitus situacijai rinkoje —
nustoti veikti.

Pagal Siuolaiking portfelio teorijg priimama svarbi prielaida, jog investuotojai veikia tik racionaliai
[1]. Si prielaida reiskia, jog rinkoje investicijos bus nukreiptos j tokius investavimo priemoniy
derinius, kurie, remiantis esama informacija apie investavimo priemoniy grazas, yra optimalds ir
ateityje turéty pasiekti didziausig investicing grazg, tam tikram rizikos lygiui. Investuotojy
racionalumo prielaida jprastai remiasi dauguma matematinio optimizavimo metody. Tac¢iau tyrimai
rodo, jog praktiSkai investuotojy racionalumas yra labiau iSimtis, negu taisyklé [2]. Investuotojai yra
linkg investuoti remianti asmeniniais jsitikinimais bei jvairiy prognoziy ir iSoriniy informacijos
Saltiniy formuojama nuomone, o ne pagal istorines investavimo priemoniy grazas. Todél taip pat
kuriami ir taikomi metodai, kurie kai kuriais atvejais leidzia pasinaudoti iracionaliu investuotojy
elgesiu ir taip uzdirbti didesn¢ graza. IS to kyla probleminiai klausimai: kurie i§ $iy skirtingy metody
geriau tinka portfelio formavimo uzdaviniui spresti bei ar galima gauti geresnj metoda, apjungus $iy
dviejy skirtingy tipy metodus?

Darbo aktualumas

Investicinio turto paskirstymas kelioms skirtingoms investavimo priemonéms leidZzia pagerinti
investavimo salygas, suteikiant finansiniy priemoniy visumai tokias charakteristikas, kurios nebiity
pasiekiamos investavus tik j vieng i$ ty priemoniy [3]. Taigi pagrindinis investuotojo uzdavinys yra
optimaliai paskirstyti savo turtg jvairioms investavimo priemonéms. Taciau tai néra paprasta
uzduotis, kadangi finansiniy priemoniy kainas veikia daugybé skirtingy ir nuolat kintancio
reikSmingumo veiksniy, kaip, pavyzdziui, centriniy banky politika, zaliavy kainos, technologijy
raida, politiné situacija ir kiti. Todél néra sukurta vieno geriausio metodo investicijy portfelio
formavimui, taciau nuolatos ieSkoma, kaip sukurti geresnius metodus Siam svarbiam uzdaviniui
spresti. Siuo darbu prisidedama prie investicijy portfelio formavimo metody raidos, pasitlant ir
1Stestuojant daugiakriterijinj investicijy portfelio formavimo algoritma.

Tikslas ir uzdaviniai

Darbo tikslas sukurti ir su realiais duomenimis iStestuoti daugiakriterijinj investicijy portfelio
formavimo algoritma, kuris leisty apjungti skirtingus investicijy portfelio formavimo metodus.

Tikslui pasiekti keliami uzdaviniai:

e Atliekama pasirinkty metody teorijos analize.

o Atlieckama didziyjy duomeny jtraukimo ] investicijy portfelio sudarymo procesa
galimybiy analize.

e Sukuriamas daugiakriterijinio investicijy portfelio formavimo algoritmas.

e Sukuriama kompiuteriné programa pasirinkty metody pritaikymui.
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e Atliekama investavimo priemones ir finansy rinkas aprasan¢iy duomeny analizé.
e Atliekama metody validacija ir gauty rezultaty analizé.
e Apibendrinamos darbo metu gautos isvados.

Skyriy apibendrinimas

Skyriuje ,,DARBO TEORINIS APRASYMAS* pateikiama literatiiros apzvalga ir teoriné informacija
apie investicijy grazy skaiCiavima, grgzy apraSymui taikomus skirstinius, scenarijy generavimo
metodus, matematinio optimizavimo ir kitus investicijy portfelio formavimui taikomus metodus,
metody apjungimo ir palyginimo budus.

Skyriuje ,,METODIKA® pagrindZiamas investavimo priemoniy pasirinkimas, nurodomi duomeny
Saltiniai bei pateikiamas darbe pasitlyto daugiakriterijinio investicijy portfelio formavimo
algoritmas.

Skyriuje ,,MODELIJ TAIKYMAS IR REZULTATU ANALIZE* apraSomi rezultatai gaunami
pritaikius pasirinktus metodus. Rezultatai apibendrinami skyriuje ,,JISVADOS*.
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1. DARBO TEORINIS APRASYMAS
1.1.Investavimo priemoniu grazy skai¢iavimas

Darbe analizuojamos investavimo priemonés aprasomos istoriniy grazy laiko eilutémis. Praktiniuose
skaiiavimuose jprastai taikoma aritmetinés grazos skai¢iavimo formulé:

Pt _Pt—l (2.1.1)

R[t—l,t]: P,_, )

kur Rp;_1. — analizuojamo intervalo [t — 1,t] graZa, P;_; ir P, — investavimo priemonés kaina
intervalo pradzioje ir pabaigoje atitinkamai. Aritmetiné graza tinka apskaiciuoti realy vertés pokyti,
taciau turi kelis, taikymui matematiniame modeliavime neparankius, trikumus [4]:

1. keliy periody suminé graza skai¢iuojama dauginant aritmetines grazas, todél susiduriama su
problemomis, kai grazos yra artimos nuliui.
2. Aritmetiné graza yra nesimetriné, tod¢l investavimo priemonés kaing tinka skaiciuoti tik viena

Kryptimi.

Kaip alternatyva aritmetinei grazai, matematiniame modeliavime naudojama logaritminé graza,
neturinti anks¢iau minéty trikumy. Logaritminés grazos skai¢iavimo formulé:

(2.1.2)

P

Ri¢-1, = log <E>

Siame darbe modeliai sudaromi pagal logaritmine graza, o portfeliy rezultatai apskai¢iuojami pagal
aritmetinés grazos formule.

1.2. Tikimybiniai skirstiniai

Investavimo priemoniy grazy duomenys apraSomi tikimybiniais skirstiniais. Literatiiros $altiniuose
[5], [6] ir [7] tam rekomenduojama naudoti Studento skirstinj, kuris leidzia jvertinti retai
pasitaikancius, taciau kelis kartus standartinij nuokrypi virSijan¢ius kainy pokyCius. Taciau
investavimo priemoniy grazy apraSymui praktikoje taip pat placiai taikomas normalusis skirstinys,
kuris geriau tinka maziau rizikingy investavimo priemoniy grazoms modeliuoti. Tod¢l parenkant
geriausiai investavimo priemoniy grazas aprasancius skirstinius, Siame darbe taikomi normalusis ir
Studento skirstiniai.

Normalusis skirstinys ypa¢ pladiai taikomas praktikoje. Sio skirstinio taikymas daznai grindziamas
Centrine ribine teorema, pagal kurig didelis skaiCius nepriklausomy arba silpnai priklausomy
atsitiktiniy dydziy nusakomi normaliuoju skirstiniu [8]. Normaliojo skirstinio tankio funkcija
aprasoma formule:

1 _G=w? (2.2.1)

e 202

p(x,p,0) =
o

)

/A

14



kur p — atsitiktinio dydzio vidurkis, o — atsitiktinio dydzio standartinis nuokrypis.

Taciau remiantis S$altiniu [9], investavimo priemoniy grazy skirstiniai pasizymi sunkiomis
uodegomis, susidaranc¢iomis dél dideliy investicinio turto kainy poky¢iy, jprastai ekonominiy recesijy
metu. Retai pasitaikantiems, taciau dideliems kainy poky¢iams modeliuoti, naudojamas Studento
skirstinys, kurio tankio funkcija:

- (v + 1) o\ (2.2.2)
p(x,v)zﬁT(%)<l+7> ,

kur v — pagrindinis Studento skirstinio parametras — laisvés laipsniy skai¢ius, 0 I'(-) — gamma funkcija
iSreiskiama:

o (2.2.3)
I'(t) = j xt"le *dx.

0
1.3.Kopula funkcijos scenarijy generavimui

Scenarijai Siame darbe apibrézia galimus investicinio turto vertés pokyc¢ius. Tinkamai sudaryti
scenarijai atkartoja ne tik vienmaciy skirstiniy momentus bet ir jy tarpusavio koreliacijas. D¢l $ios
priezasties netikslu biity scenarijus generuoti tik pagal vienmacius skirstinius, tam reikalingi
daugiamaciai skirstiniai, kurie aprasyty koreliacijas tarp skirtingy investavimo priemoniy.

Dauguma scenarijy generavimo algoritmy remiasi Monte Karlo metodu ir atkartoja svarbiausius
atsitiktiniy dydziy vienmaciy skirstiniy momentus bei tiesines koreliacijas tarp jy [10]. Taciau
detalesnis tyrimai parode¢, jog tiesinés koreliacijos nepakanka apraSyti finansiniy priemoniy grazy
priklausomybei [11]. Todél scenarijy generavimui buvo pritaikytos kopula funkcijos, kurios ne tik
leidzia apjungti vienmacius skirstinius, bet ir jvertinti netiesing koreliacija tarp investavimo
priemoniy grazy [12]. Pavyzdziui, finanSiniy recesijy metu, koreliacija tarp daugumos investavimo
priemoniy gali buti didesné, negu jprastai, kadangi stipriai krenta visy turto klasiy kaina. Tokia
koreliacija néra tiesiné. Pagrindinés kopulos funkcijy teoremos aprasytos Saltinyje [13].

Teorema 2.3.1 (Sklar teorema) Tarkime, jog F € F(F,, ..., E,) yra n — dimensiné pasiskirstymo
funkcija sudaryta is tolygiyjy vienmaciy skirstiniy Fj, ... F,,. Tuomet egzistuoja kopula funkcija C(-),
tokia kad F (x4, ..., xp) = C(F1(x1), ..., B, (x)).

Saltinyje [14] jrodyta, jog jeigu F;(x;) skirstiniai yra tolygiis ir generuoja tolygiai pasiskirs¢iusius
atsitiktinius kintamuosius w; = F;(x;), tai galima uzrasyti x; = F; *(w;), kur F;1(+) yra skirstinio
funkcijos F;(x;) inversija. Remiantis $ia iSvada, Sklar teorema gali buti uzraSoma:

C(uy, o up) = C(w) = F(FT (uy), o, By Y (), u € [0,1]™ (2.3.1)
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Pagal (2.3.1) matome, jog kopula yra daugiamacio skirstinio funkcija, apraSanti tolygiai
pasiskirsciusius atsitiktinius kintamuosius.

Finansiniy grazy modeliavimui jprastai naudojamos Gauso, Studento ar Claytono kopulos. Siy
kopuly sklaidos diagramy pavyzdziai dvimaciu atveju pateikiami 1.1 paveiksle.

a) b) c)

u,2]

1.1 pav. Kopulos funkcijy sklaidos diagramos: a — Gauso kopula, b — Studento kopula, ¢ — Claytono kopula

Pagal sklaidos diagramas matome, jog Gauso kopulos reik§més pasiskirsto beveik tolygiai, prie bet
kokiy vienmaciy kintamyjy reikSmiy. Studento kopulos reik§més tankesnés, kai abu vienmaciai
kintamieji atitinka maksimalias arba minimalias reikSmes. Todél modeliuojant investavimo
priemoniy grazas su Studento kopula, biity jvertinama stipresné koreliacija labai neigiamoms ir
teigiamoms finansiniy priemoniy gragzoms. Claytono kopulos reik§més sutankéja, tik kai abiejy
vienmaciy kintamyjy reikSmés yra minimalios. Vadinasi, tokia kopilos funkcija leisty jvertinti
stipresne¢ finansiniy priemoniy grazy koreliacijg finansiniy recesijy metu.

Gauso kopulos funkcija aprasoma [15]:

1

NG

(2.3.2)

C(u) = e—0.5N_1(u)T(P_l—I)N_l(u)’

kur N~t(w) = (N1 (wy), ...,N‘l(un))T, N yra standartinio normaliojo skirstinio funkcija, u; =
F;(x;), P yra koreliacijy matrica, o |-| yra determinanto operatorius. Sudarant Gauso kopula,
parenkama koreliacijy matrica P tokia, kad maksimizuoty tikétinumo funkcija visiems stebiniams
t =1,...,T. Darbe taikoma tikétinumo funkcija:

(2.3.3)
In f;(x¢,:)

N1~

n
i=1t

In(L) = Z Inc (F1(xt,1), ---’Fn(xt,n)) +

1]
=

Studento kopulos funkcija aprasoma [15]:
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v+n

o (3 (r(g) (14 S e
v
C(u) = v+1 ’

(F (” ; n)" JIPITTE, (1 + % (q)—1(ui))2)>‘ 2

kur @ 1(u) = (@71 (uy), ...,CD‘l(un))T, @ yra Studento skirstinio funkcija, u; = F;(x;), P yra
koreliacijy matrica, |-| yra determinanto operatorius, v yra laisvés laipsniy skaicius, o I'(-) gamma
funkcija. Sios kopula funkcijos atveju, optimizuojant tikétinumo funkcijos reikime, parenkamos P ir

v reikSmes.

Claytono kopulos funkcija aprasoma [16]:

Clu) = [max(iui—“—n+1)

i=1

_1
a

kai @ > 0, Claytono kopula leidzia modeliuoti n = 2 vienmaciy skirstiniy, jeigu a € [—1,0), tada
1

leistinas skirstiniy skai¢iusn < 1 — p
Remiantis tarptautinio investicinio banko J.P. Morgan ataskaita [17], grazy modeliavimui
rekomenduojama naudoti Studento kopulos funkcija. Si kopulos funkcija leidzia jvertinti stipresng
grazy koreliacija finansiniy recesijy ir spartaus kainy augimo metu.

Sudarius kopulos funkcija, scenarijai generuojami Monte Carlo metodu.
1.4.Investiciju portfelio formavimas

Investicijy portfelio formavimas, tai procesas, kurio metu parenkami svoriai portfelj sudaran¢ioms
investavimo priemonéms, siekiant optimalios reik§més, pasirinktai tikslo funkcijai. [prastai keliamas
tikslas maksimizuoti tikéting graza arba(ir) minimizuoti rizika. Toliau aprasysime darbe taikytus
investicijy portfelio formavimo metodus.

1.5.Portfelio formavimas pagal slankyjj vidurkj ir turto klasiy inertiSkumo
rodiklj

Saltinyje [2] pasitlyti du metodai investicijy portfelio formavimui pagal slankiyjy vidurkiy ir
inertiskumo rodiklius. Sie du metodai galimai leidZia prognozuoti realiy investuotojy elgesj ir
portfelyje padidinti ty turto klasiy dalj, | kurias gali padidéti globalaus kapitalo judéjimas bei
sumazinti kity turto klasiy, jeigu tikimasi kapitalo patraukimo i§ atitinkamy pozicijy.

InertiSkumo rodiklis M (t) skai¢iuojamas pagal formule:

P(t) (2.5.1)

MO =y
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kur P(t) — investavimo priemonés kaina duotuoju momentu, P(t — t) — investavimo priemonés kaina
prie§ T ménesiy. Portfelis lygiomis dalimis formuojamas i§ tokiy vertybiniy popieriy ar turto klasiy,
kuriy inertiSkumas yra didZiausias [18]. Taciau néra i§ anksto zinoma, kiek geriausiy turto klasiy
pasirinkti bei keliy ménesiy (7) inertiSkuma skai¢iuoti. Siam klausimui spresti, 3altinyje [2]
rekomenduota taikyti Welch statistinj testa [19]. Sis testas leidzia palyginti nuline hipoteze, jog pagal
vieng modelj sudaryto investicijy portfelio grazy vidurkis yra didesnis arba lygus kitu modeliu
sudaryto portfelio grgzy vidurkiui. Tg patj galima padaryti ir su Studento t-testu, tatiau remiantis
Saltiniais [20] ir [21], Welch testas yra patikimesnis, kai im¢iy dispersijos néra lygios. Welch testo
matemating iSraiska:

X, -X, (2.5.2)

2 2
0. 0.
Nt

1 2

kur X — imties vidurkis, o2 — imties dispersija, N — imties dydis. Skirstinio laisvés laipsniy v
aproksimacija atliekama pagal Welch — Satterthwaite lygt;:

(0_12 N 0_22)2 (2.5.3)
Ny N,

Vv =
7
0,

NZ(N, — 1)

o
NZ(N, — 1)

+

Analizei taikomas kiekviename investavimo zingsnyje pagal Welch testa atrinktas geriausias
modelis.

Slankusis vidurkis (MA) skai¢iuojamas pagal formulg:

MA = YN P (2.5.1)

N

kur ¥ | P, — investavimo priemonés kainy suma per N laiko periody, lygiy vienam ménesiui.
Formuojant investicijy portfel] pagal MA rodiklj, investuojama j tas priemonés, kuriy kaina P,
duotuoju momentu yra didesné, uz apskaiciuoto slankiojo vidurkio reikSme. Kaip ir inertiSkumo
rodikliy metodo atveju, i§ anksto néra Zinoma, kokio ilgio perioda pasirinkti slankiojo vidurkio
skaiCiavimui. Todél taip pat sudaromi visi galimi portfeliai pagal §j rodiklj, o geriausias portfelis
kiekviename investavimo zingsnyje atrenkamas pagal Welch testa.

Siame skyriuje aptarti metodai nesiremia prielaida, jog visi rinkos dalyviai yra racionaliis, 0
atvirks$ciai leidzia iSnaudoti Zinias apie rinkos dalyviy iracionaly elgesi.
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1.6.Markowitz investicijy portfelio optimizavimo modelis

Pirmajj portfelio optimizavimo modelj, Kuris vertina ne tik investicinio turto grazas, bet ir rizika,
aprasé mokslininkas H. Markowitz, straipsnyje [1]. Siame $altinyje mokslininkas taip pat pasitlé
efektyvaus portfelio savoka, pagal kurig kiekvienam laukiamam pelningumo lygiui, egzistuoja
efektyvus portfelis, kurio rizikingumas yra maziausias, lyginant su kitais galimais variantais. Taigi
egzistuoja daug efektyviy portfeliy, i§ kuriy sau optimaly investuotojas gali pasirinkti pagal priimting
rizikos lygj ar laukiamg graza. Markowitz investicijy portfelio optimizavimo modelio formuluoté:

mino? = 0w Iw,
wli=1,
T
W W= fyin.

(2.6.1)

Siame modelyje: 02 — portfelio grazy dispersija, @ — portfelj sudarandiy investavimo priemoniy
svoriai, X — grazy kovariacijy matrica, i — vienetiné matrica, p — tikétinos investavimo priemoniy
grazos, Umin — minimali portfelio graza.

Minimali portfelio graza pasirenkama pagal investuotojui priimting rizikos lygi (didesné graza lemia
didesne rizikg ir atvirks¢iai). Investuotojams priimtinam rizikos lygiui aprasyti, Saltinyje [22] buvo
pasiiilytos abejingumo kreivés (angl.: utility function). Investicijy portfelio atveju, abejingumo kreivé
rodo, kokig investicijy portfelio rizikg toleruoja investuotojas, esant tam tikram pelningumui.
Investuotojas zinodamas sau priimting rizikos lygi, 1§ efektyviy portfeliy aibés, gali pasirinkti vieng
jam tinkantj portfelj.

Taciau praktinj Markowitz modelio ir abejingumo kreivés taikyma riboja keletas modelio trikumy:

1. modelio rezultatas ypac jautrus priclaidoms apie tikétinas grazas [23],

2. modelis sudarytas remiantis prielaida, jog rinkos dalyviai veikia racionaliai (siekia
maksimalios tikétinos portfelio grazos tam tikram rizikos lygiui), ta¢iau remiantis
Saltiniu [2], reali situacija rinkoje Sios prielaidos neatitinka,

3. modelyje taikomas jautrumo matas (dispersija), suteikia vienodai neigiamg prasme tiek
teigiamoms, tiek neigiamoms grazoms,

4. vienintelis pagal abejingumo kreive optimalus portfelis 1§ efektyviy portfeliy aibés
gaunamas, tik jeigu grazos yra pasiskirs¢iusios pagal normalyjj désnj.

Siems trilkumams i$spresti, Markowitz modelio pagrindu buvo pasiiilyti geresni modeliai, kuriuos
aptarsime kituose skyriuose.

1.7.Rinkos portfelis ir jo formavimas

Skyriuje 1.6 minéjome, jog Markowitz modelio rezultatas yra efektyviy portfeliy aibé, kuri sudaroma
investavimo priemoniy svorius perskai¢iuojant prie skirtingy p,,;, reikSmiy. Siekiant 1§ efektyviy
portfeliy aibés pasirinkti vieng optimaly portfelj, Saltiniuose [24] ir [25] buvo pasitlyta rinkos
portfelio idéja. Jai paaiskinti pateiksime 1.2 pav., kuriame grazos ir rizikos aSiy ribojamoje
plokstumoje, pavaizduosime efektyviy portfeliy aibe ir kapitalo rinkos ties¢ (angl.: Capital Market
Line, CML).
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Kapitalo rinkos tiese, CML

Rinkos portfelis, M

Tikétina
graia
™M
Efektyviy portfeliy aibé
Ui
‘ Nerizikingos
“ investicijos graza

Om Rizikos
matas

1.2 pav. Efektyviy portfeliy aibé ir kapitalo rinkos tiesé¢ grazos — rizikos plokstumoje (sudaryta autoriaus
pagal Saltinj [25])
Taskas ,,ry* grafike vaizduoja i$ nerizikingy investicijy sudaryto portfelio graza. Rinkos portfelis
nustatomas bréziant liesting efektyviy portfeliy aibés kreivei i§ tasko ,,r+*. Rinkos portfelis yra
optimalus tikétinos grazos premijos uz investavima j rizikingas turto klases ir pasirinkto rizikos mato
(pvz.: standartinis grazy nuokrypis) santykio atzvilgiu. Sis praktikoje itin plagiai naudojamas
santykis, vadinamas Sharp rodikliu, o jo skai¢iavimo formulé uzraSoma:

sR=""T7 (2.7.1)
o

kur r — r¢ — graZos premija uZ investavimg j rizikingas turto klases, o — standartinis nuokrypis.

Gauta liestiné nuo tasko ,,r* iki taSko ,,M* vaizduoja portfeliy, sudaryty jvairiomis proporcijomis
paskirsCius investicinj kapitalg nerizikingoms investicijoms ir rinkos portfeliui, aibg. TaSke ,,rs* visas
kapitalas investuojamas j nerizikingas investicijas, o taske ,,M* visas kapitalas investuojamas j rinkos
portfelj. Svarbu pastebéti, jog tokiu biidu sudaryti portfeliai pagal grazos ir rizikos santykj yra geresni
uz bet kurj portfelj i§ efektyviy portfeliy aibés. Todél Saltinyje [24], optimaly portfelj pasitlyta
sudaryti toliau aprasytais dviem zingsniais:

1. pritaikius pasirinktg optimizavimo modelj, sudaroma efektyviy portfeliy aibé;
2. optimalus krepselis formuojamas investuojama kapitalg paskirstant nerizikingoms
investicijoms ir rinkos portfeliui, pagal investuotojui priimting rizikos lygj.

Jeigu investuotojui priimtina auks$tesné rizika, negu ,,0y,, o laukiama grazg didesné, negu ,,ry,*, tokiu
atveju optimalus portfelis turéty buti sudaromas visg nuosavg investicinj kapitalg bei uz ,,r+* dydzio
palukanas skolintg kapitalg investuojant j rinkos portfel;.
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Taciau Sios teorijos taikymas negarantuoja, jog pagal ja sudarytam investicijy portfeliui, pavyks
uzdirbti laukiamg grazg. Pagrindiniai teorijos triikumai pastebimi analizuojant teorijos kiréjy
priimtas prielaidas:

e rinkos dalyviai veikia racionaliai (siekia maksimalios tikétinos portfelio grazos, tam
tikram rizikos lygiui);

¢ rinkoje egzistuoja nerizikinga investicija;

e investuotojas turi galimybe skolintis uz palikanas, lygias nerizikingos investicijos
grazai.

1.8.18skirtims atspariis kovariacijy matricos sudarymo metodai

Optimizuojant investicijy portfelj, tenka remtis pagal istorinius duomenis jvertintomis grazos ir
rizikos charakteristikomis. Pavyzdziui, Markowitz modelyje buvo naudojami investavimo priemoniy
grazy vidurkiai ir kovariacijy matrica. Taciau tiek vidurkis, tiek kovariacijy matrica yra jautriis
i$skirtims duomenyse [26], dél to gali biiti gaunami netikslis $iy svarbiy modelio parametry jvercéiai
bei atitinkamai blogas sprendinys. Si problema gali biiti sprendziama pasalinant ar specialiai parinktu
svoriu sumazinant i$skirtis, kurioms atrasti, sukurta jvairiy statistiniy metody. Remiantis $altiniu [27],
i§skir¢iy nustatymui investavimo priemoniy grazas aprasané¢iuose duomenyse, rekomenduojama
naudoti ortonormuotg Gnanadesikan—Kettenring (OGK) arba Stahel-Donoho (SDE) statistinius
jvercius.

SDE taikymo metodika panasiu metu (1981) pasiiilyta Saltiniuose [28] ir [29]. Siuo metodu

apskaiciuojami svoriai, kurie leidZia sumazinti iSskirtis. Svoriai apskai¢iuojami pagal kriterijy ,,t*,
kuris daugiamacio stebinio ,,x* atveju randamas:

Ta —a(X 2.8.1
t(x,a) = ”Tua()a)' ( )

Sioje formuléje 6(X) yra vidutinis absoliutinis nuokrypis, apskai¢iuojamas pagal formule w

fA(X) — mediana, X — analizuojamy investavimo priemoniy grazy matrica, a — tiesinis operatorius,
toks kad ||a|| = 1. Kriterijus ,,t* skai¢iuojamas su jvairiais operatoriais ,,a“. Galiausiai stebinio svoris
nustatomas pagal didZiausig kriterijaus ,,t* reikSme.

OGK metodas pasiiilytas 3altinyje [30]. Siuo metodu apskai¢iuojama i$skirtims atspari kovariacija,
tarp kuriy nors dviejy investavimo priemoniy grazy:

oaso| Ky B [0 n ] 282
six = 0. o -0 - .

i O'(Xj) o(Xy) O'(X]-) o (Xi)

Sioje formuléje X — analizuojamy investavimo priemoniy grazy matrica, o X; — i — tasis matricos

stulpelis, o(-) — iSskirtims atsparus neapibréztumo matas. OGK metodo autoriai, neapibréZztumui
skai¢iuoti, rekomenduojama naudoti statistinj t—jvertj, pasidilyta [31] straipsnyje. Siam dydziu
apskaicCiuoti, pirmiausiai randami i$skirtis sumazinantys svoriai (angl.: ,,Robustness weights®):
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(xi - med(X)) (2.8.3)
Wi =W\ —— |,

So

2 2
kur w.(u) = max <O, (1 - (l) ) >, funkcija med () grazina atsitiktinio dydzio mediana, s, =

4.5

med(|X; — X|). Sie svoriai toliau naudojami skaiGiuojant i§skirtims atsparia graza:

2 WiX; (2.84)
Yiw;

n(X) =

Galiausiai randamas rizikos jvertis:

o(X) = \/Sé * (%) Z min (9, <xl_s—/:(X) )2)’ (2.8.5)

l

kur n — atsitiktiniy dydziy aibe sudarantis stebiniy skaicius.
1.9. Investiciju portfelio optimizavimas pagal diversifikacijos matus

Pagrindiné investicijy portfelio sudarymo idéja yra paskirstyti kapitalg tarp keliy, kuo maziau
koreliuojanciy investicijy, tokiu biidu siekiant sumazinti bendra portfelio rizika ir uzdirbti didesn¢
graza uz prisiimta rizikos lygj. Si investavimo technika vadinama diversifikacija. Saltiniuose [32] ir
[33] autoriai pasitilé ir iStyré investicijy portfelio diversifikacijg kiekybiskai jvertinantj rodiklj:

Te (2.9.1)

kur £ — kovariacijy matrica, @ — investavimo priemoniy standartiniai nuokrypiai, @ — investavimo
priemoniy svoriai portfelyje. Formuléje skaitiklis rodo investicijy portfelio neapibréZtuma, kuris
apskaiciuojamas, kaip svoriy ir investavimo priemoniy grazy standartiniy nuokrypy vektoriné
sandauga. Vardiklis rodo portfelio grazy standartinj nuokrypj. Todé¢l kuo didesnis rodiklis ,,DR*, tuo
jo grazy neapibréztumas mazesnis uz atskiry investavimo priemoniy neapibréztuma, o portfelis labiau
diversifikuotas.

Diversifikacijos rodiklj galima naudoti portfelio formavimui [33], tam gali bati naudojamas modelis:

argmax DR,
we

w'i=1, (2.9.2)

T
w = HUmin,
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kur DR — diversifikacijos rodiklis pagal formule (2.10.1), o kity parametry reik§més tokios pacios,
kaip (2.7.1) modelyje.

1.10.  Stochastinis optimizavimas

Investicijy portfelis turéty buti formuojamas pagal investavimo priemoniy grazas ateityje. Taciau
einamuoju laiko momentu jos néra zinomos ir autoriaus ziniomis néra sukurty metody, kurie leisty
patikimai prognozuoti finansiniy priemoniy grazas. Todél logiSka investicijy grazas apraSyti ne
taskiniu jverciu, bet atsitiktiniu dydziu ir jj apibudinanciu skirstiniu, o sprendinj optimizuoti pagal
tikétinas atsitiktinio dydzio baigtis. Toks optimizavimo uzdavinys matematikoje vadinamas
stochastiniu optimizavimu.

Praktikoje daznai taikomas dviejy zingsniy stochastinio optimizavimo uzdavinys, kai pirmuoju
zingsniu randamas optimalus sprendinys pagal einamuoju momentu turimg informacija, o antruoju
Zingsniu remiamasi ziniomis apie atsitiktiniy dydziy baigtis [34]. Tipinis dviejy Zingsniy stochastinio
optimizavimo uzdavinio pavyzdys biity tkininko problema. Pirmame zingsnyje sprendziama, kaip
padalinti turimg zemés plota skirtingy kultiiry sodinimui, o antrame zingsnyje, turint informacijg apie
derliy, sprendziama kaip ji optimaliai realizuoti. Dviejy Zingsniy stochastinio optimizavimo
uzdavinys uzraSomas [34]:

minfg(x) = f(x) + E(Q(x.)},

Ax <b,x =0,
(2.10.1)

minq’y,
yeY

Tx+Wy <hy =0.

Modelyje vektorius x yra pirmojo zingsnio optimallis sprendiniai, X — pirmojo zingsnio galimy
sprendiniy aibé, Ax < b pirmojo zingsnio optimizavimo uzdavinio ribojimai, E(-) — tikétinumo
funkcija, Q(x,&) — antrojo Zingsnio optimizuojamos funkcijos optimalus sprendinys, ¢ =
(q,T,W, h) antrojo zingsnio optimizavimo uzdavinio parametrai, y — antrojo zingsnio optimaliy
sprendiniy vektorius.

Iprastas metodas stochastinio optimizavimo uzdavinio sprendimui yra priimti, jog atsitiktiniy
parametry vektorius ¢, turi baigtinj reikSmiy, vadinamy scenarijais, skai€iy. Scenarijai Zymimi
&, ...&y, kur N yra scenarijy skaicius, o jy tikétinumas jvertinamas tikimybémis p; ... py. Tuomet
tikétinumo funkcija gali buti uzrasoma [35]:

K (2.10.2)
EQG9) = ) peQ&0)
k=1

Sukiirus scenarijus ir priskyrus juos apibiidinancias tikimybes, stochastinis uzdavinys gali biti
1SsprendZiamas jprastais optimizavimo metodais. Esant ypa¢ dideliam scenarijy skai¢iui, taikomi
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iteraciniai stochastiniy uzdaviniy sprendimo metodai, tokie kaip ,,L.-shaped* ar ,,progressive hedging*
[34].

1.11. CVaR investicijy portfelio optimizavimo modelis

CVaR yra placiai naudojamas rizikos vertinimo matas, lygus pasirinkta kvantilj vir$ijan¢iy skirstinio
reikSmiy vidurkiui. CVaR apskaiCiuojamas pagal formulg:

1t (2.11.1)
CVaRy(X) = 7— f VaRs(X)dB,

kur a — pasirinktas pasikliautinumo lygmuo, jprastai ae[0,9; 0,95], VaRg(X) — atsitiktinio dydzio X
skirstinio £ kvantilis — taip pat placiai naudojamas rizikos matas. CVaR turi reik§mingy privalumy,
lyginant su kitais rizikos vertinimo matais [36]:

e yra koherentinis rizikos matas, todél portfelio rizikg galima paprastai apskaiciuoti, kaip ji
sudaranciy investavimo priemoniy CVaR suma;

e (CVaR funkcija yra iskiloji, todél optimizuojant pagal CVaR, visada randamas globalus
optimumas;

e jvertina tik neigiamus grazy pokycius, todél teigiami grazy pokyciai nejtakoja CVaR
reikSmés;

e CVaR minimizuoti pakanka tiesinio optimizavimo metody.

Rizikos mato CVaR minimizavimg, kaip teisinio Stochastinio optimizavimo uzdavinj, iSreiské
Rockafellar ir Uryasev straipsnyje [37]. CVaR tiesinio optimizavimo modelis formuluojamas:

N

_ 1

U8 VakeR Vak + 1-a) Z Py
]:

v; = f(w,pj) — VaR,

yj 20,

(2.11.2)

wli=1,
wTﬂ = HUmins
kur N — scenarijy, sudaryty pagal grazas aprasantj daugiamatj skirstinj, skaicius, f (w, u]-) — nuostoliy

funkcija priklausanti nuo investavimo priemoniy grazy ir svoriy portfelyje, jpratai naudojama
f(w, [,L]-) = wTu]-, p; — tikimybé priimama lygi 1/ N.

Stochastiniam CVaR modeliui pritaikyti reikalingi scenarijai. Juos galima gauti scenarijy
generavimo budu, apraSytu 1.3 skyriuje. CVaR modelio sprendinys yra portfelio VaR ir portfelj
sudaranciy investavimo priemoniy svoriai.
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1.12. ISoriniy duomeny panaudojimas portfelio formavimui

Iki $iol analizuoti investicijy portfelio formavimo modeliai sudaromi tik pagal investavimo priemoniy
grazy duomenimis. Taciau darbe keliamas tikslas, uzdavinj iSspresti panaudojant didziuosius
duomenis. Didieji duomenys pasizymi kKintamumu (angl.: data velocity), kiekiu (angl.: data volume)
ir jvairove (angl.: data variety). Todél tikslui pasiekti, biitina jtraukti iSorinius duomenis, kadangi tai
leisty investicijy portfelj formuoti ne tik pagal investavimo priemoniy grazas.

Atlikus jvairiy iSoriniy duomeny analizg, nusprgsta pritaikyti Ekonominio Bendradarbiavimo ir
Plétros organizacijos (EBPO) [38] skaiCiuojamus pirmaujancius rodiklius (angl.: ,,Leading
indicators*). Sie rodikliai skirti prognozuoti ekonominio ciklo poky¢ius. Pavyzdziui, visoms Europos
Salims apskaiciuoto rodiklio palyginimas su normalizuotu bendruoju vidaus produktu pateikiamas 1.3
paveiksle.

Europos Saliy pirmaujancio rodiklio grafikas
105 --------
Normalizuotas bendrasis vidaus produktas
104 =0 Pirmaujantis rodiklis
102
100
98
96
94 T T T T T 1 T T T T
B0 O o oMo o W~ 8 O o NS oW W M~ O
N8 888888888:=2gs2gs=s=222¢&
b =] =] =] =1 = S 00 0 0000000
R N G L G G G R G S G G G G G G T

1.3 pav. Europos $aliy bendrojo vidaus produkto ir pirmaujanéio rodiklio grafiky palyginimas (sudaryta
pagal $altinj [38])

Pagal grafikg matome, jog rodiklis dar 2017 mety viduryje signalizavo apie 2018 mety ekonominés
recesijos pradzig bei beveik 6 ménesiais anksCiau rodé jos pabaigg. Taip pat ir kitais atvejais,
pirmaujantis rodiklis i§ anksto jspéja apie Saliy bendrojo vidaus produkto pakilimus ir nuosmukius.
Pirmaujantis rodiklis sudaromas pagal jvairius, kiekvienai Saliai atskirai parinktus, Kriterijus.
Vokietijos ir JAV atveju naudojami parametrai pateikiami 1.1 lenteléje. Rodikliy skai¢iavimo
metodika placiau aprasoma ataskaitoje [39]. Pirmaujantys rodikliai kiekviena ménesj sudaromi
atskiroms valstybémis ir regionams bei apima laikotarpj nuo 1970 mety.

1.1 lentelé. Pirmaujanciy rodikliy skai¢iavimui naudojami parametrai

Valstybé | Rodikliy sarasas

Vokietija | IFO verslo aplinkos indikatorius (angl.: IFO business climate indicator) (normuotas absoliutus)
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Valstybé | Rodikliy sarasas

Produkcijos uzsakymy pokytis (angl.: Orders inflow/demand (manuf.))(%)

Produkcijos eksporto uzsakymy pokytis ( angl.: Export order books (manuf.)) (%)

Naujy produkcijos uzsakymy kiekis (angl.: New orders in manuf. Industry) (normuotas absoliutus)
Sandéliuojamos produkcijos kiekio pokytis (angl.: Finished goods stocks (manuf.)) (%)

Palakany normos pokytis (angl.: Spread of interest rates) (%)

Paslaugy paklausos pokytis (angl.:Services — Demand evolution) (%)

Vartotojy nuomonés indikatoriaus pokytis (angl.: Consumer - Confidence indicator) (%)

Pradéty statyby skaicius (angl.: Work started for dwellings sa) (absoliutus)

Suma i§leista ilgalaikiam turtui jsigyti (angl.: Net new orders - durable goods sa) (USD)

Akcijy kaina (angl.: Share prices: NYSE composite) (normuota)

Vartotojy nuomonés indikatoriaus pokytis (angl.: Consumer - Confidence indicator)(%)

Gamybos darbo valandy skai¢ius per savaite (angl.: Weekly hours worked: manufacturing sa) (valandos)

JAV

Gamybos jmoniy nuomonés indikatoriaus pokytis (angl.: Manufacturing - Industrial confidence
indicator) (%)

Paltikany normos pokytis (angl.: Spread of interest rates) (%)

Sudarant investicijy portfelj pagal pirmaujancius rodiklius priimama prielaida, jog ekonomikos
nuosmukio atveju, turéty reikSmingai mazeéti rizikingomis laikomy turto klasiy (akcijos ir
nekilnojamas turtas) kaina, todél geriau portfelyje laikyti maziau rizikingas investavimo priemones,
pavyzdziui, obligacijas arba grynuosius pinigus. Ir atvirksciai, jeigu prognozuojamas ekonomikos
augimas, akcijy ir nekilnojamo turto kaina turéty augti sparciau, negu nerizikingy turto klasiy, todél
portfelyje geriau laikyti rizikingas turto klases. Siame darbe pasiiilytas paprastas investicijy portfelio
sudarymo algoritmas pagal pirmaujancius rodiklius, apraSomas Zemiau:

1. Slankiojo vidurkio metodu skaifiuojamas 3 paskutiniy ménesiy (jskaitant ir einamajj
meénesj) ,,OECD Total* pirmaujancio rodiklio vidurkis.

2. Jeigu einamojo ménesio pirmaujancio rodiklio reik§meé virSija viduting arba yra jai lygi,
investuojama j ,,rizikingg portfelj*, kurj lygiomis dalimis sudaro akcijos ir nekilnojamas
turtas. Jeigu einamojo meénesio pirmaujancio rodiklio reikSmé mazesné uz viduting,
apskai€iuotg pirmame Zingsnyje, investuojama ] ,,nerizikingg portfel;, kurj lygiomis
dalimis sudaro trumpalaikes ir ilgalaikés obligacijos.

1.13. Daugiakriterijinio investicijuy portfelio formavimo metodo sudarymas

Remiantis Saltiniu [40], investicijy portfelio optimizavimo modeliy kombinacijos gali aplenkti
atskirus modelius. Kombinuotas modelis optimaly investicijy portfelj leidzia sudaryti pagal daug
skirtingy kriterijy, dél to geriau prisitaiko prie nuolat kintancios situacijos rinkoje. Pavyzdziui,
formuojant portfel] pagal momenty ar slankiyjy vidurkiy metodus, labiau orientuojamasi j esamag
situacijg rinkoje, taCiau nejvertinama istoriné investavimo priemoniy rizika. Antra vertus, portfeliai
sudaryti pagal rizikos matus (CVaR, a2 ir Kiti) vertina investavimo priemoniy rizika, kuri nustatoma
pagal ilgo horizonto istorinius duomenis.

Darbe taikomas metodas investicijy portfelio formavimui pagal keliy modeliy rezultatus, apraSomas
formule:
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m (2.13.1)
WDeomp = z Piw;,
i=1

kur m — modeliy skaiCius, wgomp — bendras visy modeliy rezultatas, pagal kurj formuojamas
investicijy portfelis, p; — tikimybé, jog i modelis yra geriausias investicijy portfelio formavimui, w;
— i modelio svoriai.

Kombinuoto modelio tikslumas reik§mingai priklauso nuo tikimybiy p; pasirinkimo. Sioms
tikimybéms parinkti, naudojami Monte Carlo metodu sugeneruoti scenarijai. Tikimybiy
apskaiCiavimo algoritmas pateikiamas grafiskai 1.4 paveiksle.

2k vz 1/N
N

\

1 :

2

3
N

\ f ’ f

Scenarijai Modeliai Scenarijy skaicius, kuriy

S Mm ) LN

>
<
3

|

[
Tikimybé, jog modelis

atveju modelis uzdirba
didZiausia graia

geriausias

1.4 pav. Tikimybés, jog pasirinktas modelis yra geriausias investicijy portfelio formavimui einamojo
investavimo zingsnio metu, apskai¢iavimo algoritmas

Pagal taikomg metoda, kiekvieno scenarijaus ir modelio atveju, apskai¢iuojama portfelio graza. Jeigu
modelis i, scenarijaus s atveju duoda geriausia graza, tada priimama, kad parametras b; s = 1.
Priesingu atveju b; ; = 0. Atlikus $ia analizg, ieSkomos tikimybés randamos pagal formulg:

(2.13.2)

kur N — scenarijy skaicius.

1.14. Modeliy rezultaty palyginimas

Ivade buvo minéta, jog situacija finansinése rinkose nuolat kinta, tod¢l modelis, kuris gerai veiké ar
buity veikes praeityje, nebiitinai bus geriausias ateityje [41]. Taip pat galutinis rezultatas priklauso
nuo investavimo pradzios ir pabaigos laiko momenty. D¢l Sios priezasties, modeliy palyginimui
mokslininkas Hansen [42] pasitilé SPA (angl.: superior predictive ability) statistinj kriterijy ir testa.
Siuo statistiniu testu vertinama, ar analizuojamas modelis statistiskai reik§mingai aplenkia
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palyginamajj modelj. Nuliné Sio testo hipotezé teigia, jog kriterijui y,,esant mazesniam arba lygiam
nuliui, modelis ,,m* neaplenkia palyginamojo modelio:

H™: oy < 0. (2.14.1)

Kriterijus u,, apskai¢iuojamas pagal formulg:

tmn = Amnl(VTdppn < —@my/2loglogT), (2.14.2)

kur d,, , — skirtingais metodais suformuoty portfeliy grazy skirtumo vidurkis, ,,n* laiko eilutés atveju
(cfm,n = % T-1Rmt), R — modelio ,,m* grazos ir palyginamojo modelio grazos skirtumas laiko
momentu ,,t*, T — analizuojamy periody skai¢ius, @,, — rodiklio d,, ,, gauto vertinant ,,N* atsitiktinés

atrankos (angl.: bootstrapping) bidu sudaryty grazy laiko eilu¢iy, standartinis nuokrypis, 1(-) —
indikaciné funkcija lygi 1-netui, jeigu nelygybé teisinga ir lygi nuliui prieSingu atveju.

Pati SPA statistika skai¢iuojama pagal formule:

(2.14.3)

dm,n)

SPA; = max(VT *

m

ReikSmingumo lygmens (p-reik§mé) skaic¢iavimas atliekamas pagal atsitiktinés atrankos budu (angl.:
bootstrapping) sudarytas grazy laiko eilutes. Jy sudarymui taikoma [43] Saltinyje apraSyta metodika.

Kitas statistinis testas, naudojamas Siame darbe modeliy rezultaty palyginimui, yra stochastinio
dominamo testas (angl.: ,,stochastic dominance®) apradytas 3altinyje [44]. Siuo testu lyginamos
portfeliy grazas apraSanciy empiriniy skirstiniy savybeés.

Pirmos eilés stochastinio dominavimo testas skirtas palyginti investicijy portfelius, generuojamy
grazy atzvilgiu. Sakykime lyginami portfeliai A ir B, 0 A portfelio graZzos apraSomos empirine
skirstinio funkcija Fa(x), B portfelio grazos aprasomos funkcija Fg(X). Atsitiktinis dydis X
apibréziamas uzdaru intervalu x € [x*,xU]. Portfelis A biity laikomas dominuojantis portfelio B
atzvilgiu, jeigu galioty salyga:

Fy(x) — Fg(x) < 0, su visais x € [x*,xY]. (2.14.4)

Siuo testu nustatoma, kurio portfelio grazy tankio funkcija yra pasislinkusi labiau j teigiamy grazy
puse. Jeigu A pagal pirmos eilés stochastinio dominavimo testa yra geresnis uz B, naudosime
zymejimg A >, B.

Antros eilés stochastinio dominavimo testas skirtas palyginti grazy sklaidai. Laikysime, jog A
portfelis dominuoja B portfelj pagal antros eilés stochastinio dominavimo testg (A =, B), jeigu

galioja salyga:
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JL(Fa(y) — Fg(¥)) dy < 0, su visais x € [x",xU]. (2.14.5)

Trecios eilés stochastinio dominavimo testas skirtas palyginti grazy empirinio skirstinio tankio
funkcijos asimetrijos koeficientg (angl.: skewness). AKivaizdu, jog geresnis investicijy portfelis yra
tas, kurio grazos labiau pasislinkusios j teigiamy grazy puse. Laikysime, jog A portfelis dominuoja B
portfelj pagal trecios eilés stochastinio dominavimo testa (A =3 B), jeigu galioja salyga:

JZ 2 (Fa(2) — Fa(2))dz dy < 0, suvisais x € [x*,x"]. (2.14.6)

Galimas ir ketvirtos eilés stochastinio dominavimo testas, pagal kurj lyginamas grazy empirinio
skirstinio tankio funkcijos eksceso koeficientas. Taciau Siame darbe ketvirtos eilés stochastinio
dominavimo testas néra taikomas.
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2. METODIKA
2.1.Investavimo priemoniy pasirinkimas

Darbe taikomi investicijy portfelio formavimo metodai testuojami su pagrindines turto klases
atkartojanciy indeksy istorinémis grazomis, o nuo 2008 mety pradzios Su realiy birzoje prekiaujamy
fondy (angl.: Exchange Traded Funds, ETFs) istorinémis grazomis. BirZoje prekiaujami fondai
atkartoja turto Kklasiy indeksy kainos dinamikg bei remiantis Saltiniu [2], $iuo metu yra viena
efektyviausiy investavimo priemoniy. ETF pranaSumai lyginant su kitomis investavimo
priemonémis:

e mazi valdymo mokesciai,
e didelis likvidumas,

o tiksliai atkartoja pasirinktos turto klasés kainos kitima.

Detalesnis pasirinkty investavimo priemoniy aprasymas pateikiamas 2.1 lenteléje.

2.1 lentelé Turto klasés ir jy indeksai bei indeksus atkartojantys ETF (sudaryta pagal Saltinj [2])

Bendrasis
Turto klasé Indekso pavadinimas ETF pavadinimas Trumpinys iSlaidy
rodiklis?
Issivysciusiy rinky S&P Index SPDR S&P 500 ETF SPY 0,09%
akcijos — JAV
I$sivysciusiy rinky Vanguard FTSE
akcijos — i§skyrus MSCI EAFE Index Developed Markets VEA 0,09%
JAV ETF
Besivystanciy rinky MSCI Emerging Markets Vanguard FTSE 0
akcijos Index (MXEF) Emerging Markets ETF VWO 0,15%
L BloomBarc US Agg Total Vanguard Total Bond 0
Obligacijos Return Value (LBUSTRUU) Market ETF BND 0,08%
Trumpalaikés BloomBarc US 1-5Yr Gov/Cr | Vanguard Short term BSV 0.08%
obligacijos FItAdj Ix (BFALITRUU) Bond Market ETF o7
- FTSE Nareit Equity REITS 0
Nekilnojamas turtas Index (FNERTR) Vanguard REIT ETF VNQ 0,1%

2.1 lenteléje pateikiamos investavimo priemonés apima viso pasaulio i$sivysCiusiy ir besivystanéiy
rinky akcijas, ilgalaikes bei trumpalaikes obligacijas, nekilnojamo turto rinkas. Toks investavimo
priemoniy rinkinys apima beveik visas pagrindines turto klases, todél leidZia sudaryti placiai
diversifikuotg portfelj. Konkretis ETF, investavimui ] S$ias turto klases, pasirinkti pagal tris
pagrindinius kriterijus:

e kuo mazesnis bendrasis iSlaidy rodiklis,

e kuo didesné birzoje prekiaujamo fondo kapitalizacija,

e kuo didesné vidutiné dienos apyvarta (likvidumas).

! Metinis fondo valdymo mokestis, skai¢iuojamas nuo investuoto turto.
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Mazesni mokesciai leidzia uzdirbti atitinkamai didesn¢ graza. O didelé¢ fondo kapitalizacija ir
likvidumas, valdytojams leidzia tiksliau atkartoti pasirinktos turto klasés kainos dinamika.

2.2. Darbe taikomy investicijuy portfelio formavimo metody apibendrinimas

Portfelio formavimui darbe taikomi 8 metodai, paremti 7 skirtingais Kriterijais, ir vienas
daugiakriterijinis metodas. Vienas i§ metody (,,Lygiy svoriy portfelis®), investuojamg kapitala
paskirsto lygiomis dalimis visoms turto klaséms. Darbe taikomy modeliy apibendrinimas pateikiamas
2.2 lenteléje.

2.2 lentelé Darbe taikomy investicijy portfelio formavimo metody apibendrinimas

Modelio pavadinimas Trumpinys Kriterijus Skyrius
Portfelis pagal inertiskuma IM M(t) 1.5
Portfelis pagal slankyji vidurkj SV MA 15
Markowitz + SDE MSDE wir o? 1.6ir1.8
Markowitz + OGK MOGK wir a? 16ir1.8
Labiausiai diversifikuotas LDP DR 0
Stochastinis CVaR CVAR CVaR 111
Lygiy svoriy portfelis LS - -
Pirmaujanciy indikatoriy portfelis Pl EBPO Pirmaujantys indikatoriai 1.12

Kiekviename investavimo zingsnyje §iy modeliy rezultatai apjungiami 1.12 skyriuje aprasytu budu,
taip gaunamas daugiakriterijinis investicijy portfelio formavimo metodas.

2.3.Investavimo priemoniy istoriniy kainy duomenys

Istorinés indeksy ir birzoje prekiaujamy fondy kainos nuskaitomos i$ ,,Bloomberg* duomeny bazés
[45]. Duomeny bazéje pateikiamos kiekvienos darbo dienos investavimo priemoniy atidarymo,
uzdarymo bei didziausia ir maziausia kainos. Taip pat yra pateikiama koreguota kaina,
apskai€iuojama jvertinant investavimo priemonés vienety kiekio pokytj ir dividendy jtaka grazai.
Siame darbe skai¢iavimams naudojama kiekvieno ménesio paskutinés darbo dienos metu uzfiksuota
koreguota kaina.

Visy investavimo priemoniy grazos skaic¢iuojamos pagal kainas iSreikStas US doleriais, tod¢l yra
palyginamos ir nejtakojamos valiutos kainos pokyciy.

2.4. Daugiakriterijinis investiciju portfelio formavimo algoritmas

Siame darbe sukurto daugiakriterijinio investicijy portfelio formavimo algoritmo schema pateikiama
2.1 paveiksle.
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( Duomeny nuskaitymas )
v

Duomeny agregavimas i valymas,
logaritminiy grazy skai¢iavimas,
tikimybiniy skirtiniy ir kopula funkcijos
parinkimas. :

Pradinio duomeny intervalo (60 ménesiy)
pasirinkimas.

.

Kopula funkeijos sudarymas ir scenarijy
kitam investavimo Zingsniui generavimas
Monte Carlo metodu.

Investicijy portfelio*fomlavimo metody
pritaikymas ir 2.4 paveiksle pateikto
algoritmo pritaikymas daugiakriterijinio
modelio sudarymui.

Slankiojo lango perkélimas 1 investavimo
zingsniu ] priek].

Procesas
NE stabdomas?

TAIP

Rezultaty analizé ir metody palyginimas.

2.1 pav. Optimalaus investicijy portfelio pagal daugiakriterijinj metodg sudarymo algoritmas

Investavimo Zingsnis pasirinktas lygus vienam ménesiui. Tyrimo laikotarpis apima 376 investavimo
zingsnius nuo 1987-12-31 iki 2018-12-31. Modeliy sudarymui reikalingi rodikliai skai¢iuojami pagal
slankiojo lango metodu atrinktus duomenis. Pasirinktas slankiojo lango plotis lygus 60 investavimo
zingsniy (atitinka 5 metus).
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3. MODELIU TAIKYMAS IR REZULTATU ANALIZE
3.1. Finansiniy grazy duomeny zZvalgomoji analizé

Pagal analizuojamo laikotarpio istorinius duomenis, 2.1 lenteléje apibendrinty indeksy grazos ir
rizikos rodikliai pateikiami 3.1 lenteléje.

3.1 lentelé. Analizuojamy indeksy grazos ir rizikos rodikliai

SPY | VEA | VWO | BND | BSV | VNQ

Metiné graza, % 8,09 5,16 7,81 6,15 5,05 10,68
Standartinis nuokrypis, % 14,07 | 16,65 | 22,46 | 3,71 2,23 | 17,77
Sharp rodiklis, Rf = -0,3% 0,596 | 0,328 | 0,361 | 1,739 | 2,399 | 0,618

Rachev rodiklis, Rf = -0,3% (0.95;0.95) | 0,859 | 0,893 | 0,763 | 1,955 | 3,787 | 0,449

VaR, % (0.95) -0,065 | -0,078 | -0,106 | -0,013 | -0,006 | -0,075

CVaR, % (0.95) -0,097 | -0,113 | -0,165 | -0,019 | -0,009 | -0,175

Didziausias nuostolis nuo maksimumo, % | 52,6 56,7 62,7 5,15 2,55 68,3

Didziausig graza analizuojamu laikotarpiy buvo galima uzdirbti investavus j nekilnojamo turto ir JAV
imoniy akcijas. Vidutiné metiné Siy indeksy graza siekia 10,68% ir 8,09% atitinkamai. Taciau
zenkliai mazZesne rizika pasizyméjo obligacijy indeksai. Pagal standartini nuokrypi iSsiskiria trumpo
laiko obligacijy indeksas BSV, kurio standartinis nuokrypis siekia tik 2,23%, kai besivystan¢iy rinky
akcijy indekso standartinis nuokrypis daugiau, kaip 10 karty didesnis. Obligacijy indeksai lenkia
akcijy indeksus ir pagal grazos bei rizikos santykj. Siy indeksy Sharp rodiklis didZiausias.
Tarpusavyje lyginant kitus indeksus, geresnj Sharp rodiklj turi nekilnojamo turto ir JAV jmoniy
akcijy indeksai, lyginant su besivystanciy rinky ir Europos jmoniy akcijy indeksais. Realios rizikos
ir grazos santykj geriau atspindi Rachev rodiklis, pagal kurj skai€iuojamas kairés skirstinio uodegos
(neigiamy grazy dalis) CVaR santykis su deSinés skirstinio uodegos (teigiamy grazy dalis) CVaR
santykiu. Taigi, §is rodiklis rodo, kokia grazos premija gaunama uz prisiimtg rizika. Pagal $j rodiklj
pirmauja obligacijy indeksai, taip pat Zenkliai pageré¢ja besivystanciy rinky ir Europos jmoniy akcijy
indeksy padétis. Didziausias nuostolis nuo maksimumo rodo, jog investavus tik | vieng akcijy ar
nekilnojamo turto indeksa, galima tikeétis iki 68% turto vertés sumazejimo. Investavus ] obligacijy
indeksus, vertés sumazéjimas siekty tik iki 5,2%, vertinant pagal paskutiniy 30 mety duomenis.

3.2. Tikimybiniy skirstiniy parinkimas

Atliekamas duomeny tyrimas, siekiant parinkti tiksliausiai investavimo priemoniy grazas aprasancius
tikimybinius skirstinius. Skirstinys parenkamas vienas i§ normaliojo ir t-Studento skirstiniy.

Investavimo priemoniy pavadinimai atitinka pagal 2.1 lentele. Tyrimo metu remiamasi tokiais
Kriterijais:

e empiriniai tankio bei skirstinio funkcijy grafikai,

o kvantiliy grafikas (Q-Q),

e skirstinio funkcijy grafikas (P-P),

e Kolmogorovo-Smirnovo statistinis testas,
e Anderson-Darling statistinis testas,
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o Akaike kriterijus,
e Bajeso kriterijus.

Grafiniai kriterijai SPY indekso atveju pateikiami 3.1 paveiksle. Kriterijy grafikai kitiems indeksams
pateikiami 1 priede. Skirstiniy parinkimui taikomy statistiniy kriterijy rezultatai pateikiami 3.2

lenteléje.

Tankio funkcijos grafikas

—_— normal

t-Student

. .
@ v u
£ oA /
5 - :

-015 010 005 000 005 010
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010 -0.05 0.00 005 010 015

Skirstinio funkcijy grafikai

Skirstinie funkcija

és tikimybss
06

Empirin

&2
nnnnn 23

Duomenys

Teorines tikimybés

3.1 pav. Grafikai SPY indekso grazas apraSancio skirstinio parinkimui

3.2 lentelé Statistiniy testy ir kriterijy rezultatai tikimybinio skirstinio parinkimui

SPY
Normalusis t-Studento
Kolmogorov — Smirnov testas p=0,1193 p =0,054
Anderson — Darling testas 1,967 0,7993
Akaike kriterijus -449,7 -456,4
Bajeso kriterijus -443,9 -447.8
VEA
Normalusis t-Studento
Kolmogorov — Smirnov testas p =0,0792 p = 0,0399
Anderson — Darling testas 0,9328 0,3098
Akaike kriterijus -398,8 -400,5
Bajeso kriterijus -393,0 -391,9
VWO
Normalusis t-Studento
Kolmogorov — Smirnov testas p =0,0533 p =0,0421
Anderson — Darling testas 0,3776 0,2402
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Akaike kriterijus -364,4 -363,1
Bajeso kriterijus -358,7 -354,4
BND
Normalusis t-Studento
Kolmogorov — Smirnov testas p =0,0742 p = 0,0553
Anderson — Darling testas 1,219 0,3767
Akaike kriterijus -820,9 -836,8
Bajeso kriterijus -815,2 -828,2
BSV
Normalusis t-Studento
Kolmogorov — Smirnov testas p =0,1424 p =0,0443
Anderson — Darling testas 4,247 0,3407
Akaike kriterijus -944.6 -1006
Bajeso kriterijus -938,8 -997,4
VNQ
Normalusis t-Studento
Kolmogorov — Smirnov testas p = 0,0687 p = 0,0509
Anderson — Darling testas 0,906 0,4315
Akaike kriterijus -376,9 -379,2
Bajeso kriterijus -371,1 -370,7

Pagal Kolmogorovo — Smirnovo testa tikrinama ar teoriné skirstinio funkcija atitinka empirine.
Remiantis $iuo neparametriniu testu, t-Studento skirstinys geriau tinka visy analizuojamy indeksy
gragzy modeliavimui. Anderson-Darling testas yra jau aptarto Kolmogorovo-Smirnovo testo
modifikacija, pagal kurig didesnis svoris skiriamas skirstiniy ekstremalioms reik§més. Siuo atveju
Anderson-Darling testas yra netgi svarbesnis, kadangi pageidautina, jog pasirinktas skirstinys
tinkamai apraSyty ekstremalias investavimo priemoniy grazy reikSmes. Pagal Anderson—Darling t-
Studento skirstinys visais atvejais yra geresnis, uz normalyjj. Pagal Akaike kriterijy, normalusis
skirstinys geriau tinka VWO indekso grazy modeliavimui, kitais atvejais geriau tinka t-Studento
skirstinys. Pagal Bajeso kriterijy, normalusis skirstinys geriau tinka VEA, VWO ir VNQ grazy
modeliavimui. Papildomai atsizvelgiant j grafikus, pasirinkta visy indeksy grazas modeliuoti
naudojant t-Studento skirstinj.

3.3. Scenarijy generavimas

Scenarijy generavimui naudojama daugiamaté Studento kopulos funkcija, aprasyta 1.3 skyriuje.
Parasyto programinio kodo validacija atlickama pagal unikaliy indeksy pory grazy sklaidos
diagramas. Diagramos pateikiamos 3.2 paveiksle. Raudonos spalvos apskritimai vaizduoja
sugeneruotus scenarijus, o juodos spalvos apkritimai realius duomenis.
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3.2 pav. Indeksy grazy sklaidos diagramos

Pagal sklaidos diagramas matome, jog scenarijai pakankamai gerai atkartoja daugumos indeksy pory
grazas ir koreliacijas tarp jy. Todél priimama, jog paraSytas programinis kodas tinkamas taikymui.
Testuojant investicijy portfelio formavimo metodus, scenarijai generuojami kiekvieno investavimo
zingsnio metu, pagal slankiojo langu metodu atrinktus istorinius duomenis.

3.4. Investiciju portfelio formavimo metody taikymas

Analizé atlickama laikotarpiui nuo 1987-12-31, taciau pradiniams momentams apskaiéiuoti ir
scenarijams sudaryti, reikalingas bent 5 mety laikotarpis, todél pirmieji rezultatai gaunami nuo 1993
mety pradzios.

Analizuojamu laikotarpiu vyko net dvi recesijos. Pirmoji recesija, 2001 metais, nebuvo labai
reikSminga globaliame kontekste ir labiau paveiké tik JAV jmoniy akcijas, kadangi susidaré dél JAV
IT sektoriaus burbulo. Taciau antroji recesija vykusi 2008 — 2009 metais buvo viena didziausiy
ekonomikos istorijoje, jos metu net diversifikuoty akcijy indeksy kainos smuko iki 60%, o
nekilnojamo turto net iki 70%. Nepaisant $iy recesijy, analizuojamu laikotarpiu pastebimas didZiulis
akcijy (vid. metiné graza: +7,3%) ir nekilnojamo turto (vid. metiné graza: +10,5%) kainy augimas.
Obligacijy indeksy kaina net recesijy metu sumazéjo palyginti nedaug, o investicijos j Sias priemones
uzdirbo stabilig +4% — +5% meting grazg. Galima teigti, jog pasirinktas laikotarpis yra pakankamai
reprezentatyvus, kadangi bus galima istirti modeliy veikimg pries ir po recesijy bei kaip sékmingai
modeliai iSnaudoja didziulj rizikingy investavimo priemoniy kainy augima.

Kai kurie parametrai pasirenkami prie§ sudarant modelius, $iy parametry sgrasas pateikiamas 3.3
lenteléje.
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3.3 lentelé. Pasirinkti modeliy parametrai

Pavadinimas

Verté Pastabos

Scenarijy skaicius

2000 Pastebéta, jog toks scenarijy skai¢ius pakankamas gauti stabilius CVaR
modelio rezultatus.

Pasikliautinumo lygmuo 0,95 -

Minimali laukiama graza 0,3%

Naudojama CVaR ir Markowitz modeliuose. Pasirinkta pagal maziausia

analizuojamy turto klasiy graza per ménesj, laikotarpiu nuo 1987 iki 2018..

graza

Nerizikingy investicijy

-0,3% Pasirinkta pagal Vokietijos trumpo termino obligacijy graza.

Ivairiais metodais sudaryty portfeliy vertés kitimo ir nuostoliy grafikai pateikiami 3.3 paveiksle.

Portfeliy vertés kitimas 1993-01-29 / 2019-03-14
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Didziausias nuostolis nuo maksimalios vertés 1003-01-20/ 2019-03-14
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3.3 pav. Jvairias metodais sudaryty portfeliy vertés poky¢io (a) ir didziausiy nuostoliy nuo maksimalios
portfelio vertés (b) grafikai

Pagal a) grafika matome, jog didziausig teigiamg graza analizuojamu laikotarpiu biity pavyke uzdirbti
pagal pirmaujanéius indikatorius formuojamam portfeliui. Sis portfelis pasieké 12,98% metine graza.
Lyginant su Siuo portfeliu, apie 3,87% mazesng meting grazg buty uzdirbes daugiakriterijinis
metodas. Apie 5,5% mazesne graza biity uzdirbe inercijos momenty ir slankiyjy vidurkiy portfeliai.
Portfeliai sudaryti pagal matematinio optimizavimo metodus (Markowitz, CVaR ir LDP), bity
uzdirbe net apie 8,2% mazesne meting graza, uz pirmaujanciy indikatoriy portfel;.

Pagal b) grafikg pastebime, jog stabiliausiai augo MOGK, MSDE ir CVaR metodais sudaryti
portfeliai. Net recesijy metu $iy portfeliy verté nenukrito Zemiau 5% nuo maksimalios vertés, o pagal
81 rodiklj ypac iSsiskiria CVaR portfelis, kurio maksimalus vertés nuosmukis sieké tik 3,15% per visg
analizuojamg laikotarpj. Labai gerus rezultatus analizuojamu laikotarpiu uzfiksavo pagal
pirmaujancius indikatorius formuojamas portfelis. DidZiausias Sio portfelio vertés nuosmukis sieke
11,2%, o0 2008 — 2009 ekonomingés recesijos metu, Sio portfelio verté smuko maziausiai, lyginant su
kitais portfeliais, o tai buvo pagrindinis veiksnys lémes, jog portfelio vidutiné metiné graza
reikSmingai aplenké kity portfeliy rodiklj. Pagal maksimaly vertés nuosmukj, daugiakriterijinis
portfelis didzigjg laiko dalj lenkia pirmaujanciy rodikliy portfelj, taciau 2008 — 2009 recesijos metu,
Sio portfelio vertés kritimas sieké apie 16% ir buvo prastesnis. Kity portfeliy rezultatai dar prastesni.
2008 — 2009 recesijos metu, pagal inercijos momentus sudaryto portfelio verté sumazéjo apie 47%,
lygiy svoriy ir slankiyjy vidurkiy portfeliy vertés kritimas virsijo 40%.

Apibendrinta informacija apie portfeliy grazas pateikiama staciakampéje diagramoje 3.4 paveiksle.
Portfeliai diagramoje i8déstyti vidutinés metinés grazos, kurig rodo raudoni apskritimai, maz¢jimo
tvarka.
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3.4 pav. Grazy staCiakampes diagramos

Pagal staCiakampes diagramas matome, jog lygiy svoriy portfelis patiria didziausius vertés
svyravimus. Beveik visy portfeliy atstumas nuo medianos iki teigiamos grazos maksimumo yra
trumpesnis arba lygus atstumui iki neigiamos grazos maksimumo. Tai rodo, jog labiau tikétinos
didelés neigiamos grazos, negu teigiamos. Taciau galima iSskirti slankiyjy vidurkiy, pirmaujanciy
indikatoriy ir daugiakriterijinj metodus, pagal kuriuos sudaryty portfeliy atstumai iki neigiamy
maksimumy trumpesni, negu iki teigiamy. Kiti portfeliy rizikos ir grazos rodikliai pateikiami 3.4
lentel¢je.

Investavimo priemoniy svoriai portfeliuose, sudarytuose skirtingais metodais, pateikiami
paveiksluose 3.5 — 3.12. Vertinant portfeliy sudétj, atsizvelgiama j VIX indekso poky¢ius. Sis
indeksas parodo rinkos dalyviy likes¢ius dél ateinanciy 30 dieny akcijy rinkos rizikos. Dideli §io
indekso poky¢iai rodo, jog rinkos dalyviai tikisi akcijy kainy pokyc¢iy.
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3.5 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal CVaR metoda

Pagal §j modelj sudarytame portfelyje daugiausiai laikoma trumpalaikiy obligacijy ir BloomBarc US
obligacijy indeksai. Ir tik praéjus daugiau, kaip 5 metams po 2008 — 2009 mety krizés (atitinka
slankiojo lango plotj), iSaugo rizikingesniy turto klasiy dalis. Taigi CVaR modelis daugiau, kaip puse
desimtmecio pavélavo investuoti j tame deSimtmetyje ir aplamai ekonomikos istorijoje labiausiai
augusias turto klases. Taip pat verta pastebéti, jog rizikingesniy investicijy dalis padidéjo artéjant
tikétinai ekonomikos augimo ciklo pabaigai, todél recesijos atveju, portfelio vertés kritimas galimai
buty didesnis, negu buvo fiksuota per analizuojamg 30 mety laikotarpj. Portfelj sudaranciy
investavimo priemoniy svoriy koreliacija su VIX indeksu nenustatyta. Sio metodo veikimas pagrjstas
prielaida, jog rinkos dalyviai yra absoliuciai racionaliis ir jy liikeséiai turéty priklausyti tik nuo
einamuoju momentu turimos informacijos apie investavimo priemoniy kainas. Tacdiau maza
koreliacija tarp VIX indekso ir portfelj sudaranciy investavimo priemoniy svoriy rodo, jog realiai
investuotojy lukesc¢iai Zenkliai skiriasi.
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3.6 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal MOGK metoda
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3.7 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal MSDE metoda

Pagal MSDE ir MOGK metodus sudaryti portfeliai beveik identiski, o jy trikumai panasts, kaip ir
CVaR investicijy portfelio optimizavimo metodo. Papildomai verta pastebéti, jog analizuojamo
periodo pabaigoje, MOGK ir MSDE modeliai priskyré mazesng portfelio dalj nekilnojamo turto
indeksui, negu pries tai analizuotas CVaR modelis. Taciau Siuose portfeliuose buvo laikoma didesné
rizikingo turto dalis, pries pat 2018 — 2009 mety ekonomikos krize. Siais metodais sudaryty portfeliy
svoriy koreliacija su VIX indeksu nenustatyta, kaip ir CVaR portfelio atveju.
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3.8 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal LDP metoda

Lyginant su prie§ tai analizuotais portfeliais, po 2008 — 2009 mety krizés, Siame portfelyje
rizikingesniy investicijy dalis pradéjo didéti apie 2 metais ankséiau ir tai leido uzdirbti didesne graza.
Tai rodo, jog §is portfelio formavimo metodas yra jautresnis finansy rinkoje vykstantiems pokyc¢iams.
Taciau vertinant svoriy sary$j su VIX indeksu, reikSmingy koreliacijy taip pat nenustatyta.
Apibendrintai pagal svoriy grafika galima priimti, jog didziausias portfelio diversifikacijos matas
pasiekiamas, kai apie 20% turto investuojama j labiau rizikingas turto klases (akcijos, nekilnojamas
turtas), o likusi dalis | maziau rizikingas obligacijas.
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3.9 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal IM metoda

Pagal inercijos momenty metoda, didzigja laiko dalj lygiais svoriais investuojama j nekilnojama turta,
JAV imoniy akcijas ir trumpalaikes bei ilgalaikes obligacijas. Taciau prie§ 2008 — 2009 mety krizg,
pagal §] metoda buvo padidinta investuojamo turto dalis | akcijas. Tai 1émé ypac prasta portfelio
rezultata krizés metu, kai jo verté per kelis ménesius sumazéjo vir§ 47%. Sis pavyzdys rodo, jog
metodas negarantuoja adekvacios reakcijos 1 investicijy vertés maz¢jima. Portfel] sudaranciy
investavimo priemoniy svoriy poky¢iy sarysis su VIX indeksu pastebimas tik 2008 krizés metu.
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3.10 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal SV metoda

Portfelis, sudarytas pagal slankiyjy vidurkiy metoda, uzdirbo mazesne graza, negu inercijos momenty
metodu sudarytas portfelis, taciau taip pasizymejo mazesniu vertés svyravimu ir didesniu
grazos/rizikos santykiu. Pagal svoriy grafika matome, jog didziaja laiko dalj $is modelis lygiais
svoriais paskirsto investicijas US akcijoms, nekilnojamam turtui bei obligacijoms, taigi laikomas
50:50 santykis maziau rizikingy ir rizikingy investicijy. 2008 — 2009 recesijos laikotarpiu, rizikingy
investicijy dalis portfelyje buvo didesné, negu jprastai, todél portfelis patyré reikSmingg nuostolj.
Portfel} sudaranciy investavimo priemoniy svoriy pokytis atitiko VIX indekso pokyc¢ius 2000 ir 2008
metais.
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3.11 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal Pl metodika

Pagal pirmaujantj rodiklj sudaromas portfelis formuojamas lygiomis dalimis i§ trumpalaikiy ir
ilgalaikiy obligacijy indeksy, kai pirmaujantis rodiklis prognozuoja bendrojo vidaus produkto
maze¢jima. Kitu atveju, investuojama tik j akcijy ir nekilnojamo turto indeksus. Todél pagal svoriy
grafikg galima jzvelgti, kuriais momentais analizuojamu laikotarpiu buvo prognozuojamas
ekonomikos augimas ar nuosmukis. Pirmaujanciy indikatoriy portfelis, vienintelis i$ visy Siame darbe
analizuojamy portfeliy, i§ anksto sumazino rizikingy investicijy dalj pries didziausig analizuojamu
laikotarpiu 2008 — 2009 mety finansy krize. Taip pat sékmingai nustaté ir didzigja dalj kity
ekonomikos augimo bei smukimo laikotarpiy. Gerg modelio reakcija j rinkoje vykstanéius pokycius
pagrindzia ir svoriy koreliacija su VIX indeksu. Beveik visais atvejais, kai pagal VIX indeksg buvo
laukiama staigiy akcijy kainy poky¢iy, pirmaujanciy indikatoriy portfelis investuodavo | maziau
rizikingas obligacijas. Tai 1émé, jog portfelis uzdirbo didziausia graza, analizuojamu laikotarpiu, bei
pasieké gerus rizikos rodiklius — portfelio grazos/rizikos santykis lenkia lygiy svoriy, slankiyjy
vidurkiy bei inercijos momenty metodais suformuotus portfelius.
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3.12 pav. Investavimo priemoniy svoriai portfelyje sudarytame pagal daugiakriterijinj metoda

Daugiakriterijinis metodas turi visy darbe aptarty vienmaciy portfelio formavimo metody savybiy.
Pagal $iuo metodu formuojamo portfelio svoriy grafikag matome, jog metodas iSnaudoja pirmaujanciy
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indikatoriy portfelio privalumus ir reikSmingai sumazina rizikingy investavimo priemoniy dalj,
artéjant ekonomikos nuosmukiams bei gerai koreliuoja su VIX indeksu. Taciau lyginant su paprastu
pirmaujanciy indikatoriy portfeliu, Siame portfelyje bet kuriuo momentu galima rasti tam tikra dalj
rizikingy ir maziau rizikingy investicijy. Dél to Sis portfelis labiau diversifikuotas ir maziau
priklausomas nuo kiekvieno atskiro metodo klaidy. Pavyzdziui, jeigu pirmaujantis rodiklis pavéluotai
informuoty apie galimg recesijg, pagal §j rodiklj sudaryto portfelio verté biity paveikta labiausiai,
kadangi portfelj sudaryty tik rizikingos investavimo priemonés. Daugiakriterijiniu metodu
suformuotas portfelis buty maziau jautrus tokiai klaidai.

3.4 lentelé. Sudaryty portfeliy grazos ir rizikos rodikliai

Daugiakriterijinis | CVaR | MOGK | MSDE LDP IM SV LS Pl
Metiné graza, % 9,11 4,76 4,75 4,71 49 7,87 7,48 6,98 12,98
Metinés grazos
95% . . . . . . . . .
pasikliautinumo [6,65;11,6] [3,64;5,88] | [3,69;5,81] | [3,66;576] | [3,65:6,15] | [3,76;11,9] | [4,12;10,8] | [3,11;10,8] | [9,93;16]
intervalas
Standartinis 6,57 2,51 2,35 2,41 3,09 9,97 863 | 1019 | 876
nuokrypis, %
Sharp rodiklis,
Rf = -0,3% 1,43 2,02 2,15 2,08 1,68 0,82 0,9 0,71 1,52
Rachev rodiklis,
Rf=-0,3% 1,19 2,56 1,95 1,59 1,15 0,32 0,52 0,53 1,52
(0.95;0.95)
VaR, % (0.95) -0,025 -0,0077 | -0,0077 | -0,0081 | -0,012 -0,044 -0,037 -0,047 -0,03
CVaR, % (0.95) -0,042 -0,012 -0,013 -0,015 -0,022 -0,124 -0,082 -0,092 | -0,049
Didziausias
nuostolis nuo 16,38 3,15 4,04 4,46 9,02 47,84 40,81 42,34 11,21
maksimumo, %

Portfeliy grazos santykj su prisiimama rizikas parodo Sharp ir Rachev rodikliai. Pagal abu Siuos
rodiklius, iSsiskiria matematinio optimizavimo metodai (CVaR, MOGK, MSDE ir LDP), kurie
didziaja dalj kapitalo investuoja i obligacijy indeksus, turinCius gerus grazos/rizikos rodiklius
individualiai. Remiantis teorija apraSyta skyriuje ,,Rinkos portfelis ir jo formavimas®, investuotojas
turéty rinktis tokj portfelj, kurio Sharp rodiklis yra didziausias. Siuo atveju, tai biity MOGK portfelis.
Siekiant uzdirbti didesne¢ graza ir iSlaikyti nepakitusj investicijy portfelio Sharp rodiklj, tekty skolintis
uz Rf = -0,3% dydzio palikanas ir paskolintus pinigus investuoti j tg pati MOGK portfelj. Taciau
neturint galimybés pasiskolinti uz tokias ar maZesnes paliikanas ir investuojant brangiau pasiskolintg
kapitalg, portfelio rizika iSaugty neproporcingai grazai, o realus Sharp rodiklis sumazéty. Taip pat
MOGK ir kiti matematinio optimizavimo metodai negarantuoja tokio pacio auksto grazos ir rizikos
santykio ateityje. Tod¢l siekiant padidinti portfelio graza, investuotojui tekty rinktis kitus portfelio
formavimo metodus. Remiantis rezultaty lentele, gera alternatyva matematinio optimizavimo
metodams, galéty buiti pirmaujanciy indikatoriy ir daugiakriterijinis metodai. Pagal Siuos metodus
suformuoty portfeliy grazg lenkia ar yra panasi j rizikingiausiy indeksy uzdirbamg graza, taciau visi
rizikos rodikliai Zenkliai geresni. Pagal Sharp ir Rachev grazos/rizikos rodiklius, pirmaujanéiy
indikatoriy metodas Siek tiek lenkia daugiakriterijinj metoda, taip pat pirmasis turi mazesnj didziausia
vertés kritimg. Taciau, kaip buvo minéta anksciau, pirmaujanciy rodikliy portfelis labai priklausomas
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nuo vieno rodiklio sékmés prognozuojant jvykius rinkoje. Daugiakriterijinis metodas leidZia labiau
diversifikuoti investicijas ir sumazinti vieno metodo klaidos jtakg bendram rezultatui.

3.5. Modeliy palyginimo rezultatai

Skyriuje 3.4 palyginimas tarp modeliy atliktas vizualiu vertinimu ir remiantis statistiniais ir
ekonometriniais kriterijais, kaip graza, standartinis nuokrypis ar Sharp‘o rodiklis. Taciau jau pagal
grafikus buvo galima pastebéti, jog modeliy rezultatai priklauso nuo pasirinkto laikotarpio.
Pavyzdziui, analize sustabdzius 2008 mety recesijos viduryje, slankiyjy vidurkiy, inercijos momenty
ir lygiy svoriy portfeliy kriterijai biity daug prastesni, negu pateikti 3.4 lenteléje. Pasirinktas
investavimo pradzios momentas taip pat turi reikSmingg jtaka galutiniam rezultatui. Todél modelio
grazy bei rizikos palyginimui, pritaikysime SPA ir stochastinio dominavimo testus.

Pirmiausiai pritaikysime SPA testa grazy palyginimui. Pagal Sio testo nuling hipoteze, modelis
neaplenkia palyginamojo modelio (jo graza néra statistiskai reik§Smingai didesné uz palyginamojo
modelio). Atliekant analiz¢ naudojamas pasikliautinumo lygmuo p=0,05. Lyginamos modeliy poros
ir gauti rezultatai apibendrinami 3.5 lenteléje.

3.5 lentelé. Modeliy palyginimo panaudojant SPA statistinj testa rezultatai

Modeliy pora Tikimybé ISvada
CVaR > Daugiakriterijinis® | 0,4998 Ho neatmetama
Daugiakriterijinis > CVaR 0,001 Ho atmetama

IM > Daugiakriterijinis 0,5316 Ho neatmetama
Daugiakriterijinis > IM 0,198 Ho neatmetama
SV > Daugiakriterijinis 0,5224 Ho neatmetama
Daugiakriterijinis > SV 0,061 Ho neatmetama
LS > Daugiakriterijinis 0,5116 Ho neatmetama
Daugiakriterijinis > LS 0,066 Ho neatmetama
Pl > Daugiakriterijinis 0,001 Ho atmetama
Daugiakriterijinis > Pl 0,5298 Ho neatmetama
CVaR > PI 0,5082 Ho neatmetama
Pl1>CVaR 0,001 Ho atmetama
IM > Pl 0,5236 Ho neatmetama
Pl >IM 0,007 Ho atmetama
SV > Pl 0,5336 Ho neatmetama
Pl > SV 0,001 Ho atmetama
LS > Pl 0,511 Ho neatmetama
Pl >LS 0,001 Ho atmetama

2 7yméjimas ,,A > B“ naudojamas apibadinti nulinei hipotezei, jog A modelis neaplenkia palyginamojo modelio B.
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Pagal SPA testo rezultatus nustatéme, jog daugiakriterijiniu metodu suformuoto portfelio graza,
statistiSkai reikSmingai virSija CVaR ir kity matematinio optimizavimo metodais suformuoty
portfeliy grazas. Taciau su 0,05 pasikliautinumo lygmeniu neatmesta hipotezé, jog daugiakriterijinio
portfelio graza néra didesné uz inercijos momenty, slankiyjy vidurkiy ir lygiy svoriy portfeliy graza.
Taciau lyginant daugiakriterijinj portfelj su slankiyjy vidurkiy ir lygiy svoriy portfeliais, gaunama
testo tikimybé arti pasirinktos pasikliautinumo ribos (0,061 ir 0,066 atitinkamai). Pirmaujanciy
indikatoriy portfelio graza statistiSkai reikSmingai aplenké visy kity darbe analizuojamy portfeliy
grazg ir atvirkSciai, nei vienas kitas portfelis neaplenké pirmaujanciy indikatoriy portfelio
sugeneruotos grazos.

Toliau pritaikysime stochastinio dominavimo testg. Rezultatai pateikiami 3.6 lentel¢je. Lenteléje ,,+
zenklu Zymime, jeigu stochastinio dominavimo taisyklé pasitvirtino ir ,,-* Zenklas naudojamas, jeigu
nepasitvirtino.

3.6 lentelé. Stochastinio dominavimo testo rezultatai

Modeliu pora I —oseilés | 11 —oseilés | 1] — os eilés

Daugiakriterijinis > CVaR - - -

Daugiakriterijinis > IM - + +
Daugiakriterijinis > SV + + +
Daugiakriterijinis > LS - + +

Daugiakriterijinis > Pl - - -

P1 > Daugiakriterijinis - - -

PI>CVaR - - -
PlI>IM + + +
Pl > SV + + +
PI>LS + + +

Remiantis stochastinio dominavimo rezultatais pastebime, jog daugiakriterijinis portfelis pagal visus
stochastinio dominavimo kriterijus pirmauja prie§ slankiyjy vidurkiy portfelj, o pagal II ir III eilés
kriterijus pirmauja prie§ inercijos momenty ir lygiy svoriy portfelius. DidZiausig graza uzdirbe
daugiakriterijinis ir pirmaujanciy indikatoriy portfeliai, pagal §j testg néra dominuojantys pries CVaR
portfelj. Taip pat néra dominuojancio portfelio tarpusavyje lyginant daugiakriterijinj ir pirmaujanciy
indikatoriy portfelj. Taciau pirmaujanciy indikatoriy portfelis pagal visus kriterijus dominuoja prie$
inercijos momenty, slankiyjy vidurkiy ir lygiy svoriy portfelius.
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ISVADOS

Pagal grazos ir rizikos santykj (Sharp ir Rachev rodiklius), analizuojamu laikotarpiu
optimaliausi metodai portfelio formavimui buvo Markowitz modelis su i$skirtims atspariais
kovariacijy matricos apskai¢iavimo metodais ir CVaR rizikos mato minimizavimo modelis.
Taciau iSsamesné rezultaty analizé parodé, jog portfelj formuojant Siais metodais,
neiSnaudojama galimybé investuoti | ypa¢ didel¢ graza uzdirbancias investavimo priemones,
kai jy kaina btina Zemiausiame lygyje — recesijos metu ir iSkarto po jos. Atvirksciai, pagal
Siuos metodus, portfelis aukStesne grgza generuojanciomis, taciau rizikingomis investicijomis
papildomas artéjant ekonomikos augimo ciklo pabaigai, kai iSauga tikimyb¢ Siy investicijy
vertés kritimui. Todél Sie portfelio formavimo metodai negarantuoja geriausio grazos ir
rizikos santykio ir jy generuojama graza, per analizuotg 30 mety laikotarpj, statistiSkai
reikSmingai mazesné uz kity darbe analizuoty portfeliy grazg. Todél nerekomenduojama
investicijy portfelj formuoti tik pagal §iuos metodus.

Darbe pasitlytas investicijy portfelio formavimo metodas pagal pirmaujancius ekonominés
situacijos indikatorius analizuojamu laikotarpiu buty leides uzdirbti statistiSkai reikSmingai
didziausia graza, lyginant su kitais darbe taikytais metodais. Pagal §j metoda, analizuojamu
laikotarpiu i§ anksto sumazinama investicijy portfelio rizika artéjant ekonomikos nuosmukiui
ir pereinama prie didziausig graza generuojanciy investavimo priemoniy ekonomikos augimo
metu. Pagal stochastinio dominavimo testo visus Kriterijus, Siuo metodu suformuotas portfelis
geresnis uz darbe taikytus inercijos momenty, slankiyjy vidurkiy ir lygiy svoriy portfelius.
Taciau neaplenkti daugiakriterijinis ir CVaR metodai. Pagal SPA testo rezultatus, Sio portfelio
graza statistiSkai reikSmingai lenkia kity darbe sudaryty portfeliy grazas. Todél tokio metodo
pritaikymas analizuotu laikotarpiu leido Zenkliai pagerinti daugiakriterijinio portfelio graza.
Slankiyjy vidurkiy ir inercijos momenty investicijy portfelio formavimo metodai, per
analizuotg 30 mety laikotarpj, leido uzdirbti vir§ 7,5% viduting metine graza ir pagal §j
kriterijy statistiSkai reikSmingai nusileido tik pirmaujanc¢iy indikatoriy portfeliu. Taciau Siy
portfeliy grazos ir rizikos santykio rodikliai vieni i§ prasciausiy, lyginant su kitais darbe
analizuotais portfeliais. Tai léme dideli Siy portfeliy vertés svyravimai ekonominiy recesijy
metu. Remiantis darbe pritaikyto stochastinio dominavimo testo rezultatais, vietoje S$iy
metody vertéty rinktis daugiakriterijin} arba pirmaujanciy indikatoriy metodus investicijy
portfelio formavimui.

Lygiy svoriy portfelis analizuojamu laikotarpiu biity uzdirbes beveik 7% viduring metine
graza, taciau rezultaty analizés metu nustatyta, jog dél didelio lygiy svoriy portfelio vertés
svyravimo, $i graza néra statistiS$kai reikSmingai didesnée, lyginant netgi su maZiausia graza
sugeneravusiais portfeliais. Todél remiantis gautais rezultatais, $io modelio taikymas
investicijy portfelio formavimui nerekomenduojamas.

Darbe pasitlytas daugiakriterijinis investicijy portfelio formavimo metodas pagal graza
statistiSkai reikSmingai nusileido pirmaujanéiy indikatoriy portfeliui. Taciau atliktas
stochastinio dominavimo testas parod¢, jog nei pagal vieng 1§ kriterijy, Sie du metodai néra
geresni vienas uz Kkitg tarpusavyje. Taip pat remiantis rizikos/grazos santykiu,
daugiakriterijinis portfelis tik nezenkliai nusileidzia pirmaujanc¢iy indikatoriy portfeliui.
Taciau daugiakriterijinio metodo pagrindinis privalumas pries didziausig graza uzdirbusj
pirmaujanc¢iy indikatoriy metoda yra platesné portfelio diversifikacija ir mazesné vieno
metodo klaidos reiksmé galutiniam rezultatui. Ta rodo jprastai didesnis pirmaujanciy
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indikatoriy portfelio didziausias vertés nuokrypis nuo maksimalios. D¢l Sios priezasties
investavimui rekomenduojamas daugiamatis metodas.

Lyginant analizuoty portfeliy sudéties pokyciy koreliacija su VIX indeksu nustatyta, jog darbe
taikyti CVaR, Markowitz ir didziausios diversifikacijos metodai nejvertina investuotojy
lukesciy, dél akceijy rinkos pokyc¢iy. Inercijos momenty ir slankiyjy vidurkiy metodai tg padaré
tik 2008 krizés metu. Geriausiai realius investuotojy likes¢ius jvertina darbe pasiiilytas
pirmaujanéiy indikatoriy metodas bei visus metodus apimantis daugiakriterijinis investicijy
portfelio  formavimo  algoritmas. Todél pirmaujanciy indikatoriy  jtraukimas
rekomenduojamas, siekiant jvertinti investuotojy ateities lukescius.
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