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Santrauka

Arnoldo liezuviy analizé netiesinése diskretinése sistemose yra svarbi Siuolaikinés dinamikos teorijos
tyrimy kryptis. Trupmeninés eilés modeliai leidzia jtraukti atminties efektus, o matricinés strukttiros
— nagrinéti daugiamate ir hierarching dinamika. Siy dviejy aspekty saveika sudaro sudétinga tyrimo
objekta, kuris iki Siol literatiiroje nagrinétas fragmentiskai.

Siame darbe siekiama istirti, kaip trupmeninés eilés atmintis ir matriciné struktiira veikia Arnoldo
liezuviy formavimasi ir jy viding struktiiring sandarg diskretinése sistemose. Tyrimo objektas —
Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis, iSpléstas j matricing formg su ypatingu démesiu
nulpotentiniy matricy struktiirai.

Teoringje darbo dalyje analizuojami netiesiniy diskretiniy sistemy pagrindai, apskritiminis iteracinis
modelis ir Arnoldo liezuviy struktiira parametry erdvéje. Siekiant jtraukti atminties efektus,
nagrin¢jami trupmenings eilés modeliai ir Caputo i§vestinés diskretiniai analogai. Matriciniy modeliy
teorija pristatoma per idempotentiniy ir nulpotentiniy matricy algebrines savybes, kurios sudaro
pagrindg modelio i$plétimui.

Tyrime suformuluotas Caputo trupmeninis matricinis standartinis iteracinis modelis ir pritaikytas H—
rangy skai¢iavimo algoritmas, leidZiantis jvertinti sistemy generuojamy seky algebrinj sudétinguma.
Gauti rezultatai parodé, kad idempotentiniy matricy atveju sistema iSlaiko skaliarinio modelio
savybes, o nulpotentinés matricos lemia hierarchinés struktiiros atsiradimg. Nustatyta, kad
trupmeninés atminties ir nulpotentinés struktiiros sgveika generuoja daugiasluoksnius Arnoldo
liezuvius bei jy divergavimo hierarchijas.

Gauti rezultatai praplecia klasiking sinchronizacijos teorijg ir iliustruojami praktiniu taikymu —
parodoma, kad skirtingi hierarchiniai sluoksniai gali biiti naudojami kaip nepriklausomi raktai signaly
Sifravimo schemose.
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Summary

The analysis of Arnold tongues in nonlinear discrete systems is an important research direction in
modern dynamical systems theory. Fractional-order models allow memory effects to be incorporated,
while matrix structures enable the study of multidimensional and hierarchical dynamics. The interplay
between these two aspects constitutes a complex research object that has so far been addressed only
fragmentarily in literature.

This work aims to investigate how fractional-order memory and matrix structure affect the formation
of Arnold tongues and their internal structural organization in discrete systems. The object of study
is the Caputo fractional standard map extended to matrix form, with particular emphasis on the
structure of nilpotent matrices.

The theoretical part of the work covers the foundations of nonlinear discrete systems, the circle map,
and the structure of Arnold tongues in parameter space. To incorporate memory effects, fractional—
order models and discrete analogues of the Caputo derivative are examined. The theory of matrix
iterative models is presented through the algebraic properties of idempotent and nilpotent matrices,
which form the basis for the extension of the model.

The Caputo fractional matrix standard map is formulated, and the H—rank algorithm is applied to
assess the algebraic complexity of sequences generated by the system. The results show that in the
case of idempotent matrices the system retains the properties of the scalar model, whereas nilpotent
matrices give rise to a hierarchical structure. It is established that the interaction between fractional
memory and nilpotent structure generates multilayered Arnold tongues and their divergence
hierarchies.

The obtained results extend classical synchronization theory and are illustrated by a practical
application, demonstrating that different hierarchical layers can be used as independent keys in signal
encoding schemes.
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Ivadas

Netiesiniy diskretiniy sistemy analizé yra viena svarbiausiy Siuolaikinés taikomosios matematikos
kryp¢€iy, leidzianti tirti sudétingus dinaminius reiskinius fizikoje, biologijoje ir inzinerijoje [1], [2].
Vienas i§ pagrindiniy tokiy sistemy reiSkiniy yra sinchronizacija, glaudziai susijusi su fazine
sinchronizacija ir Arnoldo liezuviais — stabiliomis periodiniy sprendiniy sritimis parametry erdvéje
[3]. Arnoldo liezuviai stebimi jvairiose srityse: Sirdies ir kvépavimo sistemy dinamikoje, lazerinése
sistemose, neuroninius procesus aprasan¢iuose modeliuose ir kitur, todél jy tyrimas turi tiek
fundamenting, tiek taikomaja reikSme.

Pastaraisiais metais vis daugiau démesio skiriama trupmenings eilés modeliams, kurie leidzia jtraukti
atminties efektus [4], [5]. Tokiose sistemose dabartiné biisena priklauso nuo visos ankstesnés
dinamikos, todé¢l atsiranda nauji reiskiniai, nebiidingi klasikiniams modeliams — keiciasi stabilumo
savybés, bifurkacijy scenarijai ir fazinés sinchronizacijos salygos. LygiagreCiai mokslinéje
literatiiroje tiriami matriciniai iteraciniai modeliai, leidZiantys analizuoti daugiamates sistemas ir jy
hierarchine strukttra [6]. Ankstesni tyrimai parodé, kad nulpotentiniy matricy struktiira lemia 1§
esmés naujus dinaminius efektus, tokius kaip baigtinio laiko divergavimas ir sudétingos erdvinés
strukttiros [7].

Nepaisant reikSmingy pasiekimy kiekvienoje i§ Siy krypéiy atskirai, trupmeniné dinamika ir
matricinés struktiiros mokslinéje literatliroje dazniausiai nagrinéjamos nepriklausomai viena nuo
kitos. Ypac truksta tyrimy, analizuojanciy Arnoldo liezuviy struktira trupmeninése matricinése
sistemose ir jy hierarching sandarg. Pirmieji zingsniai Sia kryptimi zengti darbe [8], taciau
hierarchiniy sluoksniy dinamika ir jy tarpusavio rySiai iSsamiau nenagrinéti. Batent tai siekiama
atlikti Siame darbe.

Darbo tikslas — istirti Arnoldo liezuviy formavimasi ir jy struktiiring sandarg trupmeninés eilés
diskretinése sistemose, taikant Caputo trupmeninj matricinj standartinj iteracinj model;.

Darbo uzdaviniai:

1. 1iSanalizuoti netiesiniy diskretiniy sistemy, apskritiminio iteracinio modelio ir Arnoldo
liezuviy teorinius pagrindus;

2. 18tirti trupmenings eilés modelius ir Caputo iSvestinés taikyma diskretinése sistemose;

3. iSnagrinéti matriciniy iteraciniy modeliy savybes, daugiausia démesio skiriant
idempotentinéms ir nulpotentinéms matricoms;

4. suformuluoti Caputo trupmeninj matricinj standartinj iteracinj modelj ir jo skaifiavimo
schema;

5. atlikti skaitinius tyrimus ir iStirti Arnoldo liezuviy struktiirg bei jy divergavimo hierarchijas;

6. ivertinti hierarchiniy sluoksniy jtaka sistemos dinaminiam sudétingumui, taikant H-rangy
skai¢iavimo algoritmg.



1. Literatiiros apZvalga
1.1. Netiesinés diskretinés sistemos ir iteraciniai modeliai

Netiesinés diskretinés sistemos yra svarbi Siuolaikinés dinamikos teorijos dalis, placiai taikoma
fizikoje, biologijoje, ekonomikoje, inzinerijoje ir kitose srityse. Skirtingai nuo tolydziyjy modeliy,
aprasomy diferencialinémis lygtimis, diskretinés sistemos nusako biisenos kitimg atskirais laiko
momentais, todé¢l jy dinamika apibréziama rekurentinémis arba iteracinémis priklausomybémis.
Tokia modeliavimo schema yra ypac¢ naudinga tais atvejais, kai pats procesas natiiraliai vyksta
zingsniais, pavyzdziui, sezoninéje populiacijy dinamikoje, skaitmeniniame valdyme, ekonominiy
cikly analizéje ar diskreciy signaly apdorojime [1], [9]. Iteraciniai modeliai laikomi fundamentaliais
modeliais, naudojamais tirti periodo dvigubéjimo kelig i chaosa, Liapunovo eksponentes ir
universalius netiesinés dinamikos désningumus [2], [10].

Bendruoju atveju diskretinio laiko netiesiné sistema gali buti uzraSoma taip:
Xne1 = f(xn), n=012,..; (1.1.1)

¢ia x, — sistemos biisena n—tuoju laiko momentu; f — netiesiné transformacija. Jei blisena yra
daugiamaté, modelis apibendrinamas j vektoring arba matricing forma:

Xpe1 = F(xp), %, ER™,  Xpq = F(X,),X,, € R™™, (1.1.2)

Tokios sistemos gali turéti pusiausvyros taSkus, periodines orbitas, kvaziperiodinius rezimus ir
chaotinius atraktorius. Diskretiniy sistemy analizéje svarbiausi tampa fiksuotyjy taSky stabilumo,
bifurkacijy, jautrumo pradinéms salygoms ir ilgalaikés orbity struktiiros klausimai [1], [11].

Vienas i§ klasikiniy ir labiausiai iStirty netiesiniy diskretiniy modeliy yra logistinis Zemélapis:
Xps1 = axn,(1 —xp, ); (1.1.3)

gia a — valdymo parametras; x,, — normalizuota sistemos biisena. Sis Zemélapis tapo paradigminiu
modeliu netiesinés dinamikos teorijoje, nes parodo, kaip i§ labai paprastos netiesinés lygties gali
atsirasti sudétingas ir net chaotiskas elgesys [12]. Analitiniai ir skaitiniai tyrimai parode, kad didéjant
parametrui a, sistema pereina per bifurkacijy seka: kai 0 < a < 1, egzistuoja stabilus fiksuotasis
taSkas x = 0; kai 1 < a < 3, stabilus tampa taskas x =1 — %; ties a = 3 prasideda periodo

dvigub¢jimo seka, kuri veda j vis sudétingesnius periodinius rezimus, o ties a = 3.56995 sistema
pereina j chaotiSkus rezimus [1], [13].

Biitent logistinio Zemélapio analiz¢ istoriniu ir metodologiniu poziiiriu suformavo esmines sgvokas,
Siandien taikomas daug platesniam diskreciy netiesiniy sistemy spektrui. Viena jy — bifurkacija,
suprantama kaip kokybinis sistemos elgesio pokytis, kintant parametrui. Diskretinése sistemose ypac
svarbi periodo dvigub¢jimo bifurkacijy granding, kai stabilus fiksuotasis taskas tampa nestabilus, o
vietoje jo atsiranda stabilios periodo—2, periodo—4, periodo—8 ir aukstesniy periody orbitos. Toks
peré¢jimas leidZia kalbéti apie chaosa, kuris pasiZymi universaliomis Feigenbaumo konstantomis [10],
[13].

Kita esming netiesiniy diskretiniy sistemy savybé¢ yra jautrumas pradinéms salygoms, laikomas vienu
1§ deterministinio chaoso pozymiy. Jeigu dvi trajektorijos, prasidéjusios labai artimose biisenose,
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ilgainiui sparciai i8siskiria, sistema pasizymi chaotisku elgesiu. Sig savyb¢ daznai kiekybiskai nusako
Liapunovo eksponente:

n—1
1
A= lim—ZInlf’(xi)l; (1.1.4)
n-oon e

Cia f'(x;) —iteracinés funkcijos f (x) i§vestiné taske x;; x; — trajektorijos taskas. Teigiama Liapunovo
eksponentés reik§Smé (A1 > 0) rodo, kad artimos trajektorijos eksponentiSkai tolsta viena nuo kitos ir
tai indikuoja chaotiska elgesj, neigiama reik§mé (1 < 0) reiskia trajektorijy artéjima ir sistemos
stabiluma, o A = 0 siejama su bifurkacijomis ir ribiniu dinamikos rezimu [2].

Svarbu pazyméti, kad iteraciniai modeliai néra vien teorinis chaoso iliustravimo jrankis. Jie
naudojami ir praktiniuose valdymo bei modeliavimo uzdaviniuose, pavyzdziui, chaoso valdymui
naudojant Ott—Grebogi—Yorke metoda, neuroniniy tinkly modeliavime ar biologiniy sistemy
analizéje [1], [2]. Tai rodo, kad netiesinés diskretinés sistemos yra ne tik abstraktlis matematiniai
objektai, bet ir svarbus taikomosios analizés instrumentas.

Literattroje paprastai iSskiriami jvairts iteraciniy modeliy tipai. Klasikiniai (lokaltis) modeliai kita
biiseng nustato tik i$ ankstesnés iteracijos, tuo tarpu sudétingesni modeliai — pavyzdziui, trupmeniniai
modeliai — pasizymi nelokalumu ir priklausomybe nuo visos biiseny istorijos [5]. Si klasifikacija
svarbi, nes ji parodo peré¢jima nuo klasikiniy diskre¢iy modeliy prie sistemy su atmintimi, kurios yra
viena 1§ pagrindiniy nagrinéjamos temos krypc¢iy.

Diskretiniy sistemy reikSmé dar labiau iSauga pereinant nuo skaliariniy prie daugiamaciy ir matriciniy
modeliy. Tokiuose modeliuose atsiranda naujos dinaminés savybeés, susijusios su komponenty
sgveika, kolektyviniais rezimais ir strukttrine dinamika. Pavyzdziui, susiety modeliy gardelés (angl.
coupled map lattices) leidZia modeliuoti erdvéje pasiskirsciusias sistemas ir kompleksinj kolektyvinj
elgesi [14]. Tokie iSplétimai yra svarbiis, nes leidzia interpretuoti sudétingas parametry erdvés
struktiiras kaip keliy tarpusavyje sgveikaujan¢iy komponenty rezultatg.

Netiesiniy diskretiniy sistemy teorijoje iSryskéja keli svarbiausi aspektai. Pirma, paprastos iteracinés
taisyklés gali generuoti itin sudétinga dinamika. Antra, parametry poky¢iai lemia kokybinius rezimy
virsmus — nuo stabilumo iki bifurkacijy ir chaoso. Tre€ia, diskretiniai modeliai yra ypa¢ tinkami
skaitiniams eksperimentams, parametriniy sri¢iy braizymui ir struktiiriniy reiskiniy, tokiy kaip
sinchronizacija ar rezonansinés sritys, identifikavimui [11], [15]. Dél Siy priezas¢iy iteraciniai
modeliai tapo natiiraliu teoriniu pagrindu tolimesnei apskritiminio iteracinio modelio, standartinio
iteracinio modelio, fazinés sinchronizacijos ir Arnoldo lieZuviy analizei.

Apibendrinant galima teigti, kad netiesinés diskretinés sistemos yra vienas 1§ esminiy Siuolaikinés
netiesinés dinamikos tyrimo objekty. Jy svarba kyla i§ dviejy tarpusavyje susijusiy prieZzas¢iy: viena
vertus, jos leidzia kompaktiSkai apraSyti realius procesus, vykstancius diskreciais laiko momentais,
kita vertus, jos atskleidzia fundamentalius universalius désningumus — bifurkacijas, jautruma
pradinéms salygoms, chaoso atsiradimg ir stabilumo praradimg. Todél biitent iteraciniai modeliai
sudaro tinkamiausig teorinj pagrindg nagrinéti sinchronizacijos reiskinius, Arnoldo liezuvius ir jy
strukturing sandarg tiek klasikiniuose, tiek trupmeninés eilés bei matriciniuose modeliuose.
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1.2. Apskritiminis iteracinis modelis ir faziné sinchronizacija

Vienas svarbiausiy diskretiniy netiesiniy modeliy, naudojamy sinchronizacijos ir rezonanso
rei§kiniams tirti, yra apskritiminis iteracinis modelis (angl. circle map). Sis modelis apraso kampinio
kintamojo evoliucijg ir yra placiai taikomas tiriant sistemas, kuriy dinamika susijusi su periodiniu
iSoriniu poveikiu, pavyzdziui, priverstiniais osciliatoriais, elektroninémis grandinémis ar biologiniais
ritmais. Kaip nagrinéjama literatiiroje, apskritiminis iteracinis modelis yra vienas i§ fundamentaliy
modeliy, leidZzianciy suprasti, kaip paprastos netiesinés priklausomybés gali generuoti sudétinga
sinchronizacijos elgesj [3], [16].

Klasikinis apskritiminis iteracinis modelis uzrasomas taip:

Xps1 = Xp +Q — %sin(ann) (mod 1); (1.2.1)
¢ia x, — sistemos fazé; (1 — iSorinio poveikio daznis; K — netiesinio rySio stiprumg nusakantis
parametras. Si lygtis gali biti interpretuojama kaip paprastas modelis, kuriame fazé kiekviename
zingsnyje didéja beveik tolygiai, taciau yra moduliuojama sinusine netiesine triukSmu paveikta
funkcija. Tokia struktiira leidzia modeliuoti konkurencija tarp dviejy procesy — laisvos rotacijos ir
priverstinés sgveikos [17].

Vienas esminiy reiskiniy, atsirandanciy apskritiminiame iteraciniame modelyje, yra faziné
sinchronizacija (angl. phase locking). Sis reidkinys pasireiskia tada, kai sistemos vidinis daznis
sinchronizuojasi su iSoriniu dazniu taip, kad jy santykis tampa racionalus. Kitaip tariant, sistema
pereina ] rezimg, kuriame po tam tikro skaiCiaus iteracijy jos fazé kartojasi su pastoviu poslinkiu.

Tokiu atveju sakoma, kad sistema yra uzrakinta santykiu Z, kur p ir q yra sveikieji skaiciai [3].

Matematiskai Sis reiSkinys apraSomas per rotacijos skai¢iy p, kuris nusako vidutinj fazés pokyty per
vieng iteracija:
Xp— X

p =lim 22—, (1.2.2)

n—oo n
¢ia x, — kampinio kintamojo reik§mé po n—tosios iteracijos; x, — pradiné kampinio kintamojo
reikSme; n — iteracijy skaiCius. Rotacijos skaiCius yra vienas svarbiausiy dydziy analizuojant
apskritiminj iteracinj modelj, nes jis leidzia klasifikuoti sistemos dinaminius rezimus. Jei p yra
racionalus skaicius, sistema demonstruoja periodinj (sinchronizuotg) elgesj, tuo tarpu iracionalus p
atitinka kvaziperiodinj rezima [16].

Tiriant apskritiminj iteracinj modelj parametry erdvéje (Q,K) nustatoma, kad fazinés
sinchronizacijos sritys néra pasiskirsciusios atsitiktine tvarka, bet sudaro specifines geometrines
struktiiras. Sios sritys yra vadinamos Arnoldo liezuviais (angl. Arnold tongues), ir jos atsiranda aplink

racionalias rotacijos skaiciaus reik§mes p = s [17]. GeometriSkai Sios sritys dazniausiai turi pleisto

forma ir pleciasi didéjant netiesinio rysio parametrui K. Kiekvienas toks ,,liezuvis* atitinka konkrety
sinchronizacijos rezimg, todél parametry erdvéje galima aiskiai identifikuoti stabilaus periodinio
elgesio zonas.

Uz Armoldo liezuviy riby sistema paprastai pereina  kvaziperiodinj reZima, kuriame fazé niekada
tiksliai nesikartoja, taciau iSlieka strukttiruota. Toliau didinant netiesiSkuma, gali atsirasti ir
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chaotiSkas elgesys, kas rodo, kad apskritiminis iteracinis modelis apima visg spektrg dinaminiy
rezimy — nuo reguliariy iki chaotisky [16]. Sis universalumas yra viena i§ pagrindiniy priezaséiy,
kodél apskritiminis iteracinis modelis tapo standartiniu iteraciniu modeliu sinchronizacijos teorijoje.

Svarbu pazyméti, kad apskritiminis iteracinis modelis néra izoliuotas modelis, o yra glaudziai susijes
su kitais netiesinés dinamikos modeliais. Tarp dinaminiy sistemy, naudojamy rezonanso ir chaotisko
elgesio tyrimams, ypatingg vieta uzima standartinis iteracinis modelis (angl. standard map), dar
vadinamas Chirikov—Taylor modeliu [ 18], kuris apraso dvimatg diskretine sistema:

{ Pn+1 = Pn + K sin(xp) ; (1.2.3)

Xn+1 = Xn + Pnt1 (mod 2m);

¢ia x,, — kampinis kintamasis (padétis) n—tojoje iteracijoje; p,, — impulsinis kintamasis (momentas)
n—tojoje iteracijoje; K — sistemos netiesiskumo parametras. Sis modelis yra vienas i§ fundamentaliy
jrankiy netiesinés dinamikos teorijoje [19], fazés erdvés plotg iSsaugantis ir placiai naudojamas
Hamiltono sistemy chaoso tyrimuose [20], [21], leidziantis tirti peréjimg nuo reguliaraus judéjimo
prie chaoso [22].

Nors klasikingje standartinio iteracinio modelio formoje Arnoldo lieZuviai tiesiogiai neatsiranda, jis
yra glaudziai susijes su apskritiminiu iteraciniu modeliu, kuriame tokios struktiiros susiformuoja
natiiraliai. D¢l Sios priezasties standartinis iteracinis modelis yra svarbus analizuojant dinaminius
mechanizmus, lemiancius sinchronizacijos ir daznio uzrakinimo reiskinius.

Apskritiminio iteracinio modelio analizé leidzia iSrySkinti fundamentalius netiesinés dinamikos
principus: kaip sgveika tarp vidinio ir iSorinio daznio lemia sinchronizacijg, kaip $i sinchronizacija
priklauso nuo sistemos parametry ir kaip parametry erdvéje atsiranda struktiiruotos stabilumo sritys.
Sios savybés yra esminés tolimesniam Arnoldo liezuviy tyrimui, ypaé¢ kai modelis i§ple¢iamas j
sudétingesnes sistemas.

Biitent ¢ia atsiranda natiiralus per¢jimas prie trupmeniniy ir matriciniy modeliy. Klasikinis
apskritiminis iteracinis modelis neatsizZvelgia | atminties efektus ar daugiamate sgveika, todeél jo
iSplétimai — jtraukiant trupmeninius operatorius ar matricinius kintamuosius — leidzia tirti
sudétingesnes Arnoldo liezuviy struktiras. Tokiose sistemose sinchronizacijos sritys gali
deformuotis, iSsiSakoti ar sudaryti daugiasluoksnes struktiiras, kurios nebiidingos klasikiniam
modeliui.

1.3. Arnoldo lieZuviai: struktiira, bifurkacijos ir parametry erdvé

Arnoldo liezuviai — pleiSto formos sritys parametry erdvéje — yra viena i§ svarbiausiy struktiiry
netiesiniy diskretiniy sistemy teorijoje, glaudziai susijusi su fazinés sinchronizacijos ir rezonanso
reiskiniais. Sios struktiiros pirma karta sistemingai aprasytos V. I. Arnoldo darbuose, nagringjant
rezonansy problema ir judéjimo stabilumg klasikinéje mechanikoje [17]. Vélesni tyrimai parodé, kad
Arnoldo liezuviai yra universalus reiSkinys, pasireiSkiantis jvairiose netiesinése sistemose — nuo
paprasty diskretiniy modeliy iki sudétingy fiziniy ir biologiniy modeliy [3], [16].

Kaip jau minéta anksciau, Arnoldo liezuviai atsiranda nagrinéjant apskritiminj iteracinj modelj

parametry erdvéje (Q,K). Kiekvienam racionaliam rotacijos skaiCiui p =§ egzistuoja tam tikra

parametry sritis, kurioje sistema demonstruoja stabily periodinj rezima su tuo paciu dazniy santykiu.
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Sios sritys sudaro plei§to formos struktiiras, kurios i$sidésto aplink atitinkamas () reik§mes, kai K —
0, ir pleciasi did¢jant netiesiSkumui. Tokia struktiira lemia, kad parametry erdvéje susiformuoja
iStisas sinchronizacijos regiony rinkinys, kuriame kiekvienas regionas atitinka konkrety rezonansinj
rezima [16].

Geometriniu poziiiriu Arnoldo liezuviai yra sritys, kuriose egzistuoja stabilios periodinés orbitos. Siy
sri¢iy ribos paprastai atitinka bifurkacijas, kuriy metu sistema pereina i§ kvaziperiodinio rezimo |
fazinio uzrakinimo biiseng. DaZniausiai Sios ribos yra susijusios su balno—mazgo (angl. saddle—node)
bifurkacijomis, kai atsiranda arba iSnyksta periodiniai sprendiniai [11]. Tokiu biidu Arnoldo liezuviai
gali buti interpretuojami kaip stabilumo sritys parametry erdvéje, kurios yra tiesiogiai susijusios su
sistemos bifurkacine struktiira.

Svarbi Arnoldo liezuviy savybé yra jy hierarchiné organizacija. Mazesnio laipsnio rezonansai (pvz.,
1:1, 1: 2, 2: 1) paprastai sudaro platesnes ir labiau iSreikStas Arnoldo liezuviy struktiiras, tuo tarpu

y . . . ..p . .. e .- . ce - -
aukstesnio laipsnio rezonansai (5 su didesnémis g reikSmémis) atitinka siauresnes sritis. Si struktiira

yra glaudziai susijusi su ,,velnio laipty* (angl. devil’s staircase) funkcija, kuri apraso rotacijos
skai¢iaus p priklausomybe nuo parametro Q. Si funkcija yra pastovi Arnoldo liezuviy viduje ir kinta
tik tarp jy — tai atspindi staigius peré¢jimus tarp skirtingy sinchronizacijos rezimy [16].

Kita svarbi savyb¢ yra Arnoldo liezuviy plétimasis didéjant parametrui K. Kai K = 0, sistema yra
grynai kvaziperioding, o rotacijos skaiCius tiesiogiai sutampa su (). Taciau did¢jant K, atsiranda
intervalai, kuriuose rotacijos skaiCius ,,uzsifiksuoja‘ ties racionaliomis reikSmeémis. Tai reiSkia, kad
net ir keiGiant parametra (), sistema ilicka tame padiame sinchronizacijos rezime. Sis efektas yra
vienas i$ pagrindiniy netiesinés dinamikos pozymiy ir rodo, kaip netiesiSkumas gali stabilizuoti tam
tikrus dinaminius rezimus [3].

Armoldo liezuviy struktira tampa dar sudétingesné didé¢jant netiesiSkumui. Esant pakankamai
dideléms K reikSméms, Arnoldo liezuviai pradeda persidengti, o sistema pereina j chaotiSkg rezima.
Tokiu atveju parametry erdve tampa fragmentuota, atsiranda fraktalinés struktiiros ir sudétingos
bifurkacijy schemos [2]. Tai rodo, kad Arnoldo liezuviai yra ne tik sinchronizacijos indikatoriai, bet
ir svarbus jrankis analizuojant peré¢jima j chaosa.

Be apskritiminio iteracinio modelio, Arnoldo liezuviy analogai stebimi ir kituose modeliuose,
jskaitant diferencines lygtis, priverstinius osciliatorius bei Hamiltono sistemas. PavyzdZiui,
standartiniame iteraciniame modelyje rezonansiniai regionai taip pat susij¢ su racionaliais dazniy
santykiais, nors jy geometrine struktiira skiriasi nuo klasikinio apskritiminio iteracinio modelio atvejo
[21]. Tai patvirtina, kad Arnoldo liezuviy fenomenas yra universalus ir nepriklauso nuo konkretaus
modelio formos.

Svarbus aspektas, kuris tampa ypa¢ aktualus Siame darbe, yra Arnoldo liezuviy transformacija
pereinant prie sudétingesniy sistemy. Klasikiniame apskritiminiame iteraciniame modelyje Arnoldo
liezuviai yra palyginti reguliarios formos, taciau jvedus papildomus efektus — tokius kaip atmintis ar
daugiamaté sgveika — jy struktiira gali 1§ esmés pasikeisti. Literatiroje atskleidziama, kad net nedideli
modelio modifikavimai gali sukelti Arnoldo liezuviy deformacijas, jy i8siSakojima, fraktaliniy riby
atsiradima, sudétingesniy stabilumo sri¢iy formavimasi [3].

Sie efektai tampa dar ryskesni, kai sistema i$ple¢iama j daugiamate ar matricing forma. Tokiu atveju
sinchronizacijos reiSkiniai nebeapsiriboja vienu kintamuoju, bet atsiranda keli tarpusavyje
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sgveikaujantys rezimai. Tai leidzia interpretuoti Arnoldo liezuvius kaip sudétingesniy struktiiry —
pavyzdziui, sluoksniy ar hierarchiniy rezonansiniy regiony — projekcija parametry erdvéje.

Arnoldo liezuviai placiai stebimi jvairiose netiesinése sistemose, tokiose kaip apskritiminis iteracinis
modelis [23], priverstiniai osciliatoriai [24], Josephsono sandiiros [25], elektroninés grandinés [26],
lazerinés sistemos [27] bei biologiniai ritmai [28], [29]. D¢l Sios priezasties jie tapo vienu i
universaliy sinchronizacijos reiskiniy analizés jrankiy, placiai taikomy tiriant netiesinj rezonansg
[30], daznio uzrakinimg [31] ir sinchronizacijos procesus jvairiose fizinése, inzinerinése ir
biologinése sistemose [32], [33], [34].

Apibendrinant galima teigti, kad Arnoldo liezuviai yra esminis jrankis analizuojant netiesiniy
diskretiniy sistemy sinchronizacijg ir stabiluma. Jie leidzia identifikuoti stabilaus periodinio elgesio
zonas, analizuoti bifurkacijy struktiira, suprasti peréjimg nuo kvaziperiodinio rezimo prie chaoso.

Be to, jy struktira yra jautri modelio iSplétimams, todél Arnoldo liezuviy analizé tampa ypac svarbi
nagrinéjant sudétingesnes sistemas, tokias kaip trupmeninés eilés ar matriciniai iteraciniai modeliai.
Biitent Siose sistemose klasikiné Arnoldo liezuviy geometrija gali transformuotis | daugiasluoksnes
ir hierarchines struktiiras, kurios sudaro pagrindinj $io darbo tyrimo objekta.

1.4. Trupmeninés eilés modeliai ir Caputo iSvestiné

Pastaraisiais deSimtmeciais netiesiniy dinaminiy sistemy teorija buvo reikSmingai iSplésta jtraukiant
trupmeninés eilés analize (angl. fractional calculus), kuri leidzia apibendrinti klasikinj diferencialinj
skaiCiavimg iki ne sveikyjy iSvestiniy ir integraly laipsniy. Skirtingai nuo klasikiniy diferencialiniy
modeliy, trupmenings eilés lygtys leidZia apraSyti sistemas, kuriy dinamika pasiZymi atminties ir
nelokalumo efektais, t. y. dabartiné sistemos biisena priklauso ne tik nuo esamos biisenos, bet ir nuo
visos ankstesnés trajektorijos [4], [35].

MatematiSkai trupmeningés eilés iSvestinés gali biiti apibréZiamos keliais skirtingais biidais, 18 kuriy
dazniausiai naudojami yra Riemanno—Liouville, Griinwaldo—Letnikovo ir Caputo apibrézimai. Nors
Sie apibréZimai yra matematiSkai susij¢, jy fizikiné interpretacija skiriasi. Praktiniuose taikymuose
ypac svarbi yra Caputo trupmeninés eilés iSvesting, nes ji leidzia formuluoti pradines salygas tokiu
paciu biidu kaip ir klasikinése diferencialinése lygtyse [4].

Caputo trupmeninés eilés a iSvestineé, kur 0 < a < 1, apibréziama taip:

1 t x' (1)
1-a) | (t—1)*
0

CDEx(t) = . dr; (1.4.1)

Cia T'(+) — gama funkcija; x(t) — tiriamoji funkcija laiko atzvilgiu; x'(t) — klasikiné pirmos eilés
isvesting; (t—1)~% — atminties branduolio funkcija, apibiidinanti ankstesniy biseny jtakos svorj. Si
formulé aiSkiai parodo, kad iSvestiné yra integralin¢ iSraiSka, kurioje dalyvauja visa ankstesné
funkcijos istorija. Integralo branduolys (t—7)~% nusako, kaip skirtingi praeities momentai veikia
dabarting biiseng — kuo mazesnis «, tuo stipresnis atminties efektas [35].

Sis nelokalumo aspektas yra esminis skirtumas tarp trupmeniniy ir klasikiniy modeliy. Klasikinése
sistemose evoliucija yra lokali laike, t. y. priklauso tik nuo dabartinés biisenos, tuo tarpu trupmeninése
sistemose atsiranda ilgalaikes koreliacijos, kurios gali lemti visiSkai kitoki dinaminj elgesj [5]. Dél
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Sios priezasties trupmeninés eilés modeliai tapo itin svarbiis tiriant sudétingas sistemas, kuriose
pasireiskia paveldimumas ar inercija.

Trupmenings eilés modeliai placiai taikomi jvairiose srityse. Fizikoje jie naudojami modeliuojant
anomaling difuzija ir energijos nuostolius turin€ius procesus, biologijoje — neurony aktyvumg ir
Sirdies ritmy dinamika, o inzinerijoje — viskoelastiniy (tiek elastingomis, tiek klampiosiomis
savybémis pasizyminéiy) medZiagy savybes bei signaly apdorojima [4], [5]. Siy modeliy
universalumas kyla i§ geb¢jimo apraSyti sistemas, kuriy dinamika negali buti tiksliai nusakyta
klasikinémis diferencialinémis lygtimis.

Svarbus aspektas yra tai, kad trupmeninés eilés modeliai natiiraliai iSplecia ir klasikinius netiesinius
modelius. Pavyzdziui, standartinés dinaminés sistemos gali buiti perraSomos trupmenine forma,
jvedant Caputo iSvesting vietoje jprastos pirmos eilés iSvestinés:

CDEx(t) = f(x(©). (1.4.2)

Tokiu biidu gaunamos naujos sistemy klasés, kuriy dinamika pasizymi létesniais pereinamaisiais
procesais, sudétingesnémis bifurkacijomis ir iSpléstomis stabilumo sritimis. Literatiiroje paZymima,
kad trupmeninés eilés jvedimas gali i§ esmés pakeisti net ir paprasty netiesiniy sistemy elgesi,
iskaitant chaoso atsiradimo sglygas ir bifurkacijy struktiira [5].

Ypac svarbu pazymeéti, kad trupmeninés eilés modeliai yra glaudziai susij¢ su diskretinémis
sistemomis. Diskretizuojant trupmenines diferencialines lygtis arba tiesiogiai apibréziant
trupmeninius skirtumus, gaunami trupmeniniai iteraciniai modeliai, kuriuose kiekviena bisena
priklauso nuo visy ankstesniy iteracijy. Tokie modeliai tampa natiiraliu klasikiniy diskreciy sistemy
apibendrinimu ir leidzia analizuoti, kaip atmintis veikia dinaminius procesus.

Siame kontekste ypatinga reikime jgauna Caputo apibrézimas, nes jis leidZia sujungti fizikine
interpretacija, matematinj formalizmg ir skaitinj realizavimg ] vieningg modeliavimo schemg. Dél
Sios priezasties Caputo trupmeniné iSvestiné plafiai naudojama netiesiniy dinaminiy sistemy
modeliavime, jskaitant ir diskretinius bei iteracinius modelius.

Sis rysys tarp klasikiniy modeliy ir jy i$plétimy tampa ypaé¢ svarbus nagrinéjant trupmeninés eilés
sistemas. Literatiiroje pazymima, kad standartinio iteracinio ir apskritiminio iteracinio modeliy
trupmenings versijos, suformuluotos naudojant Caputo [36] arba Liouville tipo [37] iSvestines, leidZia
tirti naujus dinaminius reiSkinius. Kai trupmenings eilés rodiklis artéja prie vieneto, trupmeninis
standartinis iteracinis modelis artéja prie klasikinio apskritiminio iteracinio modelio [38], todé¢l tampa
imanoma stebéti Arnoldo liezuviy struktiiry formavimasi ir jy transformacijas [39].

Galiausiai, pereinant prie §io darbo temos, svarbu pabrézti, kad trupmeninés eilés jvedimas |
klasikinius modelius — tokius kaip apskritiminis iteracinis modelis ar standartinis iteracinis modelis
— leidzia tirti naujus reiskinius, susijusius su sinchronizacija ir Arnoldo lieZzuviais. Atminties efektai
gali keisti fazinés sinchronizacijos salygas, deformuoti Arnoldo lieZuviy struktiirg ir sukelti naujus
stabilumo rezimus. Todé¢l trupmeninés eilés modeliai sudaro esminj teorinj pagrinda nagrinéjant
sudétingesnes sinchronizacijos struktiiras, kurios atsiranda diskretinése sistemose su atmintimi.
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1.5. Trupmeniniai skirtumai diskretinése sistemose

Nors trupmeninés eilés diferencialinés lygtys yra efektyvi priemoné modeliuoti sistemas su
atmintimi, daugelyje praktiniy ir teoriniy uzdaviniy svarby vaidmen; atlieka diskretinés sistemos. D¢l
Sios priezasties buvo iSplétota trupmeninés analizés kryptis, orientuota j diskretinius modelius,
kurivose atminties efektai realizuojami naudojant trupmeninius skirtumus (angl. fractional
differences). Tokie modeliai leidzia nattraliai sujungti iteraciniy modeliy teorijg su trupmenings eilés
dinamika [40], [41].

Skirtingai nei klasikiniai diskretiniai modeliai, kuriuose busena x,,,; priklauso tik nuo ankstesnés
reikSmés x,,, trupmeniniai diskretiniai modeliai pasizymi nelokalumu laiko atzvilgiu, t. y. kiekviena
busena priklauso nuo visy ankstesniy iteracijy. Bendruoju atveju tokia priklausomybé gali biiti
uzrasoma kaip svoriné suma:

Xnt1 = ;)Wk fOoni); (1.5.1)

¢ia wy, — svoriai. Paprastai svoriai w, maz¢ja pagal galios désnj ir yra susij¢ su trupmenings eilés
parametru. Tokia formulé atspindi ilgalaikés atminties efekta, kai net ir tolimos praeities biisenos daro
jitakg dabartinei dinamikai [5].

Vienas i§ svarbiausiy klasikiniy diskre€iyjy modeliy iSplétimo biidy yra jy trupmenizavimas (angl.
fractionalization) [36], [37], [38], [39]. Tokie modeliai leidzia jtraukti ilgalaikés atminties efektus ir
1§ esmes pakeisti sistemos dinamines savybes, jskaitant bifurkacijy struktirg ir sinchronizacijos

salygas.

Vienas 1§ daZniausiai naudojamy diskreciy trupmeniniy operatoriy yra Griinwaldo—Letnikovo tipo
skirtumas, kuris diskreciu atveju gali biiti interpretuojamas kaip suma su svoriais, apibréZtais per
gama funkcija. Alternatyviai, diskretinés trupmeninés sistemos gali bliti gaunamos tiesiogiai
diskretizuojant Caputo tipo iSvestines, kas leidZia i$laikyti fiziking interpretacija ir pradiniy salygy
formuluote [41].

Siy modeliy esmé yra ta, kad sistema atmintyje saugo visa savo evoliucija. Skirtingai nuo klasikiniy
iteraciniy modeliy, kur dinamika yra Markovo tipo (priklauso tik nuo dabartinés biisenos),
trupmeniniai diskretiniai modeliai yra ne Markovo tipo, jy trajektorijos gali turéti ilgesnes
koreliacijas, 1étesnj pereinamyjy procesy slopinimg ir sudétingesne struktiirg [5].

Vienas 1§ papras€iausiy tokiy modeliy pavyzdziy yra trupmeninis logistinis Zemélapis, kuris
gaunamas jvedus atminties efekta i klasiking logisting iteracija. Net ir nedidelis trupmeninés eilés
jvedimas gali 1§ esmés pakeisti sistemos dinamikg — stabilumo sritys gali iSsiplésti, bifurkacijy seka
gali deformuotis, o chaoso atsiradimas gali biiti slopinamas arba atidétas [5], [40].

Dar svarbiau yra tai, kad trupmeniniai skirtumai leidZia iSplésti ne tik paprastus modelius, bet ir
sudétingesnius modelius, tokius kaip apskritiminis iteracinis modelis ar standartinis iteracinis
modelis. Tokiu atveju kiekviena iteracija tampa priklausoma nuo visos ankstesnés fazés istorijos, o
tai gali reikSmingai pakeisti sinchronizacijos salygas. Faziné sinchronizacija, kuri klasikiniame
apskritiminiame iteraciniame modelyje priklauso tik nuo parametry (Q, K), trupmeniniame modelyje
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tampa priklausomas ir nuo atminties parametro «, taip jvedant papildomg dimensijg parametry
erdvéje.

Tai susij¢ su tuo, kad atminties efektai keicia efektyvig sistemos dinamikg — dabartiné biisena tampa
ne tik funkcija nuo x,,, bet ir nuo visos trajektorijos {xq, X1, ..., X, }. Dél §ios prieZasties net ir nedidelés
praeities buiseny variacijos gali turéti ilgalaikj poveikj sinchronizacijos procesams [5].

Kitas svarbus aspektas yra tas, kad trupmeniniai diskretiniai modeliai daznai pasizymi létu
pereinamyjy procesy nykimu. Tai reiskia, kad sistema ilgg laikg gali iSlikti pereinamajame rezime
prieS pasiekdama stacionarig biiseng. Tokie efektai néra biudingi klasikiniams diskretiniams
modeliams ir gali turéti didel¢ reikSme¢ praktiniuose taikymuose, ypa¢ signaly apdorojime ir
biologinése sistemose [40].

Apibendrinant galima teigti, kad trupmeniniai skirtumai suteikia nattiraly biidg iSplésti diskretines
netiesines sistemas jtraukiant atminties efektus. Jie leidzia pereiti nuo lokaliy iteraciniy modeliy prie
nelokaliy dinamikos modeliy, kuriuose sistemos elgesys priklauso nuo visos jos evoliucijos istorijos.
Sis i§plétimas yra esminis Zingsnis nagrinéjant sudétingesnes sinchronizacijos struktiiras, tokias kaip
Arnoldo liezuviy deformacijos ir jy hierarchijos.

Biitent Siame kontekste trupmeniniai diskretiniai modeliai sudaro teorinj pagrinda tolimesniam
tyrimui, kuriame klasikiniai iteraciniai modeliai iSple¢iami ne tik jtraukiant atmintj, bet ir pereinant
prie daugiamatés bei matricinés dinamikos.

1.6. Matriciniai iteraciniai modeliai ir jy struktiiros

Klasikiniai iteraciniai modeliai dazniausiai apibréziami skaliariniy arba mazos dimensijos vektoriniy
kintamyjy erdvé¢je. Taciau daugelis realiy sistemy pasiZzymi sudétingesne struktira, kurioje keli
komponentai sgveikauja tarpusavyje netiesiniu biidu. D¢l Sios priezasties buvo pasiiilytas natiiralus
Siy modeliy 1$plétimas — matriciniai iteraciniai modeliai, kuriuose biisenos kintamasis yra matrica, o
sistemos dinamika aprasoma matricinémis transformacijomis [42].

Bendruoju atveju tokia sistema gali biiti uzraSoma taip:
Xny1 = F(Xp), X, € R™™, (1.6.1)

¢ia F — netiesiné funkcija, veikianti matricy erdvéje; X,, — sistemos bilisena n—tojoje iteracijoje.
Skirtingai nuo skaliariniy modeliy, ¢ia dinamika vyksta aukStesnés dimensijos erdvéje, o sistemos
elgesys priklauso ne tik nuo atskiry elementy reikSmiy, bet ir nuo jy tarpusavio sgveikos struktiiros

[6].

Naujausi tyrimai parodé, kad matriciniy kintamyjy jvedimas leidzia atskleisti i§ esmés naujus
dinaminius efektus, tokius kaip baigtinio laiko divergavimas ir sprogstamasis nestabilumas [43], [44].
Be to, matriciniai modeliai buvo sékmingai taikomi praktiniuose uzdaviniuose, jskaitant vaizdy
slépima [45], sinchronizacijg [46] bei sudétingy rasty formavimasi [47]. Taip pat nustatyta, kad tokios
sistemos gali generuoti naujus reiSkinius, pavyzdZziui, diverguojancias spiralines bangas Barkley
modelyje [7] ir sudétingg fazing dinamikg neuroniniuose modeliuose [48].

Vienas 1§ svarbiausiy matriciniy modeliy aspekty yra tai, kad jy dinamika gali buti analizuojama
naudojant matricy algebra, ypa¢ tikriniy reikimiy ir Jordan formos teorija. Sios priemonés leidzia
18skaidyti sudétingg matricing dinamikg j paprastesnius komponentus, kurie gali biiti interpretuojami
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kaip atskiri ,,dinaminiai sluoksniai“ [42]. Tokia dekompozicija tampa ypal svarbi nagriné¢jant
netiesinius iteracinius procesus, kuriuose skirtingi komponentai gali evoliucionuoti skirtingais
greiCiais ar skirtingais rezimais.

Literatiiroje akcentuojama, kad matriciniy iteraciniy modeliy jvedimas gali i§ esmés pakeisti sistemos
dinamika. Skirtingai nei skaliariniai modeliai, matricinés sistemos gali generuoti naujus reiskinius,
tokius kaip baigtinio laiko divergavimas, sprogstamasis nestabilumas ir sudétingos kolektyvinés
dinamikos struktiros.

Tokie efektai atsiranda dél to, kad matriciné struktira leidzia egzistuoti ne tik vienam dinaminiam
rezimui, bet visai jy sistemai, kuri gali bati tarpusavyje susieta. Sis reidkinys yra glaudZiai susijes su
susiety modeliy gardelémis, kuriose daug skaliariniy sistemy sgveikauja tarpusavyje, sukurdamos
sudétingg kolektyvine dinamika [14].

Ypatingg reikSme¢ matricinése sistemose jgauna specialios matricy klasés, tokios kaip idempotentinés
ir nulpotentinés matricos. Idempotentiné matrica P tenkina salyga P? = P, o nulpotentiné matrica N
tenkina salyga N* = 0 tam tikram k € N.

Sios struktiiros turi esmine jtaka sistemos dinamikai. Idempotentinés matricos leidZia isskaidyti
sistemg ] nepriklausomas dalis, kurios evoliucionuoja atskirai, tuo tarpu nulpotentinés matricos
sukuria hierarching priklausomybe tarp komponenty, kur aukstesnio lygmens dinamika priklauso nuo
zemesnio lygmens komponenty [42].

Biitent nulpotentinés struktiiros yra ypa¢ svarbios nagrin¢jant sudétingus iteracinius procesus.
Tokiose sistemose dinamika gali biiti iSreiksta kaip daugianaré iSraiSka pagal nulpotentinés matricos
laipsnius:

&

-1
Xp= > w N, (1.6.2)
0

-
Il

(m
J
interpretuoti matricing sistemg kaip keliy tarpusavyje susiety skaliariniy posistemiy rinkinj, kur
kiekvienas sluoksnis atitinka tam tikrg nulpotentiSkumo lygi.

gia p;” — koeficientai, apraantys skirtingy ,,sluoksniy® evoliucija. Si reprezentacija leidZia

Tokia struktura nattraliai veda prie sluoksniy sampratos. Skirtingai nei klasikinése sistemose, kur
dinamika aprasoma vienu kintamuoju, matricinése sistemose atsiranda keli tarpusavyje susije
dinaminiai lygmenys. Kiekvienas i§ jy gali turéti skirtingas stabilumo savybes, bifurkacijas ar
sinchronizacijos rezimus. Sie sluoksniai néra nepriklausomi — jy saveika lemia bendrg sistemos
elgesi.

Svarbu pazymeéti, kad tokia daugiasluoksné dinamika neturi tiesioginio analogo skaliarinése
sistemose. Net ir paprastos netiesinés funkcijos, taikomos matriciniams kintamiesiems, gali generuoti
Zymiai sudétingesnj elgesj nei jy skaliariniai atitikmenys. Tai susij¢ su tuo, kad matriciné algebra
jveda papildomus struktiirinius apribojimus ir sgveikas, kurios keicia dinamikos eiga.

Sis aspektas tampa ypac svarbus analizuojant sinchronizacijos reiSkinius. Klasikinése sistemose
Arnoldo liezuviai apraso vieno kintamojo fazinj sinchronizavima, tuo tarpu matricinése sistemose
sinchronizacija gali vykti skirtingose modelio struktiirose vienu metu. Tai reiSkia, kad vietoje vienos
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sinchronizacijos struktiiros atsiranda jy sistema, kuri gali biiti interpretuojama kaip daugialypé
Arnoldo liezuviy struktira.

Dar svarbiau yra tai, kad skirtingi sluoksniai gali reaguoti skirtingai j parametry pokycius. Pavyzdziui,
vienas sluoksnis gali biiti stabilus, tuo tarpu kitas — chaotiskas, arba skirtingi sluoksniai gali
sinchronizuotis su skirtingais dazniy santykiais. Tokia situacija neturi tiesioginio analogo
klasikiniuose skaliariniuose modeliuose, o tai rodo, kad matricinés sistemos atveria galimybe tirti
zymiai sudétingesnius dinaminius reiskinius [43], [44].

Svarbus Zzingsnis Sioje srityje yra matriciniy modeliy taikymas sinchronizacijos analizei. Nors
klasikiniai Arnoldo liezuviai apraso vienmacio kintamojo fazinj sinchronizavimg, matricinése
sistemose atsiranda galimybé tirti daugiamate sinchronizacija, kur skirtingi komponentai gali
sinchronizuotis skirtingais rezimais. Tai leidzia interpretuoti Arnoldo liezuvius ne kaip vieng
struktiirg, bet kaip tarpusavyje susijusiy sinchronizacijos regiony sistema.

Literatiiroje 1lgg laikg trupmening ir matricing analizé buvo vystomos atskirai. Trupmeniniai modeliai
daugiausia buvo taikomi skaliarinéms sistemoms, tuo tarpu matriciniai modeliai daZniausiai nagrinéti
be atminties efekty. Tik naujausiuose darbuose pradéta sistemingai nagrinéti Siy dviejy krypciy
sgveika.

Dvi pagrindinés plétros kryptys yra susijusios su trupmeninés atminties jvedimu bei matricinés
dinamikos jtraukimu. Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis | pradinj modelj jveda
ilgalaikes atminties efektus, realizuojamus per trupmeninés eilés iSvestines [39], [49]. Tuo tarpu
standartinis nulpotentiniy matricy iteracinis modelis pakeic¢ia skaliarinj btsenos kintamaji
matricomis, turin¢iomis nulpotenting struktiirg. Tokios sistemos pasizymi i§ esmés kitokiu elgesiu,
iskaitant baigtinio laiko divergavimg ir sprogstama nestabilumg bei Arnoldo liezuviy nebuvima [44].

Siy dviejy krypéiy sujungimas sudaro palyginti nauja tyrimy sritj, kurioje trupmeninés dinamikos ir
nulpotentings algebros sgveika gali generuoti naujus sinchronizacijos rezimus. Pirmieji zingsniai Sia
kryptimi jau Zengti — parodyta, kad Caputo trupmeninis matricinis standartinis iteracinis modelis su
nulpotentine struktiira generuoja daugiasluoksnius Arnoldo lieZzuvius ir jy divergavimo hierarchijas
[8]. Taciau Sios struktiiros iki Siol iSsamiau nenagrinétos: neaiSku, kaip trupmeninés atminties
parametras veikia lieZzuviy plot] ir iSsidéstyma, kokia yra hierarchiniy sluoksniy tarpusavio
priklausomybé ir kaip Sios struktiros keiCiasi kintant sistemos parametrams. Biitent j tokius
klausimus ir siekiama atsakytu Siame darbe.

Apibendrinant galima teigti, kad matriciniai iteraciniai modeliai sudaro natiiraly klasikiniy diskretiniy
sistemy iSplétima, leidZianti jtraukti struktiiring sgveika tarp komponenty. Jie atskleidZia naujus
dinaminius efektus, susijusius su sluoksniy atsiradimu, hierarchine priklausomybe ir kolektyvine
dinamika. Bitent §i daugiasluoksné struktiira sudaro pagrinda tolimesniam tyrimui, kuriame
analizuojami Arnoldo liezuviai matricinése ir trupmeninése sistemose.
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2. Duomenys ir tyrimo metodai
2.1. Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis

Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis pateikiamas taip [38], [39]:

k-1
K
pk+D) = pk - — z VZ2(k—7r+1)sinx® +sinx® |,  (mod 2n);
[(a—1) .
r=

2.1.1)
K

(k+1) — .k 0 _
X =x"+ —
P I'(a)

k
(Z V! (k—7+1)sin x(r)>, (mod 2m);
r=0

¢ia k=0,1,2,...; K — standartinio iteracinio modelio parametras; @ — trupmeniskumo parametras
(1 < a < 2); V7 — iteraciniai parametrai:

Pm)=m*S—-(m-1)%5 m=1,2,.. (2.1.2)

Pazymétina, kad suma Y¥Z3V2(k—7r+1)sinx™ lygtyje (2.1.3) nevykdoma, kai k =0

<p(1) =p(0)_r(:—1) sinx©, (mod 271')), ir x( oprilyginamas 0 [38]. Caputo trupmeninis

standartinis iteracinis modelis yra specialus trupmeninio apibendrinto modelio atvejis [50]. Kai a =
2, Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis redukuojasi j netrupmeninj standartinj iteracinj
modelj, tac¢iau kai ¢ = 1, jis automatiskai tampa apskritiminiu iteraciniu modeliu [51]. Vis délto, kai
trupmeniSkumo parametras « artéja prie 1, iSryskéja aiSki Arnoldo liezuviy struktira [8]. Todél
Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis gali biiti laikomas paradigminio apskritiminio
iteracinio modelio trupmeniniu analogu [8]. Biitent Sis modelis sudaro pagrinda tolimesniam
i$plétimui | matricing forma, toliau nagrinéjama Siame darbe.

2.2. n—tosios eilés idempotentinés ir nulpotentinés matricos

Prie§ iSsamiai nagrin¢jant trupmeninius matricinius modelius, pirmiausia tikslinga pristatyti
specialias n X n matricy formas.

Idempotentiné struktiira yra svarbi Siame darbe todé¢l, kad ji leidzia i$skaidyti matricing sistema |
nepriklausomas dalis, kuriy kiekviena evoliucionuoja atskirai — tai tiesiogiai atitinka skaliarinio
modelio savybes. Tarkime, kad konstruojama kvadratiné matrica X, kurios visos tikrinés reikSmeés
yra skirtingos, t. y. Ay # A, # - # 1,3 4 ER(j = 1,2,...). Tokios struktiiros matrica gali biti

uzraSoma kaip idempotentiné matrica [44]:
X = AlDl + AzDz + -+ AnDn; (221)
¢ia D; (j = 1,2,...,n) — tarpusavyje susieti, komutuojantys, ortogonaliis idempotentai, tenkinantys

salyga Z;‘zl D; = I. Kiekviena matrica D; yra panasi | diagonaling matricg, turinCig vieng nenulinj

elementg d; ;, o visi kiti elementai yra lygts nuliui:

Jo
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0O - 0 - 0

D;=T|0 - d;; - 0fT7, T € R™", detT # 0. (2.2.2)
l() O OJ

Matricos D; tenkina Sias savybes:

D, kaii=j

0, kaii %]’ i,j=12,..,n (2.2.3)

detDjZO, Dlez{

Toliau panagrinékime nulpotenting matricg, pasizyminc¢ig prieSingomis struktirinémis savybémis.
Tarkime, kad konstruojama kvadratiné matrica X, kurios visos tikrinés reikSmés sutampa, t. y. 1; =

Ay == A, = Ay (4g € R). Tokiu atveju §i matrica gali buti pateikiama nulpotentinés matricos
forma [44]:
X = A]I + l’l'lNl + ﬂzNz + -+ ‘un_an_l; (224)

¢iapj € R(j =1,2,..,n— 1). Nulpotentinés matricos N; konstruojamos panaSumo transformacijos
biidu i§ vidinés matricos, kurios j—tojoje vir§ pagrindinés diagonalés esancioje jstrizainéje yra
vienetai, o visi kiti elementai yra lygiis nuliui:

0 =+ nyjg 0 e 0
N=r|0 O My Olpo pegma gerT £ 0. (2.2.5)
0 - 0 0 - 0

Nulpotentinés matricos N; (j = 1,2, ...,n — 1) determinantai yra lygiis nuliui, t. y. det N; = 0. Nors
kiekviena nulpotentiné matrica yra singuliari, jy sandaugos atskleidzia svarbius struktirinius
désningumus, kurie yra esminiai matricy skaidymui. Nulpotentiniy matricy sandaugos pateikiamos 1
lentel¢je.

1 lentelé. Nulpotentiniy matricy sandaugos taisyklés

: Ny N, N3 Ny Ny Nyq
N, N, N, N, N N, , 0
N, N, N, N N, 0 0
N N, N N, N, 0 0
N, N N, N, N, 0 0
N,, | N, 0 0 0 N, 0
N, 1 0] 0] 0] C] C] 0

IS lentelés matyti, kad sandaugos rezultatas priklauso tik nuo indeksy sumos: jei i + j nevir§ija n —
1, gaunama aukstesnio laipsnio nulpotentiné matrica, o prieSingu atveju — nuliné matrica. Sis
désningumas gali buti uzraSytas bendra nulpotentiniy matricy N; ir N; komutatyvios daugybos
taisykle:

Ni+j' ]ell+]Sn—1 L.
Ni'szNj'Niz{ 0 jeii+j=n , i,j=1,2,..,n (2.2.6)

Si taisyklé tiesiogiai veda prie apibendrintos savybés (N j)j+1 =0.
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Pazymétina, kad kvadratiné n—tosios eilés matrica gali turéti jvairias tikriniy reikSmiy konfigiiracijas
ir dél to buti iSreiSkiama ne tik idempotentine forma ((2.2.1) lygtis) arba nulpotentine forma ((2.2.4)
lygtis). Pavyzdziui, ji gali turéti tris skirtingas tikrines reikSmes ir (n — 3) sutampancias tikrines
reikSmes. Darbe [44] pasitlyti pakavimo kodai (angl. packing codes) suteikia metodologinj pagrinda
n X n matricy struktiiriniams tipams apibudinti ir jy divergavimo spartai netiesiniuose matriciniuose
modeliuose analizuoti. Darbe pakavimo kodai naudojami kaip pagalbin¢ klasifikavimo priemoneé
aprasant skirtingy matricy struktiiry jtakg Arnoldo liezuviy formavimuisi. Paprasiausias atvejis
gaunamas, kai n = 2, nes tuomet galimos tik dvi situacijos: tikrinés reikSmés sutampa arba jos yra
skirtingos. Sie atvejai, aprasyti darbuose [6], [43], buvo i§samiai nagrinéti jvairiuose modeliuose [7],
[45], [52].

2.3. Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis su matriciniais n—tosios eilés
kintamaisiais

Iteraciniai skaliariniai kintamieji x ir p® lygtyje (2.1.1) gali biti pakeisti kvadratine n x n

matrica:
(k) (k)
X110 7 Xan
x®=1: - | (2.3.1)
k k
xT(ll) xr(m)
1§ iteraciniy skaliariniy kintamyjy xﬁ), xi’;), s xr(l];l) € R, ir
(k) (r)
P11 Pin
PO =(: -~ | (2.3.2)
(k) (r)
Pn1 " DPnn

1§ iteraciniy skaliariniy kintamyjy pﬁ),pg), ,p,gl,? € R [44], [47], [39], [52], [48]. Tuomet Caputo
trupmeninis matricinis standartinis iteracinis modelis uZraSomas taip:

a—1)

r=0

k-1
K
p+D) = p) CTE) <Z V2 (k —r+1)sinX™ + sin X(k)>, (mod 27);
(23.3)

K
X0+ = x(®) 4 p0) ) <Z Vi (k—7+1)sin X(T)>, (mod 27);

r=0
¢iak=0,1,2,..

Pazymétina, kad matricinis iteracinis modelis iSlaiko tg pacig struktiirg kaip ir skaliarinis Caputo
trupmeninis standartinis iteracinis modelis ((2.3.4) lygtis), taCiau vietoje skaliariniy kintamyjy
naudojamos matricinés biisenos X ir P®)_ Sinusiné funkcija ¢ia taikoma matriciniam argumentui,
todél jos reikSmé priklauso nuo visos matricinés struktiiros — tai esminis skirtumas nuo klasikinio
atvejo. Toliau nagrinéjami du atvejai: kai pradiniy salygy matricos yra idempotentinés ir
nulpotentinés, nes biitent matricy algebriné struktiira lemia sistemos dinaminj sudétinguma.
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2.4. Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis su idempotentinémis matricomis

Pirmiausia nagrin¢jamas atvejis, kai matricos yra idempotentinés. Pagrindinis principas yra tai, kad
jei matrica iSskaidoma j ortogonaliy idempotenty sumg, tuomet analitinés funkcijos veikia kiekvieng
komponentg nepriklausomai. Tai atitinka skaliaring spektring teorema, taciau remiasi algebriniais
idempotentais, o ne ortogonaliomis projekcijomis.

Teiginys 2.4. Tarkime, kad P € R™" yra tokios formos: P = ¥i_, ¢;D;, kur {D j}7=1 yra tarpusavyje
ortogonaliy konjunguoty idempotenty seima, o ¢y, ..., ¢, € R. Tuomet bet kuriai analitinei funkcijai
f galioja:

n
)= f(c)D; 24.1)
j=1
Irodymas. Tegul f yra analitiné funkcija, turinti Teiloro eilutés plétinj taske cy:
" £ (o)
f(2) = Z TO (z — co)™ (2.4.2)
m=0 '
Pritaike §j plétin] matricai, gauname:
E, £m
F(P) = z fT("’)(P — D™ (2.4.3)
m=0 '
Dabar jstatykime plétinj P = 2}’=1ch]-. Kadangi D;D; = O, kai i # j, pakélg sumg laipsniu m,
gauname:
n
(P =)™ = > (= )" D; (2.4.4)
j=1

Tuomet funkcija f (P) jgauna forma:
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2 £m)
=1 (,C") (P~ coD)™
m=0

2 F(m)
Zf m( ")((c101+ -+ cyDy) — co(Dy + -+ D))"

2 £(m)
:Zf (C)((cl—c0)01+ 4 (cp — co) D)™

0 m
© om n m (2.4.5)
— Z f m(!CO) (Z(Cj _ CO)DJ>
m=0 j=1
M () o .
S Sa-ar
m=0 j=1
n COTON m n
=Z(Zf (- o) )u,-=2f<c,)v,
j=1 \m=0 j=1

Tai gaunama 1§ multinominés formulés [53], kad pakéle matrica Z’}:l(cj - CO)Dj laipsniu m,

gauname Z’]-Ll(cj — co)ij:

<Z(cj - Co)Dj> = ((Cl —co)D1 + (c; —co)Dy + -+ (¢ — Co)Dn)m
=1

= Z (ml,mzl..., mn) ((c1 - Co)Dl)ml

mi+myo+--+tmu=m
OSml,mz,...,mnSm

: ((Cz - Co)Dz)m2 Tt ((Cn - Co)Dn)mn
- Z i ((Cl Co)Dl)m1 : ((Cz - Co)DZ)m2

my!lm,!
mi+myo+--+tmu=m
OSml,mz,...,mnSm

((cn o)D) " (2.4.6)
= ((51 CO)D1)m ' ((Cz - CO)DZ)O T ((Cn - Co)Dn)O

m'O'
b (<c1 o)D) (2= o)D) s (e = o)D)’
+ot— I ((61 CO)Dl) ((c2 - CO)DZ)
(@mam)" =Y (6 -co)" =Z(c,- ~a)"(2))"
j=1 j=1

n
= Z(cj ~ )" Dj.
j=1
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Taip pat i§ idempotentiniy matricy savybiy gauname, kad D;D; = 0, kai i # j, o Df = D;. Taigi
galutinis rezultatas:

n

@ £(m) . -
f(P) = Z (Z fT(!CO)(Cj ~ o) )Dj = Zf(cj)Dj- (2.4.7)
j=1

Kiekvienas idempotentinis komponentas evoliucionuoja nepriklausomai: funkcija f veikia tik

e . . v . n evqe . .
skaliarinius koeficientus c;, o idempotenty Seima {D j} __ iSlieka nepakitusi. o
j=1

Lema 2.4. Tegul pradiniy sqlygy matricos P, X© yra idempotentinés matricos, isskaidytos ta
pacia konjuguoty idempotenty Seima:

n

(0) _ 0)
PO — Z A%p;,  xO = z A%, (2.4.8)

j=1

Tarkime, kad skaliarai /1%) * /153,) ir /1](0) /lg(;), kai j # 1, bei /1}(;3,1}(33 € R. Tuomet iteracines
matricos P(k+1),X(k+1), kai k =0,1,2,... Caputo trupmeniniame standartiniame matriciniame
iteraciniame modelyje, aprasytame formule, islieka idempotentinéemis matricomis su ta pacia

tarpusavyje susiety idempotenty Seima {Dj}, o0 jy iteraciniai atnaujinimai komponentiskai yra:

n
— (k+1) _ (k+1) .
pk+1) — z AUt D xk+1) — le’; Dj ; (2.49)
kur:
K -1
(k+1) _ 4K 2 . ) . k) '
Ay =y m( Vik—7+1) sm(/ljlx) + sm(lj’x )),
r=0
(2.4.10)

K
K

(k+1) _ (k) (0) 1 : ™).

Ay "=y +4, — ) < E Vy(k—r+1) sm(/ljlx )),

r=0
ciaj=1,2,..,n
Irodymas. Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis idempotentinéms matricoms P®) ir
X® jgyja tokia forma:

n
(k+1) — () p
pe+D = [ % 200p,

j=1
(2.4.11)

n n

() . x)
I‘(a—l) ZVZ(k r + 1) sin le’rxDj + sin Elj,xDj

Remiantis gauta formule, matricos lygtis jgauna tokiag forma:
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plk+1) — Z’l(k)l’

k— n
1 2 (A p
F(a D Z —rHD| 2 sin (2.4.12)
n
Z sin (k)
Pergrupave sumas lygties israiskoje, gauname idempotentinés matricos P+ israiska:
n
k+1) — (k+1) py .
plic+D) — Z’lﬁp D;; (2.4.13)
j=1
kur:
K k—1
(k+1) _ 2(0) _ 2 ) 1R
T (Z Vi (k = + 1) sin(2()) + sin(2% )) (2.4.14)
=0

Matricos X**+D iraiska, gauname analogiskai, pakeit¢ idempotentinés matricos skaidymo iSraiSkas:

n n n

_ (k) (0) ™
XK+ = Zaj‘xpj + ZA D; —mZVl(k—r+1)sm ZA].;DJ-. (2.4.15)

Jj=1 j=1 Jj=1

Remiantis iSvesta formule, matricos lygtis jgauna tokig forma:

n
(k+1) _ (k) (0)
X0 = | 3" 20, |+ ZA”,D]
j:

j=1
n (2.4.16)
ZVl(k—r+ 1) Zsm A(r)
r( ) /
j=1
Pergrupave sumas lygties israiskoje, gauname idempotentinés matricos X+ israiska:
n
_ (k+1) y .
x(ert) = z Az Dj; 2.4.17)
j=1
kur
k
(kt1) _ 1) 4 4(0) )
AV = A+ A — )<Z ' (k =7+ 1) sin(2]] )) (2.4.18)
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Taigi 1§ Lemos 2.4. iSplaukia svarbi praktiné iSvada: n—maciy idempotentiniy matricy Caputo
trupmeninis standartinis iteracinis modelis suskyla i 2n skaliariniy tikriniy reik§miy modeliy, kurie
atitinka n tarpusavyje nesusiety skaliariniy Caputo trupmeniniy standartiniy iteraciniy modeliy:

k-1
K
(k+1) _ (k) 2 . @) . x) .
Aj,p = /'lj‘p — —F(a ) ( EO Vilk—1r+1) sm(/lj‘x) + sm(lj‘x )), (mod2m);
r=
(2.4.19)

K
K

(k+1) _ 4(k) (0 ; (r) .

A D =AY A = @ ( E Vik—7+1) sm(lj; )), (mod2m);

r=0
¢lak=20,1,..;j=1,2,..,n

Kitaip tariant, idempotentiniy matricy Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis pasizymi
tokiu paciu sudétingumo lygiu kaip ir jo skaliarinis atitikmuo. Tai reiskia, kad idempotentiné struktiira
nesukuria naujos hierarchinés dinamikos — ji tik atkartoja skaliarinj elgesj keliuose nepriklausomuose
lygiuose. PrieSingas rezultatas stebimas nulpotentiniy matricy atveju, kuris nagriné¢jamas kitame
skyrelyje.

2.5. Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis su nulpotentinémis matricomis

PrieSingai nei idempotentinés matricos, nulpotentinés matricos (iSskyrus trivialy nulio atvejj) néra
diagonalizuojamos, nulpotentinés matricos saveikauja per algebring daugyba. Tokiy matricy
analitines funkcijas galima nagrinéti pasitelkiant Teiloro eilutés plétinius, o nulpotentiniy matricy
sandaugos susijungia j aukstesnés eilés nulpotentines matricas, kurios galiausia iSnyksta.

Teiginys 2.5. Tegul P € R™" yra apibrézta taip:

n-—1

P = Col + C1N1 + C2N2 + -4+ C'l’l—lNTl—l = Col + Z C]N}, (251)
j=1

cia co, ¢ ER,c; #0. Kiekviena N; (j=1,2,..,n—1) yra nulpotentiné matrica, kurios
nulpotentiskumo indeksas lygus j + 1, ir N; - Ny = Njyy, jei j+1<n—1, prieSingu atveju N; -
N, =0 (j,l=1,2,..,n—1). Jei f yra analitiné funkcija, tai:

n-1 J

(m)
fP) = flc)l + Z Z fT(!CO) Z Ci,Ci, - Ciy | Nj; (2.5.2)
j=1\ m=1 iy +igt o tim=]

i1,i2,mim>1
ia f™ (co) — funkcijos f m—toji iSvestiné, apskaiciuota taske c,.
Irodymas. Tegul f yra analitiné funkcija, turinti Teiloro eilutés plétinj taSke c,:
ARG
f(z) = Z — )™ 2.5.3)
m=0 '
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Kadangi P — ¢yl = ’;:_11 ¢jN; ir (Z =1 C]N ) = 0, m > n; pritaike §j plétin] matricai, gauname:

2, Fm) 3 rm)
f(P) = Z fT(!CO)(P —coD™ = Z fT(!C")(P —coD™. (2.5.4)

m=0 m=0
Formule galima perrasyti taip:

n-1

n—-1 (m)
fP) = f(co)! + Z fT(,CO) ¢N; | . (2.5.5)

j=1

I8 multinominés formulés [53] ir i§ nulpotentiniy matricy savybiy N;N; = Ny, galutinis rezultatas:

m=1 i1+i2+"'+im=j
i1,iz)mim=1

FOP) = Fco)l + nz (Z f (m)(c") Z ci.ci, ...cim> N;. (2.5.6)

Skirtingai nei idempotentiniy matricy atveju, matricy tarpusavio sandaugos nesusiprastina, vietoj to
zemesnegs eilés nulpotentiniy matricy daugyba generuoja aukstesnés eilés matricas, taip suformuojant
hierarching struktiirg tarp koeficienty.

Pavyzdys 2.5. Tarkime, kad f yra sinuso funkcija, o matricos eil¢ yra n = 4. Tegul P € R***
apibrézta taip:

3
=1

¢ia co,¢j € R, ¢y #0. Kickviena N; € R¥* (j=1,2,3) yra nulpotentiné matrica, kurios
nulpotentiSkumo indeksas lygus j + 1. Tuomet pagal iSvesta formule, gauname:

m!
m=1 i1+i2+"'+im=j
i1)i2mim21

3 3. mn
sin (co + T)
sin(P) = sin(cy) I + Z Z _— Z Ci, Ci, - Ci,, | Nj. (2.5.8)

Kiekviena vidiné suma surenka visus elementus i§ ¢;, kuriy indeksy suma lygi j. Toliau
apskaiciuokime kiekvienos vidinés sumos reikSme atskirai pagal j reikSmes.

Kaij =1, tadam = 1 ir suma lygi:

1 . mn . 1-m
sin{Co + - sin{co +—5—
z ( m! ) z Cil = ( 1! ) 01 =0 COS(CO)- (259)

m=1 ) l1=1
Kaij = 2,tadam = 1, 2 ir suma lygi:
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2, sin (co + m) sin (CO + E) sin (co + Z—E)
—2 C'C‘=—2'C+ 2 < Ci-C
m! 17l 1! 2 2! o
m=1 i1 +i=2 (2.5.10)
il,i221
(C1)2 sin(cy)
=c,cos(cy) ————.
2
Kaij = 3,tadam = 1, 2, 3 ir suma lygi:
3| sin co + > )
Z Z Cilciz Ci3
m=1 l1+i2+i3=3
l1,i2,i321
sin (co + %) sin (co + ZTR)
:T'C3+ 2' '(Cl'C2+C2'C1) (2511)
sin (co + 3Tn)
+ 3' * Cl * Cl * Cl

(c1)3 cos(co)

= c5 cos(cy) — ¢;¢, sin(cy) — e

Gauname, kad sin(P) turi nulpotentinés matricos forma su tais paciais nulpotentais N1, N, N3:

2 .
sin(P) = sin(cy) I + ¢; cos(cy) Ny + <C2 cos(cg) — w> N,
3 (2.5.12)
+ (Cs cos(cq) — c1¢; sin(cy) — w> Ns.

Kiekvieno nulpotento koeficientas jau nebéra nepriklausomas: N, priklauso nuo ¢q, o N3 priklauso
ir nuo ¢y, ir nuo c,. Sis susietumas parodo turtingesne nulpotenty algebrine struktiira ir yra esminis
skirtumas nuo idempotentinio atvejo — biitent $i hierarchiné priklausomybé¢ tarp koeficienty lemia
naujas dinamines savybes, kurios nagrin¢jamos Siame darbe.

Lema 2.5. Tegul pradiniy sqlygy matricos P? ir X turi tuos pacius nulpotentus:

n-1 n-1
PO = 101 + z WON;,  X© =290+ Z WON;. (2.5.13)
j=1 j=1

Tuomet iteracinés matricos P**V jp X(k+1 Caputo trupmeninés eilés standartiniame iteraciniame
modelyje taip pat islieka nulpotentinés matricos su tais paciais nulpotentais:

n—1 n—-1
plc+1) — A(k+1)1 + Z (k+1)N x(k+1) — /1(’”1)1 + Z ’u(k”)]v (2.5.14)
j=1 J=1

kur:
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k-1
K
(k+1) _ 4(k) NG (20 ,
Aop = Aop — NCE)) ( E Vi(k—7+1) sm(/lo‘x) + sm(/lo’x)), (mod 2m);

r=0

k-1
K (
k+1 k

i ( ()
sin(4g, + )
: 2
)| D > i,
m=1 i1 +ipt+im=]
i1,i,im21

J o (k) , mn
N Z sin (’10"6 t2 ) Z ORORNG \

'uil,x'uiz,x 'uim,x ’

m=1 [1+ip+e+im=] / (2.5.15)

i1)i2,eim=1

k
K
(e+1) _ 500 4 5(0) e .
/10,)6+ = dox T Aop — m (Z Vik—7r+1) 51n(/10Tx)>, (mod 2m);

r=0

k+D) _ (), (0)
Hix = = Hjx T Hjp

r () .
Z 'uil,x'uiz,x 'uim,x ’

m=1 i1+i2+"'+im=j
i1,igymim21

Irodymas. Matrica:

b

-1

K
p+D = plo _ m( V2 (k—r+ 1) sin(X™) + sin(X<k>)> (2.5.16)

r=0

gali biiti uzraSyta atitinkamy nulpotentiniy matricy kombinacijomis.

Pirmoji matrica i§ pradiniy salygy apibréZimo gaunama taip:

n—-1
Pw = 291 1 Z WO, (2.5.17)
j=1
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Antroji matrica iSskaidoma i vienetinés matricos narj ir nulpotentiniy matricy narius, naudojant
ankscCiau gautg sinuso funkcijos iSraiSka nulpotentinei matricai:

=

-1
V2 (k =7+ 1) sin(X™)

r=0

= Z(k—7r+1) sin(/lg?c) I

=0
n—1 j o (r) , mm
+ (z Sin (/10,x + 2 ) Z ) @ r) \‘N\
m! ‘uil,x‘uiz,x ""ul'm,x Jj
j=1 \m:l i1+iy++iym=j / /
i1,i9)im21
k-1
- Vik—71+1) sin(ﬂ&i)) I
r=0
k-1
+ <§ (k -r
= (2.5.18)
n—1/ i . ( r) A mm
sin Ay t —) \\
x 2 ™, @ @
+1) kz — Z [T ...,uim‘x)) N;
j=1 m=1 i1+i2+"'+im=j
i1,iz,mmim21
k-1
_ < 2 (k-1 +1) sin(lg?c)) I
r=0
n-1{( k-1
+ VZ(k—1
j=1\ r=0
J o ( (r) , mn
sin|4,; + —)
x 2 ™, @ @
+1) Z - Z i My o B N;.
m=1 ' iy +ig++ip=Jj

i1)i2,0mim=1

TreCioji matrica taip pat gali biiti uzraSyta kaip vienetinés matricos ir nulpotentiniy matricy
kombinacija:

32



sin(X®) = sin(/’lgg) I

(2.5.19)

] .
) 2 ) (k) (k)
+ Z ml 2 Hiy Py - Higx | Nj-

i1,ieim>1

Taigi matrica P**1 i§lieka nulpotenting, o jos koeficientai tenkina atitinkamas rekursines lygtis:

k-1
K
(k+1) _ 4(k) 2 (2 109 :
Aop ~ =Aop — Ta-D (Z) Vi(k—r+1) sm(/lo‘x) + sm(/lo’x)), (mod 2m);
r=

k-1
K
(k+1) _ (k) _ 2 (1 _
Fiv = Hip "Ta—1) kZ) Vo (ke =
r=

, - (2.5.20)
] . r
. sin (Ao.x+ 2) @ @@
+ ) :uil,x'uiz,x"'l’lim,x

m!
m=1 i1+i2+"'+im=j

i1,i2,0mim=1

J . ( (k) mm
sin /10 « Tt T) \
z ) § k k k
+ #i(l,zé'#i(z,zé' "'#i(m?x )

m=1 i1+i2+"'+im=j
i1,igyim>1

AnalogiSkai gaunama ir matricos iSraiska:

k

K

xk+1) — x() 4 p(0) _ ) <Z Vik—r+1) sin(X(r))) (2.5.21)
r=0

Matrica X*+1  i§skaidoma analogidkai, naudojant ta pacig nulpotentiniy matricy skaidymo
procediirg. Pirmoji matrica:

n-1

X = 285 4 z un;. (2.5.22)
j=1

Antroji matrica:

n—-1
PO = 201 + Z WON;. (2.5.23)
=1

Trecioji matrica:
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z Vi (k =7+ 1)sin(X™)

r=0

n-1 k
n Z vik—r (2.5.24)
j=11\ r=0

m=1 i1+i2+"'+im ]
i1,ig)mim>1

J . ( () mm
sin (A, + T)
+ 1)( > — > i, /Nj-

Taigi matrica X+ taip pat islieka nulpotentiné su tais pa¢iais nulpotentais, i§laikant ta pacia
algebring struktiirg:

k
,18"‘;1) = )1(()’2 + Ag); e )(Z Vitk—r+1) sin(l&i)). (mod 27);
r=0
'u](l;+1) _ H](l;) + ﬂ(O)
k
Z vik—r (2.5.25)
r=0

Jj (r)
sm /1 )
) () @)
+1) Z E Hiy iy x -+ Hig
m= i1+i2+"'+im ]
i1)i2)mmim21

Skirtingai nei idempotenty atveju, koeficientai yra susieti per aukStesnés eilés narius, todél dinamika
tampa turtingesné ir labiau susipynusi. Si hierarchiné koeficienty struktiira yra esminis pagrindas
tolimesniam skaitiniam tyrimui, kuriame analizuojamas Arnoldo liezuviy formavimasis ir jy
struktiiriniai ry$iai nulpotentiniy matricy atveju.

2.6. Caputo standartinis trupmeninis iteracinis modelis su 4—tosios eilés nulpotentinémis
matricomis

Ankstesniame skyrelyje i§vestos bendrosios nulpotentiniy matricy iteraciniy modeliy formulés.
Siekiant iliustruoti konkrecig skai¢iavimo schemg ir perteikti hierarchinés struktiiros susidarymo
mechanizma, toliau nagrin¢jamas atskiras atvejis — Caputo trupmeninis standartinis iteracinis modelis
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su 4—tosios eilés nulpotentinémis matricomis. Siame poskyryje iSvedamos atitinkamos skai¢iavimo

formulés, skirtos P**D ir X*+1) tikrinéms reik§méms bei pagalbiniams parametrams.

Tegul matricos P, X(® € R*** yra apibréztos taip:

(O)I+ZH(O)N

Cia /180;,/1(0) ER; uﬁ(;)),,u]((;) ER; ui‘g,uﬂ # 0. Tada:

P(k+1) /1(k+1)l + ,u(kH)Nl + /,L(k+1)N2 + ,u(kH)N3,

X(k+1) _ A(kH)I + ,u(kH)Nl + ,Ll(k+1)N2 + ,u(kH)N3;

kur:
K -1

(k+1) _ 4(k) _
A =2 e
0 07 " T(a—1)

N
ﬁ &~
o

k-1
K
(k+1) _ (k) D) ) x) AR
D = 09 _ S < 2 (k—r+ Dy cos(/l({ ) + 1y cos(/lo'x)>,

r

k-1 (r) (r)
(k+1) _ (k) _ E D) )
M D = Uy D ((l _ 1) Vaz (k —-r+ 1) :uzrx COS(AOY,'x) 2

r=

) (Ang (.ngx)) sm(lé’fi)

+ Uy 5 COS > ;

o

k—

7 =~ s 2, = 242 -2 200(42)
(ng cos ,1<r) _|_'u§kx)C05 (k)) MY}) Mgkjg Sm(l(k))
_(ygkx) cos A(k)
k
R >(Z Vi (& —r+1>sin(aé:1))' (mod 2m);
r=0

(k+1) _ (k) 0 _
nul X nul X + Hq D

K
e )<Z Lk =7+ Dul) cos(léﬁ));

Vik—7r+1) sin(/lg?c) + sin(ﬂé’?)), (mod 2m);

2.6.1)

(2.6.2)

(2.6.3)
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(k+1) (k)

0
ue ™ = u) + ul®

k () (r)
- T <Z =+ D | 1) cos(2)) - () Zm(/l J :

(k+1) _ (k) (0)
nu3 b ‘ng b + ,Ll3 D

k
(Z a0 e (182) - 22 5(2)
) cos(/lg,)c) \

)

(ui?

dlak=0,1,..

ISvestos 4—tosios eilés nulpotentiniy matricy skaic¢iavimo formulés sudaro konkrety skaitinj pagrinda
modelio realizavimui.

2.7. Schema pagalbinio parametro reik§miy skaiciavimui

Kaip aptarta darbe [8], Arnoldo liezuviy struktiros Caputo trupmeninés eilés standartiniame

iteraciniame modelyje yra konstruojamos i§ pagalbinio parametro /thl;) iteraciniy seky. Ketvirtos eilés

nulpotentinés matricos generuoja tris pagalbiniy parametry hierarchijas: ugl‘;ﬂ),ugkxﬂ), g{xﬂ)

((2.6.3) lygtis).

1 pav. pateikta diagrama, iliustruojanti pagalbinio parametro ,u(kﬂ) (k=0,1,2) iteracinj
konstravimg Caputo trupmenings eilés standartiniame nulpotentiniy matricy iteraciniame modelyje.

k+1 e
Diagramoje aiSkiai pavaizduotas tik parametro ,u( ) Kkonstravimas. Skaidiavimo schemos

parametrams ugkxﬂ),ugkxﬂ) yra analogiSkos, taCiau jose atsiranda papildomi aukStesnés eilés

nulpotentiniai sarySiai, todel Siame darbe detaliai schemos néra pateikiamos.

Diagrama vaizduoja pirmuosius tris rekursinius Zingsnius, kuriuose kosinuso funkcija modifikuotos

(k+1)  (k+1)

(k+1)
sandaugos Ir sumavimo operacuos generuOJa komponentes My Moy u Kiekviename

' 3,x
aukstesnés eilés lygmenyje jtraukiami visy ankstesniy lygmeny rezultatal.
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L v
N () 0
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I
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__K <
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\[ fZ}
I'ul.:\'
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K1 || AP (n
@ Ve ety Hyix
\ | Y
_K NI
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-« N ;«rﬂ

AN
v
(3

Hy

1 pav. Schema, iliustruojanti pagalbinio parametro iteracinj konstravimg Caputo trupmeninés eilés
standartiniame nulpotentiniy matricy iteraciniame modelyje

1 pav. pavaizduoti pirmieji trys iteracinio proceso zingsniai, atskleidziant algebrine struktiira, kurig
sudaro nulpotentiniy matricy sistema. Kiekvienas blokas atitinka elementarig aritmeting operacija.
Apskritimai su daugybos Zenklu X Zymi daugybos operacijas, susijusias su kosinuso nariais
Cos(lgg), o apskritimai su sudéties Zenklu + Zymi Zemesnés eilés komponenciy sumavimg.

Kryptinés rodyklés nurodo skai¢iavimy eigg tarp nuosekliy zingsniy.

1)

Pirmajame lygmenyje komponenté u, . gaunama dauginant bazing tikring reikSme i§ atitinkamo

kosinuso nario ir pridedant prading p komponentés reikime. Sis Zingsnis apra$o pradinj x
komponentés kitimg ir nusako netiesinj poveikj, biidingg trupmeninés eilés standartiniam iteraciniam
modeliui.

Antrajame lygmenyje py’; @) constravimas tampa sudétingesnis. Atsiranda dvi daugybos Sakos, kuriy
rezultatai sudedami. Siame etape atsiranda nulpotentiné struktira: aukstesnés eilés komponentés
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priklauso tiek nuo naujai gauty kosinuso nariy, tieck nuo ankstesnio lygmens rezultaty. Taigi

(k+1)

komponentés p;

formuojamos ne atskirai, bet nuosekliai remiantis ankstesniais rezultatais.

Tre¢iajame lygmenyje hierarchin¢ struktiira tampa dar rySkesné. Atsiranda trys daugybos Sakos,
jtraukiami visy ankstesniy lygmeny rezultatai, o gautos reikSmeés sudedamos. Tai parodo, kad
kiekviena aukstesnés eilés komponenté priklauso nuo visy zemesniy lygmeny rezultaty.

Skaic¢iavimo diagrama, pateikta 1 pav., aiskiai iliustruoja trupmeninés atminties poveikj, kuris apima
visg proceso istorijg nuo pradiniy sglygy. Nariai VS (k —j+ 1) § atminties poveikj iSreiskia
tiesiogiai. Jie atsiranda i§ diskreciojo Caputo operatoriaus ir pasizymi nelokalia struktiira: kiekviena
reikSmé gaunama kaip svertiné ankstesniy biiseny suma, o svoriai priklauso nuo trupmeninés eilés
parametro «. Tod¢l dabartiné biisena priklauso ne tik tiesiogiai nuo paskutinés iteracijos, bet ir nuo
visos ankstesnés proceso istorijos.

Svarbu pazyméti, kad dydziai V7 (k — j 4+ 1) gali buiti apskaiciuoti i$ anksto, pries atliekant iteracing

(k+1)

procediira, kuria konstruojama pagalbiniy parametry u;

seka Caputo trupmeninés -eilés
standartiniame nulpotentiniy matricy iteraciniame modelyje (zr. 1 pav.). Tod¢l diagrama atskiria

nelokaly atminties kaupimo mechanizma nuo véliau taikomo algebrinio (nulpotentinio) susiejimo.

ISvestos formulés sudaro skaitinj pagrindg tolimesniam tyrimui, kuriame H-rangy algoritmo pagalba
analizuojamas $iy seky algebrinis sudétingumas ir Arnoldo liezuviy struktiira.

2.8. H-rangy skaifiavimo algoritmas

H-rangy (angl. H—rank) skaiCiavimo algoritmas yra glaustas ir skai¢iavimo pozitiriu efektyvus
jrankis, skirtas jvertinti seky, gauty i§ diskreCiyjy arba tolydziy dinaminiy sistemy, algebrinj
sudétinguma [54], [55]. H-rango savoka buvo jvesta darbe [56] kaip Hankelio (angl. Hankel)
matricos, sudarytos i§ duotos laiko eilutés, tikriniy reik§miy, virSijanciy nustatyta slenkstj, skaicius.

H-rangy skai¢iavimo algoritme naudojami du pagrindiniai parametrai: Hankelio matricos dydis [ ir
slenkstis €. Parametras [ apibrézia steb¢jimo lango dydj L = 21 — 1 bei galimy H-rango reikSmiy
intervalg [0, !]. Slenkstis € lemia, ar algoritmas pervertina, ar nuvertina nagrin¢jamos dinamikos
sudétinguma esamame stebéjimo lange. Todél abu parametrai turi bti tinkamai sukalibruoti, kad H-
rangy algoritmas pateikty prasmingus rezultatus, atspindinCius netiesinés sekos algebrinj
sudétinguma [39].

Tarkime, kad nagrinéjama begaliné realiyjy skaiciy seka {y;,},>1. Su Sia seka susieta Hankelio
transformacija yra seka {A;};51, kur kiekvienas elementas A; apibréziamas kaip Hankelio matricos
K;, kurios dydis yra [ X [, determinantas. Matrica K; sudaroma i§ nuosekliy sekos nariy:

Yr Y2 o Vi
k=2 7 I 2.8.1)
Yi Yivr 0 Y21

Tarkime, kad egzistuoja toks sveikasis skaiCius r, kuriam A, # 0, o visi veélesni Hankelio matricos
determinantai i8nyksta, t. y. A, = A, = -+ = 0. Esant §iai sglygai, seka {y,,} tenkina r—tosios
eilés tiesing rekurenting lygtj: kiekvienas narys y,,, kai n > r, gali biiti iSreikStas kaip ankstesniy r
nariy tiesiné kombinacija [57].
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Tiesioginis aukstesnés eilés Hankelio determinanty skai¢iavimas yra nestabilus ir tampa nepraktiskas,
kai nagrin¢jama seka yra paveikta skaitmeninio ar matavimo triuk§mo, kaip dazniausiai pasitaiko
realiuose duomenyse. D¢l Sios priezasties determinantais pagristas kriterijus paprastai pakeic¢iamas
fiksuoto dydzio Hankelio matricos tikriniy reikSmiy dekompozicija (angl. singular value
decomposition, SVD), kuri suteikia stabilesnj sekos algebrinés struktiiros apibiidinima [58].

Tarkime, kad parenkamas steb¢jimo lango ilgis [ € N ir sudaroma Hankelio matrica K;. Atlike jos
tikriniy reik§miy dekompozicija, gauname [ neneigiamas kvadratines tikrines reik§mes A? (i =
1, ..., 1), iSrikiuotas mazéjimo tvarka:

M= =z=22=0. (2.8.2)

Sios reikmés aprago esmine informacija apie sekos vidines algebrines priklausomybes. H-rangas —
skaitinis sekos sudétingumo rodiklis — apibréziamas pagal tai, kiek kvadratiniy tikriniy reikSmiy
virsija pasirinktg slenksti € > 0 [56]. Kitaip tariant, H-rangas lygus S, jei tenkinamos salygos:

M_j>6j=0,.,5-1 A _;j<gj=S,..,1-1 (2.8.3)

Parametras [ turi biiti pakankamai didelis, kad Hankelio matrica atspindéty visas svarbias sekos
savybes (reikalingas lango ilgis yra 2 [ — 1). Tuo tarpu slenkstis ¢ turi biiti parinktas taip, kad atskirty
reikSmingas tikrines reikSmes nuo ty, kurias lemia triuk§Smas ar skaitmenines paklaidos.

H-rangy skaiciavimo algoritmas sékmingai taikytas jvairiy netiesiniy reiskiniy analizei, pavyzdziui,
atSokancio kamuolio uzdavinyje [59], trupmeninés eilés svyruoklés modelyje [60], klasikiniuose
iteraciniuose modeliuose [54] bei trupmeniniuose iteraciniuose modeliuose [52], [55]. Metodo
pagrindas yra Hankelio matricy algebrinés savybés, kurios atspindi koreliacijas tarp nuosekliy signalo
segmenty.

2.9. H-rangy skai¢iavimo algoritmo skaitinis pavyzdys

Tarkime, nagrinéjama grieztai periodiné seka {y,}neq1 = {3,7,2,3,7, 2, ... }, kurios periodas lygus 3.
Atitinkami Hankelio matricos determinanty dydZiai, didinant matricos eilg, yra:

Ay = 13| =3;
_1B 7| _ _4a.
A2_7 2|_ 43;
3 7 2
As=1|7 2 3|=-252 (2.9.1)
2 3 7
3 7 2 3
17 2 3 7|_
A4_2 3 7 2_0'
3 7 2 3

Visi ketvirtos ir aukstesnés eilés determinanty dydziai yra lygiis nuliui, t. y. A; = 0, kai [ > 4, todél
galima teigti, kad $i seka tenkina treciosios eilés tiesing rekurenting sarysio lygt. Pasirinkus N = 6
eilés Hankelio matricg, matricos K tikriniy reikSmiy dekompozicija duoda Sias kvadratines tikrines
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reik§mes: {A3}8_, = {24; 9,165; 9,165; 0; 0; 0}. Trys kvadratinés tikrinés reikmés yra grieztai
teigiamos, todél Sios idealios periodinés sekos H-rangas yra lygus 3.

Siekiant iStirti metodo atsparuma triukSmui, ta pati periodiné seka paveikiama Gauso triukSmu.
Atsitiktinai  sugeneruotas  vienuolikos  triuk§mo  reik§miy rinkinys yra:  {ng Jil; =
{0,082; —0,147;0,031; —0,202; 0,096; —0,013; 0,176; —0,089; 0,045; 0,132; —0,068}. Tada
pirmieji vienuolika triuk§mu paveiktos sekos nariy yra: il =
{3,082;7,853; 2,031; 2,798; 7,096; 1,987; 3,176; 6,911; 2,045; 3,132; 6,9325}. 1§  triukSmu
paveiktos sekos sudarytos Hankelio matricos K, kvadratings tikrinés reik§més yra: {12}5_, =
{24,056; 9,177; 9,001; 0,504;0173; 0,152}.

Toliau $iai kvadratiniy tikriniy reikSmiy sekai galima parinkti skirtingas slenkstinio parametro &
reikSmes, kad biity nustatytas H-rangas. Rezultatai pateikti 2 lentel¢je. Pavyzdziui, jeigu slenkstinio
parametro reikSmé lygi 0, tuomet triuk§mu paveiktos sekos H-rangas yra lygus 6, nes visos sekos
reikSmés yra didesnés uz parametro reikSme¢. Jeigu € = 0,16, tuomet H-rangas lygus 5, nes penki
sekos nariai yra didesnis uz 0,16. Atitinkamai skai¢iuojama ir su kitomis slenkstinio parametro
reik§mémis. Kai € > 25, visos tikrinés reikSmés nevirsija slenkstinio parametro reik§més ir H-rangas
lygus 0.

2 lentelé. H-rango priklausomybé nuo slenkstinio parametro reikSmés

Slenkstinis parametras & 0 0,16 0,2 1 9,05 15 25
H-rangas 6 5 4 3 2 1 0

Taigi pasirinkus atitinkamg slenkstj €, galima nustatyti H-ranga, kuris parodo, kiek kvadratiniy
tikriniy reikSmiy nariy virSija nustatytg parametro € reikSme. Taip gaunamas ne tik realiyjy skaiciy
periodinés sekos, bet ir triuk§mu paveiktos sekos H-rangas.

Siame darbe H-rangy algoritmas taikomas pagalbiniy parametry y&?l),ugf{xﬂ),ugfxﬂ) sekoms,

siekiant jvertinti Caputo trupmeninio matricinio standartinio iteracinio modelio generuojamos
dinamikos algebrin; sudétinguma ir identifikuoti Arnoldo liezuviy struktiiras parametry erdvéje.

2.10. H-rangy skaiciavimo algoritmo parametry kalibravimas

Pries atliekant pagrindinius skai¢iavimus, biitina tinkamai sukalibruoti H-rangy algoritmo
parametrus. Kalibravimas atliekamas pirmajam pagalbinio parametro ,ui';) hierarchiniam sluoksniui
. .. . . (0)
ir nustatomos pradinés salygos. Pradinés fazes A,

netiesiSkumo parametras K parenkamas intervale [0, 2], o trupmeninés eilés parametras @ = 1.001

parametro intervalas parenkamas [0, 2],

[8]. Kiekvienai konkreCiai parametry /18(2 ir K reikSmiy porai pradinés sglygos nustatomos taip:

#5?3 =1, /,1533 = 1,1(()(’); = 0 [8]. Tuomet vykdomas algoritmas, pavaizduotas 2 pav., atlickant 399

iteracijas (atitinkamai maksimalus H-rangas lygus 200). H-rango struktiiros vizualizuojamos
naudojant mélynai—geltong spalvy skale: mélyna spalva atitinka H-ranga, lygy 0, o geltona —
maksimaly H-ranga, lygy 200.

2 pav. pateikiama pirmojo hierarchinio sluoksnio ,ugkx) grafiky seka prie skirtingy parametro &

reik§miy, atitinkamai ¢ € {1071%,10714,10712,1071°,1078,107%,107%,1072,1,50,5000, 10°}.
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Kiekvienas grafikas vaizduoja H-rango pasiskirstyma parametry (/1(0) K ) plokstumoje.

0,p’
/1(0)

Horizontalioji asis atitinka pradinés fazés parametra 4, ),

Y

0
012345,16’2)

o vertikalioji — netiesiSkumo parametra K.

K
L
1
0.5

0
012345,16’;)

K N N4
' AA A AT ' A%“ l“ﬁ%

0.5

0 1 2 3 4 5;0 0 1 2 3 4 5,0 0 1 2 3 4 5;0

2 pav. Pirmojo hierarchinio sluoksnio grafiky seka prie skirtingy parametro ¢ reik§miy

H-rangy skai¢iavimo algoritmo parametras ¢ turi buti tinkamai sukalibruotas. Jei parametras € yra
per mazas (pvz., 1071°), visas modelio vaizdas tampa geltonas (Zr. 2 pav.). Jei parametras & yra per
didelis (pvz., 10°), modelio vaizdas tampa beveik visiskai mélynas. Tik tarpinés parametro &
reikSmés sukuria subalansuotag H-rango pasiskirstyma.

2 pav. H-rangy struktiiros aiskiai atskleidzia gerai Zinomg Arnoldo liezuviy formg parametry

plokStumoje (/1(()(')2,, K ) Parametro ¢ kalibravimo strategija grindZziama reikalavimu, kad trapecinéje

srityje, kurioje iSsidéste Arnoldo liezuviai, 50 % pikseliy turéty H-ranga didesnj nei 100, o like 50 %
— mazesnj nei 100. Si riba pasirinkta siekiant uZztikrinti subalansuota H-rango pasiskirstyma
parametry erdvéje — kad nei per didelé, nei per maza parametry sritis biity priskiriama auksto
sudétingumo zonai.

Pikseliy, kuriy H-rangas didesnis nei 100, procentiné dalis skirtingoms ¢ reikSméms pateikta 3 pav.
Atkreiptinas démesys, kad 3 pav. horizontalioji aSis yra logaritminé. Logaritminé skalé naudojama
todél, kad ¢ kinta per kelias skirtingy eilés dydziy sekas — nuo 10716 iki 106.
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20 Tr=q
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-36.8  -32.2  -27.6 -23 -184 -13.8 9.2 -4.6 0 39 8.5

In (e)

3 pav. Tasky, kuriy H-rangas virsija 100, procentiné dalis kaip In € funkcija

3 pav. kiekvienas stulpelis atitinka pikseliy dalj, kuriy H-rangas virSija 100. Raudona punktyriné
horizontali linija zymi 50 % riba. Juoda punktyriné linija vaizduoja tiesing aproksimacija pikseliy,
kuriy H-rangas didesnis nei 100, procentinei daliai kaip € funkcijai: y = —1,8x + 33, kur x = In €.
Beveik tiesiné priklausomybé logaritminéje skaléje rodo, kad plotas, kuriame H-rangas virsija 100,
mazéja mazdaug pagal logaritminj désnj.

Taigi Sio kalibravimo tikslas — nustatyti tokig € reikSme, kuriai esant abi sritys, tieck su H-rangu
didesniu uz 100, tiek ir su mazesniu nei 100, uzimty vienoda plota. Raudonos horizontalios linijos ir
. ey e . : : 4 . 5 & o
juodos jstrizos linijos sankirta pastebima, kai x = —9 5 Ir tai atitinka € = 7,92 - 107°. Si & reik§mé

naudojama visuose tolimesniuose skaiciavimuose, kuriuose analizuojama Arnoldo liezuviy struktiira
ir hierarchiniy sluoksniy dinamika.

42



3. Tyrimy rezultatai ir jy aptarimas
3.1. Arnoldo lieZuviy divergavimo hierarchijos

Siame skyrelyje pateikiami pagrindiniai skaitiniy tyrimy rezultatai, gauti taikant Caputo trupmeninj
matricinj standartinj iteracinj modelj su 4-tosios eilés nulpotentinémis matricomis. Siekiama parodyti,
kad trupmeninés atminties ir nulpotentinés strukttiros sgveika generuoja ne vieng, o kelias tarpusavyje

susijusias Arnoldo liezuviy struktiras — divergavimo hierarchija, kurioje kiekvienas hierarchinis

sluoksnis ug;), ,u;g, ugkg pasizymi skirtingu algebriniu sudétingumu.

Sukalibruotas H-rangy skaiciavimo algoritmas naudojamas vizualizuoti tris struktiiras, atitinkancias

,ui';) (A dalis), u(k) (B dalis) ir ,Ltgkjg (C dalis) parametry plokStumoje (/18(2, K ) (zr. 4 pav.).

2,x

K

1.5
A 1

0 1 2 3 4 5 /1501)]

4 pav. Arnoldo tipo liezuviy struktiiros, gautos naudojant sukalibruota H-rangy algoritmg parametry
plokstumoje

Arnoldo tipo liezuviy struktiros aiSkiai matomos visose trijose 4 pav. dalyse. Pastebima, kad

gg, vidutinis algebrinis sudétingumas yra didesnis nei ugkg ir ui’;) Sis

trajektorijy, susijusiy su u
sudétingumo didéjimas atsispindi didéjanciame geltonos spalvos dominavime C dalyje. Be to,
smulkioji struktiira palaipsniui kinta tarp grafiko daliy, aukS$tesniuose sluoksniuose tapdama
sudétingesné. H-rango algoritmas yra sukalibruotas taip, kad A dalyje biity vienodos geltony ir

mélyny sri¢iy proporcijos, sudarancios atskaitos lygi palyginimui.

3.2. Hierarchiniy struktiry vaidmuo Caputo trupmeninés eilés matriciniame iteraciniame
modelyje

Ankstesniame skyrelyje parodyta, kad skirtingi hierarchiniai sluoksniai generuoja skirtingo
algebrinio sudétingumo Arnoldo liezuviy struktiiras. Taciau lieka atviras klausimas — ar tas pats
parametry plokStumos taSkas visuose sluoksniuose elgiasi vienodai, ar skirtingi sluoksniai gali
priklausyti skirtingoms dinaminéms sritims. Siame skyrelyje $is klausimas nagrin¢jamas i$samiau,
analizuojant du konkreCius parametry taskus ir stebint, kaip jy pereinamyjy procesy algebrinis
sudétingumas kinta priklausomai nuo hierarchinio lygmens.
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5 pav. ir 6 pav. iliustruoja, kaip hierarchinés struktiiros, gautos naudojant sukalibruotg H-rangy
skai¢iavimo algoritmg, susijusios su pereinamyjy procesy algebriniu sudétingumu. Abiejuose
(r)

paveiksluose virSutinés dalys rodo priartintas parametry plokStumos ()1( ) K ) sritis atitinkamai gy .,

0,p’
ugkx) ir ugkx) sluoksniams. Balti apskritimai nurodo tg patj parametry taska visose dalyse.

. 0
1.5 2 2.5 /15‘31 L 2 2.5 ,13’1)) 15 2 2.3 %;

= AAAAAAANAAAANANNANNANANNNNNANANNANNANANNANN
10 In| H(k) | ANANAN
E_i In l” g MNWVV\/\/VVV\/V\/\/\/\/\A/\/V\A/V\/V\/VW\AMMA
% 5+ In| ”(k)
= W/VV\AA/VWV\AN\/VV\AMA/VV\/\/V\//V\AMAA/\A/VVVV\/WW
O \‘v' |
0 50 100 150
k A I
\/\/\/\"/V"} AN
In 0] /\/\/\/\/W v
e
— Il " o ANV
In |M(/r] l -(_///,_/’ W
W/\ANW\%MWMW/WWNWMW
~ - | 1 | | | | | J
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
In(k)

5 pav. Panasiy pereinamyjy procesy algebrinio sudétingumo atvaizdavimas parametry plokstumoje ir kitimas
per iteracijas

5 pav. vaizduojamos priartintos sritys atitinkamai ,ul P ,ugkyg ir ,ug,g atvejams virSutiniuose grafikuose

parinktam parametry taskui visose dalyse (/1(0) =2,1300; K=0 7828). Siame pavyzdyje taskas

patenka ; meélyng srit] kiekviename hierarchiniame sluoksnyje. Viduriné ir apatiné dalys rodo ln|u ix |
kitimg priklausomai nuo iteracijos indekso k atitinkamai tiesinéje skaléje ir logaritminéje skaléje,
parodant panaSy pereinamyjy procesy algebrinj sudétinguma.

(F)

Pasirinktas taSkas visose trijose hierarchijose patenka | mélyna sritj, todél pereinamyjy procesy u; .,

,ugk,g ir ,ugkx) algebrinis sudétingumas yra panaSus. Tai patvirtina apatiné dalis, kur funkcijos

= 1, 2, 3) didéja panasiai, priklausomai nuo k. Nors amplitudés skiriasi (dél nulpotentinés

ln| Ky
hlel‘aI‘ChIJOS), ju nuolydZiai ir svyravimo rezimai iSlieka stipriai koreliuoti. Aukstesni sluoksniai
sustiprina tg pat] nestabilumo mechanizma, o ne jveda naujg dinamika.
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6 pav. Skirtingy pereinamyjy procesy algebrinio sudétingumo atvaizdavimas parametry plokStumoje ir
kitimas per iteracijas

6 pav. pateikiama analogiSska analizé, taciau nagriné¢jamas parametry taSkas, kuris skirtinguose

hierarchiniuose sluoksniuose priklauso skirtingoms spalvinéms sritims (/18(2 = 2,3813; K =

0,5926 ). Taskas patenka 1 mélyna sritj (k) atveju, ] Sviesiai mélyna sritj (k) atveju ir ] geltona sritj
p 1 yng srity y , Ju, 1 yng srity U, ] 1g 4 srit}

,ugkx) atveju. Vidurine ir apatiné dalys rodo ln| Hj )| kitima priklausomai nuo iteracijos indekso k

atitinkamai tiesinéje skal¢je ir logaritmingje skaléje, parodant didéjantj pereinamyjy procesy algebrinj
sudétinguma did¢jant hierarchiniam lygiui.

Tas pats parametry taSkas skirtinguose hierarchiniuose sluoksniuose priklauso skirtingoms

(k) (k) (k)

spalvinéms sritims: y; . atveju jis yra tamsiai melynoje srityje, u, , — Sviesiai melynoje, o u -

geltonoje srityje, todél atitinkamy pereinamyjy procesy algebrinis sudétingumas didéja nuo ,ullx iki

,ugkx) Apatiné dalis tai patvirtina, rodydama didéjancius ln| K x | svyravimus didéjant k. Siuo atveju

nulpotentiné hierarchija ne sustiprina vieno mechanizmo, o generuoja sudétingesn¢ dinamika.

Sis pavyzdys iryskina svarbig hierarchinés struktiiros savybe: tas pats parametry taskas skirtinguose

sluoksniuose gali priklausyti skirtingoms sritims. Todé¢l konkrety ,u( ) apibréziantis hierarchinis
lygmuo tampa esminiu parametru, lemianCiu pereinamyjy procesy algebrinj sudétinguma.
Praktiniuose taikymuose tai gali biiti naudojama kaip papildomas saugumo parametras informacijos

Sifravimui [61], [62].

Apibendrinant, gauti rezultatai patvirtina, kad trupmeninés atminties ir nulpotentinés struktiiros
sgveika generuoja daugiasluoksnes Arnoldo liezuviy hierarchijas, kuriy sudétingumas didéja kylant
nuo Zemesniy iki aukstesniy sluoksniy. Sis reiskinys neturi analogo klasikiniame skaliariniame
iteraciniame modelyje.
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3.3. Hierarchiniy sluoksniy divergavimo greiciai

Panagrinékime bendra pagalbinio kintamojo ,u(kﬂ) forma, apraSyta lygtimi:

(k+1) (k)

uder = 18 4 )

k
Z Vi(k—r
r=0

(3.3.1)
J (r)
sm /'l )
+D| ) > uOu kD,
m=1 11+i2+-~-+im ]

i1)i2,0mim=1

Lygtis yra bendra hierarchijos rekursiné iSraiska. Prie fiksuoto j ji susideda i§ dviejy daliy: tiesinio

nario ,u j, x, kuris apraso patles kll’ltamOJO eVOIIHCIJQ, ir suzadinimo l’laI'IO kuris generuOJamas 18
Q)

i, i < J. Butent Sis suzadinimo narys priklauso nuo visy

zemesneés eilés kintamyjy sandaugy u;

skaiCiaus j skaidymuy ir yra atsakingas uz hierarchinj sluoksniy susietuma.
Atminties branduolys V}(m) = m*~ ! — (m — 1)~ ! tenkina asimptotinj ry3j:
Vim)~(a — 1)m*2, m — oo; (3.3.2)

(k+1)

ir pasizymi létu laipsniniu maz¢jimu, kai 1 < a < 2. Todé¢l Kx evoliucija priklauso nuo visos

ankstesnés parametro /1( ") ;. istorijos.

Kai j = 1, gauname tiesing lygtj, kuri generuoja bazinj pagalbinj kintamajj:

ps = R S~ R <z Vi (k=7 + D" cos(zg?c)) (3.3.3)

(k)

1,x°

Si lygtis apibrézia pagrindinj pagalbinj kintamajj p; -, kurio reikimés per netiesines sandaugas lemia
aukstesnés eilés nariy dinamikg. Tai galima pamatyti nagrin¢jant konkrecius atvejus j = 2, kuriuose

suzadinimo narys yra sudarytas i§ sandaugy.
Kai j = 2, suzadinimo narys lygties iSraiSkoje yra sudarytas i§ sandaugy:

T 1 A A . b (3.3.4)
kurios atitinka visus skai¢iaus j skaidymus. Kiekvienas toks skaidymas atitinka vieng sandaugy
kombinacija, o visi jie kartu sudaro suzadinimo nario struktiira. Didziausig indélj tarp visy skaidymu

atitinka j =1+ 1+ -+ 1 (m =), kuris duoda auks¢iausio laipsnio sandauga (ugg) Todel
(k+1) (k)

Jjx

yra j. Tai aiSkiai matoma nagrinéjant patelklarnus atvejus.

kintamasis p yra valdomas kintamojo p; ; per polinominio tipo suzadinimo narj, kurio laipsnis

46



Pavyzdziui, kai j = 2, rekursija lygtyje gali biiti perrasyta taip:

(k+1) (k)

ust ™ = ud) + ul

() )
F( ) le (k=7 +1) | 1) cos(45)) - (lex) ;m(’lofx) | (3.3.5)

(k

2
Si i3raiska atskiria tiesing Ua x ) plétinio dalj nuo kvadratinio suzadinimo nario (/1( )) Taigi ,u( )

evoliucijg lemia antros eilés priklausomybé nuo ,u( )

Dar sudétingesné situacija susidaro kitame hierarchijos lygmenyje, kai j = 3, tuomet lygtis gali buti
perrasyta taip:

(k+1) _ (k)
3,x - nu3,x + :u3,p

K
K
R Z Vik—r+1) ,ugrg cos(/lgg) ,ugr,z ygr,z sm(/lg,)c)
r=0 (3.3.6)

() wos(a52)\
© )

- 3
Sioje lygtyje priklausomybé nuo p, , yra aiSki: ji pasireiSkia tiesiogiai per kubinj nari (ug) ir per

misrios sandaugos narj ,u1 . /,t( ") Pastarasis iveda netiesioging priklausomybe¢ nuo ,ul . per ,uz o ) kuris
pats yra veikiamas (MY,S) .
Bendruoju atveju, kai j = 2, lygties strukttra rodo, kad ,u}l;ﬂ)

,ugjz atzvilgiu siekia iki j. Todél pagalbiniai kintamieji sudaro augimo hierarchijg, valdoma bazinio

(k) (k)

1,x°

turi suZadinimo narius, kuriy laipsnis

dydzio u kur aukstesniy eiliy nariai priklauso nuo vis aukstesnio laipsnio polinominiy pu;

kombinacijy.

3.4. Hierarchiniy sluoksniy augimo grei¢iai ir Liapunovo rodikliai

Ankstesniame skyrelyje nustatyta, kad pagalbiniai kintamieji ,ugkx) sudaro hierarchija, kurioje
aukstesniy eiliy nariai priklauso nuo Zemesniy per polinominias sandaugas. Siame skyrelyje
nagrin¢jama, kokiu greiciu Sie kintamieji auga iteracijy skai¢iui k didéjant, ir kodél klasikiniai chaoso
rodikliai §io augimo neaptinka.

Panagrinékime pirmajj pagalbinj kintamajj u(k) Tarkime, kad dydis | Uy 5
salyga:

B > 0. (3.4.1)

s
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Si prielaida motyvuojama tuo, kad trupmenings eilés atminties branduolys V! (m) maz¢ja pagal galios
désnj, o ne eksponentiskai, todel nattiralu tikétis, kad ir generuojamy seky augimas bus polinominis.

Taip pat $i prielaida yra suderinama su anksCiau nustatyta hierarchijos struktiira, kurioje aukstesnés
(k)

eiles pagalbiniai kintamieji atliecka polinominés funkeijos, priklausancios nuo u; ., vaidmenj. I8

rekursiniy rysiy aukStesnés eilés kintamiesiems gauname:

Hy)~ (ui'?), us~ (ui’?), a0~ (ui’;)). (3.4.2)
Todél:
|~k 2. (3.4.3)

Taigi visa hierarchija pasizymi polinominiu augimu. Naturaliai kyla klausimas — ar §j augima galima
aptikti klasikiniais chaoso analizés jrankiais, pavyzdziui, Liapunovo rodikliu? Parodysime, kad ne.

Klasikinis Liapunovo rodiklis, susietas su seka ,ug;), apibréziamas taip:
(k)
Th
[ = ;llm ln| | (3.4.4)
Pritaike §j apibrézima salygai ,u( )~kﬁ gauname — ln| ,u(k) = ln(kﬁ ) Blnk . Todél
ln|u§'§)
_ all R (3.4.5)
Ly = lim —

Kadangi lim lnTk = 0, tas pats skaiCiavimas galioja ir visiems aukStesnés eilés kintamiesiems.
Naudodami salyga u( )~k13 gauname:
In| % In k8 jBInk

J - lim 0. (3.4.6)

Ly = lim —— = lim —— = lim —

Taigi klasikiniai Liapunovo rodikliai visai hierarchijai ygkx), ygkg ) ) y,gk)l  yra lygis nuliui, nes jie

aptinka tik eksponentinj divergavimg — algebrinis augimas lieka nematomas Siuo metodu. Todél H—
rangy algoritmas yra tinkamesnis jrankis Sios hierarchijos sudétingumui jvertinti.

(k)

Sias i§vadas apie algebrinj 1, augimg patvirtina skaitiniai eksperimentai, pateikti 5 pav. ir 6 pav.,

kur ln|uj'x

polinominis, t. y. |y§];)|~kjﬁ, tai lnl,u](.'kx)
tokia tiesiné priklausomybé¢ ir stebima eksperimentiniuose grafikuose, taip patvirtinant teoring
prielaida.

3.5. Signaly Sifravimas naudojant hierarchines chaotines sekas

Realiis signalai pasizymi didele statistine priklausomybe tarp gretimy reikSmiy, kurig daZnai
iSnaudoja signaly analizés bei steganografijos schemos [61]. Siekiant sumazinti §ig priklausomybe ir
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padidinti informacijos paslépimo sauguma, taikomos duomeny pertvarkymo (angl. scrambling)
technikos [62]. Vienas pirmyjy darby, kuriame pasiillyta naudoti chaotines sistemas vaizdy
Sifravimui, buvo J. Fridrich [63], jo darbe buvo pristatyta permutacijos (angl. permutation) ir difuzijos
struktura, véliau tapusi daugelio metody pagrindu.

Vienas i§ efektyviy metody yra pikseliy ar signaly reikSmiy permutacija, kai originalaus signalo
elementai perrikiuojami pagal tam tikra taisykle. Jei permutacijos taisyklé generuojama chaotinémis
sekomis, metodas pasizymi trimis svarbiomis savybémis: pseudoatsitiktinumu, deterministiSkumu ir
jautrumu pradinei biisenai [64], [65]. Permutacija sunaikina lokalig koreliacijg tarp gretimy signalo
reikSmiy, tod¢l signalas praranda struktiirines savybes.

Tarkime misy turimas signalas, kurj norime uzsifruoti, yra diskretinis:
S = {51,52,...,51\]}. (351)

Siam signalui sudaroma permutacija naudojant rusSiavimo algoritmg. Turimos sekos narius
surtiSiuojame didéjimo tvarka ir uzfiksuojame originalias indeksy pozicijas. Misy turimam signalui
S taikoma permutacija:

S'=S(m), S| =5 (3.5.2)

¢ia m — permutacija. Norint atkurti signalg, turi biiti naudojama ta pati permutacija, naudojant tg patj
indeksy perstatyma:

Satkurtas(n'i) = Si,' arba Satkurtas = S’(T[_l)- (3.5.3)

Panagrinékime elementary pavyzdj. Tarkime, kad duotas signalas S = [10, 20, 30,40] ir chaotiné
seka X =[0,3;0,1;0,8; 0,5]. Surikiave sekos narius didéjimo tvarka [0,1;0,3;0,5; 0,8], gauname
permutacijg (surikiuoty nariy pozicijas originalioje sekoje) m = [2, 1,4, 3]. Pritaik¢ $ig permutacija
signalui, gauname uzkoduotg signalg S’ = [S,, S;,S,,S3] = [20,10,40,30]. Naudodami tg pacig
permutacijg S(1;) = S; atvirkstine tvarka, tiksliai atkuriame signalg S = [10, 20, 30, 40]. Jei vietoje
teisingos permutacijos naudojama kita, pavyzdziui w' = [3,1,2,4], gautas rezultatas S’ =
[10,40, 20, 30] nesutampa su originaliu signalu. Tai iliustruoja esming metodo savybe — teisingas
18Sifravimas jmanomas tik naudojant identisSkg permutacija.

Tolimesniam eksperimentui naudojamas sintetinis signalas:
s(t) = sin(2nft) + n(t); (3.5.4)

Cia f — daznis (pasirinkta reikSmé f = 5); n(t) — atsitiktinis triuk§mas. Tuomet diskretizuotas
signalas apraSomas taip:

S ={sy,85,...,Sn}, N = 800. (3.5.5)

Chaotines sekas galima naudoti kaip raktus Sifravimo sistemose. Siame darbe naudojamos Caputo
trupmeninio matricinio iteracinio modelio parametry ,ug;), #gg' ,ugk,g sekos (1000 kiekvienos sekos
nariy), kurios pasirinktos kaip Sifravimo raktai (zr. 7 pav.). Siekiant iSvengti pradiniy nestabiliy
reikSmiy, praleidZziami pereinamieji procesai (200 pirmyjy sekos nariy), ir toliau naudojami elementai

po pereinamyjy procesy (tolimesni 800 sekos nariy).
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7 pav. Naudojamos chaotinés sekos (raktai) signalo Sifravimui

Sekos pasizymi akivaizdziu chaotiSkumu, vizualiai sunku jzvelgti periodiSkumg ar pasikartojancias
struktiras, taip patvirtinamas $iy seky tinkamumas permutacijos rakty naudojimui, nes tokios sekos
uztikrina auksta elementy iSmaiSymo lygj.

) ir atliekami trys i$Sifravimo bandymai: su teisingu raktu

.“1,x) (signalas pilnai atkuriamas), su neteisingais raktais ué,? ir py . (&) (signalas néra atkuriamas). Tai

Tarkime, pasirinktas teisingas raktas yra u;

parodo algoritmo priklausomybe nuo rakto.

Toliau atliekama teisingo rakto signalo permutacija, 8 pav. pateiktas originalus signalas ir jo
permutuota versija.

1500 [ | ' ' ' ‘ ' ‘H "
7l i " Ui e ,,;J,,HM ,JJH

100 200 300 400 500 600 700 800

8 pav. Teisingo rakto transformacija taikant chaotiskai generuotg permutacija

Remiantis gautomis permutacijomis, atlickamas visas uZSifravimo ir i$Sifravimo ciklas. 9 pav.
pateikiami rezultatai naudojant visus tris raktus.
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Pirmoje diagramos dalyje pavaizduotas originalus signalas S, kuris sudarytas 18 sinusinés funkcijos ir
atsitiktinio triuk§mo. Sis signalas pasizymi aiskia struktira ir periodiskumu. Antroje dalyje pateiktas

uzSifruotas signalas S’, gautas pritaikius permutacijg 7, sugeneruotg i§ sekos ,u(k) Matome, kad

signalas praranda bet kokig akivaizdZig struktiirg ir tampa vizualiai panasus ] atsitiktinj triukSmga. Tai
rodo, kad permutacija efektyviai sunaikina gretimy reikSmiy koreliacija.

(0

Trecioje dalyje pavaizduotas iSSifravimas naudojant teisingg rakta pu, . Siuo atveju signalas

atkuriamas tiksliai ir sutampa su originaliu signalu. Atkurtos tiek 31gnalo formos, tiek statistinés

(9 Kadangi §i

savybés. Ketvirtoje dalyje pateiktas iSSifruotas signalas naudojant neteisingg rakta p, ,
permutacija nesutampa su Sifravimui naudota permutacija, signalas neatkurlamas ir iSlieka

i8kraipytas. Jo forma nesutampa su originaliu signalu, o struktirinés savybés néra atkuriamos.

Penktoje dalyje pateiktas i1$Sifravimas naudojant kitg neteisingg rakta ug ) Rezultatas analogiskas

ankstesniam atvejui — signalas neatkuriamas, o reik§més iSsides¢iusios netvarkingai. Tai patvirtina
metodo jautruma naudojamam raktui.

Taigi Sis pavyzdys aiskiai parodo, kad permutacija efektyviai paslepia pradinio signalo struktiirg,
i§Sifravimas yra galimas tik naudojant identiska rakta, tad net ir nedidelis rakto pasikeitimas lemia
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visiSkg iSSifravimo nesékme. Tai patvirtina, kad nagrin¢jamas metodas pasizymi stipria
priklausomybe nuo rakto ir gali bti taikomas saugaus duomeny transformavimo uzdaviniuose.

Signalo atktirimo tikslumas vertinamas naudojant vidutinés kvadratinés paklaidos (MSE) kriterijy:
1 N
MSE = NZ@' _ 8% (3.5.6)
i=1

¢ia s; — originalus signalas; §; — atkurtas signalas. Gautos MSE reikSmés, pateiktos 3 lenteléje,
patvirtina eksperimento rezultatus. Naudojant teisingg rakta gauta MSE = 0, todél signalas
atkuriamas tiksliai, naudojant neteisingus raktus gautos MSE reikSmés rodo, kad atkurtas signalas 1§
esmés tampa atsitiktinis, o paklaida artéja prie originalaus signalo dispersijos.

3 lentelé. MSE reikSmés skirtingiems atkiirimo raktams

Atkiirimo raktas | MSE reik§meé
(k) 0

nul,x

uk) 1,45

uk) 1,44

Taigi Sis metodas gali biiti naudojamas kaip iSankstinis duomeny apdorojimas ir papildomas saugumo
algoritmas. Svarbu pazyméti, kad skirtingi hierarchiniai sluoksniai ,ug;), ,ugkx) , ,ugkx) generuoja skirtingo
sudétingumo sekas, kurios atspindi Arnoldo liezuviy hierarching struktiirg — tai suteikia papildoma

laisvés laipsnj kuriant daugiasluoksnes Sifravimo schemas.
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ISvados

ISanalizavus netiesiniy diskretiniy sistemy, apskritiminio iteracinio modelio ir Arnoldo liezuviy
atliktus tyrimus, nustatyta, kad Arnoldo liezuviai apraso fazinés sinchronizacijos sritis parametry
erdvéje ir sudaro svarby instrumentg sinchronizacijos bei rezonanso reiSkiniams tirti. Parodyta,
kad $iy sri¢iy struktiira yra ne atsitikting, o sistemiskai organizuota, atspindinti racionaliyjy dazniy
santykiy hierarchija.

IStyrus trupmeninés eilés modelius ir Caputo iSvestinés taikymga diskretinése sistemose, nustatyta,
kad trupmeniné atmintis ir nelokalumas i§ esmés keicia sistemy dinamikg. Caputo trupmeninis
standartinis iteracinis modelis leidzia jtraukti visos sistemos istorijos jtaka, dél Sios priezasties
modifikuojamos stabilumo savybés, bifurkacijy scenarijai ir fazinés sinchronizacijos salygos.
ISnagrinéjus matriciniy iteraciniy modeliy savybes, nustatyta, kad jie iSplecia klasikiniy
diskretiniy sistemy analiz¢ | daugiamates strukttras. Parodyta, kad idempotentiniy matricy atveju
modelio dinaminis sudétingumas islieka analogiskas skaliariniam atvejui, tuo tarpu nulpotentinés
matricos sukuria tarpusavyje susieta, hierarching dinamika, atsirandancig dél aukStesnés eilés
nariy sgveikos.

Suformulavus Caputo trupmeninj matricinj standartinj modelj, iSvesta efektyvi skai¢iavimo
(k)

schema pagalbiniams parametrams p; ., kurioje mazéjanciy faktorialy iSraiskos pakeistos
iteratyviai apskaiCiuojamais koeficientais. Tai leidzia praktiSkai modeliuoti ir efektyviai atlikti
skaitinius tyrimus sistemoms su atmintimi ir algebrine strukttra.

Atlikus skaitinius tyrimus, nustatyta, kad trupmeninés atminties ir nulpotentinés algebros sgveika
lemia sudétingesng¢ Arnoldo liezuviy struktiira nei klasikiniuose modeliuose. Parodyta, kad

nulpotentiniy matricy hierarchiniai sluoksniai generuoja daugiasluoksnes Arnoldo liezuviy
9] )

struktiras, kuriy algebrinis sudétingumas did¢ja pereinant nuo py . iki 3 . —reiSkinys, neturintis
analogo skaliariniame iteraciniame modelyje.

Ivertinus hierarchiniy lygmeny jtaka sistemos dinaminiam sudétingumui, nustatyta, kad skirtingi
lygmenys pasiZymi nevienodu algebriniu sudétingumu, o tas pats parametry plokStumos taskas
gali priklausyti skirtingoms dinaminéms sritims, priklausomai nuo nagriné¢jamo lygmens. Tai
rodo, kad hierarchinis indeksas j yra esminis parametras, lemiantis sistemos elgsena. Si savybé
iSnaudota praktiniame taikyme, parodant, kad skirtingi hierarchiniai sluoksniai gali buti

naudojami kaip nepriklausomi raktai signaly Sifravimo schemose.
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