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Reziumė.Darbe nagrin˙ejamas negiljotinio pjautymo uždavinio sprendimas euristiniais ir metaeuristiniais
algoritmais. Realizuoti šie euristiniai algoritmai – „Žemiausio kair˙en užpildymo“ (ŽKU), „Geriausiai tin-
kamo“ (GT), „Žemiausio tarpo“ (ŽT), kuris yra originali GT metodo modifikacija. Šie algoritmai↪ivesti

↪i genetinio algoritmo schem↪a. Apžvelgiant euristini↪u algoritm↪u (ŽT, GT, ŽKU) rezultatus paaišk˙ejo, kad
sudėtingėjant uždaviniui pateikiamas vis geresnis sprendinys.

Pjaustymo uždavinys.Pjaustymo uždavinio klasifikacija suformuluota bei pateik-
ta [1]. Toki

↪
u užduoči

↪
u sprendimo vykdymo metu, atliekamas optimizavimas. Kadangi

paprastai susiduriama su diskreˇciais dydžiais ir optimizavimo procesas grindžiamas
elementariomis kombinatorin˙emis (perstatymo ir pan.) operacijomis, tai pjaustymo už-
davinys priskiriamaskombinatorinio optimizavimoužduoči

↪
u klasei [1].

Šiems pjaustymo uždaviniams yra b¯udinga tai, kad did˙ejant j
↪
u apimčiai, visais atve-

jais tiksliai išspr
↪
esti juos per trump↪a sprendimo laiko tarp↪a pasidaro nebe

↪
imanoma.

Todėl algoritm
↪
u sudėtingumo teorijoje tokios užduotys priskiriamosNP sunki

↪
u prob-

lem
↪

u sudėtingumo klasei [2]. Be to, kai kuri
↪
u pjaustymo užduoˇci

↪
u sprendimo varian-

tuose reikalaujama operuoti sveikaisiais (arba nat¯uriniais) skaičiais, taigi susidurima su
sveikaskaiˇcio programavimouždaviniu. Dėl ši

↪
u priežasˇci

↪
u yra ribotas tiksli

↪
uj

↪
u metod

↪
u

panaudojimas, t.y. šie metodai taikomi, taˇciau nedidel˙es apimties užduotims spr
↪
esti.

Sparčiai besivystant kompiuterin˙ems technologijoms, prad˙etas simuliuoti pjausty-
mo procesas kompiuterio pagalba. Tod˙el atsivėrė plačios galimybės taikytieuristinius
ir metaeuristiniussprendimo metodus, kurie s˙ekmingai panaudoti apytiksliam pjaus-
tymo uždavini

↪
u sprendimui.

Užduoties matematinė formuluotė. Nagrinėsime tok
↪
i pjaustymo uždavin

↪
i, kai

lakštai iš kuri
↪
u bus pjaustomos fig¯uros ir pačios figūros yra staˇciakampiai (kvadratai).

Atliekami pjūviai bus negiljotininiai, t.y. vykdant pj¯uv
↪
i, galimas jo krypties keitimas.

Taip pat pjūvio vykdymo kryptys bus lygiagreˇcios vienai iš pjaustomo lakšto kraštini
↪
u.

Papildomai atsiribosime ir nuo pjaustymo si¯ulės storio, tarsime, kad jis yra nykstamai
mažas ir mus

↪
u nagrinėjamo uždavinio sprendimui

↪
itakos neturi.

Žinomas staˇciakampi
↪

u užsakymas, kuriuos reik˙es išpjauti:
{
(wj , lj , qj )|j,wj , lj , qj ∈ N

}
,

čia wj – plotis, lj – ilgis, qj – kiekis, j = 1, . . . ,n ir lakšt
↪
u (W,L), čia W – plo-

tis, L – ilgis (pagrindinio staˇciakampio, iš kurio bus išpjautos fig¯uros). Organizuoti
lakšt ↪u išpjaustym↪a taip, kad atliek↪u kiekis būt ↪u mažiausias (arba kiek galima mažes-
nis). Pjaustymo metu galimas staˇciakampio pasukimas 90 laipsni

↪
u kampu.
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Tarkime,si,j (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . ,n) reiškia kiek
↪
i išpjaut

↪
u detali

↪
u (wj , lj ),

↪
ivykdžius šablon↪a i, kur

↪
i suprasime kaip tam tikr↪a vieno lakšto išpjovimo b¯ud ↪a. Vienu

šablonu galima išpjauti kelet
↪
a lakšt

↪
u, kuri

↪
u skaiči

↪
u žymėsimeui .

min
m∑

i=1

(
WL −

n∑
j=1

si,j wj lj

)
ui, (1)

m∑
i=1

si,j ui = qj , j = 1, . . . ,n, (2)

wi � W, li � L, i = 1, . . . ,n, (3)

ui ∈ N, i = 1, . . . ,m. (4)

1 tikslo funkcijos reikšm˙e nurodo minimal
↪
u atliek

↪
u kiek

↪
i,

↪
ivykdžius pjaustym

↪
a.

Apribojimu 2 reikalaujama, kad išpjaut
↪
u stačiakampi

↪
u kiekis atitikt

↪
u užsakymo kiek-

iusqj . 3 apribojimo prasm˙e yra tokia, kad pjaustomos detal˙es neišeit
↪

u iš lakšto rib
↪
u. Iš

4 išraiškos išplaukia, kad tai yra sveikaskaiˇcio programavimo uždavinys. Taip pat aki-
vaizdus papildomas reikalavimas, kad išd˙estytos lakšte (išpjautos) detal˙es nesikirst

↪
u.

Iš uždavinio apibr˙ežimo išplaukia, kad lakšt
↪
u (pradini

↪
u žaliav

↪
u) kiekis yra be galo

didelis. Nagrinėsime taip pat situacij
↪
a, kai pradini

↪
u žaliav

↪
u kiekis yra ribotas, tod˙el

↪
ivesime dar vien↪a apribojim↪a:

m∑
i=1

ui � k, k ∈ N. (5)

Apribojimu 5 reikalaujama, kad sudaryt↪u šablon↪u bendras skaiˇcius neviršyt↪u tam
tikr

↪
u iš anksto turim

↪
u lakšt

↪
u atsarg

↪
u.

Užduoties sprendimo schema.Duotam figūr ↪u užsakymui išpjauti, sudarysime
pjaustymo šablonus (1 pav.). Pjaustymo šablonas suprantamas kaip tam tikras medžia-
gos lakšto išpjovimo b¯udas. Pjaustymo planas yra vis

↪
u sudaryt

↪
u šablon

↪
u visuma, kuri

reprezentuoja užduoties sprendim
↪
a duotajam užsakymui. Šablono sudarymo užduot

↪
i

vykdys euristiniai metodai. Svarbu suvokti tai, kad euristini
↪
u pjaustymo metod

↪
u veiki-

mas pagr
↪
istas tam tikromis iš anksto nustatytomis taisykl˙emis, kurias vykdant nuosek-

liai arba su tam tikru cikliškumu gaunamas rezultatas. Dauguma euristini
↪
u pjausty-

mo metod
↪
u nedaro jokio sprendini

↪
u perrinkimo, nenagrin˙eja j

↪
u paieškos erdv˙es ir ne-

lygina j
↪

u tarpusavyje, tod˙el ši
↪
u metod

↪
u negalime vadinti optimizavimo algoritmais,

todėl papildomai verta nagrin˙eti ir metaeuristinius algoritmus, kurie turi šias savybes.
Nepaisant to, sprendinio optimalumui euristiniai algoritmai daro didel

↪
e

↪
itak

↪
a, nes j

↪
u

pagalba konstruojamas pats sprendinys ir pateikiamas jo kokyb˙es
↪
ivertinimas.

Kadangi euristiniai metodai labai specifiški, o metaeuristiniai pakankamai univer-
salūs, tenka juos apjungti, nes metaeuristiniai algoritmai patys savarankiškai negal˙et

↪
u

išspr
↪
esti užduoties. Tuo tarpu, euristiniai gali tai padaryti. Tod˙el uždavinio sprendi-

mas gali b¯uti vykdomas ir be optimizavimo, tiesiog sudarant šablon
↪
a ir j

↪
i priskiriant

pjaustymo planui, kartais netgi gaunami panaš¯us rezultatai lyginant su vykdymu opti-
mizuojant.
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1 pav. Bendra pjaustymo uždavinio sprendimo schema.

Šablono panaudojimo skaǐciaus nustatymas.Užsakymo detali↪u asortimentas
būna labai

↪
ivairus. Gali tekti susidurti su dideliais kiekiais staˇciakampi

↪
u, kuri

↪
u ilgis

ir plotis vienodi, tokiu atveju bus didelis kiekis t
↪
u pači

↪
u šablon

↪
u. Kyla būtinybė to-

kius šablonus apjungti, t.y. panaudoti kelet
↪
a kart

↪
u. Todėl sukonstruotam šablonui nus-

tatysime jo panaudojimo skaiˇci
↪

u.
Šablon

↪
a taikysim lakštams remdamiesi tokia logika:

• tarkime, kad sudaryto šablono staˇciakampi
↪

u kiekiaia1, a2, . . . , ak . Čiak � n, i =
1,2, . . . ,n, kur n – stačiakampi

↪
u tip

↪
u skaičius užsakyme;

• atitinkamai parenkame užsakymo detali↪u kiekius pagal tai, kokie detali↪u tipai yra
išpjauti šabloneqi1, qi2, . . . , qik ;

• apskaičiuojamem = �min{qij

aj
}�.Čia j = 1,2, . . . , k,�� – apvalinimo žemyn ope-

racija;
• vadinasi, sudaryt

↪
a šablon

↪
a lakštams pjauti taikysimm kart

↪
u;

• atitinkamai sumažinami užsakymo kiekiaiqij = qij − m · aj .
Hibridinio algoritmo principas. Pjaustymo šablono sudarymas grindžiamas

dviem etapais:
• generuojama staˇciakampi

↪
u seka;

• stačiakampiai išd˙estomi ant medžiagos lakšto.
Šiuos du etapus vykdys atskiri algoritmai, o galutinis rezultatas (pjaustymo

šablonas) bus abiej
↪
u algoritm

↪
u darbo pasekm˙e. Nepaisant to, kad bus sprendžiamos

iš pažiūros dvi skirtingos užduotys tuo paˇciu metu, taˇciau algoritm
↪
u veikimas prik-
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2 pav. Hibridinio algoritmo schema.

lausys vienas nuo kito. Tod˙el iškyla būtinybė apjungti algoritmus
↪
i vien ↪a, t.y. juos

hibridizuoti.
Taigi pirmasis algoritmas generuos tam tikr

↪
a sprendinio variant

↪
a – šablon

↪
a, o antra-

sis j
↪
i interpretuos ir pateiks jo kokybin

↪
i

↪
ivertinim

↪
a, kuris apibrėžiamas formule:

ai = W · L −
ni∑

j=1

wj · lj (6)

Čia ai – atliek
↪

u plotas, gautas sukonstravusi-t
↪
aj

↪
i šablon

↪
a, ni – i-t

↪
aj

↪
i šablon

↪
a su-

daranči ↪u stačiakampi↪u skaičius,ni � n, kur n – bendras staˇciakampi↪u skaičius (viso
užsakymo).wi, li ,W,L atitinkamai apibr˙ežti užduoties matematin˙eje formuluotėje.

Realizuoti algoritmai. Darbo metu realizuoti šie euristiniai algoritmai – „Žemiau-
sio kairėn užpildymo“ (ŽKU), „Geriausiai tinkamo“ (GT), „Žemiausio tarpo“ (ŽT),
kuris yra originali GT metodo modifikacija [3]. Taip pat metaeuristinis hibridinis gene-
tinis algoritmas apjungtas su ŽKU ir ŽT euristika, kai pradin˙es s

↪
alygos generuojamos

atsitiktinai (GA + ŽKU), (GA + ŽT) ir kombinuotai su ŽKU, (ŽKU + GA + ŽKU).
Paminėsime tik tiek, kad pavieni

↪
u euristini

↪
u algoritm

↪
u veikimas pagr

↪
istas, staˇcia-

kampi ↪u išrikiavimu atitinkamai pagal ilg
↪
i ir plot

↪
i mažėjimo tvarka. Tokiu b¯udu sten-

giamasi pradžioje patalpinti ant lakšto didesnes fig¯uras, o paskui atsiradus
↪
i laisv ↪a plot ↪a

užpildyti mažesn˙emis.
Algoritm

↪
u palyginimas. Tyrimui pasirinktos užduotys buvo suformuluotos Hop-

per ir Turton [4], j
↪
u optimalūs sprendiniai žinomi „a priori“. Tai vienas iš plaˇciausiai

naudojam
↪
u uždavini

↪
u rinkini

↪
u pjaustymo algoritmams testuoti. Euristiniai algoritmai

buvo patikrinti su visais uždaviniais (21 užd.). Apskaiˇciuota procentin˙e atliek
↪

u ploto
dalis:

Sproc = S

W · L · 100%. (7)

ČiaS – gautas atliek
↪
u plotas (m2), išpjovus medžiagos lakšt

↪
a, čiaW – lakšto plotis,L

– lakšto ilgis. Gauti rezultatai (3 pav.).
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3 pav. Euristini↪u algoritm↪u palyginimas.

Taip pat atliktas bendras algoritm
↪
u palyginimas, nagrin˙eta 13 pirm

↪
uj

↪
u uždavini

↪
u.

Genetiniam algoritmui nustatyta vidutin˙e procentin˙e atliek
↪

u ploto dalis:

MSproc = MS

W · L · 100% (8)

Čia MS =
∑N

i=1 Si

N
, kur N – stebėjim ↪u skaičius, Si – atliek ↪u plotas (m2), gautas

stebėjimo momentui, o W ir L atitinkamai lakšto plotis ir ilgis. M¯us
↪
u atvejuN = 10.

Gauti rezultatai (4 pav.).
Apžvelgiant euristini

↪
u algoritm

↪
u (ŽT, GT, ŽKU) rezultatus (3 pav.) paaišk˙eja, kad

sudėtingėjant uždaviniui pateikiamas vis geresnis sprendinys. Kai užsakymo dydis
buvo mažiau nei 30 fig¯ur

↪
u, pasiekta atliek

↪
u procentinė ploto dalis 7–10 proc., tuo tarpu,

kai užsakymas padid˙ejo iki 70 figūr ↪u ir daugiau, gauta atliek↪u procentinė ploto dalis
2–5 proc.

Tuo tarpu apjungus ŽT ir ŽKU algoritmus su genetiniu metodu (GA + ŽKU,
GA + ŽT, ŽKU + GA + ŽKU) gauti rezultatai byloja visiškai k

↪
a kit

↪
a. Sprendžiant

mažos apimties uždavinius, šie algoritmai pademonstravo daug geresnius rezultatus,
nei pavieniai euristiniai (3 ir 4 pav.). Tuo tarpu, kai uždavinio apimtis viršijo 50 sta-
čiakampi

↪
u, geresni rezultatai jau gauti sprendžiant euristiniais metodais (ŽKU).

Buvo manoma, kad parinkus pradin˙es s
↪
alygas hibridiniam GA + ŽKU algoritmui,

panaudojant vien↪a iš euristini↪u metod↪u (ŽKU) pagerės sprendinio kokyb˙e. Tačiau
eksperimentai paneig˙e ši

↪
a prielaid

↪
a (4 pav.). Pradin˙e populiacija buvo konstruojama

tokiais būdais: vienas sprendinys sugeneruojamas ŽKU metodu, o kiti atsitiktinai; arba
visi atsitiktinai. Lyginant rezultatus, esant mažos apimties uždaviniams, lyderiavo at-
sitiktinis parinkimas.

Dar vienas
↪
idomus pasteb˙ejimas (4 pav.) GA + ŽT hibridinis algoritmas parod˙e

tuos paˇcius rezultatus, kaip ir GA + ŽKU (išskyrus uždavin
↪
i 5_1), nors pavieniui ŽT
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4 pav. Bendras algoritm↪u palyginimas.

ir ŽKU metodai veikė labai skirtingai (3 pav.).Tai paaiškinama panašia ŽT ir ŽKU
veikimo logika. Nepaisant to, kad ŽT algoritmas turi tr¯ukum

↪
u lyginant su ŽKU tie

trūkumai yra kompensuojami genetinio algoritmo veikimu [3].
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SUMMARY

J. Pokštas, N. Listopadskis. Analysis of cutting stock problem metaheuristic algorithms

The analysis of cutting stock problem and heuristic and metaheuristic algorithms for solving it are pre-
sented in this paper.
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