
���������	�
������������������	���������������������������� �
!"�#��$��%��&'&)(*$��%+,�'-.&	/10'2'2,3#/�45�����	��687,6:9
;
©

9=<=<?>A@�B ;DC,E'FHG?I"J�K,KML 65N?O?9:PQ>�9RO�9

SUTWVXTZY\[^]`_aTZbdc efbdS VWegYihjS)ekckhl[mb [^n
o c`prqtsucvqUpwefYx_ [^SUTZY o [^n ydqU_aefb
]z[ o c`qUpgT

{}|�~��"{��������}�*���	����{A|��}{��*�������������%����
���'�:���H���������: =�:�M¡�¢��M�Q£¤�:¥5¦¨§��©�� j��¥�ªl �£¬«©R¡5¥5£¬��������®�5�5¯� ��M� �±°M�
�,²8³���´R�,²,µ³�¶D²8·?|#¸M¹�º�»�¼¾½�¸�¿?À	Á'ÂÃ�}�M³����	¶=º�»1Ä ²8Å�³��M��Ä�
�
½�ÆÇ�	Ä È�É�ÊjË:Ì�Í	Î�Ï�Í�ÐÒÑÔÓ�Í'Ê�ÍMÕjÐ�Ö�Í�Ð	×'Ö'Ï,Õ¾Ñ8ØMÏÚÙÛÊ¾Ñ�Ö�Ê'ÕjÐ�Ë?ÎjÐ�ÖjËMÜ	Î�Ü,×�ØMÖ�Ö�ÍÚÑ8Ø©Ï

{�´=ÝR´RÄÞ	´=�ß��´=à�²8´=ÆÃá�´R·A¿'º�âM¹	¹,¸�ã�·±´RÞ�Ä¶8´=��ä�´=á�·8³#�M·±å�æ�º�â	¹	¹	Á

çéè¨êRë=ì�í�îMë	ï}ð�ñ FHò B"ó I5ôWõRöl÷�òAI óHójø Fúù	ûDI ñ FHõ?E'÷¾õRö ñ C B ; B E ñ B û¾õRöÒü	û B ÷�÷�ý'û BÃþ¤ÿ������ õRöÒCMý P
òAIRE,÷AFHE ÷ ñ I=E��'FHE���ü�õ=÷�F ñ Fúõ=E þ CMý,òAI=E�ü�õ?÷ ñ ý	û B	� ü'û�õ ø F
� B ÷ÃIßý,÷ B öý ó FúE	ö õRû�òAI ñ FHõ?E IRù�õ?ý ñ
ñ C B ü,C��	÷�FH;�I ó I=E��ÛC B I ó ñ C�;5õ?E��'F ñ FHõ?E�õRö�I=E�FHE��'F ø F
�	ý�I ó� J�E ñ C,FH÷
ô¨õRû�GÛ;5õ=E ñ û�õ óHóúB �ÛFHE ø?B û ñ B �
ü B E��'ý ó ý,ò þ¤ÿ J ��� ò}õ�� B±ó ôÚF ñ C I�÷�FHE�� óHB � B �=û B±B õRö�öû B5B �'õ?ò þ�������� FH÷Ãý,÷ B � FúEiõ=û�� B ûñ õ ÷�FHò�ý ó I ñ B ñ C B*ø Fúù	ûDI ñ FHõ?E�õ=ö ÿ���� õRö
IACMý,òAI=Eéù�õ����éFúE�I=E ñ B û�FHõ P ü�õ=÷ ñ B û�FHõ=û�F þ ö õRû�ô
IRû�� P
ù,I=;DG©ô
IRû�� � �	F û B ; ñ FHõ?E��'ý	û�FHE���÷ ñ F óHó ÷ ñ I=E��'FHE��  ð ò B ñ C'õ���ö õRû�F�� B E ñ F���;5I ñ FHõ?E�õRö ñ C B ÿ J �
ò}õ�� B5ó ü,IRûDI=ò B ñ B û�÷ÛFH÷�ù,I=÷ B �.õ?E EMý,ò B û�FH;�I ó ;5õ=ò}ü,ý ñ I ñ FHõ?E.õ=ö ñ C B ÷ B E'÷�F ñ F ø F ñ F B ÷Çõ=ö ñ C B
ü B E�I ó ñ � P ñ �'ü B¾B û�û�õ=û%ö ý'E,; ñ FHõ?E ñ õ}÷�òAI óHó�ø IRû�FúI ñ FHõ=E,÷%õ=ö1ò}õ�� B±ó ü,IRûDI=ò B ñ B û�÷ �@ C B I=ü,ü	û�õ�IR;8C
FH÷lI=ü'ü ó FH;�I=ù óúB ñ õ�÷ ñ û�ý,; ñ ý'ûDI ó ò}õ�� B5ó ÷1ôÚF ñ CAI=E���EMý'ò�ù B û1õRö ����� IRE���IRE���÷ ñ û�ý,; ñ ý'ûDI ó ;5õ=ò P
ü óHB�� F ñ �  L ý,ò B û�FH;�I ó,B�� IRò}ü óHB � B ò}õ=E,÷ ñ ûDI ñ B ÷ ñ C B ò}õ�� B5ó ü�I:ûDI=ò B ñ B ûlF�� B E ñ F���;5I ñ FHõ?E�û B ÷�ý ó ñ ÷
ü	û�õ ø F��	FúE��ÇE B I:û ó � ñ C B ù B ÷ ñ òAI ñ ;8C�õ=ö ñ C B ò}õ�� B5ó ù B C�I ø Fúõ=ý'û ñ õ ñ C B û B I óÒB�� ü B û�FHò B E ñ I ó
û B ;5õ=û��ÛõRö ÿ���� ü�õ=÷�F ñ Fúõ=E 
 "!$#&%('�)+*-,/. ;5õ=E ñ û�õ óHóúB ��FHE ø�B û ñ B � ü B E��	ý ó ý,ò10'CMý,òAI=E ü�õ?÷ ñ ý	û B 0�õ?ü ñ FHòAI ó ;5õ=E ñ û�õ ó 0�÷ B E P
÷�F ñ F ø F ñ �Ãö ý,E'; ñ FHõ?E'÷

2�3"4�576�8:9�;(<>=-6@?A975

¼�Å�´�²8ÄÆ�´�È�CBED�F�¶8ÆÇ�MÈÈ�Þ�Ä á�·±�M²8ÄGD	��¶�D�F�²8Å�´�Ý:´R�,²±´R·�D�F�à�·±´=¶±¶D³�·±´IHKJ�L(M7NOD$F#Å�³�ÆÇ�M�#¶¨Ä �
¶�²5�M����Ä�@P àQD,¶DÄ ²8ÄGD	�RH Å�³�ÆÇ�M��àQD,¶�²±³�·8´CN
ÆÇ��å�à�·�D©Þ,Ä ��´*³�¶D´SF ³�ÈjÄ �@F�D	·±Æ��M²8ÄGD	���	áQD'³�²%²±Å�´
à�Å�å�¶8Ä ÝR�MÈ��M����Å�´=�	Èú²±Å�Ý	D'����Ä ²8ÄGD	�TD$F��M�éÄ����ÄÞ�Ä��³��MÈ�|:L*��´>D$F ²8Å�´�Æ1D'¶D² à-D	à�³�È �M·7B¾��å�¶
²UDÛÆÛ´?�	¶8³�·±´*¶D²±�M�#��Ä �:PÛ¶D²±�	á�Ä ÈÄ ²�åÛÄ ¶ ²UDÛ·8´+P	Ä ¶�²±´R·¾Æ1D©Þ	´RÆ�´=�'²5¶VD$FOJ�L(MWD'�é²±Å�´*á#�	¶8´(D$F
¶D³�à�àQD'·D²?|1¼�Å�´�·8´?¶D³�È ²8Ä�@PYX:P	³�·8´�Ä ¶}ÝR�MÈÈ´=���ß¶D²±�	á�Ä ÈGD$P'·±�	Æß|ZJ�L(Mk¶DÄGP	�#�MÈ¨·8´=à�·±´=¶8´R�,²±¶
�ÛÝSD	ÈÈ ´?Ý�²±Ä Þ'´(D'³�²±ÝSD	Æ�´ID�FÒ�	È È1¶8å�¶�²±´RÆÇ¶¾²8Å#�©²"�M·±´�·8´?¶Dà-D	��¶8Äá�È ´(F�D	·�ÆÇ�	Ä �,²±�	Ä ��Ä �@PÛá-D���å
³�à�·±Ä
P'Å'²?|

["Ä
\�´=·8´=�,²%Æ1D���´RÈ ¶Ú�M·±´�³�¶8´=�ÛÄ �]D'·±��´R·
²�D}´	^�à�È �MÄ��²8Å�Ä ¶Rº,�©²
²±Å�´�X�·5¶�²7P	È �M��ÝR´	º�_,³�Ä ²8´
Ý5Å���D	²8Ä ÝÚ¶DÄGP	�#�MÈ`H¤¶8´R´ äÒÄGP�|,¿/N:É=à�Ä����´?�Aà-D	Èå�ÆÛ´=·7acb$dÔº��	³�²UD"·8´+P	·±´=¶±¶DÄÞ	´�acb$deD	·�F ³:fSfRå}ÈGD$P'ÄÝ
a�b$d�Æ1D���´RÈ ¶R|���´=Þ	´=·D²±Å�´RÈ´=¶±¶�Æ1D,¶�²�D�F�²±Å�´RÆgF¤�	Ä È,²UD*Ä��´R�,²8Ä
F å�²8Å�´¾Þ�Ä á�·±�M²8ÄGD	�AÈ �CBhD�F`J�L(M



â �����*�©¡±�©��¥��	�©¥5¦���� § ¡��	��£¬ �¥��©£¤R �


������Q)	!������ õ ø?B ò B E ñ õ=ö ÿ���� õ?EÛI�ù�IR÷ B õ=ö1÷�ý,ü'ü�õ=û ñ 

Ä �ià�Å�å�¶DÄGD	ÈGD$P'ÄÝ=�MÈÈ åßÆ�´=�	��Ä �:P�F ³�È¨²±´R·±Æ�¶��	��� �	·8´Û�@D	²�Þ'´R·±å�àQD'à�³�È �M·�Ä� ²±Å�´ÇÝ:ÈÄ ��ÄÝ=�MÈ
Ý	D	�,²±´	^�²%¶�DIF¤�	·=|�L*��´�D�F�²8Å�´�Æ1D'¶D²%àQD'à�³�È �M·
Æ1D���´RÈ ¶ÚÄ ¶¨²±Å�´"Ý	D'�,²8·�D	ÈÈ ´?� Ä��Þ	´=·D²±´=� à#´=��½
��³�È³�Æ H J � M7N
Æ1D���´=È:B�Å�Ä Ý5Å�·8´=à�·8´?¶D´=�,²±¶¨Æ1D©Þ	´=ÆÛ´=�,²±¶�D$F�J�L(M.Ä�é�M�,²8´=·8ÄGDM½Ôà-D'¶D²8´R·±ÄGD	·±Ä
H�F�D	·�B��M·5��½�á#�	Ý���B¾�	·±�QN
��Ä·8´?Ý�²8ÄGD	�ß��³�·±Ä�@PÇ¶�²±Ä ÈÈ�¶D²±�M�#��Ä �:P�|

� |�� D'·±�'¶8¶UD��	�����.| ��Ý5Å�Ä´Rà�à#�©²8Ä Ä � acb$d ·±´RÈ �©²±´=�.ÝSD	�,²8·�D	È�D$F¾²±Å�´éÄ��Þ	´R·8²8´?�ià#´=��½
��³�È³�Æ B�Ä ²8Å�²AB7D�Ý	D'�,²8·�D	ÈjÆ�´=Ý5Å��	��Ä¶8ÆÇ¶RÉ�D'à#´=��½�ÈGD�D	à�Ý	D	�,²±·UD'È�Æ�´?Ý5Å��M��Ä ¶8Æ^³�¶8´=�TD©Þ'´R·
¶DÅ@D'·D²8½Q²±´R·±Æ à#´=·8ÄGD�� �M�#�ZÝ:ÈGD'¶8´=��½ÔÈGD�D'à Ý	D'�,²8·�D	È"Æ�´?Ý5Å��M��Ä ¶8Æ ³�¶D´?� D©Þ'´R·�ÈGD	�:PM½�²8´R·±Æ
à#´=·8ÄGD�� | �WÅ�ÄÈ´ {}|-M¨´:²8´=·��©�ÇÄ�hacb$d¨��´=Æ1D	��¶D²8·5�©²±´=��²8Å��M²"²±Å�´ÃÆ1D���´RÈÄ�@Pé·±´=¶8³�Èú²5¶�Ý	D'��½
¶DÄ ¶�²±´R�,² B�Ä ²8Å ´S^�à#´=·8ÄÆ�´R�,²±�	È ���M²±��ÆÇ��åiá#´YD	á�²5�MÄ��´=� ³�¶8Ä�@P D	��È åRD	��´�Ý:ÈGD'¶8´=��½ÔÈ
D�D'à
Ý	D	�,²±·UD'È,Æ�´?Ý5Å��M��Ä ¶8Æ F�D	·
á-DM²±Å ½1ÈGD	�:P��	���Û¶DÅ@D'·D²¨²±´R·±Æ`½1à#´=·8ÄGD���¶=|©���Ûá-DM²±ÅÇÝR�	¶8´=¶ J � M
Æ D���´=È1à��	·±�	ÆÛ´R²8´=·±¶�B¾´R·±´}¶D´=È ´?Ý�²8´?��´RÆ�à�Ä·8Ä ÝR�	È Èåéá�å�ÝSD	Æ�à��M·±Ä�@PÃ²±Å�´ÃÝSD	Æ�à�³�²±´=�ß�M���
´	^�à#´=·8ÄÆ�´R�,²±�	È1���©²5� a�b#º-b#º`b$d�|

¼�Å�´�F�D'·8ÆÇ�MÈ#Æ�´:²8Å:D��TF�D	·�J � M Æ1D���´RÈj�M���éÄú²5¶"!�Ý:ÈGD'¶8´=��½ÔÈGD�D'àéÝ	D'�'²±·UD'È�à��	·±�	ÆÛ´R²8´=·±¶
Ä��´=�,²8Ä
X#ÝR�M²8ÄGD	� Ä¶Aà�·8´?¶D´=�,²8´=�iÄ� a�b$dÔ|l¼�Å�´ÇÆ�´R²8Å@D�� ´RÆ�à�ÈGD©å�¶�²8Å�´ D	à�²±Ä Æ ³�Æ ÝSD	�,²8·�D	È
²8´=Ý5Å���ÄG_,³�´Ya�b�d�|j¼�Å�Ä ¶*à#�Mà�´R·�Ä¶��M��´S^�²8´R�#��´=��Þ	´R·5¶8Ä
D'� D�F�acb$d�|j�Ô²�à�·8´?¶D´=�,²±¶�²±Å�´Ûà�·UD�D$F
D�FÒ²8Å�´ P'´R��´=·±�	ÈjÝ=�	¶8´(D$Fl²±Å�´AÝ	D'�,²8·�D	Èjà��M·5�MÆ�´R²8´R·5¶¾Ä��´R�,²8Ä
X#ÝR�M²8ÄGD	��Æ�´:²8Å:D��1|

#�3%$'&Z6)(�9�;+*

, ï.-#ï0/2143jëRì514676.8�9;:.3=<�8,ì�ë>8	9;?@8	3�9�A�67A�BCBD1�9�8	6Úí)3�9E8'ì�ì51#ìGFHA�3ÒîMëI:7143
FJ1#ì5BKA�6¤í�ë>:7143
���1J � M�Æ1D���´=È`HQäÒÄ
P#|©â�N1Å�³�ÆÇ�	�Ãá-D���å}Ä¶l·8´=à�·±´=¶8´R�,²8´?�A�	¶Ò��·±Ä
P'Ä�AáQD���å B�Ä ²8ÅÃ²8Å�´�Ý:´=��½
²8´R·�D$FÒÆÇ�'¶8¶ H J�LL��N D'¶±Ý:ÄÈ È �©²±Ä �:PÛ�	·UD'³�����²8Å�´A�	�)��È ´NMAD	Ä�,²=|�¼�Å�´A��å,�#�MÆ�ÄÝ�´/_'³#�©²8ÄGD	�
D�F
¶D³�Ý5Å��Ç¶8å�¶�²±´RÆ)Ä ¶�D'á�²±�	Ä ��´?� D	��²8Å�´}á#�	¶8´ D�FÒ²8Å�´Ã�	�@P	³�È�	·¾Æ1D'ÆÛ´=�,²8³�Ægà�·±Ä ��ÝRÄ à�È ´
á,åÇÆÇ�O�,Ä�@PÛ�	¶±¶D³�Æ�à�²±Ä
D'��¶%²8Å��M² ²±Å�´*à-D'¶D²8³�·8´���´RÞ�Ä �©²8´?¶ �CB���å"F ·UD'Æm³�à�·±Ä
P'Å'²¾àQD,¶DÄ ²8ÄGD	�
��³�´�²UD ¶�D'ÆÛ´�à�Å�å�¶8Ä
D'È
D�P	Ä ÝR�MÈ�F¤�'Ý�²UD'·±¶�H¤´	| P�|Má�·8´?�©²8Å�Ä �@P�N�º	�'¶�B¾´RÈÈ��	¶
��³�´�²UD�²±Å�´�²UD'·�_,³�´
P	´R��´R·5�©²8´?�Ãá�åÃ²8Å�´�P'·±��Þ�Ä ²�å F�D	·5Ý:´'|M¼�Å�´�Ä��P�³�´=��Ý:´�D$F1¶D³�Ý5Å F¤�'Ý�²UD'·±¶¨Ä��²8Å�´ J � M.Æ1D���´RÈ
Ä¶�·±´Rà�·8´?¶D´=�'²±´=���	¶¾²8Å�´��:��¢Û��� �©��£¬«©�QM£ ¥5����¡"R5�© j�±A�Ô�M¡�SR��

Td(t)
|



�Û:«©R� ���j¢�R ����© =Q��#�M�H£7Q	�M�Q£¤�M  �D���#��¡����:����¡8�M�����IQ	R� ¥ ���
	}��¢Ç�© ����©¥��Q��¡8 À

������Q)	!�)�#ÿ õ?E ñ û�õ óHóHB ��J�E ø�B û ñ B � �jB E��'ý ó ý,ò þ¤ÿ J ��� ò}õ�� B5ó õ=ö�I�CMý,òAIRE ü�õ=÷ ñ ý'û B/

��ÝRÝ	D'·±��Ä �@P�²UDWacb$d�²8Å�´ßÝ:³�ÆÃ³�È �©²±Ä Þ'´���Ä ¶�²±³�·±á��M��ÝR´é²�D	· _'³�´�ÆÇ��å á#´�·8´=à�·±´=¶8´R�,²8´?�
�	¶�ÈGD�B�½ X#Èú²±´R·±´=� � �M³�¶±¶8Ä�	���:D	Ä ¶D´'|���� D	·5��´=·�²UD�ÝSD	³��,²8´=·±�'Ý�²�²±Å�´Ã��Ä ¶�²±³�·±á��M��ÝR´�²UD'·�_,³�´
Å,³�Æ��	�\á-D���å à�·�D���³�ÝR´=¶ ²8Å�´ �5�©¡�¡±±�R��£¬«���Ô�M¡�S:��

Tc(t)
|Ú¼�Å�´�Ý	D	·±·±´=Ý�²±Ä Þ'´é²�D	· _'³�´�Ä ¶

�	¶±¶D³�Æ�´?��²UDßá�´Ç��ÈÄ��´=�	·(F ³���Ý�²±Ä
D'�&D$F%²8Å�´�¶UB���åß�	�@P	È´	º �	�@P	³�È �M·�Þ'´RÈGD�ÝRÄú²�å��	����²±Å�´
²8ÄÆÛ´}Ä�,²8´+P	·5�MÈ`D�Fl²8Å�´A¶UB¾��åé�	�@P	È´	|���� acb$d�Äú²�Å��'¶�á#´=´R�ß·±´	F ´R·±·±´=�Ç²�DÇ�	¶���¡±�����©¡���£¤�© ��M� ¦
£¬ ����°	¡8�M�Ò�© =Q QM£ �"R¡8: #�Q£¤�M�����
�������5�M ���¡8�©�¬� R¡�|#äÒÄ���MÈÈå�²±Å�´Ã¶8Ä �@P'È ´ [ L�ä J � MZÆ1D���´RÈ
Ä¶���´=¶±Ý:·±Ä á�´=���	¶
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Ä �,²8·�D���³�ÝR´=��á,å�Æ�´=�M�#¶�D�F�²±Å�´AÝ5Å@D,¶D´=� R¡�¡8�©¡Ú�5�� j�:��£¤�©  �	¶

J(u) =

T
∫

0

ψ(u, u̇, ü) dt,
HQâ�| â�N

ψ(u, u̇, ü) =
1

2

(

uCOP (t) − uref (t)
)2
,
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B�Å�´R·±´

uref

�M·±´ J�L(M�Þ©�	È ³�´?¶�·±´=ÝSD	·5��´=�}��³�·8Ä�@P�´S^�à#´=·8ÄÆ�´R�,²=º
uCOP

�	·8´ J�L(M�Þ��	È ³�´=¶
ÝR�MÈ Ý:³�È�M²8´=� F ·�D	Æ J � M Æ1D���´RÈ����©²±���'ÝRÝ	D'·±��Ä �@P ²UDÛ²±Å�´IF�D	·±ÆÃ³�È �Ûà�·±´=¶8´R�,²8´?��Ä�&acb�dÔÉ

uCOP (t) = hu(t) −
Iü(t)

mg
.

, ï , ï�� 8�3ÒêI: ë>:7<�: ë�� î 1�8�� îO:78	3jë?ê%14F�ë���8 8,ì�ì51�ìGFHA�3lî	ë>:.1�3
, ï , ï.-#ï
	���8 BD8,ë���1�9
J7D	��¶8Ä��´R·��M��´RÈ �	¶D²8Ä Ý�¶�²±·8³#Ý�²8³�·8´�à�·±´=¶8´R�,²8´?��á�åÇ²±Å�´A��å����	ÆÛÄ Ý�´+_,³��M²8ÄGD	�ß�	¶

mü+ cu̇+ ku = w(u, u̇, {p}) + rf,
HQâ�| À�N

B�Å�´R·±´
u, u̇, ü

�M·±´"��Ä ¶Dà�È�'Ý:´RÆ�´=�'²?º'Þ'´RÈGD�Ý:Ä ²�åÛ�	���é�	Ý=Ý:´=È ´=·±�M²8ÄGD	�]D�F��ÃáQD���å'º
w

Ä¶ �@D'��½
È Ä��´=�	· F�D	·5Ý:´ÇÞ'´=Ý:²UD	·?º

f
Ä ��à�³�² ´S^�Ý:Ä ²±�©²±Ä
D'� Þ	´=Ý:²UD'·=º

r = const
º B�Å�Ä Ý5Å Ý	D'��Þ	´R·8²±¶}�	�

Ä ��à�³�²é´	^�Ý:Ä ²±�M²8ÄGD	�\Þ	´=Ý:²UD'·Ã²�D ²±Å�´ß�@D����MÈ�F�D'·±ÝR´�Þ'´=Ý:²UD	·?º
{p}

Ä¶Ç� Þ	´?Ý�²�D	·1D�F�Æ D���´=È
à��M·5�MÆ�´:²±´R·5¶R|

¼�Å�´ D	á�M�´?Ý�²±Ä Þ'´}Ä¶�²UD1X����
f

�M�#�
{p}

Ä �ß²±Ä Æ�´AÄ�,²8´=·8Þ©�MÈ
[0, T ]

º@B�Å�Ä Ý5ÅßÆÛÄ��ÄÆ�Ä
f=´
²8Å�´�²5�M·�P	´:²�F ³��#Ý�²8ÄGD	�

J = ϕ(uT , u̇T ) +

T
∫

0

ψ(u, u̇, ü, {p}) dt,
HQâ�| � N

B�Å�´R·±´
u

º
u̇

º
ü

�M·±´ ��Ä¶8à�È �	Ý:´=Æ�´R�,²=º�Þ	´=È
D�Ý:Ä ²�å��M�����	ÝRÝR´RÈ´R·5�©²±Ä
D'���©²"²±Å�´Û´R����D�F
²8ÄÆ�´
Ä �,²8´=·8Þ©�	ÈQºÚÄ�| ´	|VB�Å�´R�

t = T.
¼�Å�´�Æ�Ä ��ÄÆÃ³�Æ Þ©�	È ³�´ D$F�²8Å�´ß²5�M·�P	´:²]F ³���Ý�²±Ä
D'�

J
Ä ¶

´R��¶8³�·±´=�YB�Å�´R�1É

∂J

∂f
= 0,

∂J

∂p
= 0,

∂J

∂T
= 0.

H�â�| ¸$N

��D�B¾´RÞ	´=·=º Ä � à�·5�	Ý:²8Ä Ý:´�Ä ² D�F¬²±´R�k�Mà�à�´=�	·±¶�²UD�D ��Ä �éÝR³�Èú²ß²�D�¶UD	ÈÞ	´�²8Å�´.¶8å�¶D²8´=Æ
D�F%�@D'��ÈÄ ��´?�M·*´+_,³��©²±Ä
D'��¶ HQâ�| ¸$N:| ¼�Å�´R·±´	F�D'·8´}²±Å�´ÛÄú²±´R·5�©²8ÄÞ	´ à�·�D�ÝR´=��³�·8´ Ä¶��Mà�à�È Ä´=� F�D	·
ÆÛÄ��ÄÆ�Ä
f?�©²8ÄGD	� D$F�²8Å�Ä¶�F ³���Ý�²±Ä
D'�1º@B�Ä ²8Å�¶D´=��¶8Äú²±Ä Þ�Ä ²�å]F ³���Ý:²8ÄGD	��¶

∂J

∂{p}
,

∂J

∂f
,

∂J

∂T

�	¶¾²8Å�´Ã¶D´?�M·5Ý5Å���Ä·±´=Ý�²±Ä
D'�1|�¼�Å�´}à�·�D�Ý:´?��³�·±´(F�D'·�D	á�²5�MÄ��Ä�@P�²8Å�´A¶8´R�#¶DÄ ²8ÄÞ�Äú²�å]F ³���Ý�²±Ä
D'��¶
Ä¶�¶8Ä Æ�ÄÈ�	·��'¶�Ä �Ea�b�dÔ| ¼�Å�´ÇÝ	D'�5M�³@P'�M²8´ Þ��	·8Ä �Má�È ´?¶*�	·8´Û³�¶8´=��Ä�RD	·5��´R·*²UD�´	^�à�·±´=¶±¶�²±Å�´
Þ��	·8Ä �©²±Ä
D'�ED$F�²8Å�´�²5�M·�P	´R²]F ³���Ý�²±Ä
D'�WÄ ��²±´R·±Æ�¶ D�F

{p}, f(t)
�	���

T.
»1´R²�³�¶é��´	X���´

¶DÆÇ�MÈÈ¨Þ©�M·±Ä�M²8ÄGD	�
δf

D�F%Ä��à�³�²A´S^�Ý:Ä ²±�©²±Ä
D'�1º
δp

Ä ¶�²8Å�´ÛÞ©�	·8Ä �©²±Ä
D'��D�F à��M·5�MÆ�´:²±´R·5¶Rº
δTÄ¶�²8Å�´ Þ©�M·±Ä �©²8ÄGD	� D�FA²±Å�´ È´R�:PM²8Å D�FA²±Å�´i²8ÄÆ�´ Ä�,²8´R·±Þ©�MÈ�|��"¶ß� ·±´=¶8³�È ²=º�Þ©�M·±Ä�M²8ÄGD	��¶

h(t), ḣ(t), ḧ(t)
D$Fj��Ä¶8à�È �	Ý:´=Æ�´R�,²±¶=ºMÞ	´=È
D�ÝRÄú²±Ä ´?¶Ú�M�����'ÝRÝ:´=È ´=·±�M²8ÄGD	��¶OD$F#²±Å�´"¶8å�¶�²±´RÆ B�ÄÈÈ

�Mà�à�´=�	·=|
��D�B B¾´}¶D³�á#¶�²±Äú²±³�²8´

f + δf, {p}+ δ{p}, T + δT, u+ h, u̇+ ḣ, ü+ ḧ
Ä �,²�D ²±Å�´

²±�M·�P	´R²�F ³���Ý�²±Ä
D'�
J
HQâ�| � N��M���YD	á�²5�MÄ��²±Å�´}Þ©�M·±Ä�M²8ÄGD	� D�Fl²8Å�´�²5�M·�P	´:²�F ³��#Ý�²8ÄGD	�

J
�	¶=É
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δJ =
∂ϕ

∂uT

δuT +
∂ϕ

∂u̇T

δu̇T + ψ(uT , u̇T , üT , {p}) δT

+

T
∫

0

(

∂ψ

∂u
h+

∂ψ

∂u̇
ḣ+

∂ψ

∂ü
ḧ+

∂ψ

∂{p}
δ{p}

)

dt.
H�â�| Á�N

¼�Å�´ F�D'È ÈGD�B�Ä�@P�²±·±�	��¶AF�D'·8ÆÇ�M²8ÄGD	��¶ �M·±´�à�´R·UF�D	·±ÆÛ´?�.Ä�ED'·±��´=·A²�D ´S^�à�·8´?¶8¶ Þ©�M·±Ä�M²8ÄGD	��¶
h(t), ḣ(t), ḧ(t)

Ä�Ã²±´R·±Æ�¶�D$F#Þ©�M·±Ä�M²8ÄGD	��¶
δf, δ{p}, δT.

��F¬²8´R·
Æ ³�È ²8Äà�È Ä ÝR�M²8ÄGD	� D�F�´+_,³��©½
²8ÄGD	� HQâ�| À�NÒá,åÛÝ	D'�5M�³@P'�M²8´�Þ©�M·±Ä �Má�È´=¶

λ(t), µ̇(t), η̈(t)
�	����á�åÃà�´R·UF�D	·±ÆÛÄ�@P�Ä�'²±´SP'·±�M²8ÄGD	�

��³�·±Ä �@PÛ²±Ä Æ�´}Ä�'²±´R·±Þ©�MÈ
[0, T ]

B¾´ D	á�²5�MÄ�1É






























































T
∫

0

(

λmü+ λcu̇+ λku
)

dt =

T
∫

0

λw(u, u̇, p)dt+

T
∫

0

λ(rf) dt,

T
∫

0

(

µ̇mü+ µ̇cu̇+ µ̇ku
)

dt =

T
∫

0

µ̇w(u, u̇, p)dt+

T
∫

0

µ̇(rf) dt,

T
∫

0

(

η̈mü+ η̈cu̇+ η̈ku
)

dt =

T
∫

0

η̈w(u, u̇, p)dt+

T
∫

0

η̈(rf) dt.

H�â�|Hæ�N

��F¬²8´=·�²±�O��Ä �@P�Þ©�M·±Ä �©²8ÄGD	�#¶7D$FÒá-DM²±Å�¶DÄ ��´=¶�D$F H�â�|Hæ�N�º�²8Å�´}´/_'³#�©²8ÄGD	�#¶ ·±´=�'���'¶



































































































λT

(

müT + cu̇T + kuT − w(uT , u̇T , p) − rfT

)

δT

+
T
∫

0

λ(mḧ+ c̃ḣ+ k̃h) dt =
T
∫

0

λ
(∂w(uT , u̇T , p)

∂p
δp+ rδf

)

dt,

µ̇T

(

müT + cu̇T + kuT − w(uT , u̇T , p) − rfT

)

δT

+
T
∫

0

µ̇(mḧ+ c̃ḣ+ k̃h) dt =
T
∫

0

µ̇
(∂w(uT , u̇T , p)

∂p
δp+ rδf

)

dt,

η̈T

(

müT + cu̇T + kuT − w(uT , u̇T , p) − rfT

)

δT

+

T
∫

0

η̈(mḧ+ c̃ḣ+ k̃h) dt =

T
∫

0

η̈
(∂w(uT , u̇T , üT , p)

∂p
δp+ rδf

)

dt,

H�â�| Â�N
B�Å�´R·±´	É

c̃ = c−
∂w(u, u̇, p)

∂u̇
, k̃ = k −

∂w(u, u̇, p)

∂u
.

����²±Å�´AÝR�'¶D´ D�FÒ²8Å�´}Þ��	·8Ä �Má�È ´�Ý	D'�'²±·UD'Èj²8ÄÆ�´
T
B¾´}Æ���å]B�·±Ä ²8´

δuT = hT + u̇T δT, δu̇T = ḣT + üT δT.
H�â�| ��N

���'²±´SP'·±�M²8ÄGD	��á�åÃà��	·D²5¶Rº,¶D³�Æ�Æ�Ä�@PÃ�M�#�Ç¶D³�á#¶�²±Äú²±³�²8Ä�@PA´/_'³#�©²8ÄGD	�#¶�HQâ�| ��N¨Ä �,²�D HQâ�| Â�N�B�Ä ÈÈ
·8´?¶D³�È ²=É
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(

λT + µ̇T + η̈T

)(

cu̇T + kuT − w
(

uT , u̇T , p
)

− rfT

)

δT
HQâ�| ¿?¹�N

− δu̇T

(

λ̇Tm− η̇T c̃T + ηT k̃T − λTm− µ̇Tm
)

+ üT δT
(

λ̇Tm− η̇T c̃T

+ ηT k̃T + η̈Tm
)

+ δuT

(

λT c̃T + µT k̃T + η̇T k̃T

)

− u̇T δT
(

λT c̃T

+ µT k̃T + η̇T k̃T

)

+ h

T
∫

0

(

λ̈m− λ̇c̃+ λ(k̃ − ˙̃c) − µ
˙̃
k − η̇

˙̃
k
)

dt

− ḣ

T
∫

0

(

µ̈m− µ̇c̃+ µk̃ − η̇ ˙̃c+ η
˙̃
k
)

dt+ ḧ

T
∫

0

(

η̈m− η̇c̃+ ηk̃
)

dt

=

T
∫

0

(

λ+ µ̇+ η̈
)(∂w(uT , u̇T , üT , p)

∂p
δp+ rδf

)

dt.

��D�BRB ´ ·8´/_'³�Ä ·±´¨²8Å��M²ÒÝSD	�5M�³@P,�©²±´
Þ��	·8Ä �Má�È ´?¶ ´R��¶8³�·±´%¶±�©²8Ä ¶�F¤�	Ý�²±Ä
D'� D�F�²8Å�´ F�D	ÈÈGD�B�Ä �@P
¶Då�¶D²8´RÆ D�F¨´+_,³��©²±Ä
D'��¶































λ̈m− λ̇c̃+ λ(k̃ − ˙̃c) − µ
˙̃
k − η̇

˙̃
k =

∂ψ

∂u
,

µ̈m− µ̇c̃+ µk̃ − η̇ ˙̃c+ η
˙̃
k = −

∂ψ

∂u̇
,

η̈m− η̇c̃+ ηk̃ + η
˙̃
k =

∂ψ

∂ü
.

HQâ�| ¿'¿/N

¼�Å�´R� ²±Å�´�´=��� Ý	D'����Ä ²8ÄGD	��¶ H¤�©² ²8ÄÆ�´éÆ1D	Æ�´R�,²
t = T

NA�M·±´éÝR�	ÈÝR³�È �©²8´?�&F ·UD'Æ ²±Å�´
´+_,³��©²±Ä
D'��¶=É















λT c̃T + µT k̃ + η̇T k̃T =
∂ϕ

∂u
,

λ̇Tm− η̇T c̃T + ηT k̃T − λTm− µ̇Tm = −
∂ϕ

∂u̇T

.

HQâ�| ¿�â$N

~ å ²±�O��Ä �@P�Ä �,²UD��'ÝRÝSD	³��,²A²±Å��©²Ã´/_,³��©²±Ä
D'��¶ H�â�|¿?â$N�Å#��Þ	´ÇÆ1D	·±´Ç³��)���@D�B��.Þ©�M·±Ä �Má�È´=¶
²8Å��	��²±Å�´}´+_,³��M²8ÄGD	��¶IH�â�|¿	¿/N:º�²8Å�´A¶UD	È³�²±Ä
D'�YD$Fl²±Å�´RÆwÆ���å�á#´}à�·±´=¶8´R�,²±´=���'¶

λT = λ̇T = µ̇T = η̇T = 0, µT =
∂ϕ

∂uT

, ηT = −k̃−1

T

∂ϕ

∂u̇T

.
HQâ�| ¿?À�N

älÄ���	È Èåé´+_,³��M²8ÄGD	� HQâ�| ¿?¹�N ·8´?�	��¶��'¶
(

λT + µ̇T + η̈T

)(

cu̇T + kuT − w(uT , u̇T , p) − rfT

)

δT +
∂ϕ

∂u̇T

δu̇T

HQâ�| ¿ � N

+
∂ϕ

∂uT

δuT + üT δT
(

λTm− η̇T c̃T + ηT k̃T + η̈Tm
)
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− u̇T δT
(

λT c̃T + µT k̃T + η̇T k̃T

)

+ h

T
∫

0

∂ψ

∂u
dt+ ḣ

T
∫

0

∂ψ

∂u̇
dt

+ ḧ

T
∫

0

∂ψ

∂ü
dt−

T
∫

0

(λ+ µ̇+ η̈)
(∂w(uT , u̇T , p)

∂p
δp+ rδf

)

dt = 0.

��F¬²8´=·Ç´R�,²8´=·8Ä�@Pi´+_,³��M²8ÄGD	�gHQâ�|¿ � NAÄ�,²UDi²8Å�´�´	^�à�·±´=¶±¶DÄGD	� D$F*²5�M·�P	´R²"F ³��#Ý�²8ÄGD	�
J

º
Þ��	·8Ä �©²±Ä
D'�&H�â�| Á�N¾·±´=�	��¶¾�'¶RÉ

δJ =
∂J

∂T
δT +

∂J

∂p
δp+

T
∫

0

∂J

∂f
δfdt,

HQâ�| ¿�¸$N

B�Å�´R·±´}¶D´=��¶DÄ ²8ÄÞ�Äú²�åTF ³���Ý�²±Ä
D'��¶ H¤³�¶D´?�ß�	¶���¶D´?�M·5Ý5Å���Ä·±´=Ý�²±Ä
D'�QN¾�M·±´IP	ÄÞ	´R��á�åjÉ
∂J

∂f
= (λ+ µ̇+ η̈)r,

∂J

∂p
=

T
∫

0

(λ+ µ̇+ η̈)
(∂w(uT , u̇T , p)

∂p
δp+

∂ψ

∂{p}

)

dt,
HQâ�| ¿?Á�N

∂J

∂T
= ψ(uT , u̇T , üT , {p})− (λT + µ̇T + η̈T )(cu̇T + kuT − w(uT , u̇T , p) − rfT )

− üT (λ̇Tm− η̇T c̃T + ηT k̃T + η̈Tm) + u̇T (λT c̃T + µT k̃T + η̇T k̃T ).

, ï , ï , ïzç ?�?�6.:¤î	í�ë>:7143�ë>1D/���� BD1 9�8	6 ?¨í�ì©í)BD8,ë>8,ì :79�8	3jë>:��Òî'í�ë>:.1�3 ?Òì 1#è 678	B
["Ä
\�´=·8´=�,²8Ä �MÈj´+_,³��M²8ÄGD	�TD$F�J � M Æ1D���´RÈ�HQâ�| ¿CNÚÄ ¶¾Ý	D	�#¶DÄ ��´R·±´=�Ç²UD$P'´:²±Å�´R·7B�Äú²±Å�²±Å�´*´=·8·�D	·
F ³���Ý�²±Ä
D'�&H�â�| â$N
³#¶D´?�é�	¶¾�}²5�M·�P	´:²VF ³���Ý�²±Ä
D'�1|���� D'³�·�J � M Æ D���´=È�²8Å�´�Ý	D'�'²±·UD'È�²±Ä Æ�´

T�M����´	^�Ý:Ä ²±�M²8ÄGD	�YF ³���Ý:²8ÄGD	�
f

�	·8´��	¶±¶8³�Æ�´=���	¶ X@^�´=�1º�¶�D1B¾´ID	á�²5�MÄ�1É

∂T = 0, ∂f = 0,
∂J

∂T
= 0,

∂J

∂f
= 0,

∂ψ

∂u̇
= 0,

∂ψ

∂u
=

∂

∂u

(1

2

(

hu(t) −
Iü(t)

mg
− uref (t)

)2)

= h
(

hu(t) −
Iü(t)

mg
− uref (t)

)

,

∂ψ

∂ü
=

∂

∂ü

(1

2

(

hu(t) −
Iü(t)

mg
− uref (t)

)2)

= −
I

mg

(

hu(t) −
Iü(t)

mg
− uref (t)

)

.

�V_,³��©²±Ä
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λ̈m− λ̇c̃+ λ(k̃ − ˙̃c) − µ
˙̃
k − η̇

˙̃
k = h

(

hu(t) −
Iü(t)

mg
− uref (t)

)

,

µ̈m− µ̇c̃+ µk̃ − η̇ ˙̃c+ η
˙̃
k = 0,

η̈m− η̇c̃+ ηk̃ = −
I

mg

(

hu(t) −
Iü(t)

mg
− uref (t)

)

,
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λT = λ̇T = µT = µ̇T = ηT = η̇T = 0.

¼�Å�´*��´=·8ÄÞ©�©²±Ä Þ'´ ∂J
∂p

Ä¶�Ý=�MÈ Ý:³�È �©²±´=�1F ·�D	Ær´+_,³��M²8ÄGD	��H�â�|¿=Á�N�|���Ä �#Ý:´ ∂ψ

∂{p}
= 0,

B¾´
D	á�²5�MÄ�

∂J

∂p
=

T
∫

0

(

(λ+ µ̇+ η̈)
∂w(uT , u̇T , p)

∂p

)

dt,

B�Å�´R·±´
{p} = {KP ,KI ,KD, A,B}

º

w(u, u̇, {p}) = Bx(t) −Aẏ(t) −
(

KPu+KI

t
∫

0

u dt+KDu̇
)

.
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∂p

Ä ¶���´	X���´=�ß�	¶

∂J
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T
∫

0

(

−
(

λ(t) + µ̇(t) + η̈(t)
)

u(t)
)

dt,

T
∫

0

(

−
(

λ(t) + µ̇(t) + η̈(t)
)

t
∫

0

u(τ)dτ
)

dt,

T
∫

0

(

−
(

λ(t) + µ̇(t) + η̈(t)
)

u̇(t)

)

dt,

T
∫

0

(

−
(

λ(t) + µ̇(t) + η̈(t)
)

ẏ(t)
)

dt,

T
∫

0

(

(

λ(t) + µ̇(t) + η̈(t)
)

x(t)
)

dt.
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