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SANTRUMPOS

1D modelis — vienmatis modelis

2D modelis — dvimatis modelis

Arterinis medis — arterijy tinkliné struktiira

BE — baigtiniai elementai

BEM — baigtiniy elementy metodas

BSM — baigtiniy skirtumy metodas

DLDI — diferencialinés lygties dalinés iSvestinés

ECG — elektrokardiograma

PDL — paprastosios diferencialinés lygtys

PPG — fotopletizmograma

PPE — pradinio priartéjimo elementas, kurio modos yra kei¢iamos sintezés metu
PS — pavyzdings srities baigtiniy elementy modelis

PSL — pulso sklidimo laikas

SE — sintezuotieji elementai su koreguotomis elemento modomis

SExx — sintezuotieji elementali, kur tikriniy dazniy paklaida minimizuota pirmyjy Xx %
srities, sudarytos i§ sintezuotyjy elementy

STE — tradiciniai baigtiniai elementai su sutelktosiomis masiy matricomis

TD — baigtiniy elementy modelio tikriniai dazniai

TF — baigtiniy elementy modelio tikrinés formos



SIMBOLIAI

a — svorinis koeficientas
A — skerspjavio plotas
{a¥} — tikriniy formy korekcijos vektorius
[a¥] — tikriniy formy korekcijos matrica
a; — skaitinis jvertis — bangos plotis
a,, — skaitinis jvertis — bangos amplitudé
a,, — skaitinis jvertis — triukSmy amplitudé
[AT] — diferencialinis operatorius
{a®} — tikriniy dazniy korekcijos vektorius
[B] — geometriné, arba jtempiy, matrica
B —svertinis k-tosios elemento formos koeficientas tarp konsistentinés ir sutelktosios
formos funkcijy
[C] — BE modelio slopimo matrica
[C¢] — BE slopimo matrica
[D] — tamprumo konstanty matrica
dT — impulso Zadinimo laikas
E — Jungo modulis
e, — ivertis, leidziantis palyginti BE modelius skaitinés dispersijos poZitiriu
f —daznis
f; —i-tosios Furjé spektro komponentés amplitudé
{F(t)} — iSoriniy jégy vektorius, veikiantis baigtiniy elementy modelj laiko momentu
t
{F¢(t)} — iSoriniy jégy vektorius, veikiantis baigtinj elementg laiko momentu t
h — vamzdzio sienelés storis
[I] — vienetiné matrica
[Y] — tikriniy formy matrica
{#:} — pakoreguota i-toji tikriné forma
{y;} — i-toji tikriné forma
Yioj — tiksli i-toji tikriné¢ forma
k — standumo koeficientas
[K] — BE modelio standumo matrica
K — ekvivalentinis skys¢io tiirinis modulis
k, — simetriskumo koeficientas
[K¢] — BE standumo matrica
[K3E°| — bematis vienmatis sintezuotasis elementas

[Ki’g] — vienmatis sintezuotasis elementas, jvertinantis realios medziagos mechanines
konstantas

[K3E°| — bematis dvimatis sintezuotasis elementas

[Kgg] — dvimatis sintezuotasis elementas, jvertinantis realios medziagos mechanines
konstantas

L —ilgis
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[M] — BE modelio masiy matrica

[M_] — konsistentin¢ masiy matrica

[M,;] — apibendrintoji masiy matrica

[M¢] — BE masiy matrica

[M7] — sutelktoji masiy matrica

u — skyséio dinaminés klampos koeficientas

[N¢(x)] — baigtinio elemento formos funkcijy matrica, kur X — elemento mazgy
koordinatés

Py, — pradinés slégio reikSmés

{P€} — BE slégiy vektorius

ps — periody skaicius

{Q°} — BE iSoriniy jégy vektorius

p — medziagos tankis

Re — Reinoldso skaicius

S§ — elemento pavirSiaus plotas, per kurj jj veikia iSorinés jégos

t — laikas

[T] — posiikio matrica

{ty(xs)} — BE pavirSiuje veikiancios jégos pokytis per tam tikra laika
{U} — BE modelio poslinkiy vektorius

{U¢} - BE poslinkiy vektorius

{U} — BE modelio pirmoji ir antroji poslinkiy laiko i§vestinés

{Ue} — BE pirmoji ir antroji poslinkiy laiko iSvestinés

{U} - BE modelio antroji poslinkiy laiko i§vestiné

{ﬂe} — BE antroji poslinkiy laiko iSvestiné

{ﬁ(i) } — i-tasis baigtiniy elementy modelio tikrinis vektorius / tikrinis virpesys
v — Puasono koeficientas

V, — baigtinio elemento tiiris

v; — i8ilginés bangos greitis

v — skersinés bangos greitis

v — bangos sklidimo greitis

we(n) — skys¢io debitas i-tajame baigtiniame elemente

w; — i-toji baigtiniy elementy modelio tikriné reik§mé / tikrinis daznis
@; — pakoreguotas i-tasis tikrinis daznis

wjo — tikslus i-tasis tikrinis daznis



IVADAS

Bangy sklidimg tampriosiose ir akustinése terpése tenka modeliuoti sprendziant
daugybe inzineriniy uzdaviniy, tarp kuriy mechaniniy konstrukcijy reakcijos j
dinaminj zadinimg apskai¢iavimas, ultragarso matavimy schemy ir rezultaty analizés
algoritmy projektavimas ir testavimas, pavojingy slégio impulsy sklidimo
vamzdynuose prognozavimas ir triikio vietos aptikimas pagal sklindancios bangos
pozymius, seisminiy bangy sklidimo Zemés gelmése ir paviriuje apskaiiavimas
ir kt.

I§ pirmo Zvilgsnio minétus bangy sklidimo procesus modeliuoti nesudétinga.
Daznai jie iSreiSkiami tiesinémis kontinuumo mechanikos lygtimis, kurios gali bati
skaitiskai iSsprestos diskretizuojant erdvéje bei laiko intervale ir taikant baigtiniy
skirtumy metoda (BSM), baigtiniy elementy metodu (BEM) paremtas arba
kombinuotgsias skaitines schemas. BEM formuluotés tampriosioms bangoms
modeliuoti zinomos jau nuo 1960-1970 mety. Jy matematiniai principai isliko i$
esmés nepakite iki $iol. Skaitiniai bangy sklidimo algoritmai pritaikyti tiek
universaliose BEM programinés jrangos sistemose (ANSYS, MSC, ABACUS,
COMSOL ir kt.), tiek specializuotose bangy sklidimui modeliuoti skirtose programose
(WAVE2000, WAVE3000).

Skaitiniai bangy sklidimo modeliai i§ principo yra matematiskai ir
programiSkai nesudétingi, tadiau turi jiems budingg silpnaja vieta. Tai sunkiai
atpaZjstamos skai¢iavimo paklaidos, kurios susidaro panaudojus bent kiek retesnj
erdvés tinklelj. Gerai zinoma, kad objekto, kuriame modeliuojamas bangos sklidimas,
erdvés tinklelis turéty bati ne retesnis nei 17-20 BE modeliuojamos bangos ilgyje.
Skaiciuotojai praktikai i§ patirties zino, kad tai labai nekonservatyvus (nors daznai
literatliroje minimas) jvertis, ir pasirenka dar smulkesnj — mazdaug 30 BE bangos
ilgyje — tinklelj. Pernelyg reto tinklelio nulemtos paklaidos pavojingos tuo, kad jas
labai sunku atpazinti analizuojant gautus skaitinius sprendinius. Daznai paklaidy
dedamosios vizualiai nesiskiria nuo jprastiniy konstrukcijoje sklindan¢iy bangy. Jos
pasireiSkia kaip aukS$tesniojo daznio bangos, sklindanéios pagrindinés bangos
priekyje arba gale. Tokio pobiidzio bangos gali buti ir tikrovéje generuojamos del
terpés geometriniy nehomogeniskumy, kuriuos savo kelyje sutinka pagrindiné banga.
Taip pat jos gali kilti dél tuo pat metu suzadinty aukstesniojo daznio pavir$iniy bangy
atspindziy ir pan. Tac¢iau tokio pobtidzio modelyje stebimy bangy priezastimi gali biiti
ir skaitinés paklaidos. Kartais jos populiariai vadinamos skaitiniu triuk§mu arba
difrakcija nuo tinklelio mazgy. Taciau esmé visada ta pati — nepakankamas tinklelio
smulkumas. Kokj jj reikéty parinkti, i§ anksto numatyti nelengva. Suzadinant bet kuria
banga, dalyvauja ne tik pagrindiné, bet ir visos harmoninés jos komponentés.
Skaitines paklaidas gali sugeneruoti bet kuri i$ jy. Vienintelé universali priemoné
skaitinéms paklaidoms atpazinti yra BE modelio pateikiamo sprendinio
konvergavimo analizé sulyginant kelias to paties proceso realizacijas, gautas su
skirtingo smulkumo modelio tinkleliais.

Labai tankaus tinklelio poreikis kelia problemy, kai tiriamos srities matmenys
yra gerokai didesni uz joje sklindanéiy bangy ilgj. IS ¢ia kyla trumposios bangos
savoka, kuri daugiau susijusi su bangos sklidimo modeliais diskreciaisiais tinkleliais
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pateiktose srityse nei su absoliuciaisiais geometriniais dydziais. Banga laikoma
trumpaja tada, kai jos ilgis daug karty mazesnis uz viso modelio budinguosius
geometrinius matmenis. Pavyzdziui, reikia iSspresti ploks$ciyjy bangy sklidimo
plieningje 10x10 cm dydzio ploksteléje uzdavinj, kai Zadinamy skersiniy bangy
daznis yra 10 Mhz (ultragarso bangos). Esant ~3000 m/s bangos greiéiui ir atitinkamai
0,03 mm bangos ilgiui, isilgai plokstelés tilpty ~300 bangos ilgiy, o tinklelio zingsnj
tekty parinkti ~0,1 mm. Taip bity tenkinama 20-30 tinklelio Zingsniy bangos ilgyje
salyga. Vadinasi, modelio mazgy skaicius netgi tokio palyginti nesudétingo uzdavinio
atveju turéty biiti ~10000x10000. Skaitiskai reikéty spresti ~108 lyggiy sistema, kai
banga akusting, ir ~208 lyg¢iy sistema, kai banga tamprioji.

Taigi viena svarbiausiy problemy, kylanéiy skaitiSkai modeliuojant trumpyjy
bangy sklidima, yra itin didelis skai¢iavimo iStekliy poreikis. Sukiirus aukstesniosios
eilés baigtinius elementus, uZtikrinancius sprendinio konvergavimg esant 2—3 kartus
retesniam tinkleliui, sprendziamo uzdavinio matmenys gali sumazéti 10-30 karty.
Siame darbe siekiama sukurti naujus, grei¢iau konverguojangius baigtinius elementus
akustiniy ir tampriyjy bangy skaitiniams modeliams.

Tyrimo objektas — aukstesniosios tikslumo eilés baigtiniai elementai, skirti
tampriyjy ir akustiniy trumpyjy bangy sklidimo baigtiniy elementy modeliy
paklaidoms sumazinti.

Tyrimo tikslas — sukurti algoritmus aukstosios tikslumo eilés tampriojo ir
akustinio kontinuumo baigtiniy elementy sintezei, kurie leisty gerokai sumazinti
skai¢iavimo iStekliy poreikj sklindancios bangos modeliavimui inZineri§kai priimtinu
tikslumu, ir iStirti gauty elementy savybes taikant juos homogeninése ir
nehomogeninése strukttrose.

Tyrimo uZdaviniai

Tyrimo tikslui pasiekti iSkelti Sie uzdaviniai:

1. ISanalizuoti BE modeliuose atsirandanciy fazinio greicio paklaidy kilme ir
zinomus $iy paklaidy minimizavimo biidus.

2. Taikant mody sintezés metoda, pagal optimaliai pakoreguotas modas
sintezuoti vienmacius (1D) ir dvimacius (2D) maziausios fazinés paklaidos
baigtinius elementus, kuriy masiy matrica yra jstrizaininé.

3. [Istirti sintezuotaisiais elementais paremty bangos sklidimo modeliy
konvergavima nehomogeniniuose ir §akotuose 1D tinkluose.

4. Istirti sintezuotaisiais elementais paremty akustiniy ir tampriyjy bangy
modeliy konvergavima nehomogeniniuose sudétingos geometrinés formos
2D tinkluose.

5. Verifikuoti sukurtus baigtinius elementus ir istirti i§ jy sukurty modeliy
privalumus ir naSumg, palyginant su i§ jprastiniy baigtiniy elementy
sudarytais modeliais.



Darbo mokslinis naujumas

Darbe sukurtas naujas algoritmas, leidziantis optimaliai koreguoty mody
sintezés budu apskaiciuoti baigtinius elementus, i§ kuriy surinkti modeliai turi daug
platesnj artimy tiksliems tikriniy dazniy ruoza nei modeliai, gauti i§ iki Siol Zinomy
baigtiniy elementy. Nors i§ principo koreguoty mody sintezés budas aukstosios
tikslumo eilés baigtiniams elementams gauti buvo pritaikytas jau anks¢iau, Siame
darbe gauty elementy masiy matricos yra jstrizaininés ir tinkamos naudoti isreikstinio
dinaminio modeliavimo (angl. explicit dynamics) skaitinése schemose.

Darbo praktiné verté

Kitaip nei jprastiniai mody sintezés budu gauti elementai, Siame darbe sukurti
elementai gali buti tiesiogiai panaudoti iSreikStinio dinaminio modeliavimo
programingje jrangoje. Taikomieji skaiCiavimai buvo atlikti tiriant realius bangy
sklidimo principu veikianéius ultragarso matavimy modelius.

Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos tema paskelbti 6 moksliniai straipsniai, 2 i§ jy— Mokslinés
informacijos instituto (ISI) pagrindinio sgraSo leidiniuose, turin¢iuose citavimo
indeksa. Disertacijos tema atlikty tyrimy rezultatai buvo pristatyti 4 mokslinése
konferencijose Lietuvoje ir uzsienyje.

Disertacijos struktiira
Disertacijg sudaro jvadas, keturios dalys, i§vados, literatiros $altiniy ir darbo
tema paskelbty moksliniy publikacijy sarasai. Darbo apimtis yra 90 puslapiy. Tekste

panaudotos 58 formulés, 55 paveikslai ir 2 lentelés. Rengiant disertacija remtasi 108
literatiiros Saltiniais.
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1. TRUMPUJU BANGU BAIGTINIU ELEMENTU MODELIAI

Baigtiniy elementy metodu (BEM) atliekama fizikinés elgsenos matematiniais
modeliais grista objekty ir sistemy skaitiné analizé siekiant pavaizduoti jy veikima
virtualiojoje realybéje. Taikant BEM tiriama sudétingos geometrinés formos sritis
suskaidoma j daug mazy baigtiniy elementy (BE). Baigtinio elemento negalima
tapatinti su diferencialiniu elementu. Aprasant kiiny fiziking elgsena, diferencialinis
elementas yra parinktos koordinaciy sistemos asiy kryptis atitinkanti reguliarios
formos nykstamai maza dalelé, kuriai uzraSomas nagrinéjama reiskinj nusakantis
fizikos désnis. MatematiSkai pereinant prie ribos, kai diferencialinio elemento dydis
artéja prie nulio, gaunama nagrinéjama kiing iSreiSkianti diferencialiné lygtis
dalinémis iSvestinémis (DLDI).

Baigtinis elementas yra baigtinio dydzio, t. y. ne nykstamai maza, kiino dalis.
BE geometriné forma neprivalo buti reguliari. Dazniausiai tai daugiakampis arba
daugiasienis, vienareik§miskai apraSomas jo vir§tiniy (mazgy) pozicijomis.

Kiekvieno BE fizikiné elgsena yra iSreiskiama tokia pacia DLDI, kaip ir visas
kiinas. Taikant BEM, kiekviename baigtiniame elemente DLDI svertiniy netekéiy
metodu pakei¢iama jos silpngja formuluote, 0 gautos israiSkos pertvarkomos
naudojantis Grino formulémis. Galiausiai BE apytiksliai isreiskiamas algebriniy arba
paprastyjy diferencialiniy lygéiy (PDL) sistema, atitinkancia konkretaus BE
geometring formg ir jame galiojan¢ias fizikines konstantas. Lyg¢iy sistemos
kintamieji yra nagrinéjama fizikinj procesa iSreiSkianciy biivio ir poveikio kintamyjy
reik§més BE mazguose. Po to, laikant kiing i§ BE sudaryta konstrukcija, visy BE
lygtys sujungiamos j konstrukcijos lygCiy sistema, taikant fundamentalius bavio
kintamyjy reikSmiy darnos ir poveikiy pusiausvyros désnius.

BEM galima tirti konstrukcijy stating pusiausvyra, kai kintamyjy
priklausomybé nuo laiko nenagriné¢jama, arba atlikti dinaming analize skaitiskai
integruojant PDL sistema laike. Kuo smulkesni BE, tuo didesniy matmeny yra lygc€iy
sistemos ir tuo tiksliau modelis leidzia aprasyti realy objekta. Taciau dideliy matmeny
sistemy sprendimas reikalauja didesniy skaiciavimo istekliy.

I BEM teorijos bei taikymo vystymasi galima zvelgti dviem aspektais. Viena
vertus, siekiama BE konstrukcijos lygciy pavidalu pateikti jvairiausios fizikinés
prigimties uzdavinius. Svarbig vieta uzima susietieji uzdaviniai, kai vieno proceso
metu vienas kitg veikia keletas skirtingy fizikiniy reiskiniy. Kitas aspektas yra metodo
tikslumo gerinimas ne smulkinant tinklelj, o taikant sudétingesnj ir racionalesnj
kintamyjy aproksimavimg BE uzimamoje srityje. Esant dabartinei kompiuteriy
greitaveikai, dideliems atminties iStekliams ir tobulai vidinei architektirai, daznai
linkstama eiti paprasc¢iausiu keliu ir tikslumo siekti vien smulkinant tinklelj, neskiriant
pakankamai démesio matematiskai sudétingesnéms aproksimacijoms ir aukstesniyjy
eiliy BE. Vis délto tam tikrais atvejais to nepakanka ir kompiuterio istekliy ribotumas
sumazina metodo taikymo galimybes. Taip atsitinka, pavyzdziui, atliekant dinaming
analiz¢ bangy, kuriy ilgis daug karty mazesnis uz buidinguosius modelio matmenis
(trumpyjy bangy), sklidimui apskai¢iuoti. Tokio BE modelio tinklelio Zingsnis turi
bati itin mazas, dél to BE modelio lyg¢iy skaiéius ir atitinkamai skai¢iavimo iStekliy
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poreikis gali gerokai vir§yti turimas technines galimybes. Todél atlickami tyrimai
siekiant racionalizuoti skai¢iavimo schemas ir sumazinti kompiuterio istekliy poreiki.

1.1. Baigtiniy elementy metodo raida ir taikymo sritys

Pirmieji darbai, kuriuose aprasytas BEM, pasirodé dar XX a. viduryje (Courant,
1943; Hrennikoff, 1941). Placiau $is metodas imtas taikyti XX a. antrojoje puséje, kai
buvo sukurtos pirmosios BE analizés programos NASTRAN, ANSYS ir kt. Nors
sprendziami uzdaviniai buvo santykinai nedideliy matmeny, ta¢iau jau ir tuo metu
taikant BEM buvo analizuojami seisminiai procesai (Lysmer, Udaka, Tsai ir Seed,
1975), silumos mainy uzdaviniai (Zienkiewicz, 1981), skys¢iy dinamika (Chung,
1978) ir kt. Dabar kompiuteriy nasumas yra Simtus karty didesnis nei pirmyjy
kompiuteriy, ta¢iau BEM sprestiny uzdaviniy poreikiai didéja dar grei¢iau. Nors i$
principo Siuolaikinis BEM leidzia iSspresti beveik bet kokiais fizikiniais reiskiniais ir
ju kombinacijomis apraSomus uzdavinius, analizés detalumas vis délto apribojamas
turimy kompiuterio istekliy. Apzvelgiant naujausius tyrimus, susijusius su BEM
taikymu, matoma, kad jis taikomas bene visose inzinerijos srityse, kur nagrinéjami vis
didesnés geometrinés apimties modeliai ar pereinama j Vis aukstesnj detalumo lygj.
Kaip pavyzdj galima paminéti metodo taikyma statyby inZinerijoje, kai sudaromas
trimatis BE modelis visam tiriamam objektui (Clementi, Gazzani, Poiani ir Lenci,
2016; Stavroulaki et al., 2015), ar nanotechnologijose (Eltaher, Alshorbagy ir
Mahmoud, 2013; Mahmoud, Eltaher, Alshorbagy ir Meletis, 2012), kai molekuliniai
rySiai pakoreguoja jprastinéje kontinuumo mechanikoje taikomus principus.

Lietuvoje BEM pradétas taikyti praéjusio amziaus antrojoje puséje. Metodo
taikymo pradininkai buvo A. Cyras ir S. Maciuleviius, kurie specializavosi statybinés
mechanikos srityje (~1970-1975 m.). Jau ~1980 metais pradéti nagrinéti ir
virpanéiyjy sistemy modeliai (Ragulskis, 1988; Bapayckac, KymbBetnc ir
Parysnbckuc, 1984). 1992 m. R. Barauskas savo habilitaciniame darbe (Barauskas,
1992) pristat¢ BEM taikymo galimybes projektuojant sudétingas mechanines
sistemas. BEM buvo taikomas mechaninéms sistemoms projektuoti jvertinant
tamprigsias vibracijas, t. y. buvo nagrinéjami priverstiniy kietojo kiino tampriyjy
vibracijy ir aktyviyjy vibruojanciy sistemy uzdaviniai. Véliau buvo nagrinéjami BE
modeliai tampriosioms vibrosmiiginéms Sistemoms analizuoti ir optimizuoti
(Barauskas ir Ostasevicius, 1998). Taip pat daug démesio buvo skiriama BE modelio
nasumo optimizavimui. Buvo atliekama virpesiams simuliuoti skirty BE modeliy
analizé¢, pateikta metodologija, skirta modelio laisvés laipsniams sumazinti
(Barauskas, 1994). Véliau pristatytas sutelktyjy masiy matricy panaudojimas atliekant
trumpyjy bangy modeliavimag (Daniulaitis ir Barauskas, 1998).

Tuo pat metu Lietuvoje buvo vykdomi ir kiti tyrimai BEM tematika: 1992 m.
atlikti sklandytuvo sparno atsparumo analizés tyrimai (Petkevicius, Senkus, Sajauka
ir TamoSitinas, 1993), atliktas sukietéjusiy medziagy jtempiy ir deformacijy
matematinis modeliavimas (Fedaravicius ir Volkovas, 1993), vykdyti tyrimai
biomechanikos srityje (Gaidys, Gaidyté ir Danielyté, 1999) ir kt.

XXI a. Lietuvoje BEM pradétas taikyti kur kas placiau, tam daugiau jtakos
turéjo 2004 m. R. Barausko, R. Baleviciaus ir R. Kacianausko iSleista knyga
,Baigtiniy elementy metodo pagrindai“ (Barauskas, Balevi¢ius ir Kacianauskas,
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2004). Ja remtasi rengiant skirtingy technologijos moksly kryp¢iy disertacijas BEM
tematika. Matavimy inzinerijoje (Stanionis, 2005) buvo nagrin¢jamas praktinis BEM
taikymas horizontaliesiems Zemés plutos judesiams modeliuoti. Statybos inZinerijoje
BEM panaudotas plieninéms konstrukcijoms modeliuoti (Blazevicius, 2015; Rasiulis,
2007), mechanikos inZinerijoje (Augustinavicius, 2014; Maciiinas, 2011) BEM
taikytas skaitiniam mikropozicionavimo sistemy tyrimui ir inzineriniy konstrukcijy
geometriniam optimizavimui siekiant greitai suprojektuoti pigig ir kartu racionalig bei
patvaria konstrukcija. BEM taip pat nagrinétas informatikos inZinerijos
(Krusinskiené, 2007; Patasius, 2010) bei informatikos mokslo krypciy disertacijose
(Baronas, 2014; Rimavicius, 2010). Informatikos inZinerijoje BEM taikytas zmogaus
stovésenai (Krusinskiené, 2007) ir kraujo tékmei kraujagyslése modeliuoti (Patasius,
2010). Informatikos krypties (Rimavicius, 2010) darbe nagrinéta metodika, skirta
sudétingam baigtiniy elementy modeliui pakeisti suprastintu, kurio fizikiné elgsena
mechaninio poveikio metu biity kiek galima panaSesné j iSeities modelio fizikine
elgseng. Kitame darbe (Baronas, 2014) baigtiniai elementai panaudoti
daugiasluoksniam biojutikliy modeliavimui.

1.2. Tampriyjy trumpujuy bangy modeliavimas baigtiniy elementy metodu

Banga vadinama trumpgja, jeigu jos ilgis yra daug karty mazesnis uz
biuidinguosius kiino, kuriame ji sklinda, geometrinius matmenis (Zienkiewicz ir
Taylor, 2005). Tokie bangos sklidimo uzdaviniai sutinkami jvairiose srityse, pvz.,
tiriant informacijos perdavimg S$viesolaidiniuose tinkluose (Mafi, 2012; Wright,
Christodoulides ir Wise, 2015), lazerinése technologijose (Cho, Na, Thomy ir
Vollertsen, 2012; Takenaka, lino, Nagatani ir Hosokawa, 2014), ultragarso matavimy
modeliuose (Guo ir Vavilov, 2013; Rodriguez-Martin, Laguela, Gonzalez-Aguilera ir
Arias, 2014), seisminiuose procesuose (Huang, Zhao ir Du, 2017; Singh et al., 2016).
Kompiuteriu modeliuojant trumpasias bangas gauti rezultatai leidZia dar projektavimo
stadijoje suprasti kuriamy fizikiniy sistemy savybes (Zhang et al., 2015), patikrinti
kuriamus matavimo ir defekty nustatymo algoritmus (Fierro, Ciampa, Ginzburg,
Onder ir Meo, 2015; Kleiza ir Verkelis, 2011; Vappou et al., 2015), nustatyti tiriamy
sistemy mechaninius rodiklius (Fan, 2010; Yu, Ratassepp, Rajagopal ir Fan, 2016).

BEM imlumas skai¢iavimo istekliams lemia, kad esant galimybei ieskoma
analitiniy sprendiniy (Gresil, Yu ir Giurgiutiu, 2013) ar kaip alternatyva taikomas
kraStiniy elementy metodas ir modelio diskretizavimas atlickamas tik atskiry
konstrukcijos objekty krastinése (Kaminski, 2013). Tiek krastiniy elementy metodas,
tiek BEM turi savy privalumy ir trikumy (Klimpke, 2003), todél kartais modeliui
sudaryti naudojamos abiejy metody kombinacijos (Aimil, Diligentil, Frangi2 ir
Guardasonil, 2013; Warszawski, Soares ir Mansur, 2008). Siekiant sumazinti
skai¢iavimo apimtis naudojamos ir paties BEM modifikacijos. Bangy sklidimui
modeliuoti konstrukcijoje, sudarytoje i skirtingas savybes turin¢iy medziagy (Feng,
Wang ir Liu, 2016; Tavakol, Mahnama ir Naghdabadi, 2016), taikomas daugiaskalis
modeliavimas (Calneryte ir Barauskas, 2016; Casadei, 2012). Tam tikrais atvejais, kai
bandinio geometrinés ir mechaninés savybés viena kryptimi nekinta (Hayashi, 2004),
bangos modeliavimui atlikti gali baiti naudojama standartinio BE modelio ir analitinés
iSraiskos kombinacija, kai BE modelis yra iSreiskiamas zemesniosios dimensijos
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elementais, o bangos sklidimas — banginiu skai¢iumi, kampiniu dazniu ir deformacija
skerspjuvyje (Ahmad, Vivar-Perez ir Gabbert, 2013; Marzani ir Bartoli, 2009). Taciau
dél savo universalumo standartinis BEM islieka vienu placiausiai taikomy metody.

Sudarant BE modelius, daznai dél sprendZiamos uzduoties specifikos
nagrin¢jamg konstrukcijg uztenka aproksimuoti vienmaciu ar dvimaciu BE modeliu
(Bognet, Bordeu, Chinesta, Leygue ir Poitou, 2012; Ramazani, Mukherjee, Quade,
Prahl ir Bleck, 2013). Skai¢iavimo apim¢iai sumazinti pagal uzdavinio pobudj
Blazauskas, 2016) ar jvedamos bangos neatspindéjimo salygos (Kouroussis, Van
Parys, Conti ir Verlinden, 2014). Taciau dél BE modelio tinklelio tankumo
priklausomybés nuo modelyje norimos simuliuoti bangos ilgio (Ihlenburg ir Babuska,
1995) lyg¢iy skaiéius trumpyjy bangy BE modelyje islieka didelis, kaip ir skai¢iavimo
iStekliy poreikis sioms lygtims spresti.

1.3. Tampriojo kontinuumo baigtiniai elementai

Taikant BEM, galutiné modelio iSraiSka visada yra konstrukcijos algebriniy
arba paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy sistema. Ji gali biiti gaunama dviem buidais. Kai
kuriais atvejais konstrukcija suvokiama kaip i§ anksto zinomy konstrukciniy
elementy, kuriy elgsena isreiksta algebrinémis lygtimis, gautomis taikant jprastinius
medziagy mechanikos metodus (santvary strypai, sijos, plokstés ir pan.), visuma.
Kitais atvejais analizuojami kontinualts kiinai (turintys be galo daug laisvés laipsniy),
kuriy fizikiné elgsena iSreiSkiama atitinkamomis diferencialiniy lyg¢iy dalinémis
iSvestinémis. Taikant BEM, jy uzimama sritis matemati$kai suskaidoma j BE ir
interpretuojama kaip i$ minéty BE sudaryta konstrukcija. Pritaikius svertiniy netikéiy
metodg ir Grino formules, baigtinio elemento lyg€iy pavidalas gaunamas toks pat,
kaip ir jprastiniy konstrukciniy elementy. Todél ir galutinés modeliy lygéiy sistemos
yra vienodo pavidalo. Joms spresti taikomi tokie patys metodai ir analizés strategijos.

Palyginti su kitais skaitinés analizés metodais, BEM pranasumas Yyra
konstrukcijy ir kontinuumo modeliy apraso bendrumas, lengvai inzineriSkai
suvokiama modelio analogija su tiriama sistema ir BE isreiskianciy lyg¢iy analogija
su fundamentiniy fizikos désniy matematinémis israiSkomis.

BEM daug mety buvo ir yra taikomas daugybei inzineriniy skaic¢iavimy.
Isigaléjus kompiuterinéms skai¢iavimo technologijoms, BE modeliy sudarymo buidai
buvo standartizuoti ir unifikuoti. Formaliai i skaitiné technologija tapo tam tikru
Sablonu, kuriame dominuoja formaliis euristiniai principai ir loginiai rySiai, o
matematinémis savybémis nusakomi tik kiekybiniai ryS$iai. Standartizuotoms
strukttiroms apibtidinti sukurtas specialus terminas ,,standartiné diskre¢ioji sistema®
(Zienkiewicz ir Taylor, 2005). Jis daznai vartojamas kaip baigtiniy elementy
konstrukcijos sistemos sinonimas.

BEM gauty dinamikos modeliy konstrukcijos lygéiy pavidalas uzra$omas taip:

[M]{U} + [CI{U} + [K]{U} = {F(D)}; )

¢ia [M], [C] ir [K] — masiy, slopimo ir standumo matricos; {U} — mazgy poslinkiy
vektorius; {U} ir {U} — pirmoji ir antroji poslinkiy laiko iSvestinés (t. y. mazgy greiciai
ir pagreiciai); {F(t)} — konstrukcijos mazgus veikian¢ios iSorinés jégos.
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Jeigu energijos nuostoliai dél terpés Klampumo mazi, slopinimas gali bati
nevertinamas priimant [C] = 0:

M]{U} + [KI{U} = {F(t)}. )

Visuminj BE modelj isreiskiancios (1) konstrukcijos lygciy sistemos matricos
gaunamos surenkant jas i§ atskirus BE iSreiSkianéiy matricy. Lauko kintamyjy
pasiskirstymas kiekvieno elemento tiryje nusakomas interpoliuojant parinktoje
funkcijy bazéje. Sios funkcijos yra tolydZios elemente, tatiau galioja tik jo
uzimamame tiiryje. Todél jos vadinamos diskre¢iai tolydziomis funkcijomis (formos
funkcijomis). Konstrukcijos lyg€iy surinkimo procedira ir taikomas modelio lygciy
sistemos sprendimo metodas nepriklauso nuo konkretaus tiriamo objekto arba
konkrec¢iy naudojamy BE.

Kontinualigsias modelio savybes atspindi tik pavienio BE savybés. Jo lygciy
pavidalas yra panasSus j visos konstrukcijos lygciy pavidala:

1{0°} + [K°]{U°} = {Fe(D)}; 3)
¢ia

= pJy, [N()IT[N® ()] dv

(4.1)
= J,,(IB)"[D] [Bav, w2
{Fe(0)} = fg{—; [N€(xs)]" {ty (x5)}dS; 4.3)

¢ia V, — elemento taris, S — elemento pavirsiaus plotas, kuriame jj veikia iSorinés
pavir§inés jégos, p — medziagos tankis, [D] — tamprumo konstanty matrica, [N€¢(x)] —
formos funkcijy matrica, [B] = [AT][N®(x)] — geometriné matrica, [AT]-
diferencijavimo operatorius, susiejantis tiriamo lauko kintamuosius su lauko
gradientu arba deformacijomis, {t;(xs)} — BE pavirSiuje veikian¢ios jégos pokytis
per tam tikra laika.

1.4. Baigtiniai elementai, skirti akustinéms ir tampriosioms bangoms
modeliuoti

Nuo sudaromo BE modelio dimensijy ir BE fizikinés prasmés priklauso ir
elemento matricos.

1.4.1. Vienmadiai baigtiniai elementai, skirti tampriosioms bangoms simuliuoti

Sudarant vienmacius baigtinius elementus, kurie bendruoju atveju gali bati
suprantami kaip tampraus strypelio konstrukcijos elementas, tamprumo konstanty
matrica [D] sudaroma i§ vieno elemento, t.y. strypelio tamprumo (standumo)
koeficiento k, kuris lygus:
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¢ia A — strypelio skerspjtivio plotas, E — strypelio Jungo modulis, L — strypelio ilgis.
Esant tiesinéms elemento formos funkcijoms [N€(xs)] = [1 — %;%], kur L —elemento
ilgis, ir suintegravus (4) lygtis gaunamos vienmacio tampriojo baigtinio elemento
matricos:

e - PAL2 1

(M ]—AET 1 ol (6.1)
el 1 _1

K=" T (6.2)

kur bangos sklidimo greitis vienmac¢iame (1D) tampriajame modelyje yra lygus
vst == ﬂE/p (7)

1.4.2. Dvimadiai baigtiniai elementai, skirti tampriosioms bangoms simuliuoti

Tampriyjy struktiry modeliavimas priskiriamas prie vektorinio lauko
uzdaviniy klasés, kur kiekvieno srities tasko (BE modelio mazgo) biivj iSreiskia
keletas nepriklausomy kintamyjy. Dvimacio tampriojo BE atveju buvio kintamieji
atitinka poslinkius x ir y kryptimis. Deformuojantis tampriai medziagai atsiranda
skersiniy deformacijy. Jos skiriasi priklausomai nuo medziagos savybiy ir gali buti
nusakomos Puasono koeficientu v. Puasono koeficientas veikia ir tamprumo
konstanty matricg. Dvimaciy tariniy tampriyjy baigtiniy elementy tamprumo
konstanty matrica yra:

E t-v v 0
= 1_ O .
SCEDENCEED] I IR PRy L

¢ia trecioji matricos eiluté nurodo §lyties modulj. Tampriyjy BE geometriné matrica
yra lygi:

aN, aN, dN; AN, AN dNg aN, dNg
— -2 0 = 0 —= 0 — 0 — 0 — 0 = 0
dx 0x 0x 0x 0x 0x 0x 0x
aN. aN. aN. aN. AN, aN, aN. AN,
Bl=lo = o =2 0o — 0 — 0 — 0 — 0 —< o == 9)
dy dy ay dy dy ay dy dy

aN, oN, oN, ON, AN, AN, AN, N, ONs; ON; dN; ONg ON, ON, ONg ONg

dy odx Ody O0x 0dy Oox dy odx dy Ox Ody O0x Ody Ox dy Ox
Cia Slyties deformacija jvertinama taip pat treCiojoje matricos eilutéje; N; g —

elemento formos funkcijos. Priklausomai nuo medziagos savybiy galima apskaiciuoti
skersiniy ir iSilginiy bangy greitj:
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p(1+ w1 -2p)°
— E .
T e+’

vi:\/ EQd-p (10.1)
(10.2)

¢ia v; ir vg yra atitinkamai i8ilginés ir skersinés bangos greitis.
1.4.3. Dvimaciai baigtiniai elementai, skirti akustinéms bangoms simuliuoti

Sprendziant akustikos uzdavinj, siekiama rasti slégio pasiskirstyma ir kitima
tiriamoje srityje (lhlenburg, 2006). Paprastai akustikos uzdavinys formuluojamas
skystose terpése ir yra atskiras bendrojo spudziyjy skys¢iy dinamikos uzdavinio
atvejis, kur esminis suprastinimas kyla i$ to, kad skysc¢io judéjimas vyksta tik dél
daleliy mazy virpesiy tampriai deformuojantis skys¢iui. Todél kiekvienos dalelés
poslinkis nuo jos pusiausvyros padéties yra labai mazas. Matematiskai apraSant
akustikos uzdavinj, galimi du skirtingi pri¢jimai suprastinant deformuojamo kietojo
kiino arba spiidziyjy skysc¢iy dinamikos uzdaviniy formuluotes.

Sprendziant akustikos uzdavinj, suprastinant tampraus deformuojamo kietojo
kiino uzdavinio formuluotg pakanka priimti, kad tampraus deformuojamo kiino Slyties
modulis yra lygus nuliui. Esant maziems daleliy poslinkiams, tokio kiino fizikiné
elgsena nesiskirty nuo idealaus skyscio, t.y. jo sluoksniai liestine kryptimi galéty
laisvai pasislinkti vienas kito atzvilgiu. Gaunama vektorinio lauko uzdavinio
formuluoté, nes buivio kintamasis yra kiekvieno terpés tasko poslinkiy vektorius ir
slégis kiekviename terpés taske apskaiciuojamas imant iSilginiy jtempiy komponenciy
aritmetinj vidurkj. Nors taikant tokj suprastinimg nekyla problemy apskai¢iuojant
virpesius ir bangas iSreikStiniais metodais, taciau skai¢iavimo istekliy poreikio
pozitriu formuluoté néra ekonomiska, nes, pvz., 2D modeliuose akustinés srities
mazgai turi 2 laisvés laipsnius, 0 pagal fiziking prasme pakakty vieno, t.y. slégio
reik§més mazge.

Skaic¢iavimo iStekliy poreikio pozilriu suprastinant spudziyjy skysciy
dinamikos uzdavinio formuluotés naudojimas sudarant akustinius baigtinius
elementus yra kur kas ekonomiskesnis. Skyséiy dinamikoje naudojami lauko
kintamieji yra greitis ir slégis, ir nors bendruoju atveju tai vektorinio lauko uzdavinys,
taiau jj galima suprastinti j skaliarinio lauko uzdavinj, kai apskaic¢iuojamas tik slégis.
Tokiy elementy tamprumo konstanty matrica yra

[E 0

Dl=|, ¢ (11)

ir geometriné matrica
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_loax ax ax  ax
[Bl=|5n, on, aN, aN, J (12)
dy dy dy Oy
Bangos greitis apskai¢iuojamas taip pat, kaip vienmatés tampriosios bangos
greitis.

1.5. Tampriojo kontinuumo baigtiniy elementy modeliy neslopinamieji tikriniai
virpesiai

Priimant, kad laiko momentu t konstrukcijos neveikia jokios iSorinés jégos
{F(®)} = 0), (2) lygtis jgauna pavidala:

[M]{T} + [K]{U} = 0. (13)

(13) lygtis isreiskia konstrukcijos neslopinamuosius tikrinius virpesius.
Akivaizdu, kad {U(t)} = 0 yra Sios lygties sprendinys, nusakantis nedeformuotos
konstrukcijos rimties biiseng. Taciau §is sprendinys néra vienintelis. Jeigu egzistuoja
dar ir kitokie, nenuliniai, periodiniai sprendiniai {U(t)} = 0, tenkinantys $ig lygti, jie
nusako konstrukcijos tikrinius virpesius, t.y. tokius periodinius virpesius, kurie
galimi neveikiant iSorinéms jégoms. Sie periodiniai virpesiai gali biiti i§reiskiami taip:

{U} = {U} cos wt; (14)

¢ia w — konstrukcijos virpesiy kampinis daznis. Diferencijuojant (14) lygtj du kartus
pagal laikg ir jstacius j (13), gaunama algebriné lygtis:

([K] — w?[MD{T} = 0. (15)

Nenulinis (15) lygties sprendinys {U} # 0 gaunamas tik tada, kai (15) lygties
koeficienty matrica yra i$sigimusi, t. y. kai

det([K] — w?[M]) = 0. (16)

Tai yra n-tojo laipsnio netiesiné lygtis, kur n — konstrukcijos laisvés laipsniy
skaicius. Bendruoju atveju n-tojo laipsnio algebriné lygtis (16) turi n Sakny, kurios
vadinamos (15) lygties tikrinémis reik§mémis arba, kitaip tariant, konstrukcijos,
iSreik$tos (13) lygtimi, virpesiy tikriniais dazniais. Jeigu [M] ir [K] bty bet kokios,
tikrinés reik§Smeés w; galéty biti tiek realios, tiek kompleksinés. Taciau i§ tikryjy
konstrukcijos matricos visada biina simetrinés ir teigiamai apibréztos (George, 1994)
ir, kaip jrodoma matricy teorijoje, ju tikrinés reik§més yra visada realios ir teigiamos
(Wilkinson, 1965).
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I (15) lygtj jraSius bet kurig reikSme¢ w; ir iSsprendus ja, blity gaunamas
nenulinis vektorius {ﬁ(i)}, kuriuo nusakomos konstrukcijos virpesiy amplitudés.
Kadangi esant w = w; (15) sistemos koeficienty matrica yra i$sigimusi, vektoriaus
reikimé {U®} néra vienintelé. Ji nustatoma pastovaus daugiklio tikslumu ir nusako
santykines konstrukcijos mazgy amplitudes. Taigi, j (15) lygtj paeiliui jrasius tikrines
reik§mes w1, s, ..., Wy, kiekvienai jy biity gauti atitinkami vektoriai, vadinami (15)
lygties tikriniais vektoriais arba konstrukcijos tikrinémis formomis.

Konstrukcijos tikriniai virpesiai apibtdinami tiek tikriniu dazniu, tiek tikrine
forma. Si reik§miy pora vadinama konstrukcijos moda. Apskaigiavus konstrukcijos
modas, bet koki jos laisvyjy virpesiy désnj galima iSreiksti kaip tikriniy virpesiy
superpozicija pavidalu:

U@} = Z(ai cos w;t + b; sinw;t){UD}; (17)
i=1

¢ia a;, b;, i = 1, ...,n — konstantos, kurias reikia nustatyti i$ pradiniy salygy, t. y. i§
parinkty visy konstrukcijos poslinkiy ir grei¢io reik§miy pradiniu laiko momentu.
Arba, kitais zodziais tariant, BE modeliu galima iSreiksti tik tokius virpesius, kurie
yra to modelio mody superpozicija.

1.6. Bangy sklidimo modeliavimas diskreciuosiuose tinkleliuose, fazinio greicio
paklaidy problema

Atliekant kompiuterinj bangy modeliavima atsiranda dviejy rusiy dispersija —
mechaniné ir skaitiné (Moser, Jacobs ir Qu, 1999). Mechaniné dispersija atsiranda dél
nattiraliy procesy, kai bangos atskiros komponentés sklinda skirtingu faziniu grei¢iu
ir impulso forma bégant laikui kinta. Atliekant trumpyjy bangy modeliavimg, Kai
slopimas néra vertinamas, impulsui sklindant vientisa terpe mechaninés dispersijos
nelieka ir sklindan¢io impulso forma turi nepakisti (Ihlenburg ir Babuska, 1995).
Taciau atliekant bangy modeliavima BE modeliuose visada generuojamos ir skaitinés
paklaidos, kuriy elgsena primena mechaning dispersija (1 pav.).
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Deél modelio diskretizavimo skirtinga
Pirmosios n =S5 tiesaus strypelio moda virpantis mazgas juda nevienodu
modos (rezonansinés deformacijos) greiciu (skaitiné dispersija)

1 moda - fundamentalioji moda

9.87 rad/s)
5 moda (datnis - 17.55 sad/s)

/
A
—r Tiesiame strypelyje
suzadinto impulso forma
Bet koks suZadintas impulsas gali biti SR, i e

isreikstas kaip BE modelio mody svoriné suma

Atlikus simuliacijq ir impulsui li tam
tikrg atstumg dél besikaupian¢iy paklaidg
impulso forma i$kraipoma (pastebima
skaitiné dispersija)

—Impulso forma atlikus modeliavima
- - Tiksli impulso forma

1 pav. Pirmosios tiesaus strypelio modos ir skaitinés dispersijos vaizdas

BE modelyje atsirandancias paklaidas lemia tai, kad dél skaitiniy paklaidy
skirtinga moda virpantis mazgas juda nevienodu greiciu, t. y. kad BE modelio tikrinés
modos yra netikslios, ir kiekviena moda generuoja paklaidas, kurios einant laikui
kaupiasi, ir atliekant modeliavima tam tikru laiko tarpu impulso forma kinta.

1.6.1. Simuliuojamo impulso atvaizdavimo budai

Sklindantj impulsa galima atvaizduoti daugybe biidy, taciau dazniausiai
modeliuojant BE metodu impulsas atvaizduojamas trimis budais: impulso forma
pateikiama erdvéje tam tikru laiko momentu (2 pav., @); impulso forma stebima laiko
ir poslinkiy asyje pasirinktame taske (2 pav., b); impulso formos kitimas tam tikru
laiko tarpu stebimoje erdvéje parodomas impulso amplitude atvaizduojant skirtingo
intensyvumo juoda spalva (2 pav., ¢). Ultragarsiniuose matavimuose tre¢iasis budas

atitinka B vaizda (B-scan).

impulso sklidimo keligs impuisa skiidima keligs
[E: (= |

Stebima impulso forma erdvéje tam tikru laiko momentu

Posli
Posli

Atstumas Laikas

a) b)

Stebima, kaip impulse forma kinta bégant lafkui konkreciame taske

impulso sklidima keligs

=

Atstumas

|

2 pav. a) Impulso forma stebima erdvéje tam tikru laiko momentu; b) stebimas impulso
formos kitimas tam tikrame laiko ir poslinkiy erdvés taske; ¢) stebima, kaip impulso
forma kinta erdvéje bégant laikui
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Atsizvelgiant | sprendziama uzdavinj pasirenkamas ir impulso atvaizdavimo
budas, pvz., nagrinéjant impulso sklidimg tiesiame strypelyje daznai impulso forma
atvaizduojama tam tikru laiko momentu visame strypelyje. Esant kompleksinei
tiriamo kiino geometrijai, kai signalo analizé atliekama jam peré¢jus pro tam tikra
kliatj, pvz., nehomogeniskuma, dazniausiai nagrinéjamas impulso formos kitimas tam
tikrame erdvés taske. Impulso formos kitimo erdvéje tam tikru laiko tarpu
atvaizdavimas skirtingo intensyvumo juoda spalva daugiausia taikomas atliekant
ultragarsinius matavimus. Impulsg atvaizduojant laiko intervale ir erdvéje, kur kas
sunkiau pamatyti jo iskraipymus, pvz., 2 pav. a ir b dalyse pastebima dispersija, kuri
pasirei$kia SiukSlémis, sklindanc¢iomis paskui impulsg, 0 B vaizde ji nematoma.
Norint B vaizde atvaizduoti santykinai nedidelius impulso nuokrypius, gali biti

~~~~~

1.6.2. Skaitinés dispersijos jvertinimo biudai

Skaitiné dispersija gali buti suprantama kaip skai¢iavimo tikslumas, kuris
atliekant bangy modeliavimg BE metodu daZniausiai yra laikomas priimtinu, kai
tenkinama konvergavimo salyga smulkinant BE modelio tinklelj ir mazinant skaitinio
integravimo zingsnj. Tai yra gaunamas modeliavimo rezultatas, artimas tam, kuris
gaunamas esant 2 kartus smulkesniam tinkleliui ir 2 kartus maZesniam skaitinio
integravimo zingsniui. Dazniausiai daugiausia démesio yra skiriama tinkamo tinklelio
BE modelio parinkimui, nes nuo tinklelio retumo tiesiogiai priklauso modelio laisvés
laipsniy skaicius, modelio matricy dimensijos ir pats skaitinio integravimo zingsnis.
Taip pat, esant sudétingesnéms uzduotims, ne visada galima atlikti skai¢iavimus su 2
kartus smulkesniu tinkleliu, todél taikomi alternatyviis budai jvertinti skaiting
dispersija tinkamam tinkleliui parinkti ar tikslumo pozitriu palyginti BE modelius,
sudarytus i$ skirtingy elementy.

Vienas i§ budy jvertinti skaitine dispersija BE modeliuose yra modelio tikriniy
dazniy kvadratinés paklaidos palyginimas Kaip atskaitos taskg imant tikslius arba
artimus tiksliems modelio tikrinius daznius. Tiesaus strypelio tikriniai dazniai gali
buti apskai¢iuojami pagal (18) formule:

_n(i—l)_

@io E (18)
p

Cia w;y — tikslus i-tasis tikrinis daznis, [ — strypelio ilgis, E — Jungo modulis, p —
medZziagos tankis.

Jei tiksliy tikriniy dazniy apskaiCiuoti negalima, artimi tiksliems tikriniai
dazniai gali biiti randami iSsprendus tikriniy reikSmiy uzdavinj esant tos pacios
geometrinés formos BE modeliui su daug karty tankesniu tinkleliu. 3 pav. a dalyje
pateiktas tiesaus strypelio pirmyjy N tiksliy tikriniy dazniy, apskaiciuoty pagal (18)
lygti, palyginimas su tokj patj strypelj atvaizduojan¢io BE modelio, surinkto pagal (2)
lygtis, tikriniais dazniais esant skirtingam tinklelio retumui. Modelio tikriniai daZniai
apskaiciuoti iSsprendus tikriniy reik§miy uzdavinj (16).
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BE modelio tikrinial daznial esant skirtingam tinklelio tankumui Tikriniy daZniy paklaida

Daznis (rad/s)
Paklaida

Bangos greitis (m/s)

10 0 s 7
Tikrinio daznio numeris Daznis (MHz)

a) b) ©)

% 00
Tikrinio daznio nr.

3 pav. Konstrukeijos, surinktos i§ skirtingo skai¢iaus elementy, tikriniai dazniai (a) ir
tikriniy dazniy paklaidy kreivés (b)

Is 3 pav. a dalies matoma, kad tik pirmieji BE modelio tikriniai daZniai yra
artimi tiksliems ir, neturint galimybés jy apskaiCiuoti pagal analiting iSraiska (pvz.,
esant nehomogeni$kumui ar sudétingai geometrinei formai), jie gali biiti imami kaip
atskaitos taskas, t. y. naudojami artimi tiksliems tikriniai dazniai.

Tikriniy dazniy paklaida gali biiti gaunama:

_ W — Wjp
r=— (19)

kur w; — konstrukcijos i-tasis tikrinis daznis. 3 pav. b dalyje pavaizduotos tikriniy
dazniy paklaidos, kai modeliui sudaryti panaudojamas skirtingas skaicius elementy.
TaCiau toks skaitinés dispersijos jvertinimo metodas praktikoje taikomas tik
nedideliems BE modeliams, nes susiduriama su problemomis ne tik ieskant tiksliy
modelio tikriniy dazniy, bet ir apskaiciuojant paties modelio tikrinius daznius, nes
norint juos rasti tenka spresti tikriniy reik§miy uzdavinj (16), kuris reikalauja dideliy
skai¢iavimo istekliy. Todél modeliy dispersinéms kreivéms nustatyti yra taikomi ir
metodai, paremti impulso modeliavimo analize (De Marchi, Marzani, Speciale ir
Viola, 2010; De Marchi, Marzani, Caporale ir Speciale, 2009; Hayward ir Hyslop,
2006). Vienas i§ biidy gauti dispersines kreives yra panaudoti 2D Furjé transformacija.
Modeliavimo rezultatai, pateikti B vaizde, i§ poslinkiy ir laiko erdvés paverciami |
fazinio grei¢io ir dazniy erdve, kur galima stebéti, kaip skirtingais dazniais
sklindanéios impulso komponentés sklinda skirtingu greiciu (3 pav., ¢).

1.6.3. Skaitinés dispersijos priklausomybé nuo impulso dazniy spektro

Praktikoje pasitaiko jvairiausiy dazniy ir formy signaly, kuriuos modeliuoti
prireikia sprendziant skirtingas uzduotis. Dazniausiai, atliekant matavimus ar
signalais perduodant informacija, impulso forma yra parenkama tokia, kad jj apdoroti
bity galima kiek jmanoma paprasciau. Pvz., atliekant ultragarsinius matavimus,
daznai nagrinéjamas Gauso lango impulsas (Arora ir Mulaveesala, 2014), kurio forma
gali biti iSreiSkiama:

u(t) = e~4=D)* sin(2nfe) ; (20)
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2lno,1

Cia a=kyf [— b =2p,/3f, ps — periody skaicius, k, — simetriskumo

koeficientas, f — daznis (Kazys, Mazeika, Barauskas, Jasiuniene ir Daniulaitis, 2002).

Tokio impulso dazniy spektro amplitudziy vertés yra pasiskirsciusios Gauso
skirstiniu, ir impulso analizé gali biti atlieckama daZzniy srityje. Analogiskai, atliekant
bangy modeliavima, impulso forma gali biiti parenkama tokia, kad impulso dazniy
spektras bty kaip galima siauresnis. Taciau ne visada galima parinkti norima impulso
forma, ypa¢ tada, kai norima modeliuoti sistemy atsakg j tam tikrus gamtoje
vykstancius procesus, pvz., modeliuoti seisminius procesus. 4 pav. pateiktas skirtingy
impulsy formy ir dazniy spektry palyginimas.

Gawso lamgo impulsas e GG langa impubso duzaiy spekiras | Gause impalsas - Ganeso impulse dainiy spekiras

\\\\\\

e 5 o i
4 pav. Skirtingy impulsy formy ir dazniy spektry palyginimas: a) ir ¢) Gauso ir Gauso
lango impulsy formos; b) ir d) Gauso ir Gauso lango impulsy dazniy spektrai

4 pav. a ir b dalyse pateikti Gauso lango impulso forma ir jo dazniy spektras, 0
4 pav. c ir d dalyse — Gauso impulso forma ir dazniy spektras. Cia Gauso impulsas
iSreikstas:

s
=1-— i <
u(t) =1-cos (dT/Z X t),kal 0< t<dT, (21.1)
u(t) =0,kaidT >t >T; (21.2)

¢ia dT — impulso Zadinimo laikas.

IS 4 pav. pateikto pavyzdzio matoma, kaip, skiriantis impulsui, skiriasi ir jo
dazniy spektro amplitudziy veréiy pasiskirstymas. Kadangi BE modelio fazinés
paklaidos atsiranda dél skirtingomis modomis sklindanc¢io impulso generuojamy
skirtingy paklaidy, todél Sis pasiskirstymas gali lemti, kad skirtingo impulso
modeliavimas BE modelyje generuos skirtingas fazines paklaidas, ir parenkant BE
modelio tinklelio Zingsnj turi biti atsizvelgiama ir j} modeliuojamo impulso forma.

1.7. Sutelktosios, konsistentinés ir apibendrintosios masiy matricos, jy jtaka
skaifiavimo tikslumui

Siekiant sumazinti skaiting dispersija BE modeliuose, dar 1982 m. buvo
pastebétas rySys tarp BE modelio tikriniy dazniy paklaidy ir konsistentinés bei
sutelktosios masiy matricos naudojimo surenkant modelio masiy matricag (Mullen ir
Belytschko, 1982). Sutelktoji masiy matrica gaunama elemento masiy matric0S
reik§mes sutelkiant masiy jstrizainéje, t. y. priimama aproksimacija, kad masé BE
sutelkta ne visame elemente (konsistentinis masiy matricos pavidalas), 0 elemento
mazguose. Vienmacio elemento, aprasyto (6) sutelktaja masiy matrica, israiska yra:
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AL
M?] = oy INCOITINColav ~ === [0 0], (22)

Nuo modeliui surinkti naudojamy elementy masiy matricy priklauso ir fazinés
paklaidos: modeliuose su sutelktosiomis masiy matricomis aukStesniosios
harmonikos sklinda 1é¢iau, 0 su konsistentinémis masiy matricomis — lé¢iau.

Paprasciausias budas minimizuoti skaiting dispersija BE modeliuose — naudoti
apibendrintaja masiy matrica, kuri apskaiiuojama imant sverting sumg tarp
sutelktosios ir konsistentinés masiy matricos (Daniulaitis ir Barauskas, 1998):

[Mg] = a[Mc] + (1 — &) [M,]; (23)

¢ia a — svorinis koeficientas. 5 pav. a dalyje pateiktos dazniy paklaidos, kai
modeliams surinkti naudotos konsistentinés, sutelktosios ir apibendrintosios elementy
masiy matricos, esant svoriniam koeficientui a = 0,5.

Tikriniy daZniy paklaida 14 15 mazgy per hangos ilgi

>

—=—Sutelktosios 12 [(
0.3 —— Konsistentinés
—— Apibendrintosios 1}

> —=—Sutelktosios
—=—Konsistentinés
—=— Apibendrintosios

Paklaida
s o o
S & 8

Poslinkis (m)

0 50 100 150 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tikrinio daZnio numeris Atstumas (m)
a) b)
5 pav. Modeliy, surinkty naudojant sutelktgsias, konsistentines ir apibendrintgsias masiy
matricas, palyginimas: a) tikriniy dazniy paklaidy palyginimas; b) faziniy paklaidy, kurias
generuoja sklindanti banga, palyginimas

Naudojant apibendrintgsias masiy matricas, kur kas ilgesniame modelio zemyjy
dazniy diapazone tikrinés paklaidos yra artimos tikslioms (5 pav., a). Tai akivaizdziai
matoma ir analizuojant impulso sklidimo fazines paklaidas: fazinés paklaidos
modelyje su konsistentinémis ir apibendrintosiomis masiy matricomis yra panasios,
vienos jy generuojamos uz sklindan¢io impulso, kitos— prie$ jj. Modeliy su
apibendrintosiomis masiy matricomis paklaidos iSlicka mazos esant tam paciam
modelio diskretizavimo zingsniui (5 pav., b). Ta¢iau modeliy, surinkty i$ elementy su
konsistentinémis ar apibendrintosiomis masiy matricomis, Masiy matricos yra
nejstrizainings, todél esant dideléms matricy dimensijomis dél reikalingos masiy
matricos inversijos modelis gali buti sunkiai pritaikomas isreik§tinéms skaitinio
integravimo schemoms. Tad bangoms modeliuoti dazniausiai naudojami modeliai su
sutelktosiomis masiy matricomis (Nakahata, Sugahara, Barth, Kohler ir Schubert,
2016; Wu, 2006).
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1.8. Skaitinio integravimo schemos, skirtos trumpyju bangy modeliavimo
uZdaviniams spresti, it jstriZaininés masiy matricos prasmé

Atliekant dinamine konstrukcijy analizg, BE modelio konstrukcijos lygtys
skaitiSkai integruojamos laike naudojant iSreikstines arba neisreikstines skaitinio
integravimo schemas. NeiSreikstinéje analizéje nagrinéjami poslinkiai (priklausomai
nuo sprendziamo uzdavinio, poslinkius gali atitikti slégiai, temperatiira ir kt.)
kiekviename zingsnyje yra apskaiciuojami pagal poslinkius, apskai¢iuotus praeitame
zingsnyje. Tokios schemos vadinamos Eulerio integravimo schemomis ir yra
besalygiskai stabilios, nes, nepriklausomai nuo pasirinkto integravimo zingsnio,
sprendinys iSlieka stabilus. Taciau jos turi trikumg — tiesiogiai skaiciuojant poslinkius
reikia apskaiCiuoti atvirkSting standumo matrica, kuri bendruoju atveju yra
nejstrizaining ir jos dimensijos yra N X N, kur N — laisvés laipsniy skai¢ius modelyje.

Atliekant iSreik$tine analize vietoje poslinkiy skai¢iuojama poslinkio antroji
iSvestiné pagal laika (pagreitis), pagal kurig kiekvienoje iteracijoje yra atnaujinamos
greiCiy ir poslinkiy reikSmés, taip iSvengiant standumo matricos inversijos. Taciau
skaiCiuojant pagreicius yra reikalinga masiy matricos inversija, todél, esant dideliy
dimensijy modeliams, surenkant modelio masiy matrica naudojamos sutelktosios
elementy masiy matricos. Taip modelio masiy matrica iSlieka jstrizaininé ir jos
inversija galima atlikti kiekvienam jstrizainés elementui atskirai. Taciau tokios
schemos yra santykinai stabilios ir priklauso nuo skaitinio integravimo Zingsnio, kuris
turi biiti parenkamas labai mazas. Nors BE modelio masiy matricos yra juostinés ir jy
atvirkStinéms matricoms apskaiciuoti galima panaudoti nuo iSankstiniy salygy
priklausomus algoritmus (Smolarski, 2006), modeliuojant bangas paprastai
naudojami modeliai su sutelktosiomis masiy matricomis (Nakahata et al., 2016; Wu,
2006).

1.9. Skaitinés dispersijos minimizavimas koreguojant tikrines formas ir
modifikuojant skaitinio integravimo schemas

Paprastai naudojant retesnj tinklelj platesnis tiksliems dazniams artimas tikriniy
dazniy diapazonas gaunamas, kai manipuliuojama BE integravimo taskais, BE
modeliui sudaryti naudojami aukstesniosios eilés elementai ar modifikuojamos
skaitinio integravimo schemos. Pastaruoju metu atlikta nemazai $ios krypties tyrimy.
Viename i§ moksliniy darby (Yue ir Guddati, 2005) nustatyta, jog zemosios eilés 4
mazgy kvadratiniy BE masiy matricos sudarymui formos funkcijoms integruoti
naudojamy Gauso ar Gauso ir Lobato integravimo tasky pakeitimas leidzia
minimizuoti skaiting dispersija. Sudarant aukstesniosios eilés elementus geresnis
modeliy konvergavimas galimas panaudojant apibendrintgsias masiy matricas
(Mirbagheri, Nahvi, Parvizian ir Dister, 2015) ir esant nevienodam atstumui tarp
vidiniy elementy tasky, kur optimaliam i$sidéstymui parinkti gali biiti panaudojamos
Lobato ar CiobySevo abscisés (Zak ir Krawczuk, 2011). Minimizuoti 1D
aukstesniosios eilés elementy matricy jstrizainés juostos plotj galima panaudojant
Sablona, kur sujungiami skirtingo tipo minimizavimo parametrai, pvz., skirtingy
formos funkcijy kombinacijos ir elemento vidiniy taSky padétys (Khajavi, 2014).
Sudarant 2D BE modelius naudojant trikampius elementus geresnis modelio
konvergavimas pasiekiamas perstumdant formos funkcijy integravimo taskus nuo jy
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jprastiniy pozicijy (Li, He, Zhang, Liu ir Li, 2016). Skaitinj triuk§ma, atsirandantj
simuliuojant banga, nufiltruoti galima papildomame skaitinio integravimo zingsnyje
jvertinat atsirandancig skaiting dispersija (Noh ir Bathe, 2013). Siekiant minimizuoti
skaiting dispersijg apibendrintyjy masiy matricy panaudojimas gali biiti sujungiamas
su dviejy pakopy iSreikstine skaitinio integravimo schema, kur atlickamas skaitinés
dispersijos filtravimas.

Taip pat yra sprendimy, Kai skaitiné dispersija minimizuojama islaikant
istrizaining masiy matrica (Hansson ir Sandberg, 1997; Haug ir Pan, 1998; He, Li,
Liu, Li ir Cheng, 2016; Jensen, 1998; Zuo, Li, Zhai ir Xie, 2014); $iuo atveju taikoma
nestandartiné masiy matricos sutelkimo procedira.

Daznai retesnis BE modelio tinklelis ir mazesnis laisvés laipsniy skaicius
modelyje nereiskia, kad, palyginti su pirmosios eilés BE su sutelktosiomis masiy
matricomis, skai¢iavimo istekliy poreikis bus tikrai mazesniS, nes $§is poreikis
priklauso ir nuo modelio matricy juostos plo¢io (Farmaga, Shmigelskyi, Spiewak ir
Ciupinski, 2011) bei kity skai¢iavimy, kuriuos reikia atlikti modeliavimo metu, pvz.,
atliekant triukSmo filtravimg, atsiranda papildomy skai¢iavimo sgnaudy dél filtravimo
procediiros. Naudojant apibendrintaja ir aukstesniosios eilés masiy matricg dél sunkiai
atlickamos masiy matricos inversijos negalima naudoti isreikstiniy skaitinio
integravimo schemy dideliy dimensijy modeliams. Netgi naudojant aukstesniosios
eilés elementus su jstrizainine masiy matrica standumo matricos juostos plotis
modeliuose yra platesnis, dél to reikia didesnés kompiuterio atminties ir aritmetiniy
veiksmy. Esant nevienodam masiy pasiskirstymui tarp vidiniy aukstesniosios eilés
elemento mazgy, norint uztikrinti tiksluma ir stabiluma skaitinio integravimo zingsnis
turi biiti mazesnis. TaCiau atlickamuose tyrimuose daZniausiai visapusiskai
nevertinamas skai¢iavimo i$tekliy poreikis ir pateikiama tik tam tikra koncepcija
vienam i§ rezultaty pasiekti, pvz., retesnis modelio tinklelis, panaudojant
aukstesniosios eilés elementus.

1.10. Aukstesniosios eilés elementy sudarymas per mody sinteze

Mody sintezé yra koncepcija, kuri leidzia kompleksing struktiirg atvaizduoti
naudojant mazesnj laisvés laipsniy skaiciy (Jie, Xin ir Gangtie, 2015). Daugeliu atvejy
formuojamos konstrukcijos modelis yra sudaromas i$ lygciy, tiesiogiai isreiskianciy
visg modelj. Ta¢iau ne visada galima sudaryti lygtis, kurios isreiksty visg modelj, 0
sudarant konstrukcijg i§ atskiry sri¢iy, sudaryty taikant mody sintez¢, modelio
konvergavimas néra geras. Nagriné¢jami Keli metodai skirtingoms sritims sujungti
(Qiu, Ying ir Willams, 1997; Rozenblum, 1985). Tam tikru atveju mody sintezé gali
bati taikoma baigtiniy elementy matricoms apskaic¢iuoti (Barauskas ir Barauskiene,
2004). Realios simetrinés BE modelio matricos [M] ir [K] uZtikrina, kad i§sprendus
tikriniy reik§miy uzdavinj (16) gaunama n struktiriniy mody w;, {y;},i =1, ..., n.
Fundamentaliosios struktiriniy mody savybés uztikrina, kad modelio matricos [M] ir
[K] gali bati ireik$tos per normalizuotas modelio tikrines formas ir tikrinius daznius:

M] = ([YID) Y], (24.1)
[K] = ([Y]")~[diag(w;?, ws?, .., wnHIYI ™ (24.2)
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ia [Y] = [{y1}, {y2}, -, {yn}] yra tikriniy formy matrica. Viename darbe (Barauskas
ir Barauskiene, 2004) buvo pristatytas skaitinés dispersijos minimizavimo
vienmaciame skaliariniame lauke metodas. Jj taikant pageréjimas gaunamas BE
modelius surenkant i§ aukStesniosios eilés sintezuotyjy elementy; elementai
iSreiSkiami per pakoreguotas virpesiy modas:

[(1}, -, (Fnd] = {a] X y1}, . {a) X yn}, (25.1)
[diag(@,2, @,7, ..., @,%)] = [diag(afw,’, af w,?, .., alw, )], (25.2)

¢ia {a®} ir {a¥} yra svoriniai koeficientai, taikomi sintezuojamo elemento tikriniams
dazniams ir tikrinéms formoms. Reikiamos korekcijos apskai¢iuojamos
minimizuojant tikslo funkcija:

y B; — wig\
min Y= Z (1_10) ; (26)
{a¥}{a®},B} 4 Wio

¢ia @; — konstrukcijos, surinktos i§ sintezuotyjy elementy, i-tasis tikrinis daznis, w;q —
tikslus i-tasis tikrinis daznis, B} — svertinis k-tosios elemento formos koeficientas tarp
konsistentinés ir sutelktosios formos funkcijos. Paklaida minimizuojama pirmyjy N <
N tikriniy dazniy, kur N — konstrukcijos mody skai¢ius. Gaunama, kad ~90 % modelio
tikriniy dazniy yra artimi tiksliems ir impulsas iSlaiko forma, Kai yra 7 mazgai per
bangos ilgj (6 pav.).

7 mazgai per bangos ilgi

03 1.4
7
12| C
0.2 —a—Sutelktoji masiy matrica
1 ~e— Konsistentiné masiy matrica
Apibendrintoji masiy matrica
01 08 —e—Sintezuotieji elementai
= E
= o0 @ 06
- =
= £ o4
g 01 E
o 02
02
* Sutelktoji masiy matrica B
# Konsistentiné masiy matrica
03 N M . N 02
Apibendrintoji masiy matrica
# Sintezuotieji elementai 04
04
0 2 30 40 5 & 70 8 S0 100 0 ot 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Tikrinio daznio nr. Atstumas (m)
a) b)

6 pav. Modeliy, surinkty naudojant sintezuotuosius elementus ir tradicinius elementus su
sutelktosiomis, konsistentinémis ir apibendrintosiomis masiy matricomis, palyginimas:
a) tikriniy dazniy paklaidy palyginimas; b) fazinés paklaidos, kurias generuoja sklindanti
banga

Viename straipsnyje (Barauskas, 2005) metodas iSpléstas i 2D homogeninj
skaliarinj lauka, kai sintezuojami 2D kvadratiniai elementai. Taciau dél nejstrizaininés
masiy matricos metodas sunkiai pritaikomas, kai modeliavima norima atlikti
naudojant iSreikStines skaitinio integravimo schemas.
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1.11. Pirmojo skyriaus iSvados

Atlikus zinomy trumpyjy bangy BE modeliy analizg, prieita prie $iy iSvady:

1. Trumpyjy bangy modeliai taikomi jvairiose inzinerijos srityse, pvz.,
lazerinéms technologijoms, ultragarsiniams matavimams, $viesolaidziams,
seisminei analizei ir pan.

2. Daugeliu praktiniy atvejy trumpyjy bangy modeliavimas reikalauja dideliy,
kartais netgi nepasiekiamy, skai¢iavimo istekliy.

3. Sklindanciy bangy BE modeliai iSreiskiami bendrosiomis konstrukcijy
dinamikos lygtimis. Jos gali biiti pateiktos standartiniu pavidalu arba bati
pertvarkytos | normaligsias koordinates. Todél bangos ir virpesiai
konstrukcijoje visada gali buti iSreiksti kaip konstrukcijos mody
superpozicija.

4. Tiek BEM, tiek baigtiniy skirtumy metodais gautuose skaitiniuose
modeliuose pasireiskia skaitinés paklaidos, kurios priklauso nuo erdvés
diskretizavimo smulkumo ir nuo simuliuojamy signaly dazniy spektry.
Svarbi paklaidy kategorija yra skaitiné dispersija, t.y. paklaidos,
pasireiskian¢ios ne visai tinkamais skirtingo daznio harmoniniy
komponenciy sklidimo greiciais.

5. Tampriyjy ir akustiniy bangy BE modeliy konvergavimo ir tikslumo
rodikliai gaunami geresni, kai taikomos apibendrintosios masiy matricos,
kaip alternatyva jprastoms jstrizaininéms bei konsistentinéms matricoms.
Kiekybinis rodikliy pageréjimo matas glaudziai susijes su tiksliems
dazniams artimy konstrukcijos tikriniy dazniy ruozo praplétimu. Deja, iki
Siol zinomuose modeliuose tam panaudojamos nejstrizaininés masiy
matricos. Tokiu atveju nepavyksta panaudoti privalumy, kuriuos galéty
teikti iSreiks$tinés skaitinio integravimo schemos.

6. Minimizuoti skaitine dispersija BE modeliuose galima naudojant
aukstesniosios eilés elementus, kuriems sudaryti panaudojamos skirtingy
formos funkcijy kombinacijos, kei¢iamas elemento mazgy iSdéstymas, ar
modifikuojant skaitinio integravimo schemas, kur papildomuose
zingsniuose yra jvertinami ir nufiltruojami skaitiniai triukSmai. Taciau
daznais atvejais gaunama nejstrizaininé masiy matrica, filtruojant triukSma
neislaikoma impulso amplitudé arba esant jstrizaininei masiy matricai masé
elemente pasiskristo netolygiai ir tai trumpina skaitinio integravimo zingsnj.

7. Aukstesniosios eilées BE galima sudaryti tiesiogiai per konstrukcijos
virpesiy modas, kuriy korekcijos leidzia minimizuoti tikriniy dazniy
paklaidas, galiausiai gaunant elementa su nejstrizainine masiy matrica,
taCiau modelio, surinkto iS sintezuotyjy elementy, net ~90 % pirmyjy dazniy
yra artimi tiksliems.

Kadangi sudarant BE per konstrukcijos virpesiy modas, nors ir neislaikant
istrizaininés masiy matricos, gaunami beveik visi modelio dazniai artimi tiksliems,
tolesnis skaitinés dispersijos minimizavimas paremtas matricy sinteze. Siekiama
sudaryti baigtinius elementus su jstrizainine masiy matrica, kur kaip galima
platesniame dazniy diapazone modelio tikriniy dazniy paklaidos islikty artimos
tikslioms. Tada modelis bty tinkamas iSreik$tinéms skaitinio integravimo schemoms,
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kurios naudojamos simuliuojant trumpasias bangas. Numatomi $ie tolesni darbo
uzdaviniai:

1. Taikant mody sintezés metoda, pagal koreguotas modas sintezuoti 1D ir 2D
maziausios fazinés paklaidos baigtinius elementus, kuriy masiy matrica yra
jstrizaining.

2. Atlikti modeliy konvergavimo tyrimg nehomogeninése ir Sakotose 1D
konstrukcijose naudojant sintezuotuosius elementus.

3. Atlikti modeliy konvergavimo tyrimag nehomogeniniuose sudétingos
geometrinés formos 2D baigtiniy elementy modelivose, sudarytuose is$
sintezuotyjy elementy.

4. Verifikuoti elementus ir istirti i§ jy sukurty modeliy privalumus ir naSuma,
palyginant su i§ jprastiniy baigtiniy elementy sudarytais modeliais.
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2. BAIGTINIY ELEMENTU MATRICU SINTEZES ALGORITMAI

2.1. Maziausios fazinés paklaidos vienmaciy elementy matricy sintezé atliekant
tikriniy daZniy ir formy korekcijas

Baigtinio elemento ar konstrukcijos, surinktos i$ baigtiniy elementy, matricos
gali biiti apskai¢iuojamos i$ zinomy tikriniy formy ir tikriniy dazniy pagal (24) lygtis.
Jei buty zinomos tikslios konstrukcijos modos, tada konstrukcijos, isreikstos per
tikslias modas, visy dazniy paklaidos bty artimos 0. Taciau kai konstrukcija yra
sudétingos geometrinés formos, dazniausiai negalima apskaiciuoti tiksliy
konstrukcijos mody, todél toks metodas néra patogus. O Konstrukcijos, surinktos i$
elementy, kurie sudaryti tiesiogiai per (24) lygtis, tikriniy dazniy paklaidos yra
didelés. (24) lygciy panaudojimas jgauna prakting reikSme, kai elemento ar srities
matricos atliekant tikriniy formy ir tikriniy dazniy korekcijas yra sintezuojamos taip,
kad i$ jy surinktos konstrukcijos tikriniy dazniy paklaidos iSlikty mazos kaip galima
platesn; tikriniy dazniy diapazong (Barauskas ir Barauskiene, 2004). Tokie elementai
vadinami sintezuotaisiais elementais (SE).

Siekiant suformuoti SE su jstrizainine masiy matrica, kurios masés visuose
mazguose pasiskirs¢iusios tolygiai, atliekant sinteze kei¢iama tik standumo matrica,
0 sintezuotyjy elementy masiy matrica nekei¢iama ir iSlieka tokia pati, kaip
sintezuotajj elementg atitinkancios struktiiros, surinktos i§ pirmosios eilés elementy
jstrizainine masiy matrica (tradiciniy elementy, STE). Vienmatés (1D) konstrukcijos
atveju, kai tikslas tikriniai dazniai yra Zinomi, sudarant SE atliekamos tik tikriniy
formy korekcijos. 7 pav. pateikiama sintezés proceso schema.
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N — sintezuojamo elemento mazgy skaifius
n — pavyzdinés srities mazgy skaitius

Sintezés procesas

Pradinio artinjo sudarymas

Y

£ tradiciniy elementy surenkamas tankaus At”auj-‘”af“ at'\krinr'\u formy
tinklelio BE modelis, kurio matmenys atitinka { korekeijos matrica (']
sintezuojamo elemento matmenis
Atliekam os sintezuojamo
* elemento tikriniy formy
[Esprendziamas tikriniy reikEmiy uzdavinys korekeijos
tankaus tinkle lio BE modeliui, atitinkangiam
sintezuojama elementa, ir apskaitiuojamos *
kenstrukcijos medos I£ sintezuajamy NE
* | elementy surenkama

pavyzding sritis

i pirmuyjy N tankaus tinklelio mody sudaromas
pradinio priartéjimo elementas

Apskaitiucjami
pavyzdinés srities
tikriniai daZniai

Pasiekta sintezé:

Pavyzdinés srities artimy|tiksliems tikriniy daZniy

apskai¢|avimas Apskaitiuojamos proceso pabaigos
1] pavyzdings srities salyza
tikriniy dazniy
Nustatomas pavyzdinés srities pirmujy paklaidos

tikriniy daZniy, kuriy paklaidos bus
minimizuojamos, diapazonas

¥ TAIP

I tradiciniy elementy surenkamas tankaus

tinklelio BE modelis, kurio matmenys atitinka sintezuojamo elemento ] )
pavyzding srit tikriniy formy kerekciios Sintezuotasis elementas
koeficienty matrica [a]
¥ ) s y

EsprendTiamas Bkrinig relkEmig GTdavinys Visos [a"] reikimés lygios 1

tankaus tinklelio BE modeliui, atitinkanciam Y

pavyzdine srit], ir gaunamos tankaus Pabaiza

tinklelio modos, kuriy pirmosios yra artimos
tikslioms

7 pav. Vienmacio sintezuotojo elemento sudarymo schema

Pradinio elemento masiy matrica surenkama i§ STE masiy matricos, 0
standumo matrica — i§ artimy tikslioms tikriniy formy ir tikriniy dazniy. Artimas
tikslioms tikrines formas ir tikrinius daznius galima apskaiciuoti sprendziant tikriniy
reik§miy uzdavinj sintezuotajj elementg atitinkanciai struktiirai su tankiu tinkleliu,
arba, esant tiesiam strypeliui, tikriniai dazniai gali buti apskai¢iuojami pagal (18), 0
tikrinés formos — pagal (27.1) lygtj:

)

(2 xpi x (I—-1)\ (27.1)
Yioj _Sm< /G % L) )

¢ia | — strypelio ilgis, L — ilgis tarp mazgy, y;o; — tiksli i-toji tikriné forma.
Sintezuotasis elementas gaunamas sprendziant optimizavimo uzdavinj, kuriame
elemento tikrinés formos yra Siek tiek pakei¢iamos taip, kad konstrukcijos, surinktos
i§ sintezuotyjy elementy, tikriniy dazniy paklaidos bty mazos kaip galima platesnj
tikriniy dazniy diapazong N < N, kur N — sintezuojamy daZniy skaigius, N —
konstrukcijos, sudarytos i§ sintezuotyjy elementy, dazniy skaiéius. Tikslo funkcija
iSreiskiama:

N @ — wip\ 2
min¥ = Z (l—lo> ; (28)
[a] . Wio
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Cia [a@Y] yra tikriniy formy korekcijos reik§miy matrica. Tikriniy formy korekcijos
atliekamos:
s Yinds s {Fnts s Yand]

Y ’ ---r{ynl X a%y ---'ynn (29)

[{F11, -
== {S”ll X aill, ...,Siln X aln}

X ayn};
¢ia kiekvienas j-tasis i-tosios formos narys yra padauginamas i$ atitinkamos reikSmeés
i§ matricos [aY]. Korekcijos atlickamos visoms tikrinéms formoms, iSskyrus kietojo

kiino modas, kurios atitinka nulinj daznj
2.1.1. Tikslo funkcijos minimizavimas gradientinio nusileidimo metodu

Tikslo funkcija (28) gali bati minimizuota taikant jvairius metodus. Kadangi

tikslo funkcijos gradientas gali bati iSreikstas analitiniu pavidalu, tikslo funkcijos
minimumui rastl taikomas gradientinio nusileidimo metodas (Kelley, 1999)

Gradientas ﬂ iSreisSkiamas panaudojant tikslo funkcijos variacija
(30.1)

d[K a|M
= { JT( ] Rt ]>{1} (30.2)
Kadangi masiy matrica nekeiéiama ir yra jstrizaining, priimama, kad % = 0.
Tada i§ (30.1) ir (30.2) gradlentas ~ * isreiskiamas taip:
j
(31)

Y

N
6ai1

kur [K] yra surenkama kiekvieno skaitinio integravimo metu i§ sintezuotyjy elementy,
d[K
] iSreiSkiama:

LB, St T (‘”“]>{yl}

apskaiciuoty praéjusiame optimizavimo zingsnyje. ISvestiné Fa
U

g = — (@@ [?]T)‘1 ([0,...0,y:;,0, .. 0] [R][¥]{a”}
@Y IR0, 00, 0) (@FD S

Cia [Y] yra srities, surinktos i$ sintezuotyjy elementy, tikriniy formy matrica; y;;

tasis j-tosios tikrinés formos narys
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2.1.2. Pradinio elemento sudarymas

BE modelio, surinkto i§ 10 mazgy baigtiniy elementy, sudaryty pagal (24)
lygtis, kuriam sudaryti panaudotos artimos tikslioms modos, masiy matricos
uzpildymas ir tikriniy dazniy paklaidos pateiktos 8 pav. a ir b dalyse. Modelis
sudarytas i§ 10 elementy (91 laisvés laipsnis). I8 8 pav. ¢ ir d daliy matoma, jog vietoje
(24.2) lygtimi apskai¢iuotos masiy matricos imant konstrukcijos, atitinkanéios
sintezuotajj elementa, surinktos i§ tradiciniy elementy, masiy matricg, modeliy
tikriniy dazniy paklaidos islieka panasios.

Masiy matricos uZpildymas

ida

004

0.03

keiniy daZniy paklal

Mazgai |1 ... 91]

0 10 2 3 40 50 60 70 80 90 -0.01

10 20 30 40 50 5 7 80 9
Mazgai [1...91] 4 60 0 0

a) b)

0 Masiy matricos uzpildymas

FY
=)

Q
=]

Mazgai [1 ... 91]

)
S

~

=)
o
o

@
=)
o

©
S

0 10 20 30 40 50 60 70 80 20 z 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Mazgai |1...91] Mazgai

0) d)
8 pav. Tikriniy daZzniy priklausomybés nuo masiy matricos tipo palyginimas: a) ir
c) konstrukcijos masiy matricos uzpildymas i§ 10 SE su nejstrizainine (a) ir jstrizainine
(c) masiy matrica; b) ir d) konstrukeijos tikriniy dazniy paklaidy kreivé, kai modelis
surinktas i§ nejstrizaininés () ir jstrizaininés (d) masiy matricos

Toliau, atliekant elemento sinteze, kaip pradinis elementas naudojamas
elementas, kurio standumo matrica apskaiCiuota pagal artimas tikslioms tikrines
modas (24.1), 0 masiy matrica imama jstrizaininé ir sintezé€s metu kei¢iama tik
standumo matrica.
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2.1.3. Tikriniy daZniy paklaidy minimizavimas

Kaip buvo pademonstruota 2.1.3 skyriuje, sintezuotojo elemento laisvés
laipsniy skaicius gali bati pasirenkamas laisvai ir, Kuo jis yra didesnis, tuo geresnis
modelio, surinkto i§ sintezuotyjy elementy, konvergavimas. Taciau kuo daugiau
laisvés laipsniy elemente, tuo ji sunkiau panaudoti sudarant norimos geometrinés
formos BE modelj.

Siame skyriuje 1D sintezuotajam elementui sudaryti parenkamas 10 mazgy
elementas, kurio tikslts tikriniai dazniai minimizuojami srityje, surinktoje i§ 10
elementy. 9 pav. pateiktos modelio, surinkto i§ sintezuotyjy elementy, kur skirtingas
pirmyjy tikriniy dazniy skai¢ius N buvo minimizuotas: ) N = 91 (100 %), b) N =
63 (~70 %), c) N = 54 (~60 %), d)N = 45 (~50 %), tikriniy dazniy paklaidy
kreivés. Toliau Sie elementai atitinkamai vadinami SE100, SE70, SE60, SE50.

Tikeiniy dazniy paklaida
[

Tikslo funkcija:5.496488¢-03 Tikslo funkeija:7.064132¢-04

0.15
10 20 e 40 50 60 70 80 % 10 20 a0 a0 50 &0 70 8 %
Mazgal Mazgal

a) b)

- 5E60 €50
STE

Tikriniy daZniy paklaida
[

Tikslo funkcija:1.041523¢-05 Tikslo funkcija:3.506816¢-06

10 20 a 40 50 60 70 80 %0 o 10 20 a0 a0 50 &0 70 80
Mazgal Mazgal

c) d)
9 pav. Tikriniy dazniy paklaidy kreivés, kai minimizuotos tikriniy dazniy paklaidos
skirtingam dazniy diapazonui: a) SE100 — 100 %; b) SE70 — 70 %; c) SE60 — 60 %;
d) SE50 — 50 %
Tikriniy dazniy paklaidy kreivés, pateiktos 9 pav., gali biti palyginamos su
8 pav. d dalimi, kur matoma, jog paklaida priklauso nuo dazniy diapazono, kurio
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tikriniy dazniy paklaidos yra minimizuojamos sintezés metu. Atliekant visy dazniy
minimizavima, kai N = N, pageréjimo beveik negaunama. Taciau pasirinkus mazesnj
N mazos dazniy paklaidos gaunamos beveik visame sintezuojamy dazniy diapazone.
Kuo sintezuojamy dazniy diapazonas mazesnis, tuo geresni rezultatai yra gaunami.
Toliau kaip SE naudojami elementai su minimizuotomis pirmyjy 60 % tikriniy dazniy
paklaidomis, kur YN, (w’w_—(:’o)z ~ 107>, 9 pav. c dalyje palygintos modelio i§ SE ir
4

modelio, surinkto i§ STE naudojant tokj patj diskretizavimo Zingsnj (raudona linija),
tikriniy dazniy paklaidos.

Taigi modifikacijos, apibréztos koeficientais [aY ], kuriomis atlickamos tikriniy
formy korekcijos, uztikrina platesniame modelio tikriniy dazniy diapazone artimus
tiksliems tikrinius daznius. 10 pav. pateiktos tikslios ir 10 mazgy tiesaus elemento
tikrinés formos. Lyginant formas matoma, jog pirmyjy tikriniy formy kontiras islicka
artimas tiksliam, o aukstesnéms formoms atlickamos kur kas didesnés modifikacijos,
taip iSgaunant geresnes modelio, surinkto i$ sintezuotyjy elementy, konvergavimo

savybes.

10 pav. Elemento tikriniy formy palyginimas

Svarbi tiriamy modeliy savybé, kad procentiskai sintezuotojo elemento artimy

tiksliems tikriniy dazniy diapazonas nepriklauso nuo bendro konstrukcijos laisvés
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laipsniy skaiCiaus. Apytiksliai tikriniy dazniy paklaidos iSlieka tokios pat tiek
nagrinéjant vieng SE, tiek sritj, kurioje buvo minimizuojami tikriniai dazniai sudarant
sintezuotajj elementa, tieck daug didesng¢ sritj, surinkta i§ SE. Todél auks$Ciausias
artimas tiksliems modelio tikrinis daznis parodo dazniy spektro, kuriame
modeliavimg bangolaidyje galima atlikti su mazomis fazinémis paklaidomis, plotj. 11
pav. pateiktos modeliy tikriniy dazniy paklaidos esant skirtingam laisvés laipsniy
skai¢iui: a) N =10; b) N =361; ¢) N =721. Vadinasi, gautas SE gali biti
naudojamas skirtingo dydzio bangolaidziy struktiiroms sudaryti ir gali buti
suprantamas kaip dinaminis, greitai konverguojantis aukstesniosios eilés elementas Su
Jstrizainine masiy matrica.
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3) b) c)

11 pav. 1D modelio tikriniy dazniy paklaidy palyginimas, kai modelis surinktas i$
skirtingo skai¢iaus elementy: a) N = 10; b) N =361; c) N=721

Sintezés metu sudarytas elementas nepriklauso nuo mechaniniy konstanty ir
gali buti naudojamas kaip Sablonas aukS$tesniosios eilés elementams sudaryti.
Sintezuotojo elemento masiy matrica surenkama kaip tradiciniy elementy, 0 standumo
matrica apskai¢iuojama pagal (33) lygti:

[K35] = T K] @

¢ia [ bematis (sintezés metu priimta, kad mechaninés konstantos lygios 1)
sintezuotasis elementas; [K35| — fiziking prasme turintis sintezuotasis elementas. I
(33) lygties matoma, kad sinteze uztenka atlikti vieng kartg $ablonui [KSEO] sudaryti,

0 pagal (33) lygti gali buti sudaryti skirtingas mechanines savybes apibréziantys
sintezuotieji elementai.

SEO] _

2.2. Maziausios fazinés paklaidos elementy matricy sintezé dvimatéms
akustinéms struktiiroms

Bendruoju atveju sintezés algoritmas nepriklauso nuo modelio dimensijy ir gali
biti pritaikomas tiek 2D, tieck 3D BE modeliams, kaip pateikta 2.1 skyriuje. Taciau,
pereinant j aukStesnigsias dimensijas, atsiranda problemy dél skai¢iavimo iStekliy,
kurie reikalingi paciai elementy sintezei atlikti, 0 tai 1D modelio atveju didelés
reik§més neturéjo. Taip yra todél, kad, pvz., pereinant i§ 1D konstrukcijos j 2D
konstrukcija, skirtg akustinei bangai simuliuoti, sintezés optimizavimo parametry
skai¢ius matricoje [aY] iSauga kvadratu esant tam pa¢iam SE mazgy skai¢iui viena
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kryptimi. Taip pat atlieckant optimizavimg kiekviename optimizavimo zingsnyje
visiems parametrams ay; gradientui apskai¢iuoti reikia surinkti matricas [K], kuriy

dimensija padidéja kvadratu.

Toliau Siame skyriuje analizuojamas sintezés procesas, jo optimizavimas ir
rezultatai 2D modelyje, kai kaip SE sudaromas 5x5 mazgy kvadratinis elementas, kur
tikriniy dazniy paklaidos minimizuojamos kvadratinéje pavyzdinéje srityje, surinktoje
i§ 25 elementy. Remiantis 2.1.2 skyriuje atliktais eksperimentais sintezés metu
minimizuojamos pirmyjy 25 % pavyzdinés srities tikriniy dazniy paklaidos.

2.2.1. Dvimacio sintezuotojo elemento sudarymas

Kvadratinio dvimacio baigtinio elemento ar konstrukcijos modas galima
apskaic¢iuoti naudojantis analitinémis formulémis, ta¢iau bendruoju atveju $ias modas
apskaiciuoti yra gana sudétinga arba néra jmanoma. Siekiant pademonstruoti, kad
sintezés algoritmas néra priklausomas nuo pradinio elemento sudarymo, 2D modelio
atveju kaip pradinio priartéjimo elementas imama konstrukcija, surinkta i§ tradiciniy
elementy; sintezés metu atliekant konstrukcijos mody korekcijas sudaromas
sintezuotasis baigtinis elementas. 12 pav. pateikta dvimacio elemento sintezés

schema.
Sintezés procesas

N — sintezuojamo elemento mazgy skaitius
n— pavyzdines srities mazgy skaitius
Atnaujinama sintezuojamo
elementao tikriniy formy korekcijos
Pradinio artinio sudarymas ‘Atlickam os sintezuojamo] matrica ['] ir tikriniy dai:ﬂu
elemento tikriniy formy korekcijos vektorius {a”}
I tradiciniy elementy surenkamas Ir tikriniy dazniy
BE modelis, kurio matmenys atitinka korekcijos
sintezuojamo elemento matmenis
€ sintezuojamy NE
elementy surenkama
pavyzding sritis
Y

Apskai€iuojami
pavyzdinés srities
tikriniai dagniai

Apskait iuojamos
pavyzdinés srities

Sintezuojamo elemento tikriniy formy tikriniy daZniy
korekeijos koeficienty matrica [2] ir paklaidos
tikriniy dainiy korekcijos vektorius {2} —_— AP

Visos [&] ir {a"} reikimes lygios 1 ¢

Sintezuotasis elementas

12 pav. Dvimacio sintezuotojo elemento sudarymo schema

Pavyzdinés srities artimy tiksliems tikriniy daZniy
apskaigiavimas Pasiekta sintezés
proceso pabaigos

salyga

Kadangi pradinio priartéjimo elemento tikriniai dazniai néra tikslas, todél tikslo
funkcija papildoma tikriniy dazniy korekcijos vektoriumi ir galutiné tikslo funkcija
jgauna Sig forma:

N 2
min ¥ = Z (M) (34)
[a¥],{a®} e Wi '
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Gradientas [a”] apskaic¢iuojamas taip pat, o vektoriaus {a®} nariams gradientas
apskaiciuojamas kaip ir (31), kur

N ~ o~
= > i Sy (W) (3)

4

a[ ] = (@Y¥]") " (diag[0, ...,0,0%,0, ..,0]) (a*}[7]) . (36)

Kaip matoma i8 (35) lygties, dazniy korekcijy yra tik tiek, kiek laisvés laipsniy
sintezuojamame elemente, taigi dazniy pridéjimas, palyginti su tikriniy formy
korekcijy koeficienty matrica [a” ], didelés jtakos skaiCiavimo apimtims neturi.

2.2.2. Simetrinés modos dvimac¢iame akustiniy bangy baigtiniy elementuy
modelyje ir sintezuotojo elemento sudarymas

Kvadratinis 5x5 mazgy pradinis elementas surenkamas i§ pirmosios eilés
tradiciniy skaliarinio lauko elementy su sutelktosiomis masiy matricomis, kurios
iSreiskiamos:

mel = 2255, (37.1)

[Ké] = E X 56’[ 17[B]; (37.2)

Cia S€ — elementy plotas, [I] ir [B] yra vienetiné ir jtempiy matrica. Pradinio 5%5
mazgy elemento modos pateiktos 13 pav.

Vienmacio modelio atveju visos BE modelio modos yra skirtingos, o
aukstesniosiose dimensijose atsiranda simetrinés modos, kurios atitinka tg patj tikrinj
daznj ir kuriy tikriniai vektoriai yra ortogonalis. Sintezés metu korekcijos koeficientai
gali buti skaic¢iuojami tik vienos simetrinés modos, o kita moda yra gaunama atlikus
modos pasukima 90°, kur

{¥s23 = [T]{ysl}’ (38.1)
Wy = Wg1; (38.2)

¢ia s1, s2 — simetriniy mody numeriai, [T] — postikio matrica.
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a)

L= L1421 radis

e = 182574 radis

e LE2STd radis

e
r

= L9SOST radis

13 pav. Pradinio 5X5 mazgy elemento modos

I$ 13 pav. matoma jog 5x5 mazgy BE elemente Sios modos yra simetrinés: 3 ir
4,7ir8,11ir12,14ir15,20ir 21, 22 ir 23. Sintezés metu atliekant pirmyjy simetriniy
mody korekcijas atskirai gaunamas greitesnis sintez€s proceso konvergavimas, 0
aukstesniyjy mody korekcijos konvergavimo greiciui reik§Smingos jtakos neturi. Todél
sintezés metu pirmyjy dviejy simetriniy mody korekcijos atlieckamos atskirai,
likusioms simetriniy mody poroms korekcijos yra skaic¢iuojamos tik vienai modai, 0
kita yra gaunama pagal (38) israiskas. Taip vietoje 24 (1 moda — kietojo kiino moda)
licka 19 mody, kurioms atliekamos korekcijos, ir korekcijos koeficienty skai¢ius yra
sumazinamas nuo 625 iki 494.

2.2.3. Sintezés rezultatas dvimatei akustinei bangai

Sudarant 2D sintezuotajj baigtinj elementa, kaip pradinis elementas naudojama
5X5 mazgy konstrukcija, surinkta i§ tradiciniy elementy. Atliekant elemento sintezg,
minimizuojama tikriniy dazniy paklaida modelio, surinkto i§ 25 sintezuotyjy
elementy; artimi tiksliems dazniai gaunami i$sprendus tikriniy reik§miy uzdavinj BE
modeliui su 5 kartus tankesniu tinkleliu. Sintezés rezultatai, kai minimizuota 25 %
pirmyjy tikriniy dazniy, pateikti 14 pav.
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— Tradiciniai elementai
—Sintezuotieji elemental
Tikslo funkeija:1.256271¢-05

a
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v R @ @

Tikriniy daZniy paklaid
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g
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14 pav. Konstrukcijos, surinktos i§ 2D sintezuotyjy ir tradiciniy elementy, tikriniy dazniy
paklaidy kreivé
s N2
I3 14 pav. matoma, jog tikslo funkcijos reikimé YV, (%) ~ 1,26-107°
io

yra artima sintezés rezultatams, kai sintezuojamas vienmatis elementas (zr. 2.1.3 sk.).
Sintezuoto elemento modos pateiktos 15 pav.

v = 192787608 radis =077 rads w0757 radis = 110378 radss

\rl])

L w=207812 radis = 12269 radis

it

n

e 228SH radis

L w=227249 radis = 247216 rads = 247536 radis

_ -
| X |
) )

15 pav. Sintezuotojo 5x5 mazgy elemento modos

Kadangi d¢l skai¢iavimo apim¢iy aukstesniosios eilés 2D elementy suformuoti
néra galimybés, 2D modelio atveju toliau nagrinéjamas 5x5 mazgy sintezuotasis
elementas. Kaip ir 1D modelio atveju, sintezés metu suformuotas elementas
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nepriklauso nuo mechaniniy konstanty, t. y. jis gali biiti naudojamas kaip $ablonas
aukstesniosios eilés elementui sudaryti:

[K3E] = E x [K3E°]. (39)

Tokio modelio masiy matrica yra jstrizaininé ir islieka tokia pati, kaip elemento
konstrukcijg atitinkancios struktiiros, surinktos i§ tradiciniy elementy.

Svarbu, jog, kaip ir 1D modelio atveju, modelio, surinkto i§ SE, tikriniy daZniy
diapazonas, procentiskai artimas tiksliems, islicka toks pat, nepriklausomai nuo
modelio elementy skai¢iaus (16 pav.), taigi i§ SE gali biti sudarytos jvairiy
geometriniy formy ir dydziy struktiiros.

08 08 08
radiciniz i — Tradiciréai elementai
|— Sintezuoti elementai

— Tradiciréai elementai
|— Sintezuoti elementai

o 50 100 150 200 250 300 o 200 400 600 800 i o 200 400 600 800 1000
Mazgai Mazgai Mazgai

a) b) ]
16 pav. 2D modelio tikriniy dazniy paklaidy palyginimas, kai modelis surinktas i§
skirtingo skaiciaus elementy: a) N = 289; b) N = 625; ¢) N =841

2.3. Maziausios fazinés paklaidos elementy matricy sintezé dvimatéms
tampriosioms struktairoms

Tampriyjy baigtiniy elementy sintezés procesas, kurio metu elemento mody
korekcijos atlickamos formuojant geresnes konvergavimo savybes turinius BE,
algoritmo poziariu beveik nesiskiria nuo dvimaciy akustiniy elementy sintezés
proceso (12 pav.). Nuo sintezuojamo elemento laisvés laipsniy skaiéiaus ir srities,
kurioje yra minimizuojami tikriniai dazniai, priklauso ir sintezuotojo elemento
savybés, t. y. kuo daugiau laisvés laipsniy sudaro sintezuojamg elementa, tuo platesnis
tikriniy dazniy diapazonas gali biiti minimizuotas, ir atitinkamai kuo didesné yra
pavyzdiné sritis, naudojama tikriniams dazniams minimizuoti, tuo tikslo funkcijos
reik§mé (tikriniy dazniy paklaidos) lengviau minimizuojama. Taciau skai¢iavimo
istekliy poreikis dvimacio tampriojo BE sintezei atlikti yra kur kas didesnis, palyginti
su dvimaciais akustiniais elementais, t.y. viename mazge vietoje vieno laisvés
laipsnio atsiranda du, o tai tiek pat mazgy turinio elemento matricy dimensijas
praplecia 2 kartus.

Atsizvelgiant j skaiCiavimo iStekliy poreikj ir prieinama techning jranga,
sintezuojamo tampriojo baigtinio elemento mazgy skaicius ir minimizuojamy dazniy
diapazonas parinktas santykinai mazas, t.y. 4x4 mazgy elementas minimizuojant
pirmyjy 6,2 % tikriniy dazniy diapazono paklaidas srities, surinktos i§ 8x8
sintezuotyjy elementy. Artimi tiksliems tikriniai dazniai randami iSsprendus tikriniy
reik§miy uzdavinj (16) pavyzdinés srities BE modeliui, surinktam i§ tradiciniy
elementy su 8 kartus tankesniu tinkleliu. Siuo atveju sintezuojamo elemento laisvés
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laipsniy skai¢ius — 32, pavyzdinés srities — 1250, tankaus modelio, naudojamo
tikriniams dazniams, artimiems tiksliems, rasti, — 74 498.

2.3.1. Puasono koeficiento jtaka dvimaciy tampriyjy baigtiniy elementy
tikriniy daZniy paklaidoms

Kaip ir 1D ar 2D akustiniy BE, tampriyjy BE artimi tiksliems tikriniai dazniai
gali buti gaunami iSsprendus tikriniy reikSmiy uzdavinj tokios pacios dimensijos
modeliui su kur kas tankesniu tinkleliu (17 pav.).

088 Tampriojo BE modelio tikriniy dazniy palyginimas

0.2

o
o

38
N

0.1} /

Daznis (rad/s)

0 50 100 150 200 250 300
Tikrinio daZnio nr.

17 pav. 2D tampriojo BE modelio tikriniai daZniai esant skirtingam modelio tinklelio
tankumui

Kadangi Siame pavyzdyje modeliams sudaryti naudotos sutelktosios masiy
matricos, reto tinklelio modelio dazniy kreivé yra Zemiau tankaus tinklelio modelio
dazniy kreivés (prieSingai nei 3 pav., @), t. y. impulsas aukstesniosiose harmonikose
skinda léCiau, nei turéty, taip sukeldamas skaitinius triuk§mus, kurie seka paskui
simulivojamg impulsg ir kaupiasi. Taciau nors 1D ar 2D akustiniy elementy
normalizuotos modos nepriklausé nuo fizikiniy konstanty, sudarant tampriuosius BE
modelius nuo jtempiy matricoje naudojamos Puasono koeficiento reikSmes priklauso
tiek modelio tikriniy mody forma, tiek daznis. Toliau palyginta BE modelio 7-0ji
moda, kai Puasono koeficientas v = 0,2 ir v = 0,4, esant toms pacioms Jungo
modulio ir tankio (E = 1,p = 1) reikSméms (18 pav., a, b). Taip pat palyginta, kaip
nuo Puasono koeficiento priklauso modelio tikriniy dazniy paklaidos (18 pav., c).
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7 moda, w=13.1207 rad/s, »=10.2 7 moda, w=16.6712 rad/s, v=0.4

=02
v=04

Paklaida

\é;iis \b:)iis T ikriniré;uinin nr.
18 pav. Tampriojo BE modelio 7 modos (a, b) ir tikriniy dazniy paklaidy (c) palyginimas
esant skirtingam Puasono koeficientui

Sudaryti 1D ar 2D akustiniai sintezuotieji BE yra universaltis ir gali biiti
naudojami kaip Sablonai konkreiy fizikiniy savybiy baigtiniams elementams
sudaryti. Taip yra todél, kad normuotos modos nepriklauso nuo fizikiniy konstanty,
t.y. tankio ir Jungo modulio. Tac¢iau, kaip matoma 18 pav., tai negalioja
aukstesniosios dimensijos tampriesiems elementams, ir jiems sintezé turi bati
atlieckama parinkus konkre¢ig u reikSme, kuri bendruoju atveju nusako medziagos
savybes. Sudarant sintezuotajj tampriosios bangos elementg Puasono koeficiento
reikSmé parinkta yu = 0,3435, kuri atitinka aliuminio medziagos Puasono koeficiento
reikSmg.

2.3.2. Sintezés rezultatas dvimatei tampriajai bangai

Sintezés procesas dvimaciam tampriajam baigtiniam elementui sudaryti yra
toks pat, kaip ir akustiniam elementui, kurio vizualizacija pateikta 12 pav. Pradinis
elementas sudaromas surenkant 4x4 mazgy pradinio priartéjimo elementa; sintezés
metu minimizuojamos pavyzdinés srities, surinktos i§ sintezuotyjy elementy, tikriniy
dazniy paklaidos. Vienintelis skirtumas, kad tampriojo elemento atveju atsiranda trys
kietojo kiino modos, kurios sintezés metu yra nekei¢iamos. Taip pat siekiant sumazinti
skai¢iavimo apimtis visoms simetrinéms modoms korekcijos koeficientai buvo
skaiciuojami tik vienai modai, kita simetriné moda buvo pasukama 90° kampu. Taip
vietoje 32 mody sintezés metu korekcijos koeficientai buvo skai¢iuojami 22 modoms,
t. y. 7 mody poros yra simetrinés (4 ir 5, 10 ir 11, 13 ir 14, 19 ir 20, 21 ir 22, 26 ir 27,
30 ir 31). Sintezés rezultatai, kai minimizuota pirmyjy 6,2 % modelio tikriniy dazniy
paklaidy, pateikti 19 pav.
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— Tradiciniai elemental
— Sinlezuatieji elementai
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19 pav. Konstrukcijos, surinktos i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy, pirmyjy 512 modelio
tikriniy dazniy paklaidy kreivé

Atliekant tikriniy dazniy ir formy korekcijas, tikslo funkcijos reik§mé
s N2
minimizuota iki YN, (%) ~ 1,8 107>, Kaip ir akustinés bangos, elemento
io
standumo matrica galima naudoti kaip Sablong, Jungo modulj iskeliant prie§
sintezuotajj elementa. Taciau kadangi sintezuotasis elementas priklauso nuo Puasono

koeficiento, o skirtingy medziagy Puasono koeficientas skiriasi, skirtingy medziagy
sintezuotieji elementai turi buti sudaromi atskirai.

2.4. Antrojo skyriaus iSvados

1. Atliekant aukstesniosios eilés elemento konstrukcijy mody korekcijas,
galima sudaryti baigtinius elementus su jstrizainine masiy matrica ir
platesniu artimy tiksliems tikriniy dazniy diapazonu.

2. Vienmaciam modeliui sudaryti 10 mazgy sintezuotieji elementai. IS jy
surinkto modelio pirmyjy 60 % tikriniy dazniy paklaidos iSlicka mazos.
Taciau pereinant j aukStesnigsias dimensijas sintezés procesas tampa labai
brangus skaiciavimo iStekliy prasme, todél sudaryti tokiy paciy elementy,
kaip vienmacio modelio atveju, néra galimybés.

3. Pademonstruota, kad pasinaudojant simetriniy mody savybémis galima
sumazinti mody korekcijos koeficienty skaifiy, taip sumaZinant
skaic¢iavimo iSteklius, kuriy reikia sintezei atlikti. Sudarytas 5x5 mazgy
kvadratinis 2D akustinis sintezuotasis elementas ir 4x4 magy tamprusis
elementas. Modeliy, surinkty i§ tokiy elementy, pirmyy 25%
(akustiniuose modeliuose) ir 6,2 % (tampriuosiuose modeliuose) tikriniy
dazniy paklaidos iSlieka mazos.

4. Nustatyta, kad modeliai, surinkti i§ vienmaciy ir dvimaéiy sintezuotyjy
elementy, turi savybe iSlaikyti tam tikra procentg artimy tiksliems tikriniy
dazniy, nepriklausomai nuo modelyje naudojamy elementy skaiciaus, 0 tai
lemia, kad sintezuotasis elementas gali biti naudojamas kaip universalus
elementas sudarant baigtiniy elementy modelius.

5. Vienmaciai ir dvimaciai akustiniai sintezuotieji elementai nepriklauso ir
nuo fizikiniy konstanty, taigi jie gali buti panaudojami sudarant BE
skirtingas mechanines savybes turinéioms medziagoms. Taciau dvimaciy
tampriyjy elementy atveju nuo Puasono koeficiento priklauso ir elemento
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tikriniy formy geometrinés savybés bei tikriniai dazniai, todél sintezés
metu gauti elemento korekcijy koeficientai gali buti  panaudoti
medziagoms, kuriy Puasono koeficientas toks pat, kaip ir sintezés metu
sudaromo elemento. Tai yra medziagoms, kuriy Puasono koeficientas yra
skirtingas, turi buti sudaromi skirtingi elementai.
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3. MODELIU, SURINKTU IS SINTEZUOTUJU ELEMENTU,
KONVERGAVIMO TYRIMAS

3.1. Modeliy konvergavimo nehomogeninése ir Sakotose vienmatése struktiirose
tyrimas
3.1.1. Bangos sklidimo analizé

Tariama, kad modeliavimas atliekamas tiesiame bangolaidyje. Kairéje puséje
suzadintas (21) impulsas sklinda bangolaidziu (20 pav.).

20 pav. Bangolaidzio geometriné forma

Teoriskai impulsas turéty sklisti modelyje garso grei¢iu nepakeisdamas formos.
Kad bty jvertintas dél skaitinés dispersijos modeliavimo metu atsirandantis impulso
i8kraipymas, naudojami Sie jverciai: bangos amplitudé a,, auksCiausiame taske,
maksimalioji skaitiniy triuk§my amplitudé a,, ir bangos plotis a; aukstyje gam.
Esant nulinei skaitinei dispersijai impulso a,, = 0, a,,, = 1. 21 pav. pateikta grafiné
jveréiy a,, a; ir a,, interpretacija.

A a, - impulso amplitudé

> 4= bangos plotis aukstyje
(V2/2)xa

Skaitiniai triuk§mai Skaitiniai triukSmai

17
a, - maksimali triuk§my amplitudé

21 pav. Grafiné a,, a; ir a,, jveréiy interpretacija

Bangos modeliavimo analizei atlikti sudaromas tiesaus vienmacio bangolaidzio
modelis i8 20 sintezuotyjy elementy, kuriy Kiekvieno ilgis [, = 0,1. Atliekant analize
naudojamos realios fizikinés prasmés neturin¢ios mechaninés konstantos A = 1, E =
1, p = 1. Tradiciniy BE matricos apskaic¢iuojamos pagal (6.1) ir (22) lygtis, o
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sintezuotyjy elementy masiy matrica surenkama i§ tradiciniy elementy masiy
matricos, kuri apskai¢iuojama pagal (6.1), o standumo matrica — pagal (33) lygtj, kur
vietoje [K?EO] imama 2.1 skyriuje sudaryto 10 mazgy elemento standumo matrica su
minimizuotais 60 % pirmyjy tikriniy dazniy (SE60). Bematis bangos greitis modelyje
C = 1. Modeliavimas atliekamas laiko periodg T = 7s, ir impulsas nusklinda
distancijag S = 7. Gauti rezultatai lyginami su rezultatais, gautais tankaus tinklelio
(~90 mazgy per bangos ilgj) modelyje, sudarytame i$ tradiciniy elementy, atliekant
analogiSska modeliavima. Toliau rezultatai, gauti atlickant modeliavima tokiame
modelyje, vadinami artimais tiksliems. Modeliavimo rezultatai esant skirtingam
signalo zadinimo laikui dT pateikiami 23 pav.

-4

= >
B R E—
~236 mazgai per bangos ilgi (distancija — 17.5 bangos ilgio) 2218 mazgu per bangos ilgj (distancija — 35 bangos ilgiai)
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22 pav. Modeliavimo rezultaty palyginimas praéjus 7 s: a) deltaT = 0,4, 36 mazgai per
bangos ilgj, pulsas nusklides per 17,5 bangos ilgio; b) deltaT = 0,2, 18 mazgy per bangos
ilgj, pulsas nusklides per 35 bangos ilgius; ¢) deltaT = 0,1, 9 mazgai per bangos ilgj,
pulsas nusklides per 70 bangos ilgiy; d) deltaT = 0,07, 6 mazgai per bangos ilgj, pulsas
nusklides per 100 bangos ilgiy

IS pateikty rezultaty aiSkiai matoma, jog visais atvejais modeliy, sudaryty i$
sintezuotyjy elementy, paklaidos yra mazesnés nei modeliy, sudaryty i§ tradiciniy
elementy. Netgi esant 6 mazgams per bangos ilgi modelyje, sudarytame is
sintezuotyjy elementy, sklindantis impulsas i$laiko formg ir tiriami paklaidy jverciai
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yra mazesni nei 10 %, o modelio, sudaryto i$ tradiciniy elementy, impulsas dél
skaitinés dispersijos yra i$sisklaides beveik per pus¢ bangolaidzio (22 pav., d). Taciau
reikia atkreipti démesj, kad esant tankiam tinkleliui mazas sklindan¢io impulso
formos iSkraipymas atsiranda modelyje i§ sintezuotyjy elementy (22 pav., a). Jis
pasireiskia dél pirmyjy sintezuotojo elemento tikriniy formy korekcijy ir yra matomas
vidiniuose elemento mazguose. Taciau $ios paklaidos iSnyksta, kai modeliui surinkti
naudojami sintezuotieji ir tradiciniai elementai (23 pav.). Tai paaiskinti galima taip:
tiek tinklelis i§ SE elementy, tick daug tankesnis tinklelis i$ tradiciniy elementy
uztikrina, kad visos impulso harmonikos sklisty artimu tiksliam grei¢iu ir impulsas
sklisty tinkamai. Impulso formos iskraipymas SE tinklelyje atsiranda dél tikriniy
formy korekcijy, kurios atliekamos sintezés metu, taciau jis yra pasalinamas, kai
impulsas pereina j tradiciniy elementy tinklel;.

Distancija 25 bangos ilgiai

Bemalis poslinkis

23 pav. Bangos sklidimas modelyje i$ SE ir STE

Impulso sklidimo B vaizdai (B-scan) pateikti 24 pav. Horizontalioji aSis
atitinka modeliavimo laikg, vertikalioji — impulso nusklista atstumga. Pilka spalva
atvaizduojama poslinkiy amplitudé. Kadangi skaitiniai triuk§mai modeliuojant
nesiekia 3 % pradinio impulso amplitudés, netiesiné spalvy skalé naudojama impulso
amplitudei atvaizduoti. IS 24 pav. matoma, kad impulsy generuojamos paklaidos
skiriasi, t. y. tinklelyje i$ STE triuk§mai generuojami Salia impulso, o tinklelyje i§ SE
jie pasiskirsto per visg bangolaid;.

48



|

Artimas |
| tiksliam !
| 90 mazgy per |

bangos ilgj

Bematis atstumas
9 mazgai per
bangos ilgj

90 mazgy per bangos ilgi

Artimas tiksliam

Bematis atstumas

Laikas (s) ' ' ’ & Laikas (s)

a) b)
24 pav. Modeliavimo B vaizdai

3.1.2. Sakota nehomogeniné struktiira

Siame skyriuje analizuojamas impulso sklidimas 3akotoje nehomogeningje
struktdiroje. Lyginami impulso modeliavimo rezultatai tankaus tinklelio modelyje i§
tradiciniy elementy ir reto tinklelio modelyje i$ sintezuotyjy elementy. Pavyzdinis
modelis sudaromas i$ 3 tipy bangolaidziy, kuriy skerspjuvio skersmuo yra D; = 0,1,
D, = 0,08 ir D3 = 0,05, tankis p; = 0,8, p, = 1,2, p3 = 1, Jungo modulis K; 3 =
1irelementoilgis L; , 3 = 1. Modelio geometriné forma pateikiama 25 pav. a dalyje.

Sakota struktira
—+ CFE (90 margy per bamgon g
per banos igi)

—o—SE (% mazgai per

'BI 1tipob laidi I[Z(ipoL laidi HiﬂipuL laidi:

slégio
impulsas

(e <)

°
®

& o /‘
S ‘
-?%6’

[\

Bematis poslinkis

°
>

i Matavimo taikas

°

°
iy

Trumpas STE segmento gale
(vertinama bengos neats pindéjimo salyga)

°

MARAARANAAA S~

I3
®

05 1 15 2 25 3
Bematis atstumas

a) b)

25 pav. a) Sakotos nehomogeninés struktiiros geometriné forma; b) modeliavimo
rezultatai §akotoje nehomogeningje struktiiroje

Modeliuoti pradedama suzadinant impulsg (21) pirmo segmento kairéje puséje,
esant deltaT =0,1s, deltal =1 (25 pav., a, 1 busena). Pragjus ~1s bangos
impulsas pasiekia atsakas ir i§ dalies atsispindéjes pereina j antra ir trecig Segmentus
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(25 pav., a, 2 biisena). Praéjus ~2 s impulsas atsispindi nuo antrojo segmento galo, o
treciojo segmento gale jvertinama gerai Zinoma bangos neatspindéjimo salyga (Wolf
ir Song, 1997), kur

Kou  ou_ (40)
pox 6t

Modeliavimo rezultatams (esant modeliams i§ SE ir i§ STE) palyginti buvo
sudaryti du BE modeliai: modelis i§ SE su ~9 mazgais per bangos ilgj ir modelis i§
STE su 10 karty tankesniu tinkleliu (~90 mazgy per bangos ilgj). Tikslus bangos
greitis kiekviename segmente priklauso nuo mechaniniy konstanty ir yra pateiktas
1 lenteléje. Standartinis bangos neatspindéjimo salygos jvertinimas negalimas
trumpa STE prie$ jvertinant bangos neatspindéjimo salyga. 25 pav. b dalyje pateikti
modeliavimo rezultatai pra¢jus 2,55 s (pasibaigus 3 biasenai, 25 pav., a). Galima
apibendrinti, kad tik nereik§mingi skirtumai tarp modeliavimo rezultaty yra tada, kai
modeliavimas atliekamas modelyje i$ sintezuotyjy elementy ir modelyje i$ tradiciniy
elementy su 10 karty tankesniu tinkleliu. Abiejuose modeliuose skaitiné dispersija gali
buti palyginama kaip ~0,04 amplitudés triukSmai. Tikslios jver¢iy a,,, a,, a;
reikSmés pateikiamos 1 lentelgje.

1 lentelé. Iver¢iy a,,, a,, a; reikSmés skirtingose $akotos strukttros atkarpose

Bangolaidzio Modelio Mazgy per a, a, a;
tipas elel_nentq bangos ilgj
tipas
1 tipas SE60 8,3 0,480 0,038 0,042
STE 82,2 0,481 0,010 0,041
2 tipas SE60 10,2 1,484 0,039 0,037
STE 100,6 1,484 0,037 0,034
3 tipas SE60 9 - 0,038 -
STE 90 - 0,012 -

3.1.3. Modeliy palyginimas pagal tinklelio retumg

Kaip buvo parodyta 1.6.3 skyriuje, nuo simuliuojamo impulso priklauso ir BE
modelio tinklelio diskretizavimo Zingsnis, kurio reikia norimam modeliavimo
tikslumui uztikrinti. Tai yra diskretieji modeliai visada generuoja fazines paklaidas,
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taigi modelio diskretizavimo Zingsnis turi buiti parenkamas atsizvelgiant j modelio
dimensijas, norimg simuliuoti impulsg ir modeliavimo laika.

Siame skyriuje i§ STE ir SE sudaryti modeliai lyginami diskretizavimo Zingsnio
(tinklelio retumo) aspektu modeliuojant pasirinktg impulsa. Impulsui atvaizduoti
reikiamus daznius ir jy amplitudes apibrézia Furjé spektras. (19) formulé nurodo BE
modelio tikriniy dazniy paklaidy absoliutines vertes. Sujungus Siuos dydZzius
gaunamas jvertis:

¢ia f; — i-tosios Furjé spektro komponentés amplitudé. Kadangi esant vienmaciam
tiesiam strypeliui BE modelio modos atitinka Furjé spektra, galima priimti, kad kai
jvertis e, lygus dviem skirtingiems modeliams, modeliy fazinés paklaidos yra
vienodos. 26 pav. pateiktas jvertis e, modeliy, sudaryty i§ SE ir STE naudojant
skirtingg mazgy skaic¢iy: 100 < N < 1100.

10°

25
1—4,55x—>
Nodes=109  Nodes=49

SE
——STE.

No!es=127 T oder o

15

niy paklaida ¢

Bematis poslinkis

Modelio da

02 04 06 08 1 12 14 16 18
Bematis atstumas

a) b)
26 pav. a) Modeliy, surinkty i$ skirtingy elementy, jvercio e,, palyginimas;

b) modeliavimo rezultatai, kai modelio i§ SE diskretizavimo Zingsnis ~4,5 karto retesnis,
palyginti su modeliu i§ STE

26 pav. matoma, jog modeliuose i$ SE jvercio e,, reikSmé yra tokia pati esant
daugiau nei ~4,5 karto retesniam tinkleliui, palyginti su modeliu i§ STE. Impulso
sklidimas palygintas 26 pav. b dalyje. Modelis i§ SE yra surenkamas su ~4,7 karto
retesniu tinkleliu: Ngg = 127, 0 Ng1g = 600. Modeliavimo rezultaty jver¢iai a;, a,
ir a,, skiriasi maziau nei 1 %. Modeliavimo rezultaty B vaizdai (B-scan) pateikiami
27 pav.
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| 13 viso mazgy: 127 | 1% viso mazgy: 600 |

6,3 mazgo per bangos ilgj 4 i I_ 30 mazgy per bangos ilgj

Bematis atstumas
Bematis atstumas

Laikas (s) ' ¢ ’ as Laikas (s)

a) b)

27 pav. Modeliy, surinkty i§ skirtingy elementy, modeliavimo rezultaty B vaizdai, kai
modelio i§ SE (a) diskretizavimo zingsnis ~4,5 karto retesnis, palyginti su modeliu i§ STE

(b)

3.1.4. Skaic¢iavimo iStekliy poreikio palyginimas

Atliekant  elemento  sinteze, tenka  iSspresti  baudos  funkcijos
(28) minimizavimo uzdavinj. Tai gana nemazai iStekliy reikalaujantis procesas, taciau
gautos SE matricos gali buti naudojamos kaip universalios. Konkre¢iam 1D
bangolaidziui reikia parinkti tik plota ir medziagos fizikines savybes iSreiskiancius
daugiklius prie SE matricy. Siame skyriuje lyginamas skai¢iavimo istekliy poreikis
esant i§ STE ir SE sudarytiems modeliams, kuris yra nusakomas atminties, reikalingos
saugoti BE modelio matricoms ir vektoriams viename skaitinio integravimo
Zingsnyje, dydziu ir skai¢iumi veiksmy, kuriuos turi atlikti procesorius per vieng
skaitinio integravimo zingsnj, kai integravimas vykdomas centriniy skirtumy metodu.

Lyginant reikia jvertinti, kad modelio i§ SE tinklelis gali biti retesnis, taciau jo
standumo matricos juosta bendruoju atveju yra platesné ir lygi sintezuotojo elemento
mazgy skai¢iui (Farmaga et al., 2011). Priklausomai nuo reikalaujamo tikslumo ir nuo
simuliuojamo signalo dazniy spektro abiejy modeliy mazgy skaicius gali biiti
skirtingas. Palyginimui naudojamas 3.1.3 skyriuje minétas signalas, kai modelio,
sudaryto i§ 10 mazgy SE, tinklelis gal¢jo bati 4,7 karto retesnis nei modelio i§ STE.
Tada tokio paties tikslumo modelio, nesvarbu, ar sudaryto i§ sintezuotyjy, ar i$
tradiciniy elementy, mazgy skai¢ius N ir standumo matricos juostos plocio W
priklausomybés yra tokios:

Nstg = 4,7 X Ngg, (42)

Wsg
Wsrg = = = 2. (43)
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Naudojama atmintis

Modeliavimo metu reikia saugoti vektorius {U}, {U}, {U} ir matricas [M], [K]
i§ (2) lygties. Priimama, kad visiems skai¢iams saugoti yra skiriamas vienodas bity
kiekis b, tada vektoriams {U}, {U}, {U} saugoti reikiamas atminties kiekis bus lygus
3 X N X b, matricai [M] —atminties kiekis, lygus N X b (pakanka saugoti matricos
istrizaing), Ir banga modeliuojant vienmatéje konstrukcijoje matricai [K] saugoti

reikiamas atminties kiekis bus lygus (W) X b (matrica [K] yra simetriska,

saugomas virSutinis trikampis). Visa reikiama atmintis O,,,.,, apskai¢iuojama pagal
formulg:

NXW+2xXN-W
)xb. (44)

Omem = <4N +
2
Skai¢iuojant naudojamos atminties kiekj modeliuose i§ STE ir SE, j (44)
formule vietoje N atitinkamai jraSoma (42) lygties deSinioji arba kairioji pusé ir
atitinkamai vietoje W — reik§més Wgrg = 2 arba Wsggo = 10. ISsprendus (44) lygti
gaunama, kad Opem sTE = 2,83 X Omem seso- Vadinasi, atmintis, kurios reikia
skaitinio integravimo metu, modeliuose su SE60 yra ~65 % mazesné nei modeliuose
su tradiciniais elementais.
Veiksmy skaicius
Atliekant skaitinj integravimg centriniy skirtumy metodu, viename integravimo
zingsnyje reikia i$spresti (45)—(47) lygtis:

{0} = MI7((-D) x [K] x {U}), (45)
{0} = {0} + de x {0}, (46)
{U} = {U} +dt x {U}. (47)

(15.1) masiy matricos inversijai tiek modeliuose i§ tradiciniy elementy, tiek
modeliuose is SE reikiamy veiksmy skaicius bus lygus N, nes matrica yra jstrizaining,
be to, veiksmas gali biti iskeltas pries§ skaitinio integravimo cikla. Priimama, kad
matricy daugyba atlieckama tradiciniy matricy daugybos algoritmu. Jvertinant, kad
matrica [K] yra juosting, (45) lyg¢iai iSspresti reikés 2 X (N X W —=N—W)
veiksmy. (46), (47) lygtyse esanciy veiksmy skaicius yra vienodas ir lygus 2 X N.
Bendras reikiamy veiksmy skaic¢ius Og; yra apskai¢iuojamas pagal (48) lygt;:

O =5N X W —3W. (48)

Analogiskai j (48) lygtj jraSius N ir W reikSmes, gaunama, kad O standart =
1,44 X Og speo- Vadinasi, veiksmy, atlieckamy viename skaitinio integravimo
53



zingsnyje, skai¢ius modeliuose su SE yra mazdaug 30 % mazesnis nei STE
modeliuose.

PraktiSkai skaic¢iavimo iStekliy poreikis priklauso ne tik nuo operacijy
skaiCiaus, bet ir nuo kompiuterio architektiros, operacinés sistemos ir pan. Siekiant
istirti  skaiCiavimo  iStekliy panaudojima praktiskai, atliekamas skaitinis
eksperimentas. Ultragarsinés iSilginés bangos modeliuojamos vienmac¢iame aliuminio
strypelyje ir palyginama skai¢iavimy trukmé esant modeliui i§ SE ir modeliui i§ STE
su 4,7 karto retesniu tinkleliu (30 mazgy per bangos ilgj modelyje i§ STE ir 6,36
mazgo modelyje i§ SE). Modeliuojama tol, kol impulsas nusklinda per visa
bangolaidj, taigi modeliavimo laikas priklauso nuo bangolaidzio ilgio: kuo ilgesnis
bangolaidis, tuo ilgiau atlieckamas modeliavimas. Skaitinis eksperimentas atliekamas
naudojant Matlab R2015a programing jranga (P]), retgsias simetrines standumo ir
masiy matricas kompiuteryje su Core i7-4790 CPU @ 3.60 GHz procesoriumi (32
GB operatyvioji atmintis) ir 64-bit Windows 7 operacine sistema. Dél mazy skaitiniy
triuk§my Matlab ne visada standumo matricg atpazjsta kaip simetring, todél jos
simetrizacija atlickama prie$ pradedant modeliuoti (Andreassen ir Andreasen, 2014).
Fizikinés BE modelio konstantos yra E = 71,788 MPa, p = 2780 kg/m>, bangos
greitis 5081 m/s, pulso zadinimo laikas 40 ps ir skaitinio integravimo Zzingsnis
0,4 ps. Priklausomai nuo bangolaidZio ilgio kinta modeliavimo laikas, skaitinio
integravimo zingsniy skaicius ir skaic¢iavimo laikas, kol banga nusklinda per visa
bangolaidj. Palyginimo rezultatai pateikti 2 lenteléje.

2 lentelé. Modeliavimo laiko priklausomybé nuo bangolaidzio ilgio

Ban- Mode- | Skaiti- | Modelis i§ STE Modelis i§ SE60 Page-
golai- liavi- nio réji-
dZio mo integ- | Mazgy | Skai- | Mazgy Skai¢iavimo mas
ilgis | laikas | ravi- sk. Eiavi- sk. laikas (s) (%)
(m) (ms) mo mo
Zings- laikas
niai (s)
10 1,97 4920 1476 0,158 316 0,083 47
20 3,94 9839 2952 0,551 622 0,305 45
50 9,84 | 24598 | 7380 3,366 1567 1,571 53
100 19,68 | 49197 | 14759 | 13,607 | 3124 6,907 49
200 39,58 | 98394 | 29518 | 56,966 | 6256 23,982 58

Rezultatai 2 lentel¢je rodo, kad skaiciavimo laiko pageréjimas atliekant
modeliavimg yra didesnis nei atliekant aritmetiniy operacijy palyginimg. Taip pat
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modeliuose i§ SE dél retesnio tinklelio mazesnis skaitinio integravimo zingsnis
uztikrina skaitinés integravimo schemos stabiluma.

3.2. Modeliy konvergavimo dvimatése nehomogeninése struktiirose tyrimas
3.2.1. Impulso sklidimo analizé

Impulso sklidimo 2D modelyje analizei atlikti sudaromas staciakampis BE
modelis, kurio geometriné forma pateikta 28 pav.

E=1
rho=1
C=1m/s

200

Zadinimo zona

200

S00

28 pav. 2D modelio geometriné forma

Modelio matmenys yra 500200 m, analizei atlikti naudojamos realios fizikinés
prasmés neturin¢ios mechaninés konstantos E = 1 ir p = 1. Bangos greitis C =
1m/s. Impulso zadinimo zonoje zadinamas (21) impulsas ir modeliavimas
atliekamas 100 s. Impulso sklidimo analizei atlikti sudaromi du vienodo retumo
tinklelio BE modeliai i$ tradiciniy ir sintezuotyjy elementy, kur atstumas tarp gretimy
mazgy L = 1, ir artimas tiksliam modelis su 5 kartus retesniu tinkleliu (L = 0,2).
Tradiciniy BE matricos apskai¢iuojamos pagal (37) lygtis. Sintezuotyjy elementy
masiy matrica surenkama i$ tradiciniy elementy masiy matricos. Standumo matrica
gaunama pagal (39) lygtj, kurioje vietoje [K35° | naudojama 2.2 skyriuje sudaryto 5x5
mazgy elemento standumo matrica su minimizuotais 25 % pirmyjy tikriniy dazniy
(SE25). Modeliavimo rezultatai duomeny rinkimo linijoje esant skirtingam Zadinimo
laikui modeliuose, surinktuose i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy, pateikti 29 pav.
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20 mazgy per bangos ilgi (distancija = bangos ilgiai) 15 mazg per bangos ilgj (distanciju 6.7 bangos ilgio)
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Nodes Nodes
a) b)

S mazgai per bangos ilgj (distancija =20 bangos ilgi)

c) d)

29 pav. Modeliavimo rezultaty palyginimas praéjus 100 s: a) deltaT = 20, 20 mazgy per
bangos ilgj, pulsas nusklidgs per 5 bangos ilgius; b) deltaT = 15, 15 mazgy per bangos
ilgj, pulsas nusklides per 6,7 bangos ilgio; ¢) deltaT = 10, 10 mazgy per bangos ilgj,
pulsas nusklides per 10 bangos ilgiy; d) deltaT = 5, =5 mazgai per bangos ilgj, pulsas
nusklides per 20 bangos ilgiy

Kaip ir 3.1 skyriuje, 29 pav. pateiktos jverciy a,, a; ir a,, reikSmés esant
skirtingam mazgy skaiciui, tenkan¢iam per bangos ilgj. I§ rezultaty matoma, jog,
nepriklausomai nuo elementy skaiCiaus per bangos ilgj, skaitiné dispersija
dvimac¢iame modelyje i§ sintezuotyjy elementy mazesné, palyginti su modeliu i§
tradiciniy elementy. Modelyje i§ tradiciniy elementy, esant 10 mazgy per bangos ilgj,
impulso amplitudé yra artima tiksliai. PanaSus rezultatas gaunamas modelyje,
surinktame i$ tradiciniy elementy, esant ~20 mazgy per bangos ilgj. Toliau pateikti
modeliavimo B vaizdai ir modelio itempiy laukai, kai modeliavimas atliktas 180 s
impulsg Zadinant 10 s (30 pav.).
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BE modelis i§ tradiciniy elementy BE modelis i§ sintezuotyjy elementy

Atstumas (m)

» 3 . )
Laikas (s) Laikas (s)

a)

I oy & tediciniy demcnt

30 pav. Modeliavimo rezultaty palyginimas praéjus 180 s modeliuose, surinktuose i$
sintezuotyjy ir tradiciniy elementy: a) ir b) modeliavimo B vaizdai; ¢) ir d) modeliy
jtempio laukai

Kaip matoma i§ modeliavimo rezultaty, struktiira, surinkta i§ sintezuotyjy
elementy, gerai pernesa energija, taciau, kaip ir 1D modelio atveju, dél modifikuoty
formos funkcijy vidiniuose mazguose gali ne visai tiksliai atvaizduoti impulso forma.
Taip pat 2D modelio atveju parenkant kinematinj Zadinimg zonoje, surinktoje i§ SE,
gali atsirasti nedideliy skaitiniy triuk§my. Taciau §i problema nesunkiai i§sprendziama
BE surenkant i$ tradiciniy ir sintezuotyjy elementy kombinacijos ir signalo zadinima
atliekant zonoje, surinktoje is tradiciniy elementy. 31 pav. pateikta modelio, surinkto
i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy, geometriné forma ir modeliavimo rezultaty B
vaizdas.
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Misrus BE modelis i§ tradiciniy ir sintezuotyju elementy

{Blemeny b =

- : rinkimo linija i 1y

Zadinimo zona

‘ 200 |

200

Atstumas (m)

TE

500

Laikas (s)

a) b)

31 pav. a) Modelio, surinkto i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy, geometriné forma;
b) modeliavimo rezultaty B vaizdas

I$ modeliavimo rezultaty matoma, kad, impulsui pereinant i§ vieno tinklelio j
kitg, skaitiniy triuk§my beveik néra ir BE modelis gali bati surinktas i$ tradiciniy ir
sintezuotyjy elementy kombinacijos. Skirtingy elementy kombinacija yra svarbi, nes,
esant sudétingai geometrinei formai, ne visada galima BE modelj surinkti i§
kvadratiniy auks$tesniosios eilés elementy. Taikant minétajj modelio surinkimo biidg
galima panaudoti tiek tradicinius elementus norimos geometrinés formos modeliui
sudaryti, tiek sintezuotuosius elementus $varesniam impulso sklidimui retesniame
tinklelyje iSgauti.

3.2.2. Nehomogeniné struktiira

Nehomogeninés struktiros analizei atlikti sudaromi du tokio pat retumo BE
modeliai i§ tradiciniy ir sintezuotyjy elementy (32 pav.).

{buameny e z |3

i rinkimo linijz © =11 mis

200

E=1
rho=0.8
=059 m,s

100

Zadinimo zona

200

coa

32 pav. 2D nehomogeningés struktiiros BE modelio geometrija

Impulsas zadinamas terpéje, kurios mechaninés konstantos E = 1 ir p = 0,8,
bangos greitis C = 1,118 m/s. Impulsas, nusklidgs atstuma, lygy 100 m, i§ dalies
atsispindi ir pereina j terpg, kurios konstantos E = 1 ir p = 1,2, bangos greitis C =
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0,912 m/s. Atstumas tarp BE modelio mazgy L = 1. Modeliy jtempio laukai atlikus
modeliavima 80 s ir 170 s pateikti 33 pav.

Modelis ¥ tradiciniy elementy

Modelis I8 sintezuotyjy element

Y asis

20 2 w0 %0 R 0 « o 1w 0
X asis X adis

a) b)

Modelis i§ tradiciniy element Modelis i§ sintezuotyjy elementy

Y adis

Y adi

X adls X adls

c) d)

33 pav. BE modeliy i§ tradiciniy (a, ¢) ir sintezuotyjy (b, d) elementy jtempio laukai
praéjus 80 s (a, b) ir 170 s (c, d)

I$ 33 pav. matoma, jog modelyje i$ sintezuotyjy elementy skaitiniai triuk§mai
yra kur kas maZesni nei modelyje i§ SE elementy, 0 nehomogeniskumas, kai impulsas
i§ dalies atsispindédamas pereina i§ vienos terpés j kita, papildomy triukSmy
nesukelia. Tai gerai matoma analizuojant modelio B vaizdg (B-scan), kur
modeliavimo rezultatai duomeny rinkimo linijoje yra pateikiami poslinkiy ir laiko

erdvéje (34 pav.).
i Modelis i§ sintezuotyjy elementy !

O ars )
Laikas (s) ” Laikas ()

a)

Modelis i8 tradiciniy clementy

Atstumas (m)
Atstumas (m)

34 pav. Modeliavimo B vaizdai, kai 2D nehomogeninés struktaros BE modelis surinktas
i§: a) tradiciniy elementy; b) sintezuotyjy elementy

3.2.3. Baigtiniy elementy modeliy i$ sintezuotyju ir tradiciniy elementy
palyginimas tinklelio retumo aspektu

Skaitinés dispersijos palyginimas naudojantis (19) lygtimi aukstesniosios
dimensijos modeliams yra sunkiai pritaikomas, nes turi biiti Zinomi tikslis modelio
tikriniai dazniai, kurie bendruoju atveju apskai¢iuojami i$sprendus tikriniy reik§miy
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uzdavinj tokios pacios dimensijos modeliui su kur kas tankesniu tinkleliu. Esant
didesnés dimensijos modeliy matricoms, tai yra sunkiai jmanoma, todél modeliy
dispersinéms kreivéms nustatyti yra taikomi metodai, paremti impulso modeliavimo
analize (De Marchi et al., 2009; De Marchi et al., 2010; Hayward ir Hyslop, 2006).

Siame skyriuje skaitinei dispersijai 2D modelyje apskaiiuoti naudojami
3.2.1 skyriuje atlikto modeliavimo rezultatai (buvo lyginamas impulso sklidimas
tokio pat retumo tinklelio modeliuose, surinktuose tik i§ tradiciniy elementy ir i$
tradiciniy bei sintezuotyjy elementy (30 pav.). Dispersinés kreivés gaunamos taikant
2D Furjé transformacija, kai modeliavimo rezultatai perkeliami i§ poslinkiy ir laiko
erdvés | fazinio greicio ir dazniy erdve (35 pav.).

Modelis i$ STE = Modelis i§ STE-SE
5

_ —_
@ Teorinis fazinis greitis = 1 @ | Teorinis fazinis greitis =1 _
E W g | e
B B e B T e e ]
w w
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D <
- -
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@ e @
S ' S
& i S0
o] ]
=] =]
ol . . 0 s .
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Daznis (Hz) Daznis (Hz)
a) b)

35 pav. 2D modelio dispersinés kreivés, apskai¢iuotos i§ modeliavimo rezultaty

Modelyje teorinis bangos sklidimo greitis, apskaiciuotas pagal (7) lygtj, yra
lygus 1 m/s. I§ dispersiniy kreiviy matoma, jog modelyje i$ tradiciniy elementy
impulso sklidimo greitis artimas tiksliam ir yra iki ~0,65Hz, o esant aukstesniesiems
dazniams impulso greitis yra létesnis nei teorinis. Modelyje i sintezuotyjy elementy
impulso sklidimo greitis i§licka artimas tiksliam — iki ~1,6Hz, — vadinasi, naudojant
tokio pat retumo tinklelj modelyje i§ SE gali buti simuliuojamas ~2,5 karto platesnio
dazniy diapazono impulsas, palyginti su modeliu i§ STE, arba atitinkamai modelio i§
SE tinklelis gali buti 2,5 karto retesnis, palyginti su modeliu i§ STE.

36 pav. pateikti modeliavimo sta¢iakampéje konstrukcijoje, kurios geometriné
forma 2 kartus didesné, nei pavaizduota 28 pav., t.y. 1000x400, rezultatai.
Modeliuojama zadinant (21) impulsa pasirinkus Zzadinimo laika dT = 10s.
Rezultatams palyginti sudaromi du reto tinklelio BE modeliai i$ sintezuotyjy ir
tradiciniy elementy ir vienas modelis su 2,5 karto smulkesniu tinkleliu. 360 s trukmés
modeliavimo rezultaty B vaizdai pateikti 34 pav.
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36 pav. 2D modelio dispersinés kreivés, apskaiéiuotos i§ modeliavimo rezultaty

I$ 36 pav. matoma, kad rezultatai modelyje i$ SE su 2,5 karto retesniu tinkleliu
ir modelyje i$ tradiciniy elementy yra panasis, 0 naudojant tokio pat retumo tinklelj
i§ tradiciniy elementy skaitiniai triukSmai kur kas didesni.

3.2.4. Baigtiniy elementy modeliy i§ sintezuotyjuy ir tradiciniy elementy
palyginimas skaiciavimo iStekliy poreikio aspektu

Skai¢iavimo istekliy poreikio aspektu modeliai lyginami jvertinant skai¢iavimo
iStekliy poreikio sumazéjimg dél platesnio artimy tiksliems tikriniy dazniy spektro ir
padidéjima dél platesnés juostos standumo matricos. Remiantis 2.3.3 skyriuje atliktu
modeliy tinkleliy palyginimu, priimama, kad modelio i$ SE tinklelis gali bati 2,5 karto
retesnis nei modelio i§ tradiciniy elementy. Skai¢iuojama sudarant kvadratinés
konstrukcijos BE modelius i$ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy. Palaipsniui didinant
krastinés ilgj lyginamas modeliy laisvés laipsniy skaiCius, reikiama kompiuterio
atmintis ir modeliavimo laikas, kol banga nusklinda nuo vienos krastinés iki kitos (37
pav., a). SkaiCiuojant kompiuterio atmintj, naudojamg BE modeliui saugoti,
sumuojami vektoriy {ﬂ}, {U} ir {U} naudojama atmintis, masiy matricos [M]
jstrizainé ir standumo matricos [K] virSutinio trikampio jstrizainés (standumo matrica
yra simetriné) nenuliniai elementai. Modeliuojama priimant, kad bangos ilgis ir
bangos sklidimo greitis konstrukcijoje lygus 1. Skaitinio integravimo zingsnis — 0,01.
Eksperimentas atliekamas naudojant retasias matricas Su tokia pat technine ir
programine jranga, kaip ir 1D konstrukcijoje (3.1.4 skyrius). Palyginimo rezultatai
pateikiami 37 pav.
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37 pav. BE modeliy, surinkty i§ SE ir STE elementy, palyginimas skai¢iavimo iStekliy
poreikio aspektu, kai modelyje i§ SE gali baiti naudojamas 2,5 karto retesnis tinklelis:
a) grafiné palyginimo interpretacija; b) laisvés laipsniy skai¢iaus palyginimas;
¢) kompiuterio atminties palyginimas; d) skai¢iavimo istekliy poreikio palyginimas
I$ 37 pav. matoma, kad visais lyginamais aspektais modelis, surinktas i§ SE,
yra pranaSesnis. Jame laisvés laipsniy skaiéius yra ~6 kartus mazesnis, palyginti su
modeliu i§ STE. Dél skai¢iavimams naudojamy retyjy matricy reikiama atmintis yra
~2,3 karto mazesné. Skaiciavimo apimtys priklauso nuo naudojamos atminties kiekio,
ir modelio dimensijai pasiekus 200x200 m skai¢iavimo pagreitéjimas yra artimas
kompiuterio atminties sumazéjimui, t. y. ~2,3 karto.

3.3. Modeliy konvergavimo dvimaciuose tampriuosiuose modeliuose tyrimas

Sudaryti dvimaciai tamprieji sintezuotieji elementai verifikuojami ir
palyginami BE modelyje, kurio geometriné forma pateikta 38 pav.
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Ducmeny
i rinkimo linija :

Suzadinamos skersinés ir isilginé s bangos

0.64

38 pav. Tampriojo BE geometriné forma

p = 2700 kg/m?; atitinkamai skersiniy ir isilginiy bangy greiciai: v; = 6362 m/s ir
vs = 3106 m/s. Siekiant iSvengti atspindziy ir palyginti modeliy konvergavima,
impulsas (21) modeliuojamas 0,384x0,64 m plokstel¢je; parinktas impulso Zadinimo
laikas AT = 4 ps, modeliavimo laikas T = 50 ps, Zadinamo impulso amplitudé dU =
110711, Atlikus modeliavima, duomeny rinkimo linijos atspindZiai dar néra pasieke
ir impulso forma turi buti tokia pati, kaip ir suzadinto impulso. Esant skirtingo
tinklelio modeliams, konvergavimo tyrimas smulkinant tinklelj pateiktas 39 pav. BE
modeliai surinkti i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy. BE ilgis 2, 1 ir 0,5 mm, BE
modeliy laisvés laipsniy skaiciai atitinkamai ~124, 492 ir 1971 tikstantis.

Tradiciniai elementai, L = 0.002 15 2102 Tradiciniai elementai, L = 0.001 15 210 Tradiciniai elementai, L = 0.0005
—a—Skersiné banga —4— Kilginé banga —=—Skersiné banga —— ISilginé banga ——Skersiné bunga —— IBilgint banga
0 o o
g 1 T T
5, f Z. ! Z.
| 5
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39 pav. Impulso sklidimo konvergavimo tyrimas modeliuose, sudarytuose is sintezuotyjy ir
tradiciniy elementy, esant skirtingam modelio tinklelio retumui: a), b), ¢) modelis i$
tradiciniy elementy; d), €), f) modelis i$ sintezuotyjy elementy

Poslinkis (m)

Is 39 pav. matoma, jog modelyje, surinktame i§ sintezuotyjy elementy,
modeliavimo rezultatai yra kur kas geresni. Jame esant 1 mm elemento ilgiui impulso
amplitudé beveik nepakinta, 0 modelyje i§ tradiciniy elementy paklaidos, sekancios
paskui impulsg, skersingje bangoje atsiranda net ir esant 2 kartus smulkesniam
tinkleliui, t. y. kai elemento ilgis lygus 0,5 mm. Taciau reikéty atkreipti démesj, kad
tiek skersing, tiek iSilginé sklindanti banga modelyje, surinktame i$§ sintezuotyjy
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elementy, generuoja nedideles paklaidas, kurios pereina kitos riidies bangai. Sios
paklaidos galimai atsiranda dél sintezés metu atlikty tikriniy formy korekcijy, taciau
jos yra santykinai nedidelés ir priklauso nuo prieSingos bangos amplitudés, tai leidzia
jas nesunkiai pasalinti atliekant signalo analizg.

Tradiciniai elementai, iSilginé banga Tradiciniai elementai, skersiné banga

Bangos greitis (m/s)

Bangos greitis (m/s)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 0 0.2 0.4 0.6 08 1 12
Dazniai (MHz) Dazniai (MHz)
a) b)
8000 Sintezuotieji elementai, iSilginé banga Sintezuotieji elementai, skersiné banga
s
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1000 :

00 0.2 0.4 0.6 0.8 ; 112 0 0.2 0.4 0.6 08 ; 1 :2
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9] d)

40 pav. Tikriniy dazniy paklaidy kreiviy palyginimas, kai tamprusis BE modelis surinktas i§
tradiciniy ir (a, b) sintezuotyjy elementy (c, d)

Lyginant tikriniy dazniy paklaidy kreives (40 pav.) matoma, kad modeliuose i$
standartiniy elementy tikriniy dazniy paklaidos sklindant skirtingo tipo bangoms
skiriasi, t. y. iSilginé banga platesnj dazniy diapazong sklinda artimu tiksliam faziniu
greiciu, 0 skersinés bangos artimas tiksliems tikriniy dazniy diapazonas yra kur kas
retesnis. Tai leidzia paaiskinti, kodél 39 pav. a—c dalyse atliekant skersinés ir i$ilginés
bangos modeliavima modelyje i§ tradiciniy elementy generuojamos paklaidos
skiriasi. Modeliuojant tamprigsias bangas, tinklelio smulkumas turi bati parenkamas
toks, kad skaitiné dispersija buity pasalinta tiek skersinéms, tiek iSilginéms bangoms.

Analizuojant modeliy i§ sintezuotyjy elementy (40 pav., c, d) dispersines
kreives matoma, kad abiejy bangy tipy dispersinés kreivés islieka vienodos ir artimy
tiksliems tikriniy dazniy diapazonas yra platesnis, palyginti su modeliu i$ tradiciniy
elementy (40 pav., a, b), ir pagal skersinés bangos artimy tiksliems tikriniy dazniy
diapazong galima priimti, kad, surenkant tampryjj BE modelj i§ sintezuotyjy
elementy, tinklelis gali biiti parinktas ~2 kartus retesnis nei surenkant modelj i§
tradiciniy elementy (SE — ~0,4 MHz; STE - 0,2 MHz).
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41 pav. tamprieji BE modeliai lyginami skai¢iavimo istekliy poreikio aspektu
atliekant tokj patj eksperimentg, kaip lyginant akustinius modelius (zZr. 3.2.4 skyriy).

Lo o Laisvés laipsniy

—— Mo

Ciaus palyginimas , v Naudojamos atminties palyginimas Skaitiavimo laiko palyginimas

—a— Mudeli
36| |—a— Vodeli

—— Mok
01| e Mokl

= = = <

41 pav. Tampriyjy BE modeliy palyginimas skaiéiavimo istekliy poreikio aspektu, kai
modelis i§ SE surinktas naudojant 2 kartus retesnj tinklelj: a) laisvés laipsniy skaiciaus

palyginimas; b) naudojamos atminties palyginimas; c¢) skai¢iavimo laiko palyginimas

IS 41 pav. matoma, kad netgi sudarant santykinai mazg sintezuotajj elementg
(4%4 mazgy, o 1D atveju sudarytas 10 mazgy elementas) sintezuotyjy elementy
panaudojimas leidzia tampriuosiuose BE realiai sumazinti bangai modeliuoti
reikiamus iSteklius: naudojama atmintis sumazinama iki ~1,5 karto, skai¢iavimo
laikas — iki 3 karty.

3.4. Treciojo skyriaus iSvados

1.

Skaitiniais eksperimentais nustatyta, kad i$ sintezuotyjy elementy gali biti
sudarytos vienmatés Sakotos ar dvimatés kompleksinés geometrinés
formos nehomogeninés struktiiros. Parodyta, kad 1D ir 2D atveju BE
modelj galima surinkti i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy kombinacijos,
0 tai leidzia sudaryti Sakotas nehomogenines vienmates strukttiras, kur
jvertinama bangos neatspindéjimo sglyga, ar kompleksinés geometrinés
formos 2D nehomogeninius BE modelius.
Lyginant BE modelius, surinktus i§ 10 eilés 1D sintezuotyjy elementy, Su
modeliais i$ tradiciniy elementy tinklelio retumo ir skaiciavimo istekliy
poreikio aspektais, nustatyta, jog modeliuose i§ SE:

o tinklelis gali biiti iki 4,7 karto retesnis;

o atliekant skaitinj integravima naudojamos atminties kiekis yra ~65

% mazesnis;

e aritmetiniy operacijy atlickama ~30 % maziau;

e skaiCiavimai atlickami ~2 kartus greiciau.
Atliekant dvimaciy elementy sintez¢ de¢l dideliy skaiciavimo iStekliy,
reikalingy sintezés metu, sudaryti tik 5x5 mazgy kvadratiniai akustiniai ir
4x4 mazgy tamprieji baigtiniai elementai atitinkamai su minimizuotomis
pirmyjy 25 % ir 6,2 % tikriniy dazniy paklaidomis.
Atliekant impulso modeliavimg 2D tampriuosiuose modeliuose,
surinktuose i§ sintezuotyjy elementy, dél atlikty konstrukcijos mody
korekcijy papildomai atsiranda nedidelés (~2 % modeliuojamo impulso
amplitudés) paklaidos, taciau jy vieta yra nuspéjama ir Sios paklaidos gali
biti pasalinamos atliekant signalo analize.
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Nustatyta, kad netgi su santykinai nedideliy dimensijy dvimaciais
elementais modelio tinklelis gali buti 2-2,5 karto retesnis, palyginti su
tradiciniais elementais, ir panaudojant tiek akustinius, tiek tampriuosius
sintezuotuosius dvimacius elementus galima sumazinti BE modeliui
saugoti reikiama kompiuterio atmintj ir modeliuojant banga atlickamo
skai¢iavimo apimtis.



4. PRAKTINIS TAIKYMAS

4.1. SKkys¢io pereinamuyju procesy modeliavimas $akotose konstrukcijose

Baigtiniy elementy metodas skyséio pereinamiesiems procesams modeliuoti is
vamzdziy sudarytose heterogeninése struktirose buvo visada patrauklus dél
galimybés realizuoti modelj, visiSkai atitinkant] realig sistemg. Tokiy sistemy
modeliavimo poreikis kyla i§ labai skirtingy inzineriniy problemy. PavyzdZziui,
sistemy modeliavimas taikomas pavojingiems slégio impulsams vamzdynuose
prognozuoti (Fell ir O’Rourke, 2014; Sreejith et al., 2004) ar pulso bangos sklidimui
kraujotakos arteriniame medyje apskai¢iuoti siekiant palengvinti jvairiy ligy
diagnozavima (Smith, Dawes ir Galland, 2016; Taylor, Hughes ir Zarins, 1998).
Pastaruoju metu sparciai plétojami sudétingi trimaciai BE modeliai, leidZiantys
jvertinti Kietojo kiino ir skyscio tarpusavio sgveikg (Xiao, Humphrey ir Figueroa,
2013). Taciau tokie modeliai yra specializuoti ir dél skai¢iavimo istekliy poreikio
modeliavimui atlikti tinkamesni tik lokalioms problemoms spresti, 0 bangoms
modeliuoti plac¢iai naudojami vienmaciai modeliai (Reymond, Merenda, Perren,
Rufenacht ir Stergiopulos, 2009; Vardoulis, Papaioannou ir Stergiopulos, 2013).
Sudétingesniems lokaliems efektams sujungti per krastines salygas taikomas
vienmadio ir trima¢io modeliy sujungimas (Blanco, Feijéo ir Urquiza, 2007;
Quarteroni, Veneziani ir Vergara, 2016).

4.1.1. Vamzdyno tékmés matematinis modelis

Matematiné vienmaciy baigtiniy elementy forma labai priklauso nuo i$
pagrindiniy lygéiy rinkinio pasirinkto transformacijos tipo. BE, skirti tampriosioms
bangoms modeliuoti, aprasyti 1.4.1 skyriuje, kurie bendruoju atveju atitinka tiesaus
strypelio konstrukcija, negali buti tiesiogiai pritaikomi, jei norima atlikti slégio
bangos sklidimo modeliavimg vamzdyne, jvertinant jame tekancio skyscio tékme ir
spiduma. Siame skyriuje vamzdyno tékmé aprasyta vienmatés spiidaus skyscio
tekmés modeliu, kai nagring¢jamas vidutinis tékmés greitis vamzdzio skerspjiivyje
(Barauskas et al., 2016). Nagrin¢jamas ekvivalentinis skys¢io tirinis modulis,
leidziantis integraliai jvertinti ne tik skys¢io sptiduma, bet ir jj talpinan¢io vamzdZzio
tampruma radialiajam issiplétimui, kuris apskai¢iuojamas:

. KD
K=K1+-—)% 49
( hE ) (49)
¢ia K — skyscio turinis modulis; D — vamzdzio skersmuo; E — vamzdzio Jungo
modulis; h — vamzdzio sienelés storis.

Nusistovéjusios tékmés slégiai ir greiciai apskai¢iuojami i§ diferencialinés

lygties:

1 v:\dép fv|
_ | — 4 =— i =0; 50
<p K>6x+D 3 + gsina =0 (50)
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¢ia D — vamzdzio sienelés ilgis, v — skyscio tekmés greitis, a — vamzdzio kampas su
. . . . . 0,3614 .. . o
horizontale, g — laisvojo kritimo pagreitis, f = — trintis, kur Reinoldso skaicius

Re = %lvl (u — skyscio dinaminés klampos koeficientas).

! — i ——-—=—= =0, (51.1)
sv__18p [l . (51.2)

(51) lygtys visiskai atitinka visus jprastus vamzdyny skai¢iavimus, kur slégio
bangos sklidimo greitis daug karty didesnis uz vamzdyje tekancio vandens greitj.
Nepaisant to, $ios lygtys puikiai tinka realizuoti BE modeliui.

4.1.2. Baigtiniy elementy modelio sudarymas
Esant nusistovéjusiai tékmei, skysCio slégis ir tékmeés greitis kiekviename

vamzdyno taske yra pastovus ir nepriklausomas nuo laiko ir baigtinio elemento
standumo matrica iSreiskiama:

el — D wi\r1 -1
[KT]_jqua(Azp )l >

Siekiant gauti tikslius nusistovéjusios tékmés rezultatus, atlickamos Niutono ir

Rafsono iteracijos, nezinomos debity reik§més BE modelyje yra atnaujinamos su

. . . . . .. -1). .. . .. .
kiekviena Niutono ir Rafsono iteracija wff”) = wl.(” ): &a n — iteracijos numeris.

Pereinamieji slégio virpesiai elementui iSreiSkiami lygtimis:

{[Me]{li'e}+ [ce(Pe,Pe)|{P°} + [KE(P)I{P}+{Q°} =0 (53.1)
Ve =G ’ (53.2)

Cia {P€} — slégiy vektorius, {Q°} — iSoriniy jégy vektorius. Kitos (37) lyg€iy sistemos
matricos ir G¢ apskai¢iuojami pagal lygtis:

AL
[M¢] = 7[3 ! (54.1)
ALflv,
[ce] = L;I)v | é (1) : (54.2)
= 549
{Q¢} = AK (Pf_fvze_g]e|_ g sin a) {_11}, (54.4)
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e _VeP1+D2 P2—D1 f Velvel

Ge = -2 — gsinaZ. 54.5
K 2 ool D 2 9%na (54.5)

I (53) lygciy sistemos pirmoji lygtis (53.1) yra jrasoma j konstrukcijos lygtj ir
sprendziama visai vamzdyno sistemai, 0 (53.2) lygtis yra sprendziama kiekvienam
elementui atskirai. Lygtyse reikéty atkreipti démesj | tai, kad néra jokiy algebriniy
sarysiy, kurie uztikrinty tékmés debity balanso salyga mazguose su gretimais
elementais. Taciau esant beveik nespuidiems skys¢iams, kaip, pvz., Siluminiy trasy
vamzdynuose, iSkraipymas yra itin mazas ir j jj galima neatsizvelgti.

Reikéty atkreipti démes;j ir j tai, kad nusistovéjusios tékmés pradinés salygos,
apskaiciuotos remiantis tik (53.2) lygtimi, taip pat turi tenkinti (53.1) lygtj. Tai gali
sukelti skaitines paklaidas, kurios atitinka skaiting dispersija atliekant slégio impulso
modeliavimg. Lengviausias biidas iSvengti §iy triuk§my yra modeliavimas tam
tikrame laiko intervale neatlickant papildomo slégio Zadinimo. D¢l slopimo nariy po
tam tikro laiko modelis nusistovi j pusiausvyros padétj ir parinktos debity bei slégiy
salygos visiskai tenkina viena kitg. Tokia nusistovéjusi blisena yra priimama kaip
pradiné salyga pereinamyjy virpesiy modeliavimui atlikti.

Vamzdyno atkirtimo taSkuose bangos neatspindéjimo salyga galima jvertinti
lygtimi:

Rop o0 _,
pox Ot
kuri atitinka 3.1.2 skyriuje nagrinétg (40) lygtj (sudarant BE modelj i$ sintezuotyjy ir
tradiciniy elementy buvo tiriama bangos neatspindéjimo sglygos realizacija $akotoje
nehomogeninéje struktiiroje).

(55)

4.1.3. Skyscio pereinamyjuy procesy modeliavimas dideliuose vamzdynuose

Sudarytg vienmatj vamzdyno tékmés modelj galima pritaikyti jvairiuose
inzineriniuose  sprendimuose. Toliau nagringjamas slégio impulso kryc¢io
modeliavimas $iluminiy trasy vamzdyno BE modelyje. Skaitiniam pereinamyjy
procesy modeliavimui atlikti pasirinktas Vilniaus miesto §iluminiy trasy vamzdyno
fragmentas. Jis pateiktas 42 pav.
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Vamzdyno
fragmento
atkirtimo nuo
S tikusio
vamzdyno
taskas

Vamzdyno
fracmento
atkirtimo nuo
likusio
vamzdyno
taskas

42 pav. Vilniaus miesto $iluminiy trasy vamzdyno fragmentas, kuriame atliekamas slégio
bangos modeliavimas

Siluminj vamzdyng sudaro tiekimo ir grjztamoji dalis. Per tickimo dalj j
pastatus atiteka skystis, per grjztamaja — iSteka. Paprastai pastatuose vykstantys
procesai yra sudétingi, ir Siy procesy analizei galéty buiti sudaromi atskiri BE
modeliai, kuriy kiekvieng pasinaudojant krastinémis salygomis biity galima atkirsti
nuo pagrindinio vamzdyno. Siame eksperimente apsiribojama pereinamujy procesy
vamzdyne modeliavimu, todél vietoje pastaty analizuojami tik prie jy esantys imtuvai,
kurie jungia tiekimo ir griztamasias vamzdyno dalis, 0 pastato tékmés ir slégio
nuostoliai jvertinami ekvivalentiniuose imtuvy BE, kurie sudaromi pagal tas pacias
lygtis, kaip ir kiti vamzdyno elementai. Ekvivalentiniai BE 42 pav. pavaizduoti
geltonais skrituliukais, kuriy skersmuo diam = 0,5 m ir sienelés storis Ls =
0,003 m. Sudarant vamzdyna naudojami dviejy tipy vamzdziai, kuriy skersmuo
diam; = 0,1 m, diam, =05m ir sienelés storis Ls; = 0,0035m, Ls, =
0,0063 m. Mélynos spalvos vamzdZiai atitinka pirmojo tipo (diam, Ls,), geltonos —
antrojo tipo (diam,, Ls,) vamzdzius. Mélynais skrituliukais vaizduojami mazgai su
nustatytais slégiais arba tékmés debitais. Siame modelyje kaip pradiniai duomenys
vamzdyno atkirtimo taSkuose parenkami slégiai P = 500 000 Pa tiekimo vamzdyne
ir neigiami debitai w = —10 m? /h grjztamajame. Statinei analizei atlikti naudojamos
fizikinés konstantos: E = 2,111 N/m?, K = 2,2° N/m?, p =995kg/m3 ir u=
5’47—4 N x S/mz.

I$ pateikty geometriniy ir kity pradiniy duomeny sudarius BE modelj ir atlikus
stating analizg, gaunamas modelis, kurio kiekviename baigtiniame elemente
apibréziami tékmés greidiai ir slégiai (43 pav.).
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""’/‘Slégisiéjimo vamzdyne: 499839 Pa

* vamzdyne: 500000 Pa
i Slégis i54imo vamzdyne 499832 Pa

L}

L}

.

! Nustatytas debitas i&&jimo
:vamzdyne: —10 m*/h

Tekmeés greitis j&jimo vamzdyne: 0.006 m/s
Tekmeés greitis iS&jimo vamzdyne: —0.006 m/s

¢ Nustatytas slégis igimo H
$ vamzdyne: 500000 Pa E
M [
i Mustatytas debitas iB&jimo H
¢ vamzdyne: —10 me/h H

Slégis j&jimo vamzdyne 499874 Pa
Slégis i8&imo vamzdyne: 499810 Pa |

Tekmés greitis j&jimo vamzdyne: 0.101 m/s
Tekmeés greitis iS&jimo vamzdyne: —0.101 m/s 7

43 pav. Vamzdyno fragmento BE modelis atlikus stating analizg¢ ir apskai¢iavus
nusistovéjusig tékme. Punktyriniame komentare pateiktos nustatytos krastinés salygos,
tiesios linijos komentare — slégio reik§més ir tékmés greitis atsitiktinai parinktuose jéjimo
ir i$¢jimo vamzdyno taskuose

Atsitiktiniuose taSkuose pamatavus slégj ir tékmés greitj matoma, kad yra
tenkinamos slégio reikSmiy darnos ir debity balanso sglygos vamzdyno konstrukcijos
mazguose. Slégio reikSmes tolygiai pasiskirsto ir yra artimos nustatytoms reikSméms
P, = 500 000 Pa, o nustatytas neigiamas debitas i§éjimo vamzdyne garantuoja, kad
tekmé vamzdyne yra i§ jéjimo j i§é¢jimo vamzdyna.

Slegio impulso kryc¢iui simuliuoti naudojama analitiné funkcija, kurios iSraiska:
(P, —dP X (1 — cos (% X t))

> ;

P(t) = (56)

¢ia dP —slégio krytis, t = 0 ...dT. Atliekant slégio kry¢io modeliavima, pasirinktame
taske (44 pav., a) nustatomas dP =~ 100 000 Pa slégio krytis, kuris jvyksta per
deltaT = 0,1 s. Modeliavimo rezultatai pateikiami 44 pav. b dalyje. Paveiksle
matoma, kaip skirtingais laiko momentais slégio krytis pasiekia skirtingus vamzdyno
taSkus.
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44 pav. a) Vamzdyno fragmento BE modelis, kur pavaizduotas slégio kritimo tagkas ir slégio
matavimo vamzdyne taskai; b) slégio kitimas vamzdyno matavimo taskuose

4.1.4. Slégio impulso modeliavimas arterinio medZzio fragmente

VisiSkai iSspresti kraujotakos modeliavimo problemai reikia ttriniy trimadiy
baigtiniy elementy modeliy. Taciau dél duomeny trikumo iSlieka keblu Siuose
modeliuose parinkti tikslius fizikinius parametrus, ir pats modelis pritaikomas prie
konkretaus individo. Todél trimaciai modeliai dazniausiai yra naudojami tik lokaliems
sprendiniams rasti, 0 vienmaciai modeliai yra vienas i$ priimtiniausiy btidy modeliuoti
slégio sklidimg arteriniy kraujagysliy medyje (Van De Vosse ir Stergiopulos, 2011),
nes jie leidzia gauti tékmés ir slégio sprendiniy aproksimacijas, jvertinant tik
didziausig jtakg sprendiniams turin¢iy parametry rinkinj.

Siame skyriuje sudaryto vienmacio vamzdyno tékmés modelio (4.1.1-4.1.2
skyriai) verifikavimas modeliuojant kraujotakos sistemg yra atlickamas arterinio
medzio fragmente modeliuojant slégio bangos impulsg ir modeliavimo rezultatus
lyginant su duomenimis, gautais i§ konkretaus individo ECG (elektrokardiograma) ir
PPG (fotopletizmograma) signaly.

Eksperimentas atlickamas sudarant arterinio medzio fragmento (deSinio
peties ir rankos) BE model;j (Patasius et al., 2017), kurio geometriné forma ir fizikinés
konstantos parenkamos atsizvelgiant j subjekto fizinius duomenis (amzius — 25 m.,
agis — 1,87 m, svoris — 76 kg) ir darbuose (Alastruey, Parker ir Sherwin, 2012;
Reymond et al., 2009) pateiktus arterinio medzio geometrinius ir mechaninius
parametrus. Analizuojama kraujotakos medzio fragmentg sudaro 11 kraujagysliy:
Brachiocephalic (S1), R. subclavian (S2), R. common carotid (S3), R. vertebral (S4),
R. brachial (S5), R. radial (S6), R. ulnar A (S7), R. interosseous (S8), R. ulnar B (S9),
R. internal carotid (S10) ir R. external carotid (S11). Kaip krastinés salygos Sl
kraujagyslés pradZioje nustatomas slégis ps; = 70,25 mmHg, o atitinkamai S4, S6,
S8, S9, S10 ir S11 kraujagyslése nustatomi tékmés debitai: wg, = 6,5 ml/s, wgg =
2,4 ml/s, wgg = 0,2 ml/s, wgg = 2,2 ml/s ir wg1o = 5,8 ml/s. Atlikus nusistovéjusios
tekmés analize pagal numatytas salygas visuose kraujotakos medZzio taSkuose
apskaiciuoti tékmés debitai (45 pav., a) ir slégiai (45 pav., b).
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45 pav. Arterinio medzio fragmente apskaiCiuoti tékmés debitai (a) ir slégiai (b)
Slégio pulso forma gaunama i$ analitinés funkcijos:

4w 4
u(t) =1+ sin (TZnt T + sin (TZnt - E)) Jkurt=0..T. (57)

Atliekant slégio bangos modeliavima, periodiskai S1 kraujagysléje yra
zadinamas (53) impulsas; signalo zadinimo laikas T yra apskai¢iuojamas pagal ECG
signalg; S10, S1, S4, S6, S8, S9 kraujagysliy galuose yra jvertinama bangos
neatspindéjimo salyga. 46 pav. a dalyje pateikti sinchronizuoti ECG ir PPG signalai,

0 46 pav. b dalyje — modeliavimo rezultatai S1 kraujagyslés pradzioje ir S9
kraujagyslés pabaigoje.

140 - Simuliacija BEM 10'°
\ i f E1P
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120 ‘|“| ‘w‘l\ I |I | |\ | \ \" ‘\”I I
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Laikas (s) Laikas (s)

46 pav. a) ECG ir PPG signaly fragmentai; b) modeliavimo rezultato fragmentas
Modeliavimo rezultatai su eksperimentiniais duomenimis palyginami atliekant

pulso sklidimo laiko (PPT) palyginimg tarp S1 kraujagyslés pradzios ir S9
kraujagyslés galo (47 pav.).
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47 pav. Pulso sklidimo laikas, apskaiciuotas pagal: a) elektrokardiogramg (ECG) ir
fotopletizmograma (PPG), b) modeliavimo rezultatus

IS 47 pav. matoma, kad vidutinés pulso sklidimo laiko reik§més, gautos
atliekant modeliavima ir analizuojant ECG ir PPG signalus, yra artimos (vidutiné
kvadratiné paklaida tarp signaly yra 0,0037 s).

4.1.5. Sintezuotyjy elementy pritaikymas atliekant trumpyju bangy
modeliavima pereinamiesiems slégio virpesiams vamzdyne apskaiciuoti

Atliekant 1D elementy sinteze (zr. 2.1 skyriy) priimta, kad slopimas yra labai
mazas ir jo galima nevertinti. Sudarant BE modelj, skirta pereinamiesiems slégio
procesams vamzdyne ar arteriniame medyje modeliuoti, slopimas néra lygus 0 ir
priklauso nuo skyscio tekmeés greicio bei kity mechaniniy savybiy. Taciau tai netrukdo
sintezuotyjy elementy panaudoti sudarant BE modelj, kur elemento standumo matrica
apskaiciuojama:

1 = 2 sy )

tia [K3p°] — 2.1 skyriuje apskaigiuoto sintezuotojo BE standumo matrica.

Sintezuotyjy elementy tinkamumas patikrinamas atlieckant modeliavima
nehomogeninéje $akotoje struktiiroje, surinktoje i§ sintezuotyjy ir tradiciniy elementy.
Struktiiros galuose kaip pradinés sglygos nustatomi slégis ir vandens tékmés debitai;
pagal juos skaic¢iuojama nusistovéjusi tékmé vamzdyne (48 pav.).
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Skyscio tekme

slegis

Skyscio tekme

48 pav. Sakota nehomogeniné vamzdyno forma

Mechaninés konstantos naudojamos tokios pat, kaip ir simuliuojant
pereinamuosius slégio virpesius vamzdyne (4.1.3 skyrius): E = 2,1- 10! N/m?,
K=22-10°N/m?, p=995kg/m3, u=0,045-10"3Nxs/m?, skirtingy
vamzdziy skersmuo atitinkamai yra D; = 0,1 m, D, = 0,08 m, D3 =0,1 m, 0
sieneliy storis yra h; = 0,0035 m, h, = 0,003 m, h; = 0,0025 m. Kaip krastiné
sglyga pirmojo tipo vamzdZio kairéje puséje parenkamas pradinis slégis P = 4 -
105 Pa, 0 antrojo ir tre¢iojo tipo vamzdziy desinéje puséje nustatomi tékmeés debitai
w;, = 10 m?/val. Kiekvieno segmento ilgis modelyje Ls =4000m. Kaip
sintezuotieji elementai naudojami 10 mazgy elementai, todél modelyje i§ sintezuotyjy
elementy tékmés greitis pagal (53.2) lygtj apskaiiuojamas ne tarp mazgy, o visam
sintezuotajam elementui; slégio reikSmés skai¢iuojamos visiems sintezuotojo
elemento mazgams. Nusistovéjusios tékmés skai¢iavimo rezultatai, gauti modelyje i$
sintezuotyjy ir tradiciniy elementy, kai atstumas tarp mazgy L =~ 24,7 m, palyginti 49
pav.
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4511 tipo 12 tipo 1 tipo ass|1 tipo 2 tipo |3 tipo
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49 pav. Nusistovéjusios tekmeés skai¢iavimo rezultatai $akotoje nehomogeningje
struktiiroje: a) slégiy pasiskirstymas; b) tékmés greiéiai

Modeliavimo metu priimamas supaprastinimas, kad skys¢io tékmés greitis per
numatytg laika nekinta, t. y. v, = 0. Jei bty norima jvertinti ir tékmés greiéio pokytj,
modelyje i$ sintezuotyjy elementy tékmeés greitj reikéty vertinti sudarant tankesnio

75



tinklelio BE modelj, nes tékmés greicio impulso formos tikslumas priklauso ne nuo
mazgy skaiCiaus, o nuo elementy skaiciaus, kuris bendruoju atveju modelyje i$
sintezuotyjy elementy yra mazesnis negu tradiciniy elementy modelyje. Modeliuoti
pradedama suzadinant (21) impulsa kairéje pirmojo tipo vamzdZio puséje; jo
amplitudé dP = 1-10° Pa, impulso Zadinimo laikas dT = 0,2's. Slégio poky¢iai
tre¢iojo tipo vamzdzio viduryje impulsui nusklidus ~23 bangos ilgiy, kai mazgy per
bangos ilgj ~11, yra palyginti 50 pav. a dalyje.

10° Modelio mazgy skaicius: 487 107
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50 pav. a) Slégio kitimas bégant laikui stebimame Sakotos nehomogeninés struktiiros taske;
b) modeliy palyginimas tinklelio retumo aspektu

Modelyje i§ tradiciniy elementy stebint slégio pokycius pasirinktame taske
matomos paklaidos, o atliekant modeliavimg modelyje i§ sintezuotyjy elementy
skaitinés dispersijos beveik nelieka (50 pav., a). 50 pav. b dalyje palygintas impulso
modeliavimas BE modeliuose i§ tradiciniy ir sintezuotyjy elementy panaudojant
skirtingo tankumo tinklelj ir naudojant ta patj skaitinio integravimo zingsnj.
Ivertinamas sklindancios bangos suformuoto impulso plotas laiko intervale tarp 4 ir
45 s, t.y. kai per stebimg vietg prasklinda banga. Impulso ploto jvertis
apskai¢iuojamas pagal formulg:

T/ tmin 2

e; = t”}"” Z (\[P(i X tmin)—Pp) ; (59)

i=0

¢ia tyy — skaitinio integravimo zingsnis, B, — slégio reikSmé atlikus stating
analizg, P(i X tpin) — slégio reik§mé stebimame taske tam tikru laiko momentu. I§
rezultaty matoma, kad modelio konvergavimas, priklausomai nuo norimo tikslumo,
modeliuose i$ sintezuotyjy elementy yra kur kas geresnis (3,8-4,5 karto) ir yra artimas
skaiCiavimu paremtam modeliy palyginimui, kai modeliai lyginami bematéje erdvéje
pagal BE modeliy tikriniy dazniy paklaidas ir simuliuojamo impulso dazniy spektro
amplitudes.
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4.2. Ultragarso bangy sklidimo nehomogeninése akustinése terpése
apskaifiavimas

Akustiniy bangy modeliavimui atlikti sudaroma 2D staciakampé 0,64x0,24 m
nehomogeniné struktira. Panaudojant tradicinius ir kvadratinius 0,5x0,5 mm
sintezuotuosius BE sudaromi du tokio paties tinklelio retumo modeliai. Tradiciniy BE
matricos apskaiCiuojamos pagal (37) lygtis, sintezuotyjy elementy masés matrica
apskaiciuojama pagal (37.1) lygtj, o standumo matrica — panaudojant (39) lygtj ir
vietoje [KSEO] jrasius 2 skyriuje sudaryta 5x5 standumo elemento matricg. BE
geometriné forma pateikiama 51 pav.

STE

E=135GFa
rho =920 kg/m"3
C= 1497

ETE | SE

0.24m

i E=2.15GFs
Vanduo : rho=598.8 kg/m"3

e
=

Im pulso Zadinimo linija

0.256m

Modelis 1
Models 2

0.64 m

51 pav. Nehomogeninés struktiiros 2D BE modelio, skirto akustinéms bangoms
simuliuoti, geometriné forma

Vandens terpéje (E = 2,15 GPa, E = 999,8 kg/m?, C = 1466 m/s) 10 ps
zadinamas Gauso lango impulsas (20). Sklisdamas impulsas i§ dalies atsispindédamas
pereina j alyva (E = 1,35 GPa, E = 920 kg/m?, C = 1211 m/s). Modeliy jtempiy
palyginimas modeliavima atlikus 160 us pateikiamas 52 pav.

Modelis i$ tradiciniy elementy

Modelis i$ sintezuoty ir tradiciniy elementy kombinacijos

T 08 g °
g 06 20
g 0.4 5 o1
2 Z
> 02 < 005
o
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.2 0.3 0.4 0
Atstumas (m) Atstumas (m)
a) b)

52 pav. Modeliy, surinkty i§ skirtingy elementy, jtempiai atliekant akustinés bangos
simuliacija. BE modeliai, surinkti i§: a) tradiciniy elementy; b) tradiciniy ir sintezuotyjy
elementy kombinacijos

Slopimas modelyje yra nevertinamas, todel impulsas turéty sklisti tokios
formos, koks buvo zadinamas. Taciau dél skaitinés dispersijos modelyje i$ tradiciniy
elementy impulsas yra gerokai iskraipomas, 0 modelyje i§ sintezuotyjy elementy
skaitiniai triukSmai yra kur kas mazesni, tick modelio nehomogeniskumas, tiek
sintezuotyjy ir tradiciniy elementy panaudojimas modelyje nesukelia jokiy papildomy
triukSmy. Tai gerai matoma analizuojant modelio B vaizdg, kur modeliavimo
rezultatai duomeny rinkimo linijoje yra pateikiami poslinkiy ir laiko erdvéje (53 pav.).
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Atstumas (m)

Modelis i§ tradiciniy elementy Maodelis i§ sintezuoty ir tradiciniy elementy kombinacijos
024 1 0.24 1

0.9 09

oa

o
E
o
E

07

06

o
S

05

0.4

o
&
Atstumas (m)
=
&

03
0.08
02

0.1

o 4e-05 Be-05 0.00012 0.00016 0 4e-05 8e-05 0.00012 0.00016
Laikas (s) Laikas (s)
a) b)
53 pav. Modeliavimo rezultaty BE modeliuose B vaizdai. BE modeliai, surinkti is:
a) standartiniy elementy; b) tradiciniy ir sintezuotyjy elementy kombinacijos

4.3. Ketvirtojo skyriaus iSvados
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1. Sudarytas vienmatis spiidaus skys¢io tékmés baigtiniy elementy modelis,
skirtas pereinamiesiems virpesiams vamzdyne simuliuoti. Skaitiniais
eksperimentais nustatyta, kad sudarytas modelis gali biti pritaikomas
skirtingiems ~inzineriniams sprendimams: slégio bangos sklidimui
Siluminiame vamzdyne ar slégio bangos sklidimui kraujotakos arteriniame

medyje.

2. Pademonstruota, kad 2 skyriuje sudaryti vienmaciai sintezuotieji baigtiniai
elementai gali bti pritaikomi vienmaciame sptidaus skys¢io BE modelyje,

taip sumazinant skai¢iavimo istekliy poreikj modeliavimui atlikti.

3. Skaitinio eksperimento metu, kai ultragarso impulsas simuliuojamas
nehomogeninéje (aliejus ir vanduo) 2D struktiiroje, pademonstruota, kad
sintezuotieji akustiniai elementai gali bti pritaikyti simuliuojant testinius
realiy ultragarso matavimy atvejus, kad modelis gali biti surenkamas i$
sintezuotyjy ir akustiniy elementy kombinacijos ir tai leidzia sudaryti bet

kokios geometrinés formos BE modelius.



BENDROSIOS ISVADOS

1. Skaitiskai modeliuojant banga BE modeliuose visada atsiranda skaitiniy
paklaidy, kurios priklauso nuo tinklelio diskretizavimo Zingsnio ir simuliuojamo
impulso dazniy spektro. Tradiciniai baigtiniy elementy modeliai, gauti panaudojant
sutelktasias arba konsistentines masiy matricas, generuoja panasaus dydzio, taciau
prieSingy zenkly paklaidas. Iki Siol Zinomi biidai sumazinti $ias paklaidas yra paremti
aukStesniosios  eilés  baigtiniais  elementais arba kombinuotosiomis  bei
sintezuotosiomis masiy matricomis. Deja, tokios masiy matricos yra nejstrizainings,
todél neleidzia visiSskai panaudoti iSreiksStiniy skaitinio integravimo schemy
privalumy.

2. Taikant mody sintezés metodg sukurtas algoritmas, skirtas 1D ir 2D
sintezuotiesiems baigtiniams elementams su jstrizaininémis masiy matricomis
sudaryti. Sintezuotieji elementai sudaromi atlieckant elemento virpesiy mody
korekcijas, kur mody korekcijos koeficientai yra tikslo funkcijos minimizavimo
parametrai, o pati tikslo funkcija apibrézia modelio, surinkto i§ sintezuotyjy elementy,
pirmyjy tikriniy dazniy paklaidas. Pademonstruota, kad didesnis sintezuojamo
elemento laisvés laipsniy skaiCius lemia geresnes sintezuotojo elemento
konvergavimo savybes.

3. Istyrus modeliy konvergavima 1D struktiirose pademonstruota, kad, BE
model]j surenkant i§ sintezuotyjy 10 mazgy elementy, pirmyjy ~60 % modelio tikriniy
dazniy paklaidos biina labai mazos (<107°). I$ $iy elementy galima sudaryti $akotg
nehomogening struktiirg ir modelj surenkant kartu su tradiciniais elementais jvertinti
bangos neatspindéjimo salyga.

4. Istyrus modeliy konvergavima 2D struktiirose, nustatyta, kad skaiciavimo
iStekliy poreikis sintezés procesui gali biiti sumazintas pasinaudojant simetriniy
konstrukcijy mody savybémis, ir atsizvelgiant j turimus skaiCiavimo isteklius
sudarytas 5x5 mazgy akustinis ir 4x4 mazgy kvadrato formos tamprusis elementas.
Modeliy, surinkty i$ tokiy elementy, pirmyjy 25 % (akustiniuose modeliuose) ir 6,2 %
(tampriuosiuose modeliuose) tikriniy dazniy paklaidos iSlicka labai mazos. Nors
atliekant impulso modeliavima 2D tampriuosiuose modeliuose, surinktuose i$
sintezuotyjy elementy, dél atlikty konstrukcijos mody korekcijy papildomai atsiranda
nedidelés (~2 % modeliuojamo impulso amplitudés) paklaidos, jy vieta yra nuspéjama
ir Sios paklaidos gali buiti nesunkiai pasalinamos atliekant signalo analizg.

5. Sintezuotieji elementai verifikuoti atliekant skaitinius tyrimus. Sukurtas 1D
spidaus skysCio tékmés baigtiniy elementy modelis, skirtas pereinamiesiems
virpesiams vamzdyne apskaiciuoti. 2D konstrukcijose buvo simuliuojami testiniai
realiy ultragarso matavimy atvejai. Atliekant skaitinius tyrimus nustatyta, kad sudaryti
10 mazgy 1D, 2D akustiniai (5%5 mazgy) ir 2D tamprieji (4x4 mazgy) sintezuotieji
elementai leido panaudoti gerokai retesnius tinklelius (1D — 4,7 karto; 2D akustinis —
2,5 karto; 2D tamprusis — 2 kartus), iSlaikant tokj patj sprendinio tikslumg. Tinklelio
retumas verifikuojamas pagal konkretaus simuliuojamo impulso dazniy spektra ir BE
modelio tikriniy daZzniy paklaidas atliekant pasirinkto impulso modeliavima skirtingo
retumo tinklelio modeliuose. Atliekant naSumo testus nustatyta, kad panaudojus
aukstesniosios eilés sintezuotuosius elementus gautas didesnis standumo matricos
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juostos plotis didesnés reikSmés neturi ir visais atvejais yra sutaupoma kompiuterio
atmintis, reikalinga BE modeliui saugoti, ir sumazinamos skai¢iavimo, atliekamo
modeliuojant banga, apimtys.
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