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Ivadas

Siame darbe teikiame démesj diferencialinio operatoriaus apibendrinimui, jo lygéiy sprendimui bei
sistemy dinamikai.

Trupmenings iSvestinés naudojamos modeliuoti tokius procesus, kuriy biisena priklauso ne tik nuo
lokaliy verciy, bet ir nuo visy praeities verciy — t.y. procesus, turincius atmintj. Tai gali buti klampiy,
viskoelastiniy medziagy fizika, skysc¢iy srautas, ar tam tikra elektrochemija. Tokiuose procesuose
neretai susidaro jvairts nestabilumai, kurie praktikoje dazniausiai yra nenaudingi.

Klasikiniy sistemy atveju sukurta daug metody chaosui slopinti, ir vienas i§ populiariausiy yra
griztamasis rySys dél savo paprastumo ir lengvo praktinio jgyvendinimo.

Projekto tikslas — pritaikyti klasikiniy sistemy grjztamojo ry$io metodg trupmeniniy sistemy
nestabilumams panaikinti.

Uzdaviniai:

1. perzvelgti skaitinius metodus klasikinéms sistemoms;
2. pritaikyti skaitinius metodus trupmeninéms sistemoms;
3. palyginti klasikiniy ir trupmeniniy sistemy dinamika;
4. aptarti metody efektyvuma.



1. Literatuiros apzvalga

Nors trupmenings eilés i§vestinés pirmg kartag paminétos 1695 m. [1] ir formaliai pristatytos 1832 m.
[2], labai ilgg laika jos buvo tik matematinis smalsumas — nebuvo nei intuityvaus fizinio reiskinio,
nei praktinés naudos.

Pirmi praktiniai taikymai atsirado 1890 m. modeliuojant elektros linijas [3]. 2008-2014 m.
trupmeninés i§vestinés sékmingai pritaikytos sprendziant skyséiy srauto problemas [4, 5]. Siuo metu
trupmeniniai metodai ypa¢ populiariis tiriant viskoelastines, tamprias medziagas [6, 7, 8], jvarius
biocheminius procesus [9, 10], epidemijy dinamikg [11, 12, 13], elektrinius reiskinius [14, 15],
biomedicing [16], termodinamika [17, 18], skys¢iy mechanikg [19, 20], vaizdy manipuliacija [21,
22], ar net kvanting mechanika [23, 24].

Kas pasikeité, kad trupmeninés iSvestinés staiga tapo naudingos modeliuoti tam tikrus fizinius
procesus? Pasirodo, kad jos turi atmintj — funkcijos verté viename taske priklauso nuo visy praeities
ver¢iy, kuomet sveiko skaiéiaus iSvestinéms aktuali tik lokali informacija. Jei klasikinéms sistemoms,
naujai buisenai apskaiciuoti uztenka tik esamos biisenos, tai trupmeninéms sistemos reikia Zinoti visas
buvusias biisenas, kas jeing j minéty fiziniy reiskiniy charakteristikas.

Nepaisant atminties savybés, didelis trupmeniniy iSvestiniy savybiy skaicius sutampa su
klasikinémis. Taip pat egzistuoja ekvivalentisky chaoso, ir ribinio ciklo reiskiniy [25, 26, 27].
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1.1. Trupmeninés iSvestinés

Skirtingai nei klasikinei i§vestinei, trupmeninés eilés iSvestinéms néra sutarto vienintelio apibrézimo,
nes yra be galo daug formy suteikianciy tas pacias norimas savybes.

Du populiariausi apibrézimai yra Riemann-Liouville [28] ir Caputo [29] tipai:

t
1 an et
DS = for—ay e | SO0~ W (11.1)
to
t
1
CDg)f(t) = m f f(n) (U)(t - u)"‘“‘ldu; (112)
to

¢ia I — gerai zinoma gama funkcija; t, — apatinio rézio parametras; a — iSvestinés eilés parametras;
n = [a] — pastarasis parametras apvalintas iki didesnio sveiko skai¢iaus. Tariama, kad a > 0.

I§ tikro, Sitie apibrézimai yra beveik ekvivalentiis, nes turime iSraiska:

(t—1te)*

RLDEF(t) = “DEF(t) + SO fla), 0<a<l. (1.1.3)

T.y. jie skiriasi tik elementaria iSraiska kuri, priklausomai nuo nagrinéjamy funkcijy pradiniy verciy,
gali biiti nuliné.

Projekte pasirinkta Caputo iSraiSka dél jos savybiy skai¢iuojant antros eilés sistemas — sprendimas
priklauso tik nuo funkcijos pradiniy ver¢iy sveiko skaiiaus i$vestinéms [30], bei konstantos i§vestiné
visoms a vertéms yra nuliné funkcija. Toliau operatorius D& zymimas tik kaip D&, arba D® jei

a = 0, ar apatinis rézis tiesiog neaktualus. Taip pat laikoma, kad 0 < a < 1.

Svarbiausios Caputo trupmeninés iSvestinés savybés [31]:

o DLf(t) =f(t) —f(to); (1.1.4)
o lim DEf() =f'(t), t>a; (1.1.5)
o Dif(to) =0; (1.1.6)
o Dg[DEF®] =D (0 (1.1.7)
e Dilc-f(O)+d-g®)]=c-DEf()+d-DEg(t). (1.1.8)

Dél $iy savybiy, turima geresné nuojautas trupmeninéms isvestinéms. Pvz. D% yra toks operatorius,
kuris dukart taikytas funkcijai f(t) grazins jos iSvestine f'(t).
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Toliau pateikiama keletas trupmeniniy i$vestiniy pavyzdziy elementarioms funkcijoms:

piIe7] = o I [ -], p> (1.1.9)
D§[ePt] = pt'~“E; ,_o(pt); (1.1.10)
D§[sin(pt)] = pt'~E, ,_o(—p?t?); (1.1.11)
DE[cos(pO)] = By y_o(—p*t?); (1112)

gia By, (t) = Yoo t* /T (uk + v) — Mittag-Leffler funkcija. Dél (1.1.8) ir (1.1.9) savybiy galima
rasti panasias iSraiSkas daugumai laipsniniy eiluciy, bet formy naudojanciy tik elementarias funkcijas
neverta tikeétis [32].

1 I I I I I T
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

1 pav. sin(t) trupmeninés i§vestinés

Matoma, kad trupmeninés iSvestinés sugeneruoja tarpines kreives tarp originalios funkcijos ir jos
iSvestinés. Verta paminéti, jog nors visoms 0 < a < 1 vertéms D*f(0) = 0, riba i$ desinés pusés
sutampa su iSvestinés verte tame taSke. T.y.

lim lim D*f(t) = f'(0), bet lim lim D*f(t) = 0.
a—-1" t->0*

t—->0% a—1"

Véliau taip pat prireiks ir atvirkStinio operatoriaus — trupmenings eilés integralo. Tam uzraSomas
Riemann-Liouville apibrézimas:

1 t
50 = 15 j £ (6 —w)*du (1.1.13)
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Jo paskirtis yra apibendrinti integralinj operatoriy:

IO = [fwdn 37 = [ @ (11.14)
Savybés:
o Iff()=3J"f(t), nEN; (1.1.15)
o DE[IEF(O] = f(0); (1.1.16)
o IE[DEFDO] = F(O) = Trealf; t(0); (1.1.17)

k _ k
&ia T [f; to] () = Xhts %, m = [a] (m — 1 cilés Teiloro polinomas).
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1.2. Skaitiniai metodai trupmeninés eilés iSvestinéms

Ziarint (1.1.2) apibrézimg aiskiai matyti, kad skaitinis diferencijavimas trupmeninéms eiléms bus
daug sudétingesnis nei sveikiems skaiciams. Klasikinés iSvestinés verté taske t gali biiti apskaiciuota
tik naudojant du jvercius - f(t) ir f(t + h) kazkokiam poslinkiui h, o trupmeninei reikia visy jverciy
f(w), u € (0,t). Taip pat funkcija g(u) = (t —u)™“ turi asimptotg ties virSutiniu réziu t.

1-a
Teoriskai, asimptoté néra problema nes fot(t —u) %du = tlTa' 0 < a < 1. T.y. jei funkcija tolydi

intervale [0, t], tai integralas visada egzistuos. Ta¢iau, praktiskai tai smarkiai pasunkina skai¢iavimus,
nes negalima skaitiSkai integruoti ties Siuo tasku, bet jo taip pat negalima ir ignoruoti, nes didzioji
dalis integralo rezultato sukoncentruota prie asimptotés. Galima integralg iéskaidyti ] intervalus

[0,t — h] ir [t — h,t] ir antrame aproksimuoti f R W —uw) % du = f’ (t) , tai i§ tikro
duoda visai neblogus rezultatus, bet galima sukurti ir kazka geresnio [33 p. 3].

1.2.1. Skaitinis diferencijavimas

Pasirinke poslinkj h > 0 ir pazymeje t, = kh, fn = f(t,) turime:

F(1— a) - Df(ty) = f Fra)( — W) du = f 1) (t —w)~du =
k=0 tx
zf(tk+1) _f(tk) j (1 + O(h))(t _ u)—adu —
h
k=0 tk
- n—1
— kZO[f(tkH) — FEN( = )17 = (n — k — 1)=%] + O(h2~). (1.2.1)

Sugrupavus narius ties f (ty) vertémis gauname:

Df (1) = )Zf(tn O 98+ O(h* ) (122)
1, k=0
gia g%, ={ (k=1 =2k 4 (k+ D%, 1<k<n-1. (1.2.3)
(n—1" —nl"% k=n

Formulé (1.2.1) jprastai vadinama L1-tipo aproksimacija [34 p. 2]. I$ integralinés formos matyti, kad
norint apskaiciuoti iSvestinés verte taske t, reikia zinoti originalios funkcijos vertes taSkuose
to, e, tay ) by

14



Trumpam metodo tikslumo pamatavimui, imame funkcija f(t) = t?/2. Jos teoriné trupmeninés
2
r-a)

h=1/32 =0,03125.

iSvestinés iSraiska yra t27%, I§vestinés eilé tegu bus @ = 0,5, 0 Zingsnio dydis pasirinktas

2.5 ¢
——a = 0.5 tiksli
21 +a = 0.5 skait.
1.5+
1t
0.5}
O | | I ]
0 0.5 1 1.5 5
2 pav. Skaitinio metodo palyginimas su teoriniu rezultatu
-3
1.4 10
1.2 -/_______________
1FH
(0.8 H
0.6 §
0.4
0.2+
n | | : i
0 0.5 1 1.5 5

3 pav. Skaitinio metodo paklaidos.

Bent Sitai paprastai funkcijai maksimali absoliuti paklaida buvo 0,0013.
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1.2.2. Diferencialiniy lygc¢iuy sprendimas
Turint tinkama skaitinio diferencijavimo metoda, galime kalbéti apie diferencialines lygtis.

Jei klasikinés bendros formos diferencialinés lygtis turi tokig iSraiska:

{Y'(t) =f(ty®), (1.2.4)
y(to) = o '

tai trupmeninés eilés lygtys atrodyty taip:

D*y(t) = f(t,y(1))

{y e . (1.2.5)

Jei neturétume apribojimo 0 < a < 1, tai reikty pridéti pradines salygas
(m-1)

Y (to) = y4 V' (to) = ¥4, e, y V() =y, 7, m = [al.

Kaip minéta pirmame punkte, naudojant Caputo apibréZzima unikaliam sprendiniu egzistuoti uztenka
uzraSyti jo pradinio laiko momento vertes sveiko skaifiaus i$vestinéms. Naudojant Riemann-
Liouville apibrézima, reikty pradiniy ver¢iy trupmeninés eilés iSvestinéms.

Lygties sprendimui galima pasitelkti praeitos skilties skaitinio diferencijavimo metoda. Pazyméjus
t=t, C, =h%/T(1— ), aproksimuojama:

n n
Da}’(tn) ~ Ca Z yn—k(pg,k = f(tn: yn) = Y= C(;lf(tn’ yn) - Z yn—k(pg,k' (1'2-6)
k=0 k=1

Kadangi tipiskai i$spresti lygti v, = f(t,, yn) + const vertei y, yra per daug sudétinga, viduje
funkcijos f atliekama dar viena aproksimacija: v, = yp_1 + (Vne1 — Yn-2) = 2¥n—1 — Yn—2 Ir
tariame, kad y, = y_; = y_,. Galutinis algoritmas atrodo taip:

n
Y = Ca f(tn 20ms = Yn2) = ) Ynoafler m= 123, (1.2.7)
k=1
Tai yra rekursinis metodas, apskai¢iuojantis sekancia y,, verte, naudojant visas ankstesnes vertes
Yn-1VYn-2, - Y1, Yo- Algoritmas yra Euler metodo apibendrinimas trupmenings eilés iSvestinéms.

Taciau, kaip Euler metodas, jis néra pakankamai efektyvus turint didelj iteracijy skaiciy.

Tam imama (1.2.5) iSraiska ir pasinaudojama savybe (1.1.17):

1 t
Y(t) = Tm—l[}’i a] () + m[ f(u,y(u))(t - u)“‘l du. (1.2.8)

16



Zymimat, = a + nh, y, = y(t,) ir i$skaidomas integralas j smulkesnius intervalus:

n—1tk+1

1
Yn = T ly; al(t) + @Z f flu,y@)(t —w* tdu. (1.2.9)

k=0 tk

Priklausomai nuo taikomos aproksimacijos funkcijai f(u,y(u)) gaunamos skirtingos skaitinés
schemos. Aproksimuojant funkcija jos galutinémis vertémis — f(tg, Vi) arba f(txs1, Visri)s
sukuriamos tikslios (1.2.10) ir numanomos (1.2.11) sta¢iakampés schemos. Pirmos ¢ilés polinomo
interpoliacija suteikia numanomg trapezoiding (1.2.12) schema [35 p. 5].

n-—1
ha
Yo = Toa [y @) (t2) +m; bncsrf (30 (1.210)
he
Yn = Tm-1ly; al(t,) + mkzzo brief (ti, Yie) 5 (1.2.11)

a

h
Vn = Tip_1ly; al(ty) + m

Enfo + ) encif (ti yk)] : (1212)
k=1

¢ia
b, = (k+ 1)* — k%
G = (k — D% — k%
1, n=20
k= {(n — 1D 2%t 4 (n+ D, n> 1 (1.2.13)

Numanomos schemos kaip (1.2.10) jprastai yra efektyvesnés uz tikslias schemas, bet kaip ir
anksCiau, y, = f(t,, yn) + const lygties sprendimas néra visada jmanomas. Prediktoriaus-
korektoriaus (PC) metodas sujungia abi schemas — pirmiausia tikslia schema apskaiiuojamas
spéjimas y}, tuomet jis jstatomas j numanomos schemos lygtj, sugeneruojant koreguota verte y;,.

Bendru atveju, visos schemos y,, vertés gaunamos konvoliuciniu tipu:

Y =W+ D Cnifier fie = i) (12.14)
k=0

T.y. naujai vertei reikia susumuoti visas praeitas vertes. D¢l to, skai¢iavimo sudétingumas yra O(n?),
tai yra daug prasc¢iau nei klasikiniy diferencialiniy schemy O (n) sudétingumas. Taciau, pasitelkiant
greita Furjé transformacija (FFT), galima tai sumazint iki O(nlog(n)?) [35 p. 10]

Sprendimo pavyzdziui paimama lygtis:
{DO'Sy = 0.75vVrx — 0.9375Vr[Vxy + x°|

1.2.15
y(0)=0 ( )

Jos tikslus sprendinys yra y(t) = t1° — ¢25.
17



0.014

0.012

0.01 ¢

0.008 {

0.006 |

0.004 +

0.002 +

— - Fuler
---—-PC-FFT

4 pav. Euler ir PC-FFT metody absoliucios paklaidos

Abu metodai naudojo ta patj h = 275 Zingsnio ilgj. Nors atrodo, kad miisy i§vestas metodas yra

efektyvesnis didesnéms tolimesnéms vertéms, skai¢iavimo laikas pasidarys labiau aktualus tiriant

sistemas atliekant Simtus tukstanciy iteracijy.

1 lentelé. Metody maksimalios absoliucios paklaidos [0; 2] intervale skirtingiems Zingsnio dydziams

Zingsnis Euler PC-FFT
21 3,3567 3,0453
22 0,7554 0,8897
23 0,0710 0,1948
2 0,0190 0,0482
25 0,0054 0,0136
26 0,0016 0,0042
27 0,0005 0,0014
28 0,0002 0,0005

Visiems iSbandytiems Zingsniams padarytos iSvados nepasikeite.
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1.2.3. Diferencialiniy lygciy sistemy sprendimas

Jei dvimat¢ klasikin¢ diferencialiniy lygéiy sistemg atrodo taip:
x' () = f(x(6),y (D)
y'(®) = g(x(®©),y®) ; (1.2.16)
x(to) = %o, ¥(to) = ¥o

Tai tuomet trupmeninés eilés apibendrinimas biity toks:
Dx(t) = f(x(1),y(®))
DPy(t) = g(x(t), y(t))- (1.2.17)
x(to) = xo, Y(to) = o

Daznai suvienodinamos eilés @ = S, ir apribojama 0 < a, 8 < 1.
Apibendrinti (1.2.6) metoda dvejoms dimensijoms néra sudétinga:

n
X = Calf(2%p—q — Xg—2) 2Vk—1 — Yi—2) — Z Xn-kPrk
k=1

n
Y = G 9 (@5s = X2 2Vis = Vi) = ) Vna@ls n=123,. (1.2.18)
k=1

PC-FFT metodas naudojamame pakete leidzia naudoti tik vienodas i§vestiniy eiles.

Pavyzdziui, paimamas trupmeninis Van der Pol (toliau trumpinamas kaip VVDP) osciliatorius:
Dx =1y
DBy =p(1—-x>)y—-x ; (1.2.19)
x(0) = 0,25; y(0) = 0,25

Sua = firu = 2, ir zitrime kaip atrodo faziy grafikas kintant « vertei.

Kad geriau matytume ribinius ciklus, ignoruojame didele dalj pradiniy iteracijy.
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5 pav. VDP ribiniai ciklai su skirtingomis a vertémis

Matoma, kai « arti vieneto, tai sistema beveik sutampa su klasikine. Taip pat @ mazéjant link nulio
yra idomus sistemos elgesys — trajektorijos vietoj periodinés orbitos artéja prie kazkokio fiksuoto
tasko. T.y. ivyksta superkritiné Hopf bifurkacija.

2 lentelé. Stabilaus trupmeninio VDP ribinio ciklo periodai

Eilé a Periodas T
0,99 7,22
0,95 6,22
0,90 5,45
0,85 4,95
0,80 4,70
0,75 4,59
0,70 4,55
0,65 4,60
0,60 4,69
0,55 4,82
0,50 5,04

Skaiciavimai parode¢, kad mazinant iSvestinés eilg¢ maz¢jo ir ribinio ciklo periodas, kol pasiektas
lokalus minimumas ties a ~ 0,7. Toliau mazinant eilg, periodas pradéjo didéti.
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1.3. Chaosas trupmeninése sistemose

Zinoma, kad pereinant nuo klasikiniy iki trupmeniniy sistemy, vis tick galima rasti chaoso pavyzdziy
[36, 37, 38, 39, 40].

Paimama Rossler sistema [41, 42] ir konvertuojama j trupmenineg:
D =—-y—z
D%y =x+ ay _
D% =b+z(x —c) ’
x(0) =y(0) =2(0) =0

(1.3.1)

sua=20,2; b=0,2; c =5,7. Klasikiné sistema turi chaotinj atraktoriy [43] — visos trajektorijos
sukoncentruotos tarp aiskiy riby, bet niekada idealiai nepasikartoja. Pateikiame vaizdus kelioms «
vertéms, bet ne mazesnéms uz 0,94, nes tuomet trajektorijas labai ilgg laikg svyruoja vienoje xy
plokstumoje ir tik daug véliau pakankamai ,,iS$sisitibuoja“ j kitas z vertes. Braizant grafikus
ignoruojame didele dalj pradiniy tasky, kad geriau matytume pseudo-periodines orbitas.

21



a=0.985

a=0.99

2

15

1
05

0

10 T~

- 10 5 T ~ — P 10
0 T o 5
= 0
5T 5

- ]
40 A0 40 .10

6 pav. Sprendinio trajektorijos su jvairiomis a vertémis

I$ skaitiniy rezultaty manoma, kad a sumazinus iki ~0,983 sistemoje dingsta chaosas — artimos
trajektorijos susiglaudzia ir susidaro tikros periodinés orbitos.

Projektui naudojama a = 0,99, kad grjztamojo rysio pritaikymo pavyzdys vis dar turéty chaoso.

Verta paminéti, kad skaitiniu atzvilgiu nesvarbu ar sistemoje egzistuoja chaosas, ar tiesiog didelis
skaicius periody.
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1.4. Grjztamojo rysio metodas

1992 m. lietuviy matematikas Kestutis Pyragas pristaté metoda chaotiniy sistemy stabilizavimui,
minimaliai jas pakoreguojant jy paciy sugeneruojamomis vertémis [44], bet pats metodas gali buti
pritaikytas ir kitokio tipo nestabilumams.

Paimame nestabilig sistemg — ji gali turéti nestabily ribinj ciklg, arba buti chaotiska. Chaosui
egzistuoti reikia bent 3 dimensijy [45 p. 210], tai tariame, kad misy diferencialiniy lyg¢iy sistema
atrodo taip:

(x'(@®) = f(x(®), y(®), 2(2))

y'(©) =g(x(®),y®),2()) (1.4.1)
Z'(£) = k(x(®), y(t), z(t))

x(0) = x0,y(0) = y,2(0) = z,

Grjztamo rySio (arba Pyrago) metodas modifikuoja vieng i$ Siy lyg€iy pridedant priklausomybe nuo
laiko. Sakykime, kad pasirinkta antra lygtis ir pakei¢iame jos iSraiska j:
y'(©) = g(x(®),y®),2(1)) + F(®); (1.4.2)

¢ia F (t) — pasirenkama funkcija i§ dviejy varianty:

F(t) = K[y;(t) —y(t)] = K - D(t) (iSorinés jégos tipas); (1.4.3)
F(t) = K[y(t —1) —y(t)] = K - D(t) (laiko poslinkio tipas); (1.4.4)
K > 0,7 > 0 — laisvai pasirenkamos skalés ir poslinkio konstantos. y; — idealaus ciklo y koordinaté.

Id¢ja tokia — tipinéje chaotiné sistemoje egzistuoja daug labai panasiy trajektorijy. ISskiriama viena
18 jy kaip y; (t). Jei nemodifikuotos trajektorijos y koordinaté yra Zzemiau idealaus ciklo, tai F (t) verté
bus teigiama, ir pagal (1.4.2), modifikuota y'(t) verté bus didesné nei jprastai. Jei koordinate yra
auksciau ciklo - y'(t) bus mazesné. Iteraciniame skai¢iavimo modelyje, tai reik$tu sekan¢iu zingsniu
trajektorija priartés prie norimo ciklo. AiSku, reikia atsizvelgti kad K verté nebiity per didele, nes
tuomet vienu zingsniu galima smarkiai perSokti cikla.

Logika yra tokia pati laiko poslinkio tipui, tik dabar tariama, kad norimas ciklas prasidéjo pries t
laiko vienety.
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7 pav. Rossler sistemos trajektorijos vienoje plok§tumoje

ISorinés jégos tipui pavaizduoti, naudojama nestabili VDP sistema:
x'=-y
y = u(x? -1y +x. (1.4.5)
x(0) = xo,y(0) = 0

Siam pavyzdziui imama u = 2, bei du variantai x, € {1,8; 2,2}. Jei kalbama apie nemodifikuota
VDP sistemg, tai pirmam variantui, trajektorija artés prie pusiausvyros tasko (0,0), o antram
variantui, trajektorija 1¢ks toli nuo ciklo.

Modifikuojama y' lygtis:
y'() = u(x? — Dy + x + F(¢). (1.4.6)

Grjztamasis signalas F bus F(t) = K[y;(t) — y(t)], kur y;(t) — ribinio ciklo tikros y koordinatés.
Tikslioms ciklo vertéms sugeneruoti ir (1.4.5) sistemos sukiirimui naudotas vienas triukas — laikas
invertuojamas, ir perSokama nuo stabilios sistemos, | nestabilig ir atvirk$¢iai. Ribinio ciklo vertés yra
invariacinés tokia transformacijai (nors orientacija — pasikecia).

x(®) = f(x(0),y(®)) x(t) = —f(x(@®),y(®)
y®) =g(x@®,y®); < Jy@®) =—g(x@®),y®) (1.4.7)
x(0) = x0,y(0) =y, x(0) = x0,y(0) = y,
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ISbandomos kelios K vertés abejiems variantams.

x0=18 K=1 x0=1.8,K=3
5r 5
4 - 4
7’ N
3 V2 »'«\\\ 3
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2 'y AR 2
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0740V}
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1 \ \.,,,/,’ 1
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2r \ ’ 2
L \ / |
-3 \ 7 -3
’
4 ~ 4
-5 : 5 '
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5r 5
4 4+
3+ 3L
2+ 2l
1F 1t
0r ot
1+ -1
,27 ,2,
37 3r
,4— ,4,
-5

s 4 s 2 4 0 1 2 3 4 5% 4 8 2 1 0 1 2 s 4 5
8 pav. Pirmo varianto trajektorija su skirtingomis K vertéms

Jei pradiné koordinaté yra viduje ciklo, neatlikus jokiy modifikacijy, trajektorija visada artés prie

pusiausvyros tasko (0,0). Pakankamai padidinus K, trajektorija prisiglaudzia prie ribinio ciklo, bet
toli ] 1Sore nenulekia, visada liekant arti prie kreives.
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9 pav. Antro varianto trajektorija su skirtingomis K vertéms

Jei pradiné koordinaté yra viduje ciklo, nepridedant grjZztamojo rySio, trajektorija visada be galo tols
] begalybe. Pakankamai padidinus K, trajektorija prisiglaudzia prie ribinio ciklo, su mazais
protriikiais ] ciklo vidy.

Nepriklausomai, ar pradinis taskas yra ciklo viduje, ar iSoréje, su pakankamai didelg K verte galima
trajektorija priglausti prie ciklo kreivés. Taciau, jei K per didelis, tai trajektorija uzsifiksuos ties
paslinkta ciklo kopija. Jei K virSija 1/At, kur At — iteracijos zingsnio ilgis, tai gali susidaryti per
didelés paklaidos, ir jokiy naudingy rezultaty nebus.

Metodas yra gan paprastas, bet yra aiSkus trikumas — reikia i§ anksto zinoti kaip atrodo sistemos
nestabilus ribinis ciklas.

Toliau bandomas laiko poslinkio tipo grjztamasis rySys. Toliau pateikiami Rossler atraktoriaus
grafikai su skirtingomis t vertémis ir fiksuota K = 0,3 verte.
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10 pav. Rossler atraktorius kai T € [11; 16]

Trajektorijos pradeda stabilizuotis ties T ~ 12, bei pilnai susitraukia ir vél isiskleidzia ties T ~ 15.
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2. Duomenys ir tyrimy metodai

Dél projekto prigimties, visi duomenys — savarankiskai sugeneruoti. Priede pateiktas kodas duomeny
atklirimui.

2.1. Naudojama programiné jranga
Visiems skai¢iavimams naudota Matlab R2024a programa. Kai kuriems rezultatams panaudota

Garrappa [35 p. 15] implementacija Matlab kalba [46], nes originalus straipsnio kodas — prarastas.
Visais kitais atvejais naudoti savarankiskai paraSyti algoritmai.
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3. Tyrimy rezultatai ir jy aptarimas

Apzvelgiama kaip griztamasis rySys paveiké visas tirtas sistemas. Tarpiniai ir galutiniai rezultatai
pateikiami grafisSkai. Pamenamos susidurtos problemos ar pastebétos savybés.

3.1. Trupmeniné Van der Pol sistema
Turime stabilig, trupmening VDP sistema:

DO.8x — y
D8y = uy(1 — x?) — x. (3.1.1)
x(0) = x0,¥(0) =y,

Laiko invertavimo triukas, kuris naudotas klasikiniy sistemy stabilius ribinius ciklus paversti
nestabiliais ¢ia pilnu pajégumu neveikia. Naudojamos trupmenings iSvestinés neigiamam laikui yra
neapibréztos, bei sudaromos trajektorijos néra tikri ribiniai ciklai, o labai létai gestancios pseudo-
periodings trajektorijos. Tuoj galime jsitikinti atliekant tokj eksperimenta:

Grafiskai randame ribinj cikla.

4 -

3t

11 pav. Stabilios trupmeninés VDP sistemos fazinis vaizdas

Tuomet pavaizduojama tik dalis paskutiniy iteracijy, ir priartinamas vaizdas
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13 pav. Paskutiniy sistemos iteracijy priartintas vaizdas

Matome, kad tai néra tikra periodiné orbita — ciklas labai léta nyksta. Toliau, kai kalbama apie ciklus
trupmeninése sistemose, turima omenyje pseudo-periodinius ciklus.

Nors turimos trajektorijos néra tikros orbitos, skaitiniu atzvilgiu jos mazai skiriasi nuo tikry, ir aptarti
metodai vis tiek jiems gali biiti taikomi.

Taip pat galima paimti vieng trajektorija ir ilgam laiko intervalui integruoti. Siame pavyzdyje
integruota 5000 laiko vienety.
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14 pav. Stabilios trupmeninés VDP sistemos pseudo-periodinis ribinis ciklas
Pereinama prie nestabilios VDP sistemos.

D0.8x =—y
D%8y = uy(x? — 1) + x. (3.1.2)
x(0) = x,y(0) = yo

Nestabilius ciklus yra smarkiai sunkiau eksperimentiskai nustatyti, nei stabilius. Vietoj to,
sugeneruojama daug trajektorijy su skirtingomis pradinémis salygomis ir nubraizomas fazinis
grafikas.

Unstable Van der Pol system with a = 0.8

W

( / t\ (‘( A(‘,,‘,

o (RS
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o
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4 \
5 s e
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15 pav. Nestabilios trupmeninés VDP sistemos fazinis vaizdas
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IS Sio vaizdo galima numatyti ribing forma, kurios viduje visos trajektorijas artéja link pusiausvyros
tasko (0,0), o visos iSor¢je atitolsta. Kadangi zinoma jy paskirties vieta, galima eksperimentiskai rasti
vidinius taskus: sugeneruojama daug trajektorijy, ir nuspalvinamas jy pradinis taskas raudonai jei po
ilgo laiko galutiné trajektorijos verté artima (0,0). Palyginimui uzdedama stabilaus ciklo kreivé zalia
spalva.

g

16 pav. Nestabilios trupmeninés VDP sistemos pradiniy tasky dinamika

Aisku, kad stabilaus ir nestabilaus ciklo kreivés néra identiSkos, ir reikia atskirai iSskirti nestabilios
kreivés taskus jei norima panaudoti 1.4 skyriuje naudotg griztamo rysio metoda.

ISskiriant tik ribines vertes, kreivé atrodo taip:

4 -

17 pav. Isskirta nestabilaus ribinio ciklo kreive
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Toks ciklo radimo metodas yra labai neefektyvus ir jam reikia labai ilgy skai¢iavimy, tad negalima

smarkiai pagerinti tikslumo.
Verta paminéti esminj skirtumg tarp klasikiniy ir trupmeniniy sistemy ribiniy cikly — klasikinés
sistemos trajektorijos prasidedancios viduje ciklo visada jame ir liks, o trupmeninés sistemos

......

Pritaikomas grjztamasis rySys abejiems turimiems ciklams. Kaip ir anks¢iau, iSbandomos keletas

skirtingy pradiniy salygy ir K verciy.
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18 pav. Grjztamo rysio grafikai naudojant stabily ribinj cikla

Nustatant pakankamai didel¢ K verte galima sustabdyti trajektorijos divergavima, bet tik laikinai.
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19 pav. Grjztamo rysio grafikai naudojant nestabily ribinj cikla

Rezultatai — ne tokie, kokiy buvo tikimasi. Visais iSbandytais variantais ir parametrais trajektorija
arba nuklysta toli nuo ciklo, arba slenka link pusiausvyros tasko. Yra ir jdomesniy atvejy — trajektorija
gali priartéti prie pusiausvyros, bet tada apsisukti ir atitolti. Uzdedant aukstg K verte galima gauti
periodines orbitas, bet neatitinkancias turimy cikly.

20 = 1.3, 4o = 0, K = 50.0
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20 pav. Sukurta pseudo-periodiné trajektorija
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Geriausiu atveju trajektorijos laikinai priartinamos prie ciklo, bet neuzsistovi. Dar pridedamas
griztamojo rysio funkcijos F(t) = K[y;(t) — y(t)] grafikas.

= 1.3, 5 = 0, K = 50.
o 20 = 1.3, yo = 0, 50.0

o

0 5) 10 15
t
21 pav. Grjztamojo rysio funkcijos grafikas

Tai, F(t) — irgi tampa pseudo-periodiné.

Gali buti, kad deél trupmeniniy iSvestiniy prigimties, pilnai trajektorijos kontrolei neuztenka
modifikuoti tik paskutinj elementa, kai visos praeitos vertés turi jtakg. Ties tuo tenka ir uzbaigti §io
specifinio tipo grjZztamo rysio analizg.
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3.2. Trupmeniné Rossler sistema

Paimama (1.3.1) sistema su tais paciais parametrais ir i§vestinés eile @ = 0,99. Fiksuojama K = 0,2
ir didinama t verté, pradedant nuo nulio (nemodifikuotos sistemos). 3D vaizdai panasus j 10 pav. ir
nesuteikia pakankamai informacijos. Vietoj to, nubraizomos x koordinatés vertés ir atkreipiamas
démesys ] periody skaiciy.
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22 pav. Trajektorijy x koordinatés su keliomis 7 vertémis

120

Kai t = 0, turime 1.3 skyriuje tirtg sistemg. Manoma, kad ¢ia susidaro chaosas, arba bent labai auksto
periody skaiciaus orbita. Padidinus 7 iki 0,1 ir 0,4 periody skaiCius atitinkamai sumazéja iki 6 ir 2.
Apie T ~ 0,75 du periodai susilygina ir tampa vienu.
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23 pav. Originalios ir stabilizuotos trupmeninés Rossler sistemos 3D vaizdas.
a =099, 7=0.75 a =099 7=0.75
10 10 -
8L
5t
6L
= o =
= N
4+
51
2L
-10 : : : : : : 0
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
t t

24 pav. Stabilizuotos sistemos y ir z koordinatés
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25 pav. Stabilizuotos sistemos griztamojo rysio funkcijos grafikas

Visos koordinatés tapo periodiskos, o griztamasis rysis — reliatyviai smulkus. Galima teigti, jog
sistema — sékmingai stabilizuota.
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ISvados

1. Klasikinéms sistemoms skirti metodai perzvelgti ir s¢kmingai jgyvendinti. GrafiSkai ir skaitiskai
patvirtintas jy tikslumas.

2. Abu grjztamojo rySio metodo tipai pritaikyti trupmeninéms sistemoms, atkurti Saltiniuose pateikti
pavyzdziai.

3. Pavaizduotos klasikiniy ir trupmeniniy sistemy dinamikos, skirtumai tarp ribiniy cikly sampratos,
iSvestinés eilés jtaka.

4. Laiko poslinkio tipo griZztamasis rySys trupmeniniy sistemy atzvilgiu veikeé taip pat efektyviai, kaip
ir klasikiniy sistemy. ISorinés jégos tipas suteiké miSriy rezultaty.
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Priedai

1 priedas. Programos kodas

4 Martas Ulozevicius
% KTU Magistro projektas 2025

Y A e e L T P TP e
% Bendri duomenys

0,
= mmmm e e e e e e m e m e m e m

vdp_stable = @(t, y, par) [ ...
y(2); ...
par(1)*y(2)*(1 - y(1)"2) - y(1)1;

vdp_unstable = @(t, y, par) [ ...
-y(2); ...
par(1)*y(2)*(y(1)"2 - 1) + y(1)];

mu = 2;
param = mu;

YA e e
% VDP stabilaus ribinio ciklo su mu = 2, alpha = 0.8 generavimas
% e o o o e

to = 0; % Pradinis laikas

tn = 64; % Galutinis laikas

yo = [1.25; @]; % Pradines koordinates
h = 2~(-9); % Zingsnio dydis

alpha = 0.8; % Isvestiniu eile

[t, y] = fdel2(alpha, vdp_stable, t@, tn, y@, h, param);

% Rankiniu budu nustatytas vienas pilnas periodas tarp
% 28569 ir 30987 indeksu
vdpx = y(1,28569:30987);
vdpy = y(2,28569:30987);

% Invertuojama orientacija
vdpx = flip(vdpx);
vdpy = flip(vdpy);

vdpinfo.mu = mu;

vdpinfo.stepsize = h;

vdpinfo.alpha = alpha;

vdpinfo.x0 = yo(1);

vdpinfo.y0 = yo(2);
save('vdpvals.mat', 'vdpinfo', 'vdpx', 'vdpy')

figure(1)
plot(vdpx, vdpy, '--k')
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F A A D L
% VDP nestabilaus ribinio ciklo su mu = 2, alpha = 0.8 generavimas

0,
= mmmm e e e e e e m e m e m e m

to = 0;
tn = 3;
h = 27(-5);
alpha = 0.8;

tlen = (tn - t0)/h + 1;

x1lim = [-3 3]; % Skaiciavimo srities x ribos
ylim = [-4 4]; % Skaiciavimo srities y ribos
N = 100; % Tasku skaicius vienai koordinatei, bendras sk. bus N*2

xh = (x1im(2) - x1im(1)) / N;
yh = (ylim(2) - ylim(1)) / N;
xpts = x1im(1):xh:x1im(2);

ypts = ylim(1):yh:ylim(2);
xlen = length(xpts);
ylen = length(ypts);

epsilon = 0.5;
¢ = zeros(xlen, ylen);

% Jei trajektorija arti (0,0), tai to pradinio tasko c verte yra 1
for i = 1:N
for j = 1:N
yo = [xpts(i); ypts(j)I;
[~, y] = fdel2(alpha, vdp_unstable, t@, tn, y@, h, param);
r =y(1,tlen)”2 + y(2,tlen)"2;
if r < epsilon
C(i) j) =1;
end
end % j
end % 1

cc = flip(transpose(c));
yvals_top = zeros(1l, ylen); % Virsutines kreives vertes
yvals_bot = zeros(1, ylen); % Apatines kreives vertes

for j = 1l:ylen
for i = 1:xlen
if cc(i,j) ==1
yvals_top(j) = ypts(xlen - i + 1);
break;
end
end
end

for j = 1:ylen
for i = 1:xlen
if cc(i,ylen - j + 1) ==
yvals _bot(j) = ypts(i);
break;
end
end
end

figure(2)

hold on

grid on

plot(xpts, yvals_top, 'k')
plot(xpts, yvals_bot, 'k')



B = m e m e e e e e e e
% VDP sistemos griztamasis rysis (isorine jega)

0,
= mmmm e e e e e e m e m e m e m

h = 1/64;
TotalTime = 16;
N = TotalTime/h;

vdplen = length(vdpx);

K = 20;
x = zeros(1l, N);
y = zeros(1, N);
X = zeros(1, N);
Y = zeros(1, N);

% Pradines koordinates

x(1) = 0;
y(1) = 3;
alpha = 0.8;

Ca = h~(-alpha) / gamma(2 - alpha);
Cainv = 1/Ca;
repeater = round(h/vdpinfo.stepsize); % Kiek kartu laiko singsnis didesnis uz duomenu

[~, pti] = min((vdpx - x(1)).722 + (vdpy - y(1)).72); % Artimiausias taskas ties duomenu
kreive

X(1) = vdpx(pti);
Y(1) = vdpy(pti);
Y(2) = vdpy(mod(pti + repeater - 1, vdplen) + 1);
x(2) = Cainv * f(x(1), y(1)) + x(1);
y(2) = Cainv * ( g(x(1), y(1)) + K*(Y(1) - y(1)) ) + y(1);
for k = 3:N
Y(k) = vdpy(mod(pti + repeater*k - 1, vdplen) + 1);
x(k) = Cainv*f(2*x(k-1) - x(k-2), 2*y(k-1) - y(k-2));
y(k) = Cainv*( g(2*x(k-1) - x(k-2), 2*y(k-1) - y(k-2)) + K*(Y(k-1) - y(k-1)) );

for 1 = 2:k-1
theta_val = theta(k - i, alpha);
x(k) = x(k) - x(i)*theta_val;
y(k) = y(k) - y(i)*theta_val;
end
lambda_val = lambda(k - 1, alpha);
x(k) = x(k) - x(1)*lambda_val;
y(k) = y(k) - y(1)*lambda_val;

end

figure(3)

hold on

grid on

axis([-4 4 -4 4])

plot(x, y, 'r")

plot(vdpx, vdpy, '--k', 'LineWidth', 2)
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dt = 1/64;

TotalTime = 120;

N = TotalTime/dt;

shift = ceil(tau/dt); % Laiko poslinkis konvertuotas indeksams

x = zeros(1, N);
y = zeros(1, N);
z = zeros(1l, N);

% Pradines koordinates
x(1) = -4.295;
y(1) -6.583;
z(1) 0.0192;

Ca = dt~(-alpha) / gamma(2 - alpha);
Cainv = 1/Ca;

x(2) = Cainv * fx(x(1), y(1), z(1)) + x(1);
y(2) = Cainv * fy(x(1), y(1), z(1)) + y(1);
z(2) = Cainv * fz(x(1), y(1), z(1)) + z(1);
for k = 3:N

x(k) = Cainv* fx(2*x(k-1) - x(k-2), 2*y(k-1) - y(k-2), 2*z(k-1) - z(k-2));
y(k) = Cainv*( fy(2*x(k-1) - x(k-2), 2*y(k-1) - y(k-2), 2*z(k-1) - z(k-2)) + F(y,
K, i, shift));
z(k) = Cainv* fz(2*x(k-1) - x(k-2), 2*y(k-1) - y(k-2), 2*z(k-1) - z(k-2));
for 1 = 2:k-1
theta_val = theta(k - i, alpha);

x(k) = x(k) - x(i)*theta_val;
y(k) = y(k) - y(i)*theta_val;
z(k) = z(k) - z(i)*theta_val;

end

lambda_val = lambda(k - 1, alpha);
x(k) = x(k) - x(1)*lambda_valj;
y(k) = y(k) - y(1)*lambda_val;
z(k) = z(k) - z(1)*lambda_val;

end

len
ign

length(x);
N/2;

figure(4)

hold on

grid on

plot3(x(ign:len), y(ign:len), z(ign:len), 'k")
view(3)
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B e
% Pagalbines funkcijos
function res = f(~, y)

res = -y;

end

function res = g(x, y)
res = 2*y¥(x*x - 1) + Xx;
end

function res = theta(k, a)
res = (k - 1)~(1 - a) - 2*k~(1 - a) + (k + 1)~(1 - a);
end

function res = lambda(n, a)
res = (n - 1)1 - a) - n*(1 - a);

end

function res = F(y, K, i, shift)
if i <= shift

res = 0;
else
yl = y(i - shift);
y2 = y(i);
res = K*(yl - y2);
end
end
function res = fx(~, y, z)
res = -y - z;

end

function res = fy(x, y, ~)
res = x + 0.2%y;
end

function res = fz(x, ~, z)
res = 0.2 + z¥(x - 5.7);
end
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