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Staliulionyté V. Analysis of Projection pursuit density estimator: Master‘s work in applied
mathematics / supervisor dr. M. Kavaliauskas; Department of Applied mathematics, Faculty of
Mathematics and Natural Sciences, Kaunas University of Technology. Kaunas, 2014. — 55p.

Density distribution is one of the most important features characterizing a random variable,
therefore its estimation is very important. In this paper nonparametric statistical estimation of
multivariate probability density is presented. For that purpose, the model of projection pursuit density
estimation (PPDE) was chosen. The projection pursuit density estimation idea was proposed by J. H.
Friedman (1974). [30] The author suggests these PPDE parts:

1) Find all interesting univariate projections. The more projection’s univariate density differs from
standard Gaussian density, the more interesting it is;
2) Apply a transformation to the data which removes the structure in the found projection
direction, so that its projection has standard Gaussian density;
3) Estimate multivariate probability density of the data using the found interesting projection
directions.
The main purpose of this work is multivariate probability density estimation using projection pursuit
density estimation method.
The main tasks:
e Analysis of Projection pursuit density estimator with different data samples;
e Analysis of Projection pursuit density estimator using Mardia‘s skewness and kurtosis, Henze —
Zirkler, Royston H tests for normality;
Findings and recommendations for approaches which produce the smallest errors for samples of small

and large sizes are presented in the conclusions section.
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Staliulionyté V. Daugiamacio tankio jvertinio, pagristo tiksliniu projektavimu, tyrimas:
Taikomosios matematikos magistro baigiamasis darbas / vadovas dr. M. Kavaliauskas;
Taikomosios matematikos katedra; Matematikos ir gamtos moksly fakultetas, Kauno

technologijos universitetas. Kaunas, 2014. - 55p.

Darbe nagriné¢jamas neparametrinis tankio vertinimas tikslinio projektavimo metodu (angl.
Projection Pursuit Density Estimation). Remiamasi J. H. Friedman 1974 metais pasitlytu algoritmo
sudarymo modeliu:

1. leskoma duomeny projekcijy skirstinio labiausiai nepanasaus j standartinj Gauso skirstinj;

2. Rastoje projektavimo kryptyje kei¢iama duomeny struktira, duomeny skirstinys tampa
standartinu Gauso skirstiniu, tokiu biidu i§vengiama anksciau surastos projekcijos aptikimo;

3. Vertinamas daugiamatis tankis naudojant surastas vienamates projekcijas.

Darbo tikslas ir uzdaviniai — daugiamacio skirstinio tankio jvertinio, pagrjsto tiksliniu
projektavimu, tyrimas. Daugiamacio skirstinio tankio jvertinio tikslumo analizé esant skirtingy turiy
duomeny imtims, taip pat naudojant domeny normalumo testus.

Atlikus daugiamacio skirstinio  tankio jvertinio tikslumo analizg, iSvadose pateikiami
pastebéjimai bei rekomendacijos apie metodus, kuriais gaunamos maziausios paklaidos, esant mazoms

ir dideléms imtims.
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IVADAS

Skirstinio tankis — viena i$ svarbiausiy funkcijy apibtudinanéiy atsitiktinj dydj, todél jo vertinimas
itin svarbus. Duomeny analizéje zinoma daug neparametriniy tankio vertinimo metody. Vienas is jy -
tikslinio projektavimo metodas daugiamacio tankio vertinimui (angl. Projection Pursuit Density
Estimation (PPDE)) nagrinéjamas baigiamajame darbe.

Did¢jant stebimo dydzio dimensijai, neparametrinio tankio vertinimo metodai, pavyzdziui
branduolinis tankio jvertinimas, susiduria su ,,daugiamatiskumo prakeikimu‘ — reikalingas itin didelis
duomeny kiekis tankio jveréiui rasti. Vienas i$ blidy padedanciy iSvengti Sios problemos — tikslinio
projektavimo metodo panaudojimas daugiamaciam tankiui vertinti.

J. H. Friedman 1974 metais [18] pasitlé tikslinio projektavimo algoritmo sudarymo idéja:

1) Randamos visos ,,jdomios* vienamatés duomeny projekcijos. Jy skirstinio tankis kaip

jmanoma labiau skiriasi nuo standartinio Gauso skirstinio;

2) Atliekama duomeny transformacija surastoje projektavimo kryptyje pakei¢ianti duomeny
skirstinio tankj  standartinj normalyjj;

3) Atliekama daugiamacio tankio vertinimo procediira naudojant surastas projekcijas.

Pagrindinis darbo tikslas — jvertinti daugiamacio skirstinio tankj tikslinio projektavimo metodu.
Darbo uzdaviniai:

e [stirti daugiamacio skirstinio tankio jvertinio tikslumg esant jvairiems imties tliriams,
duomeny dimensijai, klasiy persidengimo lygiui, naudojamy Lezandro polinomy eilei; taip
pat naudojant Mardia asimetrijos ir eksceso, Henze — Zirkler, Royston H normalumo testus.

e Apibendrinus tyrimo rezultatus pasitlyti metoda optimaliam projektavimo kryp¢iy kiekio
parinkimui.

Darba sudaro jvadas, bendroji ir tiriamoji dalys, iSvados, literatliros sgrasas bei priedai.
Bendrojoje dalyje aptariamas tikslinio projektavimo algoritmo sudarymas, duomeny generavimas,
paklaidy matavimo metriky bei testy duomeny normalumui tikrinti pasirinkimas. Tiriamojoje dalyje
grafiSkai iliustruojami miSiniy skirstiniy persidengimo lygmenys, pateikiama tikslinio projektavimo
algoritmo iliustracija R? atveju; atliekamas tankio vertinimas renkantis skirtingus imties tiirius,
duomeny normalumo testus.

2014 metais darbo tema buvo perskaitytas praneSimas KTU konferencijoje ,, MATEMATIKA IR
MATEMATIKOS DESTYMAS - 2014“. Taip pat 2014 metais KTU XII -ojoje studenty
konferencijoje ,,Taikomoji matematika® buvo pristatytas praneSimas bei paruostas straipsnis ,, Tankio
vertinimo paklaidos augimo tyrimas naudojant perteklinj projektavimo krypéiy kiekj“.[23] 2013
metais KTU XI-ojoje studenty konferencijoje ,,Taikomoji matematika“ buvo perskaitytas pranesimas ir

paruostas straipsnis tema ,, Tikslinio projektavimo panaudojimas duomeny vizualizavimui®. [24]
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1. BENDROJI DALIS
1.1. TIKSLINIO PROJEKTAVIMO ALGORITMO APZVALGA

Dazniausiai, ypa¢ tyrimo pradzioje atlickama duomeny Zzvalgomoji analizé, t.y. surenkama
informacija reikalinga tolimesniems tyrimams. Tokiu biidu gaunamos zinios bei jgyjamas supratimas
apie nagrinéjama reiskinj.

ApraSomojoje statistikoje naudojamos statistikos suvestinés siekiant apibendrinti steb¢jimy
rinkinj ir gauti kuo daugiau informacijos. Daugiamaciy duomeny analizéje statistikos suvestiné remiasi
vietos ir skalés matavimo kintamaisiais ir jy koreliacine struktiira. Klasikiné daugiamaté statistiné
analizé suteikia galingus jrankius minétoms charakteristikoms rasti. Jei duomeny iSsidéstymas yra
panasus ] elipsiskai simetrinj pasiskirstyma, pavyzdziu gali biiti normalusis Gauso skirstinys,
daugiamaciy kintamyjy erdvéje, tuomet §i statistikos suvestiné dazniausiai suteikia daug svarbios
informacijos.

Kai kuriais atvejais duomeny struktiira néra pilnai nusakoma tiesiniais rysiais (koreliacijomis)
egzistuojanciais tarp kintamyjy. Be tiesiniy ryS$iy, egzistuoja ir netiesiné statistinio rySio forma
kvadrating, logaritminé, eksponentiné ir t.t. [10]

Kadangi pagrindiné funkcija, apibiidinanti atsitiktinj dydj yra tankio funkcija, todé¢l labai svarbu
tiksliai jj jvertinti.

Nagrin¢jant daugiamacius duomenis, tyré¢jai dazniausiai ieSko duomeny poerdviy, kurie bty
»idomiis®, t.y. ieSkoma tokiy duomeny struktiiry, kad jy skirstinys turéty Gauso skirstinio tankio
pavidalg. Taciau jvertinti daugiamaciy duomeny rinkinius bei atlikti daugiamacio tankio vertinima,
esant didelei stebimo dydzio dimensijai, daznai yra gana sudétinga, vien todél, kad dideliy matavimy
erdvéje, turint nedidelés imties duomentis, jie iSsidésto labai retai, vienas nuo kito dideliais atstumais.
Todél gana daznai susiduriama su ,daugiamatiSkumo prakeikimo® problema (angl. curse of
dimensionality), t.y. mazai imties tasky patenka j didelio spindulio aplinka. Tai reiskia, kad reikalingas
itin didelis stebéjimy kiekis tankj vertinant klasikiniais metodais, tokiais kaip — branduolinis tankio
jvertinimas ar artimiausiy kaimyny metodas. [19]. ,,DaugiamatiSkumo prakeikimo® problemos
sprendimg savo darbe nagrinéja P. J. Huber [13]. Vienas i§ jy - tikslinio projektavimo algoritmo
taikymas vertinant daugiamaciy duomeny pasiskirstymo tankj.

Nagrin¢jant daugiamaciy duomeny rinkinius, siekiama sumazinti jy dimensijas naudojant
projektavimo strategijas, jy aptarimas pateikiamas S. L. Crawford ir T. C. Fall darbe [19]. Kaip yra
Zinoma, zmogaus gebéjimas atpazinti yra ribotas, geriausiy rezultaty pasiekiama dirbant su mazomis
dimensijomis. Iprasti vaizdavimai atlickami dvimatéje matavimy erdvéje Taciau yra budy kaip

perziuréti ir didesniy dimensijy vaizdus. Tam pasitarnauja spalvy naudojimas kompiuterinéje
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grafikoje, jis suteikia galimybes perzitiréti trimacius, keturmacius, o taip pat ir dar didesniy dimensijy
vaizdus. Taigi grafiskai tiriant duomenis didesnése dimensijose, ieSkoma juos atskleidzianciy
zemesniy dimensijy vaizdy. Apie duomeny projekcijy suradimg labai placiai apraSyta J. H. Friedman
veikale [16].

Siam tikslui jgyvendinti yra naudojami paprasti ir gana lengvai interpretuojami dimensijy
mazinimo metodai — projekcijos metodai, jais daugiamaciai duomenys atvaizduojami zemesnés
dimensijos erdvéje. Projekcijos metody ,tikslas — pateikti daugiamacius duomenis mazesnés
dimensijos erdvé¢je taip, kad biity kiek galima tiksliau iSsaugota analizuojamy duomeny struktiira.*
[11]

Dazniausiai daugiamaciy duomeny struktiiriSkumas yra matomas Zemesnio matavimo
dimensijose ir kiekvienos i§ jy perziiira gali suteikti papildomos informacijos. Taigi yra labai svarbu,
kad tikslinio projektavimo algoritmas rasty kaip galima daugiau tokiy vaizdavimy.

Praktikoje dazniausiai naudojami tiesiniai projekcijos metodai, ieSkantys tiesinio poerdvio -
plokitumos arba tiesés. [11] Siais metodais yra ,ieSkoma tiesinés analizuojamy duomeny
transformacijos‘ galimybiy: pasukimo, postiimio, atspindzio, suspaudimo ir pakeitimy. [12]

Projekcijos suradimo arba kitaip dar vadinamo tikslinio projektavimo algoritmo idéja — rasti
daugiamaciy duomeny vienamates projekcijas, kurios atskleisty informacija apie duomeny rinkinio
igyta struktiirg. ISskiriami, rankinis ir automatizuotas metodai, kuriy buvo imtasi siekiant atlikti tikslinj
projektavima.

Duomeny projekcijy ieSkojimui rankiniu biidu naudojamos sklaidos diagramos. Vienas i§ bidy
informatyviam duomeny atvaizdavimui - braizyti kintamyjy tasky sklaidos diagrama, leidZiancia
jvertinti statistinio rySio tendencijg ir forma. Analizuojant tokiu biidu gauta vaizding medZiaga, galima
aptikti jvairias struktiiras, kokiy nebuvo tikimasi rasti. Tai paprasCiausia vaizdavimo forma - vienu
metu pateikiama visy duomeny projekcijy pory dvimatis vaizdas. Taciau toks duomeny vaizdavimas
leidzia aptikti struktiirg tik tarp atskiry pory projekcijy. Todél esant didelei duomeny dimensijai reikia
ieSkoti kity projektavimo metody, jie aptariami [19].

Pats didziausias rankinio tikslinio projektavimo metodo triilkumas — toks duomeny projekcijy
1Ssamus vertinimas uZima itin daug laiko. Jeigu kas nors pabandyty realizuoti Asimov Grand Tour
procediirg [20], atvaizduojanciag nezymiai besiskirian¢ius duomeny projekcijy rinkinius vieng po kito —
rezultaty pateikimas yra panasus j filmuko Zitréjima, siekiant iStirti daugiamaciy duomeny erdve.
Tokia procedira tiriant keturmaciy duomeny erdve uztrunkama daugmaz tris valandas. Placiau apie §j
metodg galima rasti [13].

Taigi tiriant daugiamacius duomenis, siekiant nustatyti jy i$sidéstyma daugiamatéje erdvéje 1974
metais J. H. Friedman ir J. Tukey [18] pristaté algoritmg automatizuojantj tikslinio projektavimo

metoda. Pagrindiné algoritmo id¢ja buvo priskirti kiekvienai projekcijai skaitinj indeksa, nusakantj tos
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projekcijos struktiiriSkumg ir atlikti projektavimo indekso maksimizacija jj; sudaranciy parametry
atzvilgiu. [vairiis paieskos metodai tiksliniam projektavimui taip pat yra sitilomi ir P. A. Tukey, J. W.
Tukey darbe. [21]

Tikslinio projektavimo principas remiasi surastos ,,jJdomios* projekcijos pasalinimu i§ duomeny
imties. Procesas tesiamas tol, kol nebelieka ,,jdomiy* projekcijy — Siy projekcijy skirstinys turi biiti
labai besiskiriantis nuo Gauso skirstinio. Budy kaip pasalinti duomeny struktiirg pateikiama [13] ir
[16] literattiros Saltiniuose.

Tikslinio projektavimo algoritmo sudarymas yra didelis Zzingsnis sprendziant problemas

susijusias su daugiamaciais duomenimis. [22]

1.2. TIKSLINIO PROJEKTAVIMO ALGORITMAS IR JO ANALIZE
1.2.1. PRADINIU DUOMENU SFERINIMAS

Siekiant atlikti turimy duomeny analiz¢ naudojantis tikslinio projektavimo algoritmu, pirmiausia
yra atliekami skai¢iavimo trukmés sutaupymai, t.y. atlickamas pradiniy duomeny sferinimas. Siai
procediirai jgyvendinti pasitelkiama tiesiné transformacija — atliekami duomeny pasukimo, vietos ir
mastelio pakeitimai.

Tarkime, kad Y yra atsitiktinis kintamasis erdvéje RP . Atlickame kovariacinés matricos X
skaidyma pagal tikrines reikSmes ir tikrinius vektorius:

T =E[(Y —EY)(Y —EY)T] =UDUT (1.1)

Sioje israiskoje U — ortonormuota matrica, matricos ¥ tikriniy vektoriy matrica, kurios stulpeliai
uzraSyti vektoriais yra vienetinio ilgio ir ortogonalis, taip pat tokios matricos gali bati vadinamos ir

ortogonaliomis; D diagonaliné p X p matrica. Tuomet susferintus kintamuosius gauname taip:

1
Z=|—=|U{ -EY) 1.2
<\/ﬁj> (1.2)

Sakykime, kad g yra kovariacinés matricos X rangas, tuomet sferinty kintamyjy Z Visos q

komponentés yra gaunamos naudojantis (1.3) iSraiska:
N\
Z; = (—)Z U;(Y,—EY),1<j<gq
j ~ ij\t i/ 1.3

Pagal prielaidag ortonormuotos matricos U ir diagonalinés matricos D eilutés yra surikiuojamos
mazéjancia D; reikSmiy tvarka. Tuomet pagal apibrézima gaunama, kad sferinty kintamyjy Z vidurkis

E[Z] = 0, 0 Z kovariaciné matrica E[ZZT] = I - vienetiné matrica.
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Po pradin¢je analizés stadijoje atlikto duomeny sferinimo gaunami akivaizdis skai¢iavimy
trukmés sutaupymai.

Bet kurios tiesinés kombinacijos

q
X=a"Z= 2 a;Z; (1.4)
i=1
su dispersija
q
var(X) = aTa = z a? (1.5)

=

i=

esant apribojimui a”a = 1 uztikrina, kad kiekviena i§ tiesiniy kombinacijy aprasyty (1.4) israiskoje
turi vieneting dispersija.
Taip pat reikia paminéti, kad dvi tiesinés kombinacijos, sudarytos naudojant ortogonalius
vektorius yra nekoreliuotos. Tai yra, a” B = 0 reiskia, kad
E[(a"2)(BTZ)] =0 (1.6)

Visa tolimesné tikslinio projektavimo algoritmo teoriné analizé, o ir tiriamojoje dalyje atliekami
praktiniai skai¢iavimai remiasi susferinty kintamyjy panaudojimu. Reikia pabrézti, kad tik skai¢iavimy
pabaigoje gautajj sprendinj transformuojame atgal j originalias pradines Y koordinates.

Kadangi duomeny sferinimas atliekamas vieng karta — pacioje skai¢iavimy pradzioje, taip
gaunama naudos — atlickamas skai¢iavimy trukmés sumazinimas.

Pagal apibrézima visi sferinti Z kintamieji yra afiniskai invariantiski, todél bet kuris projekcijos

indeksas tai pat paveldés $ig savybe, t.y. bus nekintantis postimio, poslinkio ir mastelio atzvilgiu.

1.2.2. PROJEKTAVIMO INDEKSAS

Projektavimo indeksas — tai tikslinio projektavimo algoritmo $erdis. Sio algoritmo tikslas yra
surasti daugiamaciy duomeny ,,jdomiausias® projekcijas, t.y. tokias projektavimo Kryptis, kuriose
duomeny skirstinio tankio kreivé labiausiai skiriasi nuo standartinio Gauso skirstinio tankio kreivés.

IS pirmo zvilgsnio atrodo, kad pasirinktas toks jvertinimas gali biiti sudétingas, taciau tam, kad §j
uzmojj paversti suprantamu yra naudojamas projektavimo indeksas, kuris yra projektuojamy duomeny
skirstinio funkcionalas. Sis funkcionalas turi biiti tolydus, jgauti didele reikime, kai suprojektuoty
duomeny skirstinys yra apibréziamas kaip ,,jdomus®, t.y. labiausiai besiskiriantis nuo standartinio

Gauso skirstinio ir mazg reikSme — prieSingu atveju.
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,Jdomumo* sgvoka gali skirtis priklausomai nuo algoritmo taikymo, tai pastebima P. J. Huber
straipsnyje [22]. Mausy atveju reikia rasti papildomg struktiriSkuma, kuris néra uzfiksuotas
koreliacinéje duomeny struktiiroje. Vienas i§ biidy tai uztikrinti, t.y. padaryti, kad projekcijos indeksas
buty nekintamas afininiy transformacijy, tokiy kaip: poslinkiai, posiikiai, postiimiai, suspaudimai ar
iStempimai, atzvilgiu daigiamatéje erdvéje.

,ldomumo* sgvoka gali bati sunku jvertinti kiekybiskai, taciau ,,ne jdomumo* sgvoka galima
paaiskinti gana paprastai. P. J. Huber [13] ir M. C. Jones [14] pateiké tvirtus euristinius argumentus,
kada normalusis skirstinys turi biiti laikomas maziausiai ,,jdomiu‘:

e Daugiamacio normaliojo skirstinio tankis yra pilnai apibréztas savo tiesine strukttra (vieta ir

kovariacine matrica).

e Visos daugiamacio normaliojo skirstinio projekcijos taip pat yra normalieji skirstiniai. ISsamiau

§] teiginj galima paaiSkinti taip: jei tikslinio projektavimo algoritmu rasta maziausiai normali
projekcija nereikSmingai skiriasi nuo projekcijos su normaliuoju skirstiniu, interpretuojama,
taip kad, daugiamatis duomeny skirstinys yra normalusis.

e Jeigu egzistuoja tiesiné kombinacija, kur duomenys yra struktiirizuoti — iSsiskiria ] kelias

klases, daugelis tiesiniy kombinacijy turés skirstinj artimg standartiniam Gauso skirstiniui.

e Esant fiksuotai dispersijai, normalusis skirstinys turi maziausiai informacijos. [15]

Masy tikslas yra netiesinio struktiiriSkumo suradimas, i§ esmés daugiamacio normaliojo skirstinio
elipsiskas simetriskumas yra tai, dél ko jis yra laikomas maziausiai ,,jdomiu®. Normaliojo skirstinio
skaiCiuojamumo savybé daro ji labiausiai tinkamu pasirinkimu 1§ elipsiS§kai simetriniy skirstiniy
Seimos.

Remiantis Sia nuomone, bet kuri statistika duomeny normalumo tikrinimui gali buti
projektavimo indekso pamatu. Turint skirtingus skirstinius, duomeny normalumo tikrinimo statistiky
jautrumas gali buti jvairus. DaZniausiai normalumo testai skiria didelj démesj sunkioms skirstinio
uodegoms. Misy tikslas — rasti kryptis kuriose suprojektavus daugiamacius duomenis biity gaunami
daugiamodaliai skirstiniai. Tokie skirstiniai nuo normaliojo Gauso skirstinio labiau skiriasi savo
centrine dalimi, o ne uodegomis. Todél yra ieSkomas projektavimo indeksas, kuris pabrézia
nuokrypius nuo normalumo pagrindingje skirstinio dalyje ir suteikia atitinkamai maZziau svorio
uodegoms.

Kadangi projektavimo indeksas pasitarnauja kaip tikslo funkcija daugiaparametriniam
optimizavimui, jo skai¢iuojamumo savybés yra labai svarbios. Todél reikalaujame, kad duotajam
parametry rinkiniui projektavimo indekso reik§mé buty greitai skaiciuojama. Taip pat projektavimo
indeksas turi bati tolydus, kad bent pirmosios iSvestinés su turimomis parametry reikSmémis

egzistuoty visur; todél ir iSvestinés taip pat turi biiti greitai apskaiiuojamos.
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Geriausiy, skai¢iuojamumo prasme, projektavimo indeksy sudarymas remiasi polinominiais
momentais. Tam néra reikalingas suprojektuoty reikSmiy rikiavimas, 0 ir paciy polinomy reik§més taip
pat kaip ir jy iSvestinés yra greit apskai¢iuojamos pasitelkiant rekursines formules. Kadangi svarbu
jvertinti nuokrypius nuo normalumo, viena i§ galimybiy - remtis projektavimo indeksu pagrjstu
standartizuotais projektuojamo skirstinio kumuliantais, kaip sitlo P. J. Huber [26, 445psl.], pavyzdziui
Ermito polinomy momentai. Kita alternatyva pateikta M. C. Jones [14], jis sitilo naudoti projektavimo
indeksa pagrijsta standartizuoty kumulianty kvadraty sumomis.

Sio modelio skai¢iuojamumo savybés tikrai atrodo puikiai, tadiau jis yra netinkamas, todél kad,
tokie projektavimo indeksai labai smarkiai pabrézia nuokrypius nuo normalumo skirstinio uodegose.
Pavyzdziui, projektuojamas skirstinys su Siek tiek sunkesnémis nei jprasta uodegomis, jgyja gan didele
projektavimo indekso reikSmeg.

Prie§ pradédami teoring tikslinio projektavimo algoritmo indekso analizg, apibréziame, kad
dirbama su daugiamaciu tolydziuoju tikimybiniu skirstiniu. Praktiniuose taikymuose tikétinos reik§més
yra pakei¢iamos atitinkamais aritmetiniais vidurkiais. Toliau pateikiamose tikslinio projektavimo
algoritmo israiSkose didziosios raidés reiSkia atsitiktinius kintamuosius, 0 mazosios, dazniausiai su
indeksais, bus naudojamos pazyméti $iy dydziy imties stebéjimy reikSmes.

Vienos dimensijos tiksliniame projektavime ieSkome tiesinés kombinacijos

X=a'z (1.7)

tokios, kad tikimybiniai tankiai p,(X) buty kaip jmanoma labiau struktdrizuoti — labiausiai
besiskiriantys nuo standartinio Gauso skirstinio tankio.

Kaip buvo paminéta ank$c¢iau, sakome, kad standartinio normaliojo pasiskirstymo tankis yra
maziausiai struktrizuotas ir siekiame surasti nuokrypius nuo normalumo, pasireiskiancius
pagrindinéje skirstinio dalyje, o ne jo uodegose. Tam atliekame projekcijos transformacija

R=20(X) -1 (1.8)

kur @ (X) yra standartinio normaliojo pasiskirstymo funkcija.

@(X) = (1/V2m) J ’ et /2q¢ (1.9)

(1.8) israiskos pagalba apskaifiuojamas surastos projekcijos skirstinio tankio nuokrypis nuo
standartinio Gauso skirstinio tankio. Reikéty atkreipti démesj, kad R jgyja reikSmes i§ intervalo
—1 < R < 1ir jei X turi standartinj normalyjj pasiskirstyma, tuomet R bus tolygiai pasiskirstes Siame

intervale. Konkrediai:

=S [o (5 o+ (1)
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¢ia g(X) - standartinio normaliojo skirstinio tankis. Taigi, R tolygumo intervale matas atitinka X
normalumo matg. Tolygumo intervale matu imame funkcijy skirtumo integralg, t.y. atstuma tarp R

tikimybinio skirstinio tankio pg (R) ir tolygiojo skirstinio tankio p;(R) = % intervale -1 <R < 1:

fll e k) —%]zdR =]

1

1
PR(R)AR — - (1.11)
1

Projektavimo indeksg I(a) imame kaip (1.11) iSraiSkos momenty aproksimacijg. ISskleidus

pr(R) Lezandro polinomais gauname:

1

, 1t 1
pR(RYR — = | | > ap(R)|pa(R)AR - 5 (L12)
-1 -1

(1.12) iSraiSkoje neZinomi dydziai P;(R) yra LeZzandro polinomai. Pirmosios dvi LeZandro

polinomy iSraiskos:

Py(R) =1
(1.13)
P,(R) =R

(1.13) israiskoje nusakytas nulinés ir pirmos eilés Lezandro polinomy suradimas, antros ir aukstesniy

eiliy, t.y. kai j > 2 Lezandro polinomy radimui pateikiama bendroji formulé:

Pi(R) = [(2j — DRP,_1(R) — (j — DP_,(R)]/j (1.14)

Kad bity lengviau jsivaizduoti kaip atrodo Lezandro polinomai, kai j > 2 pateikiamos pirmyjy

eiliy jy iSraiskos, taip pat 1.1 paveiksle matome grafinj Lezandro polinomy vaizdavimg iki j = 5 eilés.

B.(R)
1
R
1 3Rz -1
2( )
1 5R3 — 3R
2( )

1
5 (35R* —30R” +3)

1
§(63R5 — 70R3 + 15R)

1
7¢ (231R® = 315R* + 105R® - 5)
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legendre polynomials

I
1
0.5 —
Z o —
o
-0.5 Po(x) -
Pa1(x)
P2(x)
P3(x)
Pa(x)
-1 | | | PS()() ]
1 0.5 0.5 1

1.1 pav. Lezandro polinomy grafinis vaizdavimas iki j = 5 eilés

Koeficientai a; gaunami tokiu biidu:

_2j+1 gt 2j+1

o =L | BRw® R = L= BB R)] (115)
Todél
1 , 1 had . ,
| phwar 3= D @+ VE5 02 (1.16)

Tolygiajam skirstiniui U intervale (—1, 1), o vidurkis E[P;(R)] = 0, kai j > 0.

Projekcijos indekso iSraiska gaunama sumuojant (1.16) iki J:

J
I(a) = Z(Zj + DEZ[P;(R)]/2 (1.17)
j=1

Pastebésime, kad (1.17) israiSkoje esantis projektavimo indeksas jvertina nuokrypj nuo
normalumo, net jei J-osios eilés Lezandro polinomy skleidinys néra tiksli R tikimybinio skirstinio
tankio pr(R) aproksimacija, nes jis jgauna minimalig reikSm¢ — 0, kai X yra pasiskirstgs pagal
normalyjj skirstinj, 0 R skirstinys yra tolygusis. Bet kuris X skirstinys, po (1.8) transformacijos
atlikimo, tampa skirstiniu, kurio tankis yra pz(R) su nulinémis reikSmémis pirmiesiems J Lezandro
polinomy momentams, taip pat tai bus maziausiai jdomus skirstinys.

Praktiskai pritaikant tikslinio projektavimo algoritma turimai duomeny im¢iai, vidurkius (1.17)
iSraiSkoje pakeiCiame j atitinkamus imties aritmetinius vidurkius, i§ (1.7) ir (1.8) israisky, gauname

projektavimo indekso jvert;:
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N 2
1
N; P(2®(a’z;) — 1] (1.18)

J

. 1

@) =5) @+ D
=1

Sia israiska maksimizuojame atsizvelgiant j a vektoriaus g komponentes, su (1.19) apribojimu:
ala=1 (1.19)

Pagal (1.18) israiSkg projekcijos indeksg apskaiCiuojame gana greitai, 0 visus Lezandro
polinomus iki J-osios eilés gauname rekursinés formulés (1.14) pagalba.

Efektyvesnei optimizacijai naudinga turéti apskaiciuotas tikslo funkcijos iSvestines. Tai galime
gana lengvai jvykdyti projektavimo indekso iSvestinés skai¢iavimui naudojant diferencijuotas

Lezandro polinomy iSraiskas, kurias gavome rekursinés formulés pagalba:

a1

]
2 . ey
Ga = E;(z, + DE[FR)|E[P (R)e ™ Z (Z) — ayX)] (1.20)

¢ia X gautas i$ (1.7) iSraiskos ir R i§ (1.8). Kiekvieno Lezandro polinomo i$vesting pagal argumenta
gana lengvai apskaic¢iuojame naudodamiesi rekursine formule:

P/(R) =1
(1.21)
P/(R) = PPy (R) + jPs (R), j>1

Projektavimo indekso i$vestinés skai¢iavimui taikome apribojimg a”a = 1, islaikant gradiento
vektoriy V, /(@) ortogonaly apribojimy funkcijos gradientui V,(a”a) = 2a. Siuo tikslu (1.20)
israiskoje antrajame vidurkyje i3 Z, atimame a,X. Projekcijos indekso jveréio isvestines /() (1.18)
1SraiSkoje apskaiciuojame vietoje tikétiny reik§miy imant imc¢iy aritmetinius vidurkius.

Galimas tik vienas parametras susijes su projekcijos indeksu, kurj nurodo vartotojas - Lezandro
polinomy skleidinio eilés J parinkimas. Naudojant Lezandro polinomy eile — keiciant J reikSme,
galime keisti aproksimavimo tolydumg. Remiantis tikslinio projektavimo algoritmo sudarytojy
patirtimi [18], Lezandro polinomy eile / rekomenduojama rinktis i intervalo (4 < J < 8). Taip pat
siloma, kad Lezandro polinomy eilés J reik§mé turi didéti priklausomai nuo turimos imties dydzio.
Autorius taip pat pastebi, kad atlickamy skai¢iavimy trukmé tiesiS$kai didéja didinant LeZzandro

polinomy eile J vienos dimensijos tikslinio projektavimo algoritmo projekcijos indeksui.
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1.2.3. STRUKTUROS PANAIKINIMAS

Naudojantis (1.18) israiSkoje pateiktu projektavimo indekso jver¢iu, ieSkoma ,,jJdomiy*“ duomeny
projekcijy. Dazniausiai neuztenka vienos projekcijos suradimo, kad biity pakankamai tiksliai jvertintas
daugiamatis tankis; todél turime surasti daugiau ,,jJdomiy‘ kryp¢iy.

Vertinant tankj tikslinio projektavimo metodu yra naudojamas duomeny struktiiros
panaikinimas, t.y. atliekamas mastelio pakeitimas rasta projektavimo kryptimi taip, kad transformuoty
duomeny skirstinys joje tampa normalusis, o tai reiSkia, kad yra visiSkai ,,nejdomus®. Tokiu btadu
atlikus duomeny imties pakeitimus, ieSkant sekancios projektavimo krypties, kurioje duomeny
skirstinio tankio kreivé yra labiausiai besiskirianti nuo normaliojo Gauso skirstinio, nebus surasta jau
anksciau aptikta kryptis.

Taigi optimizavimo algoritmo tikslas — rasti maksimalig projekcijos indekso reikSme, Kuri
parodo, kad projekcija yra ,jdomi“. Manoma, kad surastoji projekcija pateiks informatyvy
daugiamacio tankio vaizda, tadiau dazniausiai nuokrypis nuo normalumo pasireiskia keliose
vienamatése duomeny projekcijose, tod¢l itin svarbu, kad tikslinio projektavimo algoritmo procediira
rasty kaip imanoma daugiau informatyviy vienamaciy projekcijy.

P. J. Huber pasitilé platy duomeny struktiiros panaikinimo metodiky pasirinkimg [13]. Taciau i8
visy pasitilyty metody labiausiai sistemingas J. H. Friedman, W. Stuetzle, A. Schroeder 1984 metais
pasiiilytas metodas [17], tinkantis vienamaciam tiksliniam projektavimui.

Procediiros principas - suradus ,,jdomig“ projekcija, kurios duomeny skirstinio tankis yra
labiausiai besiskiriantis nuo normaliojo Gauso skirstinio tankio, Sioje Kryptyje projektavimo indekso
reikSmeé yra didziausia - duomeny struktiira panaikinama, kad nebtuity dar kartg rasta ta pati projekcija,
tuomet vél i§ naujo maksimizuojamas projektavimo indeksas. Tokia veiksmy seka iteratyviai
kartojama, kol projektavimo indekso reik§mé tampa labai maza, t.y. surastoje kryptyje duomeny
skirstinio tankis yra artimas normaliojo Gauso skirstinio tankiui, o surastoji kryptis laikoma
,hejdomia“. Pateiksime paprastag procedirg duomeny struktiirai panaikinti, Kkuria remiantis
skaic¢iavimai atliekami labai greitai.

Pagal projekcijos indekso apibrézima, suprojektuoto tankio vaizdas yra labiausiai ,,nejdomus®,
jei jo pasiskirstymas yra standartinis normalusis. Tokiu atveju duomeny struktiirg panaikiname
atlikdami transformacijas, po jy atlikimo tankis jgyja standartinj normalyjj pasiskirstymg. Taip pat
reikalaujama transformuoti g kintamuosius, rezultatas pavirsta standartiniu normaliuoju skirstiniu
projektuojamame poerdvyje, taciau palieka visas ortogonalias projektavimo kryptis nepakeistas.

Tarkime, kad X = a”Z yra vienamaté projekcija su dispersija var(X) = 1 ir pasiskirstymo

funkcija F, (X). Tuomet taikoma transformacija:
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X' =0 (F,(X)) (1.22)

Po (1.22) israiskoje nurodytos transformacijos atlikimo, X tampa standartiniu normaliuoju X’
pasiskirstymu. Cia @1 atvirki¢ias skirstinys standartinei normaliajai pasiskirstymo funkcijai (1.9).

Tegu U yra ortonormuota kvadratiné matrica (g X q), kur a yra jos pirmoji eiluté. Tuomet
taikant tiesing transformacija T = UZ gaunamas pasukimas, toks kad naujoji pirmoji koordinaté yra
T, =a’Z = X.

Tegu @ yra vektoriy transformacija su elementais 6, ... 6,, pavercianti T; j standartinj normalyjj
pasiskirstymg ir T, ... T, yra vienetiné transformacija:

0,(Ty) = @7} (F(Ty)

(1.23)
6;(T)) =T,2<j<q

Tuomet transformacija
Z'=UTe(U2) (1.24)

pakei¢ia projekcija X = a’Z j standartinj normalyjj pasiskirstymg palickant visas ortogonalias
projektavimo kryptis nepakeistas. Kartojame projekcijos indekso maksimizavimo procediira,

remdamiesi Z' duomenimis gautais po atlikto struktiiros panaikinimo pagal (1.24) israiska.

1.2.4. TANKIO VERTINIMAS

Tikslinio projektavimo algoritmo strategija, aprasyta 1.2.2. Projektavimo indeksas, 1.2.3.
Struktiiros panaikinimas skyriuose, apima tikimybinio tankio p(Z) maziausiai artimo normaliajam
Gauso skirstiniui krypties p,, (af Z) suradimg, maksimizuojant nuokrypio nuo normalumo mata —
projekcijos indeksg, pateikta (1.17) iSraiskoje.

(1.25) israiSkoje gaunamas daugiamaciy duomeny tankis po pirmojo struktiiros panaikinimo
projektavimo kryptimi:

P1(2) = p(2)9(al Z) [pa, (@1 Z) (1.25)

%) U(Y — EY) — pradiniai sferinti duomenys, o p(Z) — jy tankis, g(afZ) — standartinio
]

Gauso skirstinio tankis, p,, (@ Z) — pirmosios rastos projektavimo krypties tankis.

éiaZz(

Ieskoma duomeny tankio iSraiskos po antrojo struktiiros panaikinimo projektavimo kryptimi:
9(aiZ)g(aiZ)
Pe, (A 2)P() (a3 2)

p2(2) = p1(2)9(a}2)/p$D (@5 2) = p(2) (1.26)
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gia g(alZ) — standartinio Gauso skirstinio tankis, p(l)(aZZ) yra tolygus marginalusis arba ribinis,

antrosios duomeny projektavimo krypties al, tankis bendrajame tankyje p;(Z). K -tojoje iteracijoje

tankio formulé uzraSoma tokiu pavidalu:

Z)
pk(Z) = p(Z) HW (1.27)
Dydis pak 1)(cx,fZ) vardiklyje yra marginalusis (ribinis) alZ tankis, bendrajame pasiskirstyme
Pr-1(Z) supo(Z) = p(Z).
Tam tikru iteracinio proceso metu, tikslinio projektavimo algoritmas nebegali rasti projekcijos,
kuri labai skirtysi nuo normaliojo Gauso skirstinio, tuomet gauname, kad pg(Z) yra labai panasus ]

daugiamatj normalyji Gauso pasiskirstymg. Tuomet kaip tankio aproksimacija imame:

%l 7)

p(2) = 9(Z) (1.28)
1 L 9(2)
su
Z) = (-272/2) 1.2
9D = G (1.29)
Suprojektuoti vienamaciai tankiai p;’;‘U aproksimuojami naudojant Lezandro polinomy
skleidinius:

J
pi (@) = 9(ak2) Z(zj + DE [RRO] B (RY) (1.30)
j=

kur R, = 2®@(alZ) — 1 ir Ex_1(-) yra px_1(Z) vidurkis. Pakeitus j (1.28) israiskg, gaunama

daugiamacio tankio aproksimacija:

K ]
p(2) = 9(2) ]_[ [Z(Zj + DEy1 [Py ] P22 (af2) - 1) (1.31)
k=1]j=0

kur Ej_4 [P]k] yra py_1(Z) vidurkis. Tankio jvertis gaunamas jvertinant E k—l[ij] pagal transformuoty
kintamyjy imties vidurkius.

Ly = Ulz—lek—l(Uk—lzk—Z) (1-32)

Z 1 gautas naudojantis duomeny struktiiros panaikinimo procediira i§ (1.24) israiskos. Taigi
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N
BecslPul = 5 B2l z00-1) ~ 1] (1.33)
i=1
Cia Z, = Z - originaliis duomenys.

Sj tankio jvertj stipriai jtakoja pagrindinés skirstinio dalies duomenys, todél gaunami prasti
jvertiniai skirstinio uodegose, tai (1.8) transformacijos rezultatas.

Skirstinial turintys ilgas uodegas, lyginant su standartiniu normaliuoju skirstiniu, sudaro astrius
Suolius transformuoto tankio pz (R) intervalo pabaigoje, to neuzfiksuoja zemos Lezandro polinomy
eilés israiSkos (4 <J < 8). Tokiu budu projekcijos indeksas I(«) (1.17) ir jo jvertis (1.18) yra
robastiSkas ilgy uodegy atveju. Taip pat, projekcijos indeksas bus linkes neaptikti sprendiniy, kuriems
suprojektuotas tankis neturés kitokios struktiiros negu ilgos uodegos. Todél tankio jvertis pateiktas
(1.31) ir (1.33) israiskose skirs démesj tankio svyravimams centrinéje skirstinio dalyje ir aproksimuos
skirstinio uodegas normaliojo skirstinio uodegomis. Sukurtojo tikslinio projektavimo algoritmo
autorius [16] teigia, kad néra jokio kitokio metodo kuris pateikty tikslius daugiamacio tankio jver¢ius

skirstinio uodegose.

1.2.5. OPTIMIZAVIMO STRATEGIJA

Metodika naudojama ieSkant maksimalios projekcijos indekso reik§més stipriai jtakoja ir
statistines ir skai¢iuojamgsias tikslinio projektavimo algoritmo procediiras. Metodo statistiné galia
atsispindi jo gebéjime (duotam imties dydziui ir duomeny dimensijai) rasti projekcijos indekso
maksimalig reikSme.

Buvo pastebéta, kad lokaliy maksimumy atsirandanciy dél im¢iy nepastovumo, gali biiti labai
daug. Todél gali atsitikti taip, kad tikslinio projektavimo algoritmas neras ,,jdomiy“ projekcijy. Sie
pseudomaksimumai gali buti atvaizduojami kaip daznai pasitaikancios bangos nubréztos ant tikslo
funkcijos (projekcijos indekso) pavirsiaus. Bangy amplitudé auga didéjant dimensijai ir mazéjant
turimos imties dydZiui.

Glodzioms tikslo funkcijoms labiausiai tinkantys optimizavimo metodai (grei¢iausio
nusileidimo, jungtiniy gradienty, kvazi-Niutono) apima pirmosios i§vestinés suradima. Stai todeél ir
buvo iskeltas reikalavimas, sudarant projektavimo indeksg, kad bity galima greitai apskaiéiuoti jo
iSvestines. Minétieji optimizavimo metodai labai efektyviai, t.y. greitai ir tiksliai, pradedant paieskas
pradzios taske jkalnéje, randa pirmajj tikslo funkcijos maksimumg. Deja, Siuos metodus pritaikius
projektavimo indeksui su bangy fenomenu, labai tikétina, kad bus surandamas pseudomaksimumas,

nebent pradzios taskas yra maksimumo pritraukimo srityje.
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] optimizavimo strategija kurig naudojo J. H. Friedman, J. W. Tukey [18] nebuvo jtrauktas
iSvestiniy ieSkojimas ir buvo einama dideliaisS Zingsniais ieSkant maksimumo. Tai davé Siek tiek
pranasumo prie§ pseudomaksimumus, taciau skai¢iavimai uzémé daug laiko.

Tikslinio projektavimo algoritmo sudaryme naudojame sudéting optimizavimo strategijg.
Pradedame su paprastu optimizatoriumi, einame dideliais Zingsniais, tokiu budu prie maksimumo
atkeliaujama labai greitai. Tuomet naudojame gradientinj Kvazi-Niutono metoda greitam
konvergavimui j sprendinj.

Maksimizavimo procediirg pradedame vienamaciam projekcijos indeksui I (a), atsizvelgiant |
vektoriaus g komponentes (a; ...a,). Pirmasis zingsnis - projekcijos indekso /(a) maksimizavimas
pagal koordinaéiy aSis @ =e; (1 <i <q). Pastebésime, kad Sios asys yra pradiniy duomeny

pagrindiniy komponenciy kryptys.
1.3. PRADINIU DUOMENU GENERAVIMAS

Darbe atliktam tikslumo tyrimui naudotos duomeny imtys buvo gautos generuojant Gauso

skirstiniy miSinius. Mi$inio pasiskirstymo tankis f(x) tenkina lygybe:

M

FG) = ) wig G 5 (134)

i=1
kur x — k-matis tolydus duomeny vektorius, w; - i-tojo skirstinio svoris misinyje; i = 1, ..., M. MiSinio

svoriai tenkina salygas:

M
w; > O,Z w; =1 (1.35)

iz1

Taip pat, g(x,u;,2;) - normaliojo pasiskirstymo tankio funkcija arba tiesiog — tankis su

parametrais: vidurkiu y; ir kovariacine matrica X;

1 ) 5 (- pp)
g,y 2y) = ——e 2 (1.36)
(2m)2| 2|2

Pilnas Gauso miSiniy modelis yra nusakomas vidurkiy vektoriumi, kovariacinémis matricomis ir

misiniy svoriais jeinandiais j sudarytajj modelj. Siuos parametrus pazymime taip [8]:

A= {wi,ui,Z. },i —1,.. M (1.37)
l

Darbe tikslumo tyrimui atlikti, buvo generuojami Gauso skirstiniy miSiniai su keturiomis

klasémis. Taip pat buvo sudaryti trys skirtingi klasiy persidengimo atvejai, naudojami tyrime
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kiekvienai turimy duomeny dimensijai: pirmuoju atveju klasés yra nepersidengusios, antruoju — jos yra
vidutiniSkai persidengusios, tre¢iuoju atveju — sugeneruotos klasés yra gausiai persidengusios viena su

Kita.
1.4. PAKLAIDU MATAVIMO METRIKOS

Eksperimentiskai nustatyta matuojamo dydzio verté, skiriasi nuo tikrosios dydzio vertés, tokiu
budu atsiranda paklaidos.
Siame darbe tikslumo tyrimui naudojant tikslinio projektavimo algoritma, neparametriskai

vertinant daugiamatj tankj buvo pasirinktos tokios paklaidy matavimo metrikos:

[ (7o - @) 7 ax 1.39)

IGERCORE (1.39)
R4

&ia f(x) - tikroji tankio reik§mé, f (x) - tankio jveréio reik§me.

Pirmajai paklaidy matavimo metrikai empirinis analogas uzrasomas taip:

N
1 R 2
0= 3 . () = ) (1.40)
=1
antrajai paklaidy matavimo metrikai:
. 2
15 (FG) = fGx))
=5 (L42)
N & f(x)
=1
Antroji - vidutiné integruota kvadratiné paklaida, jautri paklaidoms skirstinio uodegose.

Vertinant centing skirstinio dalj, o ne uodegas geriau naudoti pirmaja paklaidy matavimo metrika,

taCiau palyginimui buvo nagriné¢jama ir antroji.

1.5. TESTAI DUOMENU NORMALUMUI TIKRINTI

Klasikiniai metodai daugiamatéje analiz€je remiasi prielaida, kad duomenys yra gaunami i$
daugiamatés normalios populiacijos, tai reiSkia, kad jie yra pasiskirste pagal daugiamat] normalyji
skirstinj. D¢l Sios priezasties jie yra itin svarbis, Sie testai sulauké labai daug démesio, todél juos

nagrinéja daugelis autoriy. [4]
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Taigi norint suzinoti ar turimi duomenys yra pasiskirste pagal normalyjj skirstinj, tokiai
procediirai atlikti yra naudojami jvairlis normalumo testai. Musy atvejis - sudétingesnis, kadangi
duomenys yra daugiamaciai, todél ir normalumo vertinimo testus turime pasirinkti atitinkamai
daugiamaciams duomenims.

Vertinant daugiamaciy duomeny normalumo prielaida, placiausiai yra naudojami trys
normalumo testai, tai Mardia normalumo testas, vertinantis daugiamacius asimetrijos ir eksceso
koeficientus, bei Henze - Zirkler ir Royston H normalumo testai daugiamaciams duomenims. [3]

Mardia daugiamacio normalumo testas eksceso koeficiento radimui, skai¢iavimo laiko uzima
proporcingai esamam stebéjimy skaiCiui. PrieSingai, skai¢iavimo laikas Henze - Zirkler normalumo
testo, lyginant su Mardia testu ieskancio asimetrijos koeficiento reikSmés, yra apytiksliai proporcingas
stebéjimy skaiciaus kvadratui. [2]

Prie$ pardedant kiekvieno normalumo testo apraS§ymg atskirai, padarysime bendras prielaidas,
todél sakome, kad turime N nepriklausomy k-maciy stebé¢jimy, x;, i = 1, ..., N. X reiskia, kad N X k
stebéjimy matrica. Norima patikrinti ar Sie daugiamaciai steb¢jimai yra pasiskirste pagal normalyjj

Gauso skirstinj, MV N, (u,2). Imties vidurkis yra x = %Zixi ir turimos imties kovariaciné matrica
S = %Z(Xi - f)(xi - f)’

Sekanciuose skyriuose bus aptariamas kiekvienas i$ trijy normalumo testy.
1.5.1. MARDIA NORMALUMO TESTAS

Mardia testas remiasi asimetrijos ir eksceso koeficienty skai¢iavimu daugiamaciams duomenims.
[1] Turint itin didele stebéjimy imtj daugiamatis Mardia testo asimetrijos koeficientas yra
asimptotiSkai pasiskirstes, pagal Chi-kvadrato skirstinj; o daugiamatis Mardia eksceso koeficientas yra
pasiskirstes pagal standartinj normalyjj pasiskirstymg suu = 0ir X = 1. [7]

Mardia normalumo testo asimetrija ir ekscesas vertinami abu kartu. Hipotezé apie imties
normalumg testui yra priimama, jeigu ji priimama tiek pagal asimetrijos, tiek pagal eksceso kriterijus.
Trumpiau vadinsime Mardia normalumo testu.

Mardia apibrézé daugiamacius asimetrijos b, j ir eksceso b, ; koeficientus taip:

1 N N
bk =5 ) g5 (142)

i=1 j=1

1 n
box = N-Z gi (1.43)
i=

kur g;; = (x; — %)'S™*(x; — X). Testo statistika:
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_(k+ DN+ 1N +3)
TN+ Dk + 1) —6) VK
yra aproksimuojama y?2 pasiskirstymu su k(k + 1)(k + 2)/6 laisvés laipsniy. Testo statistika
by —k(k+2)

2= IBk(k + 2)/N

yra aproksimuojama standartiniu normaliuoju N (0, 1) pasiskirstymu.

(1.44)

(1.45)

1.5.2. HENZE - ZIRKLER NORMALUMO TESTAS

Henze — Zinkler normalumo tikrinimo testas paremtas empirine charakteristine funkcija. Darant

prielaida, kad kovariaciné matrica S yra nesinguliari, turime:

NZZ exp {_—(Xl - X]) S” 1(Xl - x])}

e o ) (1.46)
—2(1+ B?) 2; { 2(1+ﬁ2)( x; — X%)'S 1(xi—x)}
N(1+ Zﬁz)"i
kur
1
_ _{N(Zk + 1)}@ (1_47)
V2 4
Kai N — oo, pirmieji du T momentai — vidurkis ir dispersija uzraSomi taip:
_ _k kp? k(k + 2)p*
E(T)=1-(1+2B% 2{1+1+2ﬁ’2+2(1+232)2} (1.48)
Var(T) = 2(1 + 4,82)_%
_ 2kp* 3k(k +2)p8
+2(1+2ﬁ2) k{1+(1+2ﬁ2)2 4(1+2ﬁ2)4} (149)

2w 2w?

_ 4W_§{1 N 3kp* N k(k + 2)38}

kurw = (1 + B3 (1 +382).

Henze — Zinkler siiilo gauti p-reikSmg i§ prielaidos, paremtos atlikus eile simuliavimy, kad T yra
aproksimuojamas lognormaliuoju pasiskirstymu. Todél VZ = In{l + Var(T)/E(T)?} ir EZ =
In{E(T)} — % Transformacija Z = {In(T) — EZ}/NVZ. Dydzio Z p-reik§mé apskai¢iuojama pagal

p = 2®(—|Z]) formulg, kur @() yra pasiskirstymo funkcija. [2]
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1.5.3. ROYSTON H TESTAS

Sis testas yra populiaraus vienama¢io Shapiro — Wilk W testo modifikacija daugiamadiy
duomeny atveju. Tarkime, kad W; yra Shapiro — Wilko statistikos reik§mé k-macio pasiskirstymo j-

tajam elementui, 1 < j < p . [5] Tuomet, Royston H testo statistika apibréziama taip:
11 A 2
R = {cb 1 [ECD {((1 -W) - u)/c}]} (1.50)

kur A, u, o gaunami turimam N i§ 2-osios lentelés Royston [9]; ir () yra pasiskirstymo funkcija. Jei

turimi duomenys yra daugiamaciai, tai:
} ‘ R;
H=¢ - (1.51)

yra aproksimuojamas y¢ skirstiniu, kur
§=p/[1+ (-1l (1.52)

kur ¢ — koreliacijos tarp R; vidurkio jvertis. [6]
1.6. TYRIMO METU NAUDOJAMA PROGRAMINE IRANGA

Esant didelei baigiamojo darbo tiriamosios dalies apimciai buvo iSkeltas reikalavimas
pasirenkamai programinei jrangai, kad sudétingi skai¢iavimai biity atlickami su maZiausiomis laiko
sagnaudomis, o duomeny grafinio vaizdavimo pasirinkimo galimybés biity placios. Tam puikiai tiko R
statistinis paketas (pavadinimas kiles i§ autoriy pirmyjy vardy raidziy — Ross lhaka ir Robert
Gentleman). Tai nemokama, atviro kodo programiné jranga skirta duomeny analizei, Statistiniams
skai¢iavimams atlikti, bei gautiesiems rezultatams grafiskai vaizduoti. R statistinis paketas leidzia
patogiai atlikti veiksmus su vektoriais ir matricomis.

Siekiant supaprastinti darba $iuo statistiniu paketu, buvo instaliuota R vartotojo sgsaja — RStudio.

Sia  programine jrangg galima atsisiysti i§ tinklalapiy:  http://cran.at.r-project.org/;

https://www.rstudio.com/ide/download/.

R statistiniame pakete gausus jvairiy biblioteky ir pakety pasirinkimas, taip pat placios statistiniy
ir grafiniy metody panaudojimo galimybés; labai gerai iStobulintos pagalbos (angl. Help) priemoneés.
Taip pat pastebéta, kad daugumos naujausiy algoritmy programinés realizacijos dazniausiai

pateikiamos naudojant R statistinj paketa.


http://cran.at.r-project.org/
https://www.rstudio.com/ide/download/
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2. TIRIAMOJI DALIS
2.1. MISINIU SKIRSTINIU PERSIDENGIMO LYGMENYS

Tikslumo tyrimui atlikti buvo generuojamos imtys turincios tris skirtingus persidengimo
lygmenis:
1. Nepersidengusios klasés;
2. Vidutiniskai persidengusios klasés;
3. Gausiai persidengusios klasés.
Zemiau esanciuose 2.1 pav., 2.2 pav., 2.3 pav. grafikuose pateikiame visus klasiy persidengimo
lygmeny pavyzdzius R? atveju. Aukstesniy dimensijy - R®, R*, RS persidengimo lygmeny grafinés
iliustracijos pateikiamos 1 priede.

Pradinis misinys Y = RZ, nepersidenge, i :11l""’}ﬂ

2 3 4
.
o ;
- 3o i

+=
- == =
x e

X1 T x2 ' Kase

2.1 pav. Nepersidengusiy klasiy atvejis R?

2.1 paveikslas suskaidytas i devynias dalis, pirmuose dviejuose pagrindinés jstrizainés dalyse
vaizduojami im¢iy tankiai pagal pirmaja ir antraja koordinates. Treciajame stulpelyje vaizduojamos
klasiy staciakampés diagramos. Svarbiausia dalis grafike - pirmosios eilutés antrasis paveikslélis, jame
vaizduojamas pradiniy im¢iy i$sidéstymas, labai aiskiai matomos visi$kai atsiskyrusios keturios klasés.
Sias klases sudaranéiy iméiy vidurkiai:

Uy = (=2;1), u, = (—2;8), u3 = (10; 1) ir uy = (8; 8) ir jy kovariacinés matricos:

=y ole=5 Fle=lp lre=[5 71
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Pradinis misinys Y = RZ, vidutiniskai persidenﬂ=~1|\| = m;m 5
h L]
9 1 #l i

i

X2 X1y

klase

X1 ) X2 ’ ;I(Iasez
2.2 pav. Vidutini§kai persidengusiy klasiy atvejis R?
2.2 paveiksle vaizduojamos klasés su vidutinisku persidengimo lygmeniu. Siuo atveju skirstiniy
vidurkiai: u; = (17;5), u, = (—1;6), u3 = (5;5) ir u, = (21; 10), 0 kovariacinés matricos

7)oy =[* Yiroy=[10 %)

1=[2'5 1]'“2=[4 1 2 48 4

1 21 -1.7 1

Pradinis misinys Y = R% , gausiai persidenge N 1““"1

F $$$
$$$$

X2 X1

klase

X1 X2 Kase

2.3 pav. Gausiai persidengusiy klasiy atvejis R?

2.3 pav. vaizduojamos klasés su gausiu persidengimo lygmeniu, jos visos - susiliejusios
tarpusavyje. Siy klasiy vidurkiai: p; = (16;8), u, = (10; 7) , Uz = (10; 4) ir u, =(15;10) ;

L . 1.5 —04 —4.8
kovariacinés matricos: g; = [3 4] ,0p = —04 ],0'3 ] iro, = _4 3 4 ]
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2.2. TIKSLINIO PROJEKTAVIMO ALGORITMO ILIUSTRACIJA R?
ATVEJU

Tikslinio projektavimo algoritmo pritaikymg praktiniu atveju iliustruosime R? pavyzdziu -

nagrinéjamas miSinyje visiSkai atsiskyrusiy klasiy atvejis.

K =1, 0 =(0.992,0.127)

Zy, 4 B(X), X = af})Zp, {(ay) = 0.409

1.00 -
pi(2)

0.75+
& 0.0100

0.0075
<= 0.50 =

0.0050

0.0025 0.25

0.00-

2.4 pav. Sferinta imtis, rasta pirmoji duomeny projektavimo kryptis

2.4 paveiksle pateikiama tikslinio projektavimo algoritmo pirmoji iteracija. VirSutinéje kairéje
dalyje matome sferinty duomeny vaizda, po atliktos duomeny transformacijos — pasukimo, vietos ir
mastelio pakeitimy - turimy duomeny Vvidurkis u = 0, o kovariaciné matrica ¥ = I- vienetiné. Turint
tokius duomenis, ieSkoma ,,jdomi* kryptis, kurioje gaunamas labiausiai nuo standartinio Gauso
skirstinio tankio besiskiriantis duomeny tankis. Siuo atveju rasta projektavimo kryptis a; =
(0.992; 0.127), ja atitinka raudona tiesé.

Remiantis skyreliu 1.2.2 Projektavimo indeksas zinome, kad kuo didesné projektavimo indekso
[(a;) rek$mé, tuo rastoji kryptis yra ,,jdomesné“. Vir§utiniame kairiajame grafike raudonai pazyméta
tiesé ir yra ta projekcija, kurios kryptimi projektuojami visi imties taskai. Po duomeny projektavimo
atlikimo Sia kryptimi, joje panaikinama duomeny struktiira, t.y. suprojektuoti duomenys jau bus

pasiskirste pagal standartinj Gauso skirstinj ir ieSkant optimalios krypties su didziausia projektavimo
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indekso reikSme antrojoje algoritmo iteracijoje, Si kryptis bus vertinama kaip labiausiai ,,nejdomi®.
Tokiu budu iSvengiama pasikartojancio jau anksciau surastos krypties aptikimo.

2.4 paveikslo virSutingje desingje puséje juoda istisiné linija — projekcijos tankis jvertintas
Lezandro polinomais, raudona punktyriné linija — standartinio Gauso skirstinio tankis. IS Sios grafiko
dalies, matome, kad suradus pirmajg projektavimo kryptj, duomeny skirstinio tankis - dvi aiskiai
atsiskirianc¢ios kalvos. Toks vaizdas labai skiriasi nuo standartinio Gauso skirstinio tankio, tai reiskia,
kad surastoji kryptis yra labiausiai ,,jdomi“. Siuo atveju projektavimo indekso reikimeé I'(a;) = 0.4009.

Apatingje kairéje grafiko dalyje matome konttrus, tai tankis i§ vienos, t.y. ka tik surastos
Krypties.

Apacioje desinéje — projekcijos transformacija R = 2&(X) — 1, parodanti surastos projekcijos
skirstinio tankio nuokrypius nuo tolygiojo skirstinio tankio intervale [—1,1]. Atlikus pirmaja tikslinio

projektavimo algoritmo iteracijg is Sios grafiko dalies, matome, kad nuokrypiai yra itin dideli.

K =2, a; = (-0.085, 0.996)

Pa)(X), X = a(‘z,z., 1(c,) = 0.344

R=20(X) -1
1.00=
0.016 0.75 -
0.012
<= 0.50 -

0.008

0.004 0.25-

2.5 pav. Sferinta imtis, rasta antroji duomenuy projektavimo Kryptis

2.5 paveiksle pateikiama antroji tikslinio projektavimo algoritmo iteracija surastai krypciai
a, = (—0.085;0.996) . VirSutiniame kairiajame grafike raudona punktyriné linija - pirmojoje
algoritmo iteracijoje surasta duomeny projektavimo kryptis, raudona istisiné linija — surasta antrojoje

iteracijoje, labiausiai nuo standartinio Gauso skirstinio tankio kreivés besiskirianti projekcijos kryptimi
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suprojektuoty duomeny skirstinio tankio kreivé. Projektavimo indekso reikSmé Sioje kryptyje -
[(a,) = 0.344.

Sio paveikslo kairéje apacioje esancioje dalyje matome, kad tankio vertinimui naudojant dvi
projektavimo Kryptis, visiskai atsiskiria keturios klasés. Desinéje apacioje matome, kad ir po antrosios

tikslinio projektavimo algoritmo iteracijos nuokrypiai islicka akivaizdds.

K = 10, o1 = (0.078, 0.997)

Zo, auyo ir oy P10)(X). X = a1 Zo, (erro) = 0.003

0.6

<8 0.4+

0.24

0.0+

e
N

'
N
o
N

1.00 =

pi0(2)
10.0 - 4 level

0.025 0.75-
0.020

5.04

254 0.015
0.0+ @ @ 0.010
25— T

T T
5 0 5 10 0:003
Y1

0

<= 0.50 =

Y2

0.25-

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
R

2.6 pav. Sferinta imtis, rasta deSimtoji duomenuy projektavimo kryptis

Remiantis paklaidy grafikais, R? nepersidengusiy klasiy atveju, daugiau nei dviejy projektavimo
kryp¢iy suradimas geresnio rezultato nepateikia.

I$nagrinéjus praleisty sekanéiy septyniy algoritmo iteracijy rezultatus pateikiamus 2 priede,
galima teigti, kad projektavimo indekso reikSmé lyginant su pirmaja ir antrgja algoritmo iteracijomis
visg laikg mazéja; surastgja kryptimi suprojektuoty duomeny skirstinio tankio forma labai panasi |
normaliojo Gauso skirstinio tankj. Tai reiskia, kad surastose sekanciose kryptyse, tarp jy ir 2.6 pav.
pavaizduotai projektavimo krypciai a;,, duomenys yra pasiskirste pagal standartinj Gauso skirstinj.

Taigi vienareik§miSkai galima teigti, kad tokios projektavimo kryptys yra visiskai ,,nejdomios*.
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2.3. TANKIO IVERTINIO, PAGRISTO TIKSLINIU PROJEKTAVIMU,
TYRIMAS

Magistro baigiamojo darbo daugiamacio tankio jvertinio, pagrjsto tiksliniu projektavimu, tyrimui
buvo sugeneruota po 100 im¢iy su keturiomis skirtingomis i$ eilés einan¢iomis dimensijomis: R?, R3,
R*ir R®; turiais N: 100, 200, 500, 1000 imties tasky. Kiekvienai imciai buvo atliekamas tikslinis
projektavimas, taip sukonstruojamas tankio jvertinys. Kiekvienam tankio jvertiniui buvo
sugeneruojama po naujg imtj naudojant tuos pacius misinio parametrus, kuriais generuota jo tiriamoji
imtis, taciau pasirenkant ttrj N = 5000. Pasirinkdami didelj imties tiir] siekiame iSvengti atsitiktinumy
ir gauti stabilesnes paklaidas atliekant tankio vertinima.

Daugiamaciam tankiui jvertinti naudojamos skyriuje 1.4. Paklaidy matavimo metrikos
nurodytos metrikos. Zemiau pateikiamuose grafikuose jvedamas normuotos paklaidos Zyméjimas:

o/ (K) = %,i =12
t.y. paklaidos reik§mé K -tojoje projektavimo kryptyje normuojama dalinant i§ paklaidos reik§més
gautos aproksimuojant tankj standartiniu Gauso skirstiniu.

Turint absoliu¢ias paklaidy reikSmes susiduriama su problema, negalime jy palyginti esant
skirtingai dimensijai ar imties tiiriui. Siai problemai spresti yra skai¢iuojamos santykinés paklaidos,
t.y. tankio vertinimo paklaidos visose projektavimo Kkryptyse yra lyginamos su teoriSkai optimalaus
kryp¢iy kiekio paklaida, t.y. kur gaunama teoriSkai minimali paklaida. Taigi, trumpai tariant santykine
paklaida - $iy dviejy paklaidy santykis, taip procenti$kai jvertinamas jos ,.blogumas®, lyginant su

optimalaus kryp¢iy kiekio paklaida.

2.3.1. TANKIO [IVERTINIO TIKSLUMO TYRIMAS, ALGORITMO
STABDYMUI, NAUDOJANT PROJEKTAVIMO INDEKSA

Tyrimui apraSyti naudojami skyriuje 2.3. Tankio jvertinio, pagristo tiksliniu projektavimu,
tyrimas nurodyti parametrai. Siekiame parinkti optimaly projektavimo krypc¢iy kiekj, kad galétume
jvertinti kada palankiausia buty stabdyti algoritma, nes sekancios krypties suradimas gaunamo
rezultato nepagerinty ir duomenys bet kokiu atveju jau biity pasiskirst¢ pagal standartinj normalyjj
skirstinj. Tam tikslui jvedame naujg dydj — slenkstj - tam tikrg projektavimo indekso lygmenj, kuriuo
vertiname ar projektavimo indekso reikSmé K-tojoje kryptyje virSija Sio lygmens reikSme, o K + 1-
ojoje kryptyje yra zemiau lygmens reikSmés. Naudodamiesi slenks¢io pasirinkimo galimybe, galime

pvertinti, kad nuo surastos K - tosios krypties sekanciose projektavimo kryptyse duomenys bus
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pasiskirste pagal standartinj Gauso skirstinj. Projektavimo krypciy kiekj, kuris tenkina projektavimo
indekso slenksc¢io sglyga Zymime K*.

Taip pat vertiname daugiamacio tankio paklaidas visose projektavimo kryptyse, gautas pagal
pirmaja ir antraja paklaidy matavimo metrikas (1.40) ir (1.41) iSraiskose. Kiekvienam parametry
(dimensijos, persidengimo lygmens, tirio, Lezandro polinomy eilés) deriniui imame santykij o7, (i =
1, 2): tankio vertinimo, kuriam naudojama nuo 0 iki 25 rasty projektavimo kryp¢iy, 100 normuoty i-
tujy paklaidy vidurkio reik§mes daliname i§ maZiausio 100 normuoty i-yjy paklaidy vidurkio. Sj

santykj uzrasome talp
1 ]
100 Zjlg(i Oi(J) (K)

1 ) ’
min 155 }ggai] (K)

o/ (K) = =12
Projektavimo krypc¢iy kiekj, su kuriuo santykis o;"(K) lygus vienetui vadiname optimaliu.
Galima i$skirti du atvejus, kai projektavimo krypciy kiekis parenkamas naudojant projektavimo
indekso slenkst;j:
1. Tankio vertinimui naudojama maziau kryp¢iy negu optimalus krypciy kiekis;
2. Tankio vertinimui naudojama daugiau kryp¢iy negu optimalus kryp¢iy kiekis.
Kryp¢iy kiekj, kuris buvo parinktas naudojant projektavimo indekso slenkstj zymime K*. Kiekvienam
imties tiriui imame likusiy parametry (dimensijos, persidengimo lygmens, Lezandro polinomy)
o/ (K*), i = (1,2) vidurki.
Paveiksluose vaizduojama ka tik minéty daugiamacio tankio vertinimo paklaidy santykiy o, (K™)
vidurkiy priklausomybé nuo pasirenkamo projektavimo indekso slenkscio reikSmés.

Slenkscio reik§miy pasirinkimo intervalas [0,005; 0,6].

Projektavimoindekso santykinés paklaidos priklausomybé nuo slenkscio 1paklaidy matavimo metrika

17

) e
/| /
R AN G /
STENY. AN
NN \v/

12 1

11

0005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005 0055 006 0065 007 0075 008 0085 009 0095 01 0I5 02 025 03 035 04 045 05 055 08
Slenkstio reikime

2.7 pav. Santykineés paklaidos o7 (K*) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 100
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Projektavimoindekso santykinés paklaidos priklausomybé nuo slenkscio 2paklaidy matavimo
metrika

0,005 001 0015 002 0025 003 0035 004 0045 005 0055 0,06 0065 007 0075 008 0085 009 0095 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06
Slenkstio reikimé

2.8 pav. Santykinés paklaidos o, (K*) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 100

Daugiamatj tankj jvertinus pagal abi paklaidy matavimo metrikas, gautuose grafikuose
pastebime, kad esant mazam imties tiriui, Siuo atveju N = 100, paklaidy santykiai yra jautriis
pasirenkamo slenks¢io reikSmei. Trijose vietose gaunamos itin iSsiskiriancios reik§més. Maziausia
santykiné paklaida abiem atvejais gaunama su slenkscio reik§me lygia 0,15. Taigi esant mazam imties

turiui atsiranda didelis santykiniy paklaidy o;(K™*), i = 1, 2 svyravimas.

Projektavimo indekso santykinés paklaidos priklausomybé
nuo slenkscio 1paklaidy matavimo metrika
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2.9 pav. Santykinés paklaidos o7 (K™) priklausomybé nuo slenksé¢io, N = 200

2.9 pav. maziausia santykiné paklaida pirmaja paklaidy matavimo metrika, gaunama su slenkscio
reikSme lygia 0,045, yra 8,37%.
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Projektavimo indekso santykineés paklaidos priklausomybé nuo slenkscio
2paklaidy matavimo metrika
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Slenkstio reikime

2.10 pav. Santykinés paklaidos o5 (K™) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 200

2.10 pav. maziausia santykiné¢ paklaida antrgja paklaidy matavimo metrika, gaunama su
slenkscio reiksme lygia 0,1 yra 9,08%.

Projektavimo indekso santykinés paklaidos priklausomybé nuo
slenkscio 1paklaidy matavimo metrika
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Slenkséio reikime

2.11 pav. Santykinés paklaidos o3 (K*) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 500

2.11 pav. maziausia santykiné paklaida, naudojant daugiamacio tankio paklaidy vertinimui
pirmaja paklaidy matavimo metrikg, gaunama su slenkscio reikSme lygia 0,035, yra 6,41%.
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Projektavimo indekso santykinés paklaidos priklausomybé nuo
slenkscio 2paklaidy matavimo metrika

Santykiné pakhida
=
i

@ & 9 B o LD D HE S H NS D
R S R S L . L L L T L
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Slenkséio reikimé

2.12 pav. Santykinés paklaidos o5 (K™) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 500

2.12 pav. maziausia santykin¢ paklaida su antrgja paklaidy matavimo metrika, esant slenkscio
reikSmei lygiai 0,04, yra 5,82%.

Apibendrinant 2.11 pav. ir 2.12 pav., turint pakankami didelj imties tiirj - N = 500, maZziausia
santykiné paklaida gaunama parinkus panasias slenks¢io reik§mes: pirmuoju atveju pakanka — 0,035,
antruoju — 0,04.

Projektavimo indekso santykinés paklaidos priklausomybée nuo slenkscio 1paklaidy
matavimo metrika

26
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0,0010,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,05 0,055 0,06 0,065 0,07 0,075 0,08 0,085 0,09 0,095 01 0,15 02 025 03 035 04 045 05 055 05
Slenkséio reikime

Santykinés pakhidos

2.13 pav. Santykinés paklaidos o7 (K*) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 1000

2.13 pav. maziausia santykiné paklaida, naudojant pirmaja paklaidy matavimo metrika, gaunama
su slenkscio reikSme lygia 0,02, yra 8,43%.
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slenkscio 2paklaidy matavimo metrika

Projektavimo indekso santykinés paklaidos priklausomybé nuo

2.4
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Slenkstio reikime

2.14 pav. Santykinés paklaidos o5 (K™*) priklausomybé nuo slenks¢io, N = 1000

2.14 pav. maziausia santykiné paklaida, su antrgja paklaidy matavimo metrika, gaunama

slenkscio reik§mei lygiai 0,03, yra 6,50%.

Apibendrinant abiejuose grafikuose pateikiamus rezultatus, galime sakyti, kad esant dideliam

imties tlriui uztenka mazos slenkscio reik§Smés, lyginant su mazesnés imties tirio imama slenkscio

reikSme, kad blity gaunama maziausia santykin¢ paklaida.

Tankio vertinimo paklaidos naudojant projektavimo indekso reik§mes

2.1 lentelé

Imties taris 100 200 500 1000
Naudojama 1-o0ji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,15 0,045 0,035 0,02
Santykinés paklaidos reik§me, % 13,94 8,37 6,41 8,43
Naudojama 2-o0ji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,15 0,1 0,04 0,03
Santykinés paklaidos reik§Sme, % 18,86 9,08 5,82 6,50

IS 2.1 lentelés matome, kad esant mazam imties tiiriui, Siuo atveju N = 100, santykiné paklaida

yra maziausia su slenkscio reikSme lygia 0,15 abejais tankio vertinimo atvejais. Taciau procentinés

santykinés pirmos paklaidos reik§més yra mazesnés, negu antros paklaidos reik§més.

Taip pat galime iSskirti atvejj esant dideliam imties tiriui, pavyzdziui N = 500, N = 1000.

Siuo atveju slenkséio reikimeés parenkamos gana mazos, lyginant su slenks&io reik§miy parinkimu, kai

N = 100. Vertinant daugiamacio tankio jver¢io tikslumg su pirmajg paklaidy matavimo metrika

santykinés paklaidos gaunamos didesnés, nei vertinant tiksluma su antragja paklaidy matavimo metrika.
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Atvejis, kai N = 200 jdomus tuo, kad su pirmaja paklaidy matavimo metrika slenks¢io reik§mé

— 0,045 yra mazesné uz slenksCio reikSme¢ — 0,1, antrosios paklaidy matavimo metrikos atveju,

maziausiai santykinei paklaidai rasti.

Ye Rl, nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 100
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Ye Rz; nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 200
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Ye Rz, nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 500
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Ye Rz, nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 1000
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N = 100 parinkta slenkscio reik§mé 0,15

2.15 pav. Projektavimo indekso ir paklaidy grafikas R? nepersidengusiy klasiy atveju, kai
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2.15 pav. pirmojoje eilutéje vaizduojamas slenks¢io parinkimas R? nepersidengusiy klasiy
atveju naudojant gautg slenkscio reikSme i§ 2.7 — 2.8 pav. grafiky - 0,15, kai N = 100.

I§ 2.15 pav. pateikiamy paklaidy grafiky (antrasis ir treciasis grafiky stulpeliai) matome, kad
kryptyse mazesnése uz optimaly krypciy kieki K*, kurioje gaunama minimali tankio vertinimo
paklaida, tankio vertinimo paklaidos yra didesnés, nei projektavimo Kryptyse esanciose uz optimalaus
kryp¢iy kiekio K*. Tai reiskia, kad parinkus per maza krypciy kiekj daugiamaciam tankiui vertinti,
gausime didesnes santykines paklaidas, lyginant su didesniu pasirinktu projektavimo kryp¢iy kiekiu.

2.15 pav. pirmosios eilutés antrajame ir tre¢iajame grafikuose vaizduojamos tankio vertinimo
paklaidos naudojant abejas paklaidy matavimo metrikas. Pagal pirmajg paveikslo dalj, kurioje
vaizduojamos projektavimo indekso reikSmés su 0,15 parinkta slenksCio reikSme, matome, kad
optimalus krypciy kiekis K* ir pagal pirmajg ir pagal antrgja paklaidy matavimo metrikas, su kuriuo
gaunama minimali paklaida, lygus dviem. Taigi, kad ir kokj krypties kiekj, esantj j deSing¢ nuo K~
besirinktume, duomeny projekcija toje kryptyje bus labai artima Gauso skirstinio tankiui. Gaunamos
,hebejdomios* kryptys, tokiu atveju galima daryti priclaidg apie algoritmo stabdyma.

Visuose 2.15 pav. pateiktuose grafikuose pilkomis juostomis Zymimi pasikliautinieji intervalai
su 0,95 pasikliovimo lygmeniu. Nagrinéjant pateikta paveiksla, matome, kad esant nedideliam imties
turiui N = 100 pasikliautinieji intervalai labai platiis, t.y. jame yra ,,tikroji ieSkomos populiacijos
pozymio apibendrintos charakteristikos reik§mé“. [25] Taciau didéjant turimos imties turiui
pasikliautinieji intervalai itin susiauré¢ja, kai N =500 ir N = 1000 jie beveik sutampa su

atvaizduojamomis tankio vertinimo paklaidy reikSmémis.
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2.3.2. TANKIO [IVERTINIO TIKSLUMO TYRIMAS, ALGORITMO
STABDYMUI, NAUDOJANT NORMALUMO TESTUS

Tyrimui aprasyti naudojami skyriuje 2.3. Tankio jvertinio, pagristo tiksliniu projektavimu,
tyrimas nurodyti parametrai. Kaip ir 2.3.1. Tankio jvertinio tikslumo tyrimas, algoritmo
stabdymui, naudojant projektavimo indeksa skyriuje, taip ir naudojant duomeny normalumo testus,
siekiame parinkti optimaly projektavimo krypciy kieki, kad galétume jvertinti kada buty palankiausia
atlikti algoritmo stabdymg. Darome prielaida, kad suradus optimaly projektavimo krypciy kiek],
sekancios krypties suradimas gaunamo rezultato nepagerina, o duomeny skirstinys yra standartinis
Gauso skirstinys. Tam tikslui jvedame naujg dydj — slenkstj - tam tikrg duomeny normalumo testy p
reikSmeés lygmenj, kuriuo vertiname ar p reikSme K-tojoje kryptyje yra Zemiau lygmens reikSmeés, o
K + 1- ojoje kryptyje virSija §j lygmenj. Naudodamiesi slenks¢io pasirinkimo galimybe, galime
jvertinti, kad nuo surastos K -tosios krypties sekanciose projektavimo kryptyse duomenys bus
pasiskirste pagal standartinj Gauso skirstinj. Projektavimo krypc¢iy kieki, kuris tenkina p reikSmés
slenksc¢io salyga Zymime K*.

Tikslinio projektavimo algoritmu naudojant (1.40) ir (1.41) israiSkose nurodytas paklaidy
matavimo metrikas, daugiamacio skirstinio tankio vertinimui, buvo gautos paklaidos. Kadangi tyrimui
naudojome 100 im¢iy, visos gaunamos paklaidos yra suvidurkintos ir galiausiai nubrézti paklaidy bei
Mardia, Henze — Zirkler, Royston H normalumo testy p reikSmiy grafikai, pateikiami 2.16 pav. — 2.19
pav. Likusiems R? atvejo persidengimams, bei R3,R* RS dimensijoms su visais persidengimo
lygmenimis, grafinés iliustracijos pateikiamos 3 priede.

I8 pateiktyjy R%grafiky matome, kad pagal pirmajg paklaidy vertinimo metrikg, kai imties tiris
yra mazas N = 100, o Lezandro polinomy eilé | = 4 arba | = 6, daugiamacio tankio jvertinio
paklaidas vertinant pagal pirmaja ir antraja paklaidy matavimo metrikas, matomos nusistovéjusios
paklaidy reikSmiy tendencijos. Kai / = 8, paklaidos auga labai spar€iai ir pasikliautinasis intervalas
yra labai platus. Esant didesniam imties tariui paklaidos neturi ryskios tendencijos augti,
nepriklausomai nuo Lezandro polinomy eilés /. Duomeny normalumui tikrinti naudojami normalumo
testai, nagrinéjant pateikiamus jy grafikus (2.16 pav., 2.17 pav.), kai N = 100, N = 200 po dviejy
atlikty duomeny strukttiros panaikinimy duomenys yra pasiskirste pagal standartinj Gauso skirstinj.
Did¢jant imties tiriui - N = 500 visi normalumo testai, iSskyrus Royston H, rodo (2.18 pav.), kad
reikia surasti daugiau nei dvi duomeny projektavimo kryptis. Kai N = 1000 visais atvejais normalumo
testai rodo (2.19 pav.), kad reikia maziausiai 5-8 kryp¢iy suradimo. Kity dimensijy atveju paklaidy
elgesys yra panasus Kaip ir R? atveju, nors kartais atsiranda i$siskirianéiy atvejy kaip, kad R* atveju

esant gausiai persidengusioms klaséms.
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Galutinés iSvados bus daromos i§ suvidurkinty paklaidy jtraukiant visas tirtas dimensijas.

Ye R{ nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 100
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2.16 pav. Projektavimo indekso,

1 go(its) )

paklaidy ir normalumo testy p reikSmiy

grafikai R? nepersidengusiy klasiy atveju,
kaiN =100

Ye R{ nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 200
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2.17 pav. Projektavimo indekso,

paklaidy ir normalumo testy p reikSmiuy

grafikai R? nepersidengusiy klasiy atveju,
kai N = 200



Ye Rz, nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 500
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Ye Rz; nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 500
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2.18 pav. Projektavimo indekso,
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paklaidy ir normalumo testy p reik§miy

grafikai R? nepersidengusiy klasiy atveju,
kai N = 500

Ye Rz, nepersidenge, tiksliniam projektavimui N = 1000
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2.19 pav. Projektavimo indekso,
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paklaidy ir normalumo testy p reikSmiy

grafikai R? nepersidengusiy klasiy atveju,
kaiN = 1000
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Daugiamaciy duomeny normalumo testy p reikSmiy santykiniy paklaidy nagriné¢jima pradésime
Mardia normalumo testu. 2.20 pav. ir 2.23 pav. pateikiamos grafinés iliustracijos, Mardia normalumo
testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybés nuo slenksCio parinkimo, kai imties tiriai

N =100,N = 200, N = 500, N = 1000.

Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikimiy santykiniy paklaidy
priklausomybé nuo slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=100
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2.20 pav. Mardia normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos priklausomybé
nuo slenksc¢io vertinant paklaidas pirmaja metrika N = 100
Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikimiy santykiniy paklaidy
priklausomybé nuo slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=200
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Slenkstio reikimé

2.21 pav. Mardia normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos priklausomybé

nuo slenksc¢io vertinant paklaidas pirmaja metrika N = 200



45

Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy
priklausomybé nuo slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=500
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slenkséio reikimé
2.22 pav. Mardia normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos priklausomybé
nuo slenksc¢io vertinant paklaidas pirmaja metrika N = 500
Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikdmiy santykiniy paklaidy
priklausomybé nuo slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=1000
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Slenksfio reikime

2.23 pav. Mardia normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos priklausomybé

nuo slenkscio vertinant paklaidas pirmaja metrika N = 1000

2.20 - 2.23 paveiksluose matome Mardia normalumo testo, vertinanc¢io daugiamaciy asimetrijos
ir eksceso p reikSmiy, santykinés paklaidos priklausomybe nuo p reikSmes slenksc¢io parinkimo, gauta
naudojant pirmgjg paklaidy vertinimo metrikg. Pirmuoju atveju, kai N = 100 vertinant Mardia
normalumo testa pagal asimetrija ir ekscesa kartu, turime imti p reikSmés slenkstj lygy 0,29, kad
parinkti kryp¢iy kieki K* uztikrinantj maziausia santyking paklaida - 5,4%. Kai imties turis N = 200,
slenks¢io reikSmé — 0,1, o testo p reikSmiy santykiné paklaida yra 4,79%. Imties ttriui N = 500,
slenkstis — 0,1 ir gaunama santykiné paklaida yra 6,84%. N = 1000 atveju, slenkscio reiksme — 0,21,
0 testo p reikSmiy santykiné paklaida yra 6,63%.
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Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybeé
nuo slenkscio 2paklaidy matavimo metrika N=100
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2.24 pav. Mardia normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos priklausomybé
nuo slenksc¢io vertinant paklaidas antraja metrika N = 100
Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybeé
nuo slenkstio 2paklaidy matavimo metrika N=1000
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Slenkstio reikime

2.25 pav. Mardia normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos priklausomybé

nuo slenkscio vertinant paklaidas antraja metrika N = 1000

2.24 - 2.25 paveiksluose matome Mardia normalumo testo p reikSmiy, santykinés paklaidos

priklausomyb¢ nuo p reik§més slenks¢io parinkimo pagal antraja paklaidy vertinimo metrika.

Vertinant Mardia normalumo testg pagal asimetrijos ir eksceso koeficientus kartu, kai N = 100 imama

slenkscio reikSmeé lygi 0,07, o kai imties turis N = 1000 — 0,1. Tokiu btidu galime parinkti optimaly

kryp¢iy kiekj K*, uztikrinantj maziausig santyking paklaidg. Pirmuoju atveju gauname — 8,36%,

antruoju atveju — 8,41%.

Like Mardia normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybés nuo slenkscio

parinkimo grafikai, kai N = 200, N = 500, paklaidas vertinant antraja metrika, pateikiami 4 priede.
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2.2 lentelé
Tankio vertinimo paklaidos naudojant Mardia normalumo testa
Imties tiiris | 100 | 200 | 500 | 1000
Naudojama 1-oji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,29 0,1 0,1 0,21
Santykinés paklaidos reikSme, % 5,4 4,79 6,84 6,63
Naudojama 2-oji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,07 0,09 0,01 0,1
Santykinés paklaidos reikSmé, % 8,36 9,73 6,79 8,41

Nagrinéjant 2.20 — 2.23 pav. grafiskai ir naudojantis 2.2 lenteléje pateikta rezultaty santrauka
pirmajai paklaidy matavimo metrikai, galima pastebéti, kad maziausia santykiné paklaida gaunama
toje srityje, kur isrySkéja plokscia kreivés dalis. Todél galime daryti prielaida, kad pasirinkus slenksciy
intervalg nuo 0,26 iki 0,3 kai N = 100, santykiné paklaida mazai nukrypsta nuo optimalios (iki
0,4%). Kai N = 200, slenksciy intervalg galime imti nuo 0,09 iki 0,22, jame santykinés paklaidos
padidéjimas siekia iki 0,25%; N = 500 daugmaz apie 0,5%, kai N = 1000 — 0.2%.

Sakome, jog net ir pasirinke slenkséius i$ pateikiamy intervaly, gausime santykiniy paklaidy
reikSmes labai artimas gautosioms su optimaliu kryp¢iy kiekiu K*. Todél galime teigti, kad matome
tendencijg - kuo didesnis imties tiiris N tuo santykinés paklaidos reik§mé yra maziau iSsiskirianti i$
kity, t.y. slenkscio parinkimas néra jautrus.

Analogiska tendencija stebima Royston H normalumo testo antrosios paklaidy matavimo

metrikos atveju.

Henze - Zirkler normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybé nuo
slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=100
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Slenkséio reikimé

2.26 pav. Henze - Zirkler normalumo testo p reik§miuy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas pirmgja metrika N = 100
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Henze - Zirkler normalumo testo p reiksmiy santykiniy paklaidy priklausomybé nuo
slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=1000

p reilkimiy santykinés pakhidos
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2.27 pav. Henze - Zirkler normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas pirmaja metrika N = 1000

2.26 - 2.27 paveiksluose matome Henze - Zirkler normalumo testo p reik§miy, santykinés
paklaidos priklausomybe nuo p reikSmés slenks¢io parinkimo, gauta naudojant pirmaja paklaidy
vertinimo metrikg. Pirmuoju atveju, kai N = 100 turime imti p reik§més slenkstj lygy 0,22, kad
parinkti kryp¢iy kieki K* uztikrinantj maziausig santyking paklaidg — 3,13%. Kai imties tiiris N =
1000, slenkscio reikSmé — 0,01, o testo p reikSmiy santykiné paklaida yra 8,33%.

Henze - Zirkler normalumo testo p reikdmiysantykiniy paklaidy priklausomybé
nuo slenkscio 2paklaidy matavimo metrika N=100
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Slenkséio reikimé

2.28 pav. Henze - Zirkler normalumo testo p reik§miuy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenksc¢io vertinant paklaidas antraja metrika N = 100
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Henze - Zirkler normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybé nuo
slenkscio 2paklaidy matavimo metrika N=1000
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Slenkséio reikimé

2.29 pav. Henze - Zirkler normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas antraja metrika N = 1000

Is 2.28 - 2.29 pav. pateikty grafiky matome, kad Henze - Zirkler normalumo testo p reikSmiy
santykines paklaidos priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas antraja metrika, kai imties tiiris
N = 100, imamas p reik8miy slenkstis lygus iki 0,01, o kai N = 1000 — 0,59. Su tokiais parinktais
Henze — Zirkler normalumo testy p reikSmiy slenks¢iais gaunama maziausia santykiné paklaida.
Pirmuoju atveju — 3,14%, antruoju — 9,42%.

Like Henze - Zirkler normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybés nuo
slenks¢io parinkimo grafikai, kai N = 200, N = 500, paklaidas vertinant pirmaja ir antrgja

metrikomis, pateikiami 4 priede.

2.3 lentelé
Tankio vertinimo paklaidos naudojant Henze — Zirkler normalumo testa
Imties tiiris | 100 | 200 | 500 | 1000
Naudojama 1-oji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,22 0,07 0,01 0,01
Santykinés paklaidos reiksmé, % 3,13 3,76 5,14 8,33
Naudojama 2-oji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,01 0,02 0,01 0,01
Santykinés paklaidos reikSme, % 3,14 6,99 8,81 10,12

Naudojama pirmoji paklaidy vertinimo metrika Henze — Zirkler normalumo testo atveju.
Did¢jant imties tiiriui, mazeja slenksc¢io reikSme, taciau didéja santykinés paklaidos reikSme iSreiksta
procentais.

Pagal antraja paklaidy vertinimo metrikg Henze — Zirkler normalumo testo atveju, didé¢jant
imties turiui, slenks¢io reikSmé iSlieka beveik nepakitusi, o santykinés paklaidos reikSmé isreiksSta

procentais, didé¢ja.
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Royston H normalumo testo p reik8miy santykiniy paklaidy priklausomybé nuo
slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=100

1,35

13

N /
H - W

khid

$miy santykinés

Slenkséio reikimeés

2.30 pav. Royston H normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas pirmaja metrika N = 100

Royston H normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybé nuo
slenkscio 1paklaidy matavimo metrika N=1000
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Slenkséio reikimés

2.31 pav. Royston H normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas pirmgja metrika N = 1000

2.30 - 2.31 paveiksluose matome Royston H normalumo testo p reikSmiy, santykinés paklaidos
priklausomybe nuo p reikSmés slenksCio parinkimo, gauta naudojant pirmaja paklaidy vertinimo
metrikg. Pirmuoju atveju, kai N = 100 turime imti p reikSmes slenkstj lygy 0,65, kad parinkti krypciy
Kieki K* uztikrinantj maziausig santykine paklaida — 5,32%. Kai imties taris N = 1000, slenkscio
reik§meé — 0,42, o testo p reikSmiy santykiné paklaida yra 7,85%.
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2.33 pav. Royston H normalumo testo p reik§miy santykinés paklaidos

priklausomybé nuo slenkscio vertinant paklaidas antraja metrika N = 1000

2.32 ir 2.33 paveiksluose matome Royston H normalumo testo p reik§miy, santykinés paklaidos
priklausomybe nuo p reikSmés slenksCio parinkimo, gauta naudojant antraja paklaidy vertinimo
metrikg. Pirmuoju atveju, kai N = 100 turime imti p reikSmes slenkstj lygy 0,33, kad parinkti krypciy
Kieki K* uztikrinant] maZziausig santyking paklaida — 3,47%. Kai imties tiris N = 1000, slenks¢io
reik§meé — 0,39, o testo p reikSmiy santykiné paklaida yra 10,2%.

Like Royston H normalumo testo p reikSmiy santykiniy paklaidy priklausomybés nuo slenkscio
parinkimo grafikai, kai N =200, N = 500, paklaidas vertinant pirmaja ir antrgja metrikomis,

pateikiami 4 priede.
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2.4 lentelé
Tankio vertinimo paklaidos naudojant Royston H normalumo testa

Imties tiiris | 100 | 200 | 500 | 1000

Naudojama 1-oji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,65 0,56 0,5 0,42
Santykinés paklaidos reikSmé, % 5,32 7,14 7,66 7,85

Naudojama 2-oji paklaidy matavimo metrika
Algoritmo stabdymo slenkstis 0,33 0,13 0,08 0,39
Santykinés paklaidos reikSme, % 3,47 4,06 7,55 10,2

Royston H normalumo testui su pirmaja paklaidy matavimo metrika, esant jvairiems tariams N
galima optimaliai parinkti slenkstj tam, kad biity gaunama maziausia santykiné paklaida.

Su antrgja paklaidy matavimo metrika imties tariams (N = 100, N = 200, N = 500) galima
parinkti slenkstj optimalaus krypciy kiekio radimui, uztikrinan¢iam maziausiag santyking paklaidg nuo
teoriSkai galimos minimalios paklaidos.

Kai imties thris N = 1000, metodas néra jautrus slenks¢io parinkimui, parinkus vienokj ar

kitokj, gaunamos labai panasios santykinés paklaidos, jos svyruoja nuo 10% iki 12%.
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ISVADOS

Siame skyriuje aprasomos gautos darbo iSvados galioja keturioms skirtingoms i3 eilés
einan¢ioms dimensijoms: R?, R3, R* ir R®; tiiriams N: 100, 200,500, 1000 imties tasky; keturioms
Gauso skirstiniy misiniy klaséms, trims skirtingiems persidengimo lygmenims.

Apibendrinant keturis metodus (pagrjstus projektavimo indeksu, Mardia, Henze — Zirkler ir
Royston H normalumo testais), skirtus tikslinio projektavimo algoritmui stabdyti, pateikiame iSvadas:

1. Esant mazoms imtims (N = 100, N = 200) Henze — Zirkler metodas pateikia geresnius
santykiniy paklaidy reik§miy rezultatus, lyginant su likusiy metody gaunamais santykiniy
paklaidy rezultatais;

2. Esant dideléms imtims (N = 500, N = 1000) Henze — Zirkler metodas, pagal pirmaja
paklaidy matavimo metrika, 0 projektavimo indeksu pagristas metodas, paklaidy vertinimui
naudojant antrajg metrika, pateikia geresnius santykiniy paklaidy reik§miy rezultatus, lyginant
su kitais metodais;

3. Algoritmo stabdymui naudojant metodus pagrjstus normalumo testais, esant dideliam imties
turiui (N = 1000) santykiné paklaida yra mazai jautri slenks¢io parinkimui;

4. Visose tirtose dimensijose nepersidengusiy ir vidutinis§kai persidengusiy klasiy atveju sitiloma
naudoti LeZandro polinomy eile ] = 8; R?, R3 dimensijose gausaus persidengimo atveju

] = 6,0R*, RS -] = 4, siekiant gauti tikslesnius daugiamaéiy tankiy jveréius.

Tolimesniuose tyrimuose siiloma detaliau analizuoti LeZzandro polinomy eilés parinkimo
klausimg. Tikétina, kad parenkant jvairig Lezandro polinomy eile skirtingoms projektavimo kryptims,

galima gauti tikslesnius daugiamaciy tankiy jvercius.
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1 Priedas
MISINIU SKIRSTINIU PERSIDENGIMO LYGMENYS R3, R*, R®> ATVEJAIS
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2 Priedas
TIKSLINIO PROJEKTAVIMO ALGORITMO ILIUSTRACIJA R? ATVEJU
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TANKIO [VERCIU, PAKLAIDU, NORMALUMO TESTU GRAFIKAI

Ye Rl,wdutimékal persidenge, tiksliniam projektavimui N = 100

Ye R:, vidutiniskai persidenge, tiksliniam projektavimui N = 200
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4 Priedas
SANTYKINIU PAKLAIDU, PRIKLAUSOMYBES NUO SLENKSCIO, GRAFIKAI

Mardia asimetrijos ir eksceso normalumo testo p reikdmiy santykiniy paklaidy priklausomyhbé
nuo slenkscio 2paklaidy matavimo metrika N=200
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Royston H normalumo testo p reik3miy santykiniy paklaidy priklausomybé nuo
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5 Priedas
PROGRAMOS TEKSAS

R failo konf_tyrimo_parametrai.r programos tekstas
# turiai <- c(100)
turiai <= c (100, 200, 500, 1000)
pol eiles <- c(4, 6, 8)
# n _imciu <- 10
n _imciu <- 100
n_krypciu <- 25
turis_tikrinimo <- 5000

R failo konf_misiniu_parametrai.r programos tekstas
par misiniu <- list(
# R2
# nepersidenge+
'l R2-nep'=list(

list(svoris=3, mu=c(-2,1), sigma=array(c(l,0,0,2), c(2,2))),
list(svoris=2, mu=c(-2,8), sigma=array(c(2,-1,-1,1), c(2,2))),
list(svoris=3, mu=c(10,1), sigma=array(c(5,1,1,2), c(2,2))),
list(svoris=2, mu=c(8,8), sigma=array(c(5,-2,-2,1), c(2,2)))),

# vidutiniskai persidenge+

'2 R2-vidp'=list(
list(svoris=3, mu=c(l17,5), sigma=array(c(2.5,1,1,2.1), c(2,2))),
list(svoris=2, mu=c(-1,6), sigma=array(c(4,-1.7,=-1.7,1), c(2,2))),
list(svoris=3, mu=c(5,5), sigma=array(c(4,1,1,2), c(2,2))),
list(svoris=2, mu=c(21,10), sigma=array(c(10,4.8,4.8,4), c(2,2)))),

# stipriai persidenge+

'3 R2-1bp'=list(
list(svoris=3, mu=c(16,8), sigma=array(c(5,3,3,4), c(2,2))),
list(svoris=2, mu=c(10,7), sigma=array(c(l.5,-0.4,-0.4,1), c(2,2))),
list(svoris=3, mu=c(10,4), sigma=array(c(4,z,z,_), c(2,2))),
list(svoris=2, mu=c(15,10), sigma=array(c(l0,-4.8,=-4.8,4), c(2,2)))),

# R3

# nepersidenge+

"4 R3-nep'=list/(
list(svoris=3, mu=c(-2,1,4), sigma=array(c(.,0,0,0,2,0,0,0,3), c(3,3))),
list(svoris=4, mu=c(-2,8,0), sigma=array(c(2,-] ,O,— 1,1,0,1,3), c(3,3))),
list(svoris=2?, mu=c(10,1,0), sigma=array(c(5,1,1,1, ,7.4,1,? 4,3), c(3,3))),
list(svoris=2, mu=c(8,8,0), sigma=array(c(5,-2,0,-2,1,1,0, ), c(3,3)))),

# vidutiniskai persidenge+

'S5 R3-vidp'=list(

list(svoris=3, mu=c(17,5,0), sigma=array(c(2.5,1,0,1,2.1,1,0,1,1), c(3,3))),

list(svoris=2, mu=c (- ,V,C), sigma=array(c(4,—1.7,0,—1.T,W,O.f,b,b.6,5),
c(3,3))),

list(svoris=3, mu=c(5,5,0), sigma=array(c(4,1,1, l,_,_.ﬁ 1,_.A 4), c(3,23))),

list(svoris=2, mu=c(21,10,0), sigma=array(c(10,4.8,0,4.8,4,1.2,0,1.2,1),
c(3,3)))),

# stipriai persidenge+

'6 R3-1bp'=list(
list(svoris=3, mu=c(16,8,0), sigma=array(c(5,3,0,3,4,1,0,1,1), c(3,3))),
list(svoris=2, mu=c(10,7,0), sigma=array(c( 1.5,-0.4,0,

14

O, 1, 2), c(3,2))),
list(svoris=3, mu=c(10,4,0), sigma=array(c(4 ,2 , 5

y 14

2 ) c(3,3))),
list(svoris=2, mu=c(15,10,0), sigma=array(c( 10, =-4.8,1
/ 4 1.

1, L.7,3 )y c(3,3)))),

# R4

# nepersidenge+
"7 Rd-nep'=list(



list(svoris=3, mu=c(-2,1,4,0),

list(svoris=4, mu=c(-2,8,0,0),

list(svoris=2, mu=c(10,1,0,0),

list(svoris=2, mu=c(3,8,0,0),

# vidutiniskai persidenge+
'8 R4-vidp'=list(
list(svoris=3,

list(svoris=2,

list(svoris=3, mu=c(5,5,0,0),

list(svoris=2,

),
# stipriai persidenge+
'9 R4-1bp'=list(

list(svoris=3, mu=c(16,8,0,0),

list(svoris=2, mu=c(10,7,0,0),

list(svoris=3, mu=c(10,4,0,0),

list(svoris=2, mu=c(15,10,0,0),

#R5

#nepersidenge+

'10 R5-nep'=list(
list(svoris=3,

list(svoris=4,

mu=c(17,5,0,0),

mu=c(-1,6,0,0),

mu=c(21,10,0,0),

mu=c(-~2,1,4,0,0),

mu=c(—2,8,0,ofo)r

sigma=array(c(1,0,0 ,0,
0,2,0, 0,
0,0,3, 1.5,
01011-512 )I C(4I4)))I
sigma=array(c( 2,-1,0, O,
-1, 1,1, O,
o, 1,3, 0.9,
0, 0,0.9,1 ), c(4,4))),
sigma=array(c(5,1, 1, O,
1,2, 2.4,0,
1,2.4,3, O,
0,0, 0, 3), c(4,4))),
sigma=array(c( 5,-2,0, O,
-2, 1,1, 0,
0, 1,6, 0.5,
O, 0,0.5,1 ), c(4,4)))),
sigma=array(c(2.5,1, 0, O,
1, 2.1,1, O,
o, 1, 1, 1.2,
O, O, 1.2,4 ), c(4,4))),
sigma=array(c( 4, -1.7,1, O,
-1.7, 1, ©0.6,0,
1, 0.6,5, 0,
OI OI OI 1)/ 0(414)))1
sigma=array(c(4,1, 1, O,
1,2, 2.4,0,
1,2.4,4, 0,
OIOI OI 3)/ 0(414)))1
sigma=array(c(10, 4.8,0, 1,
4.8,4, 1.2,1,
0, 1.2,1, 0.4,
L, 1, 0.4,1 ), c(4,4)))
sigma=array(c(5,3,0,1,
3,4,1,3.1,
0,1,1,2.4,
1,3.0,2.4,7), c(4,4))),
sigma=array(c(l.5,-0.4,0,1,
-0.4,1,1,0,
0,1,2,0,
qlololq)l 0(414)))1
sigma=array(c(4,2,1.5,-1,
2,2,1.4,-1,
1.5,1.4,2,-1.4,
=1, =1, =104,0), c(4,4))),
sigma=array(c(10,-4.8,1,0,
-4.8,4,1.7,1,
1,1.7,3,1,
O,1,1,0), c(4,4)))),
sigma=array(c(1,0,0,0, O,
0,2,0,0, O,
0,0,3,1.5,0,
0,0,1.5,1,0,
OIOIOI 011)1 C(515)))I
sigma=array(c( 2, -1,0, 0, O,
-1, 1,1, o0, o0,
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o, 1,3, 0.9,0,
o, 0,0.9,1, 0,
O, 0,0, 0, 1), c(5,9))),
list(svoris=?, mu=c(10,1,0,0,0), sigma=array(c(5,1, 1, 0,0,
1,2, 2.4,0,0,
1,2.4,3, 0,0,
0,0, 0, 3,0,
0,0, 0, 0,1), c(5,/5))),
list(svoris=2, mu=c(&8,8,0,0,0), sigma=array(c( 5,-2,0, 0, 0O,
-2, 1,1, 0, o,
0o, 1,6, 0.5,0,
o, 0,0.5,1, 0,
O, 0,0, 0, 1), c(5,5)))),
#vidutiniskai persidenge+
"1l R5-vidp'=list(
list(svoris=3, mu=c(17,5,0,0,0), sigma=array(c(2.5,1, 0, 0, 0,
i, 2.1,1, 0, O,
o, 1, 1, 1.2,0,
o, 0, 1.2,4, 1,
OI OI OI 1/ 3)/ C(5I5)))I
list(svoris=?, mu=c(-1,6,0,0,0), sigma=array(c( 4, =-1.7,1, 0,0,
-1.7, 1, 0.6,0,0,
1, 0.6,5, 0,0,
0, o, o0, 1,0,
OI OI OI 012)1 C(5I5)))I
list(svoris=3, mu=c(5,5,0,0,0), sigma=array(c(4,1, 1, 0,0,
1,2, 2.4,0,0,
1,2.4,4, 0,0,
0,0, o0, 3,1.7,
OIOI 011-711 )I C(5I5)))I
list(svoris=?, mu=c(21,10,0,0,0), sigma=array(c(l0, 4.8,0, 1, O,
4.8,4, 1.2,1, O,
0, 1.2,1, 0.4,0,
1, 1, 0.4,1, 1.2,
OI OI OI 1-213)10(515))))1
# stipriai persidenge+
"12 R5-1bp'=list(
list(svoris=3, mu=c(16,8,0,0,0), sigma=array(c(>,3, 0O, 1, O,
3,4, 1, 3.1,0,
0,1, 1, 2.4,0,
1,3.1,2.4,6, 0.1,
0,0, 0, 0.1,5), c(5,5))),
list(svoris=?, mu=c(10,7,0,0,0), sigma=array(c( 1.5,-0.4,0, 1,0,
-0.4, 1, 1,-1,0,
0, 1, 2,-1,0,
1, =1, -1, 8,0,
O, O, 0, 0,2), c(5,5))),
list(svoris=3, mu=c(10,4,0,0,0), sigma=array(c( 4, 2, 1.5,-1, 0,
2, 2, 1.4,-1, 0,
1.5, 1.4, 2, -1.4,0,
-1, -1, -1.4, 1, 0,
O, 0, 0, O, 1),c(5,5))),
list(svoris=?, mu=c(15,10,0,0,0), sigma=array(c( 10, =-4.8,1, 0, 0O,
-4.8, 4, 1.7,1, 0,
1, 1.7,3, 1, 0,
0, i, 1, 6, 2.5,
0, O, 0, 2.5,2),c(5,95)))))
persidengimo_pav <- list(
'nep'='nepersidenge’',
'vidp'='vidutiniskai persidenge',

'"lbp'='gausiali persidenge')
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R failo funk_tp_algoritmas.r programos tekstas

normuoti vektoriu <- function(x) {
return(x / sgrt(sum(x * 2)))}

e
# Imciu normavimas

# ______________________________________________________________________________
normuoti pradine imti <- function(imtis)

{

tikr skaida <- eigen(cov(imtis))
vidurkiai <- colMeans (imtis)
return(list(

'vidurkiai' = wvidurkiai,

"tikr vektoriai' = tikr skaida$vectors,
"tikr reiksmes' = tikr skaida$values,
"imtis' = (imtis - matrix(

vidurkiai, nrow(imtis), ncol=ncol(imtis), byrow = T)) $*%
tikr skaida$vectors $*% diag(l / sgrt(tikr skaida$values))))}
normuoti nauja imti <- function(
imtis, vidurkiai, tikr vektoriai, tikr reiksmes

) |

return (
(imtis - matrix(
vidurkiai, nrow(imtis), ncol = ncol(imtis), byrow = T)) %*%
tikr vektoriai %$*% diag(l / sgrt(tikr reiksmes)))}
# ______________________________________________________________________________
# Lezandro polinomu skaiciavimas
o
gauti polinomus <- function(imtis, eile)
{
if (eile > 1) {
lp <= cbind(rep(l, length(imtis)), imtis)
for (7 in 2:(eile)) {
lp <- cbind(
1p, ((2 * 3 - 1) * 1p[, 21 * 1p[, j1 -
(3 - 1) * 1pl, 3 - 11) / 3)
}
} else if (eile == 1) {
lp <- cbind(rep(l, length(imtis)), imtis)
} else {a
lp <- matrix(l, nrow=length(imtis), ncol=l)
}
return (1p)
}
gauti polinomu isvestines <- function(lp)
{
eile <= dim(lp)[2] - |
grad lp <- cbind(rep(0, dim(lp)[1]1), array(l, dim=(c(dim(lp)[1]1, 1))))
if (eile > 1) {
for (j in 2:eile) {
grad_lp <- cbind(grad lp, 1lp[, 2] * grad lp[, j1 + 3 * 1lp[, 3J1)
}
} else {
grad lp <- grad 1lp[, 1]
}
return(grad 1p)
}
o
# Projektavimo indekso skaiciavimas
o

gauti indekso reiksme <- function(kryptis, imtis, eile)
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{
kryptis <- normuoti vektoriu(kryptis)
lp <- gauti polinomus (2 * pnorm(imtis %*% kryptis) - 1, eile)
return (sum((colMeans (1p[, -11) ** 2) * seq(3, by=2, length=eile)) / 2)
}
gauti indekso gradienta <- function(kryptis, imtis, eile)
{
kryptis <- normuoti vektoriu(kryptis)
lc <- imtis %*% kryptis
lp <- gauti polinomus (2 * pnorm(imtis %*% kryptis) - 1, eile)
isv_1p <- gauti polinomu_isvestines (1lp)

gradientas <- vector("numeric", length(kryptis))
for (k in 1:length(kryptis)) {
gradientas[k] <- sqgrt(2*pi) * (pi ** =1) * sum(
colMeans (1p[, -11) *
colMeans (
isv_1p[, -11 * array(exp(-(lc ** 2) / 2), dim=dim(isv_1lp[, -11)) *
array((imtis[, k] - kryptis[k] * 1lc), dim=dim(isv_1p[, -11))) *
seq (3, by=2, length=eile))
}

return(gradientas)

gauti pirmine krypti <- function(imtis, eile, max iter= )
{
dim <= ncol (imtis)
asis <= c(l, rep(0, dim = 1))
max_indeksas <- gauti indekso reiksme(asis, imtis, eile)
idomiausia kryptis <- asis
for (i in 2:dim) {
asis[i] <-
asis[i-1] <-
indeksas <- gauti indekso reiksme(asis, imtis, eile)
if (indeksas > max indeksas) {
max_ indeksas <- indeksas
idomiausia_ kryptis <- asis
}}
for (iter in l:max iter) {
indeksas <- max_ indeksas
for (i in 1:dim) {
asis <= rep(0, dim)
asis[i] <-
ilgis <- sgrt(sum((idomiausia_ kryptis + asis) * 2))
if (ilgis > 1le-3) {
nauja_kryptis <- (idomiausia kryptis + asis) / ilgis
naujas_indeksas <- gauti indekso reiksme(nauja kryptis, imtis, eile)
if (naujas_indeksas > indeksas) {
indeksas <- naujas_indeksas
kryptis <- nauja kryptis

}}
ilgis <- sgrt(sum((idomiausia kryptis - asis) * 2))
if (ilgis > 1e=-3) {
nauja kryptis <- (idomiausia kryptis - asis) / ilgis

naujas_indeksas <- gauti indekso reiksme(nauja_ kryptis, imtis, eile)
if (naujas_indeksas > indeksas) {
indeksas <- naujas_indeksas
kryptis <- nauja_ kryptis
11}
if (max indeksas == indeksas) {
break
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}
max_ indeksas <- indeksas
idomiausia kryptis <- kryptis
iter <- iter + 1
}
#print (kryptis)
return(idomiausia kryptis)

# Projektavimo krypties, maksimizuojancios projektavimo indeksa, radimas

gauti optimalia krypti <- function(imtis, pradine kryptis, eile)
{
optim rez <- optim(par=pradine kryptis,
fn=gauti indekso reiksme, gr=gauti indekso gradienta,
imtis, eile,
method="BFGS', control=list (fnscale=-1))
return(list (kryptis=normuoti vektoriu(optim rez$par),
indeksas=optim rez$value))

}
# ______________________________________________________________________________
# Strukturos panakinimas
# ______________________________________________________________________________
panaikinti struktura <- function(imtis, kryptis)
{

gausanizuota projekcija <- gnorm(

rank (imtis %$*% kryptis) / length(imtis %$*% kryptis) -
(2 * length(imtis %*% kryptis)) ** -1)
return(imtis - (imtis %$*% kryptis) %*% t(kryptis) +
gausanizuota projekcija %*% t(kryptis))

}
# ______________________________________________________________________________
# Tikslinis projektavimas
# ______________________________________________________________________________

atlikti tikslini projektavima <- function (
n _krypciu, imtis, eile, ar kaupti imtis=FALSE
) |
kryptys <= 1list()
indeksai <- 1list()
imtys <= list()
for (i in 1:n krypciu) {
if (ar kaupti imtis == TRUE || i == 1) {
imtys[[1]] <- imtis
}
optim rezultatas <- gauti optimalia krypti (
imtis, gauti pirmine krypti(imtis, eile), eile)
imtis <- panaikinti struktura(imtis, optim rezultatasS$kryptis)
kryptys[[i]] <- optim rezultatas$kryptis
indeksai[[1]] <- optim rezultatas$indeksas

}
return(list (kryptys=kryptys, indeksai=indeksai, imtys=imtys))

gauti tarpines imtis <- function(kryptys, imtis)
{
imtys <= list()
for (i in l:length(kryptys)) {
imtys[[1i]] <- imtis
imtis <- panaikinti struktura(imtis, kryptys[[i]])
}

return (imtys)



gauti tankio iverti <- function(
nauja_imtis, tp imtys, tp kryptys, n_krypciu=NULL, eile
) |

require (package = 'mvtnorm', quietly=TRUE)

sandauga <-

if (is.null(n_krypciu) || n_krypciu > length(tp_ kryptys)) {
n_krypciu <- length(tp_ kryptys)

}

if (n_krypciu >= 1) {
for (k in 1:n krypciu) {
proj <- nauja_imtis %*% tp kryptysl[[k]]
tp proj <- tp imtys[[k]] %*% tp kryptysI[[kl]

lp <- gauti polinomus (2 * pnorm(proj) - 1, eile)
lp _koef <- gauti polinomus(Z * pnorm(tp proj) - 1, eile)

koef <- colMeans (lp_koef) * seqg(l, by=2, length=eile + 1)
proj koef <- lp %*% koef
sandauga <- sandauga * proj koef
}}
sandauga[sandauga < 0] <-
return (dmvnorm(nauja_imtis) * sandauga)}

R failo funk_gauso_misinys.r programos tekstas

library('mvtnorm')
gauti misinio tanki <- function (x, par misinio) {
svoriu suma <- gauti misinio svoriu suma(par misinio)
misinio tankis <-
for (par skirstinio in par misinio) {
misinio tankis <- misinio_ tankis +
dmvnorm (
x=x, mean=par_ skirstinio[[?]], sigma=par skirstinio[[3]]) *
par skirstinio[[1]] / svoriu suma
}
return(misinio tankis)
}
generuoti misini <- function (
turis, par misinio, seed=NULL,
ar apjungti skirstinius=TRUE
) |
svoriu_ suma <- gauti misinio svoriu suma(par misinio)
if ('is.null(seed)) {
set.seed(seed)
}
skirstiniai <- lapply(
X = par misinio,
FUN = function(par skirstinio) {
rmvnorm (
n=gauti skirstinio turi(par skirstinio[[1l]], svoriu suma, turis),
mean=par_ skirstinio[[Z]],
sigma=par skirstinio[[3]1])
})
if (ar_apjungti skirstinius) {
res <- do.call(rbind, skirstiniai)
} else {
res <- skirstiniai
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}

return (res)

gauti skirstinio turi <- function(
skirstinio svoris, svoriu suma, misinio turis
) A
return (round(skirstinio svoris / svoriu suma * misinio turis, 0))
}
gauti misinio svoriu suma <- function(par skirstiniu) {
return (sum(sapply (par_ skirstiniu, function(x) x[[1]]1)))

}

R failo funk_paklaidos.r programos tekstas
gauti pakll <- function(tankis, tankioivertis)
{
# argumentai: vektorius, vektorius
# grazinama: skaicius

return (mean ((tankioivertis - tankis) ** 2))
}
gauti pakl2 <- function(tankis, tankioivertis)
{

# argumentai: vektorius, vektorius
# grazinama: skaicius
return (mean (((tankioivertis - tankis) ** 2) / tankis))

}

R failo funk_grafikai.r programos tekstas

source('konf tyrimo parametrai.r')
source('funk paklaidos.r')
source('funk grafiku antrastes.r')
#sriftas <- 'sans' # Arial
sriftas <= 'serif' # Times
n padal x <= 10
n padal y <- ©
lin plot <- 0.7
y _tikslumas <-
# 0 => balta, 1 => juoda
pi_sviesumas <- 0
slekscio storis <- 0.5
ar pi spalvoti <- FALSE
FHEH A A
# Pagalbinés funkcijos
FHAF A S S S S
gg _color hue <- function(n) {

hues = seqg(15, 375, length=n+1)

return (hcl (h=hues, 1=65, c=100)[1:n])
}
as.numeric.factor <- function(x) {

return(as.numeric(levels(x)) [x])
}
gauti duomenis grafikui <- function(df duomenys, n_ krypciu, pol eiles=NULL)
{

rez <- df duomenys[df duomenys$K <= n krypciu, ]

if (! is.null(pol eiles)) {

rez <- rezl[rez$J %in% pol eiles, ]

}

return(rez)

}

sukurti filtra <- function(filtro reiksmes, filtruojamos reiksmes)
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return (function () {
if (! is.null(filtro reiksmes)) {
rez <- intersect(filtro reiksmes, filtruojamos reiksmes)
} else {

rez <- filtruojamos reiksmes
}
return (rez)
1}
A
graf paklaidos <- function (duomenys, i pakl, ar su pi=FALSE)
{
require ('ggplot2', quietly=TRUE)
if (ar_su pi == TRUE) ({
min y <- min(duomenys$ci lower, na.rm=TRUE)
min y <- ifelse(min y < 0, 0, min_y)
max_ y <- max(duomenys$ci upper, na.rm=TRUE)

} else {
min y <- min(duomenys$vid reiksme, na.rm=TRUE)
max_y <- max(duomenys$vid reiksme, na.rm=TRUE)

}

graf <- graf bazinis(duomenys, ar su pi, 0) +

scale_y continuous (breaks=round(seq(min_y, max y, length=n padal y),
y_tikslumas)) +

labs (title=pav_pakl (i _pakl, turis tikrinimo)) +

ylab(ylab pakl (i pakl, n_imciu, TRUE))

return (graf)

}
graf indeksai <- function(duomenys, ar_ su pi=FALSE,
slenkstis_ 1=NULL, slenkstis 2=NULL)
{
require ('ggplot2', quietly=TRUE)
if (ar_su pi == TRUE) ({
min y <- min(duomenys$ci lower, na.rm=TRUE)
min y <- ifelse(min y < 0, 0, min_y)
max_y <- max(duomenys$ci upper, na.rm=TRUE)
} else {
min y <- min(duomenys$vid reiksme, na.rm=TRUE)
max_y <- max(duomenys$vid reiksme, na.rm=TRUE)
}
graf <- graf bazinis(duomenys, ar su pi, 1) +
scale_y continuous (breaks=round(seq(min_y, max y, length=n padal y),
y tikslumas)) +
labs (title=pav_indeksas (FALSE)) +
ylab (ylab indeksas())
if (! is.null(slenkstis 1)) {
graf <- graf +
geom_hline (aes(yintercept=slenkstis 1), colour='red',
size=slekscio storis)
}
if (! is.null(slenkstis 2)) {
graf <- graf +
geom_hline (aes(yintercept=slenkstis 2), colour='blue',
size=slekscio storis)

}

return (graf)

}
graf indeksai 2 <- function(duomenys, dim, ar_ su pi=FALSE,
slenkstis 1=NULL, slenkstis 2=NULL)
{
require ('ggplot2', quietly=TRUE)
if (ar_su pi == TRUE) ({
min y <- min(duomenys$ci lower, na.rm=TRUE)
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min y <- ifelse(min_ y < 0, 0, min_y)
max_ y <- max (duomenys$ci upper, na.rm=TRUE)
} else {
min y <- min(duomenys$vid reiksme, na.rm=TRUE)
max_y <- max(duomenys$vid reiksme, na.rm=TRUE)
}
graf <- graf bazinis(duomenys, ar su pi, 1) +
scale y continuous (breaks=round(seq(min y, max y, length=n padal y),
y_tikslumas)) +

labs (title=bquote (Y %in% R". (dim))) +
ylab (ylab indeksas())
if (! is.null(slenkstis 1)) {
graf <- graf +
geom_hline (aes(yintercept=slenkstis_ 1), colour='red',

size=slekscio_ storis)
}
if (! is.null(slenkstis 2)) {
graf <- graf +
geom_hline (aes(yintercept=slenkstis_ 2), colour='blue',
size=slekscio storis)
}
return (graf)
}
sukurti graf mvnorm test <- function (pav)
{
return (function (duomenys, ar su pi=FALSE)
{
require ('ggplot2', quietly=TRUE)
duomenys$K <- duomenys$K - 1
graf <- graf bazinis(duomenys, ar su pi, 0) +
labs (title=pav) +
geom hline (aes(yintercept=0.05), colour='red', size=slekscio storis) +
scale_ y continuous (limits=c (0, 1),
breaks=round(seq(0, 1, length=n padal y),
y_tikslumas)) +
ylab('p")
return (graf)
1)}
graf bazinis <- function (duomenys, ar su pi=FALSE, x pradzia=l)
{
require ('ggplot2', quietly=TRUE)
n K <- length (unique (duomenyss$K))
graf <- ggplot (duomenys, aes (x=K, y=vid reiksme, group=J)) +
geom line (aes(color=J), size = lin plot) +
xlab ("K") +
scale x discrete (breaks=unique (
round(seq(x_pradzia, n_K, length=n padal x)))) +
theme bw() +
theme (plot.title=element text (family=sriftas, size=12)) +
theme (axis.title.x=element text (family=sriftas, size=10)) +
theme (axis.title.y=element text (family=sriftas, size=10))
pi_aes arg <- list(ymin='ci lower',6 ymax='ci upper')

if (ar_pi spalvoti == TRUE) ({
pi aes arg$fill = 'J' }
if (ar_su pi == TRUE) ({

graf <- graf + geom ribbon (data=duomenys,
do.call (aes_string, pi_aes_arg),

alpha=pi sviesumas) }
spalvos <- gg color hue(length(pol eiles)) [
match (unique (as.numeric.factor (duomenys$J)), pol eiles)]

spalvos <- c(spalvos, '#000000")
graf <- graf +
scale colour grey(start = 0, end = .8) +
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scale fill grey(start = 0, end = .8)
return (graf)

}

R failo funk_grafiku_antrastes.r programos tekstas
source('konf tyrimo parametrai.r')
pav_pakl <- function(i pakl, turis) {
pavadinimai <= list(

bguote(sigmal[l] ~ '=' ~ frac(l, .(turis)) ~ sum(bgroup(
"(", £(x[1]) - widehat(f) (x[i]l), ")") *~ 2, 1 == 1, .(turis))),
bguote (sigmal[2] ~ '=' ~ frac(l, . (turis)) ~ sum(
frac(group(" (", f(x[i]) - widehat(f) (x[il), ")") * 2,
f(x[1])), 1 == 1, .(turis)))

)

return(pavadinimai[[i pakl]])

}
ylab pakl <- function(i pakl, n_imciu, ar norm) {
if (ar norm == TRUE) {
ylab <- bquote(frac(l, .(n_imciu)) * sum(sigmal. (i pakl)] * "'" * (K)))
} else {
ylab <- bquote(frac(l, .(n_imciu)) ~ sum(bgroup (
sigmal. (i_pakl) ]~ (K) )))
}
return(ylab)
}

pav_indeksas <- function(is_ full=FALSE) {
if (is_full) {
arg lp <- substitute(2 * Phi(alpha~{T} * z[i]) - 1)
} else {
arg lp <- substitute(R[i])
}

expr <- substitute (

widehat (I) (alpha) == frac(l, 2) * ' ' * sum(
(2 3 + 1) » "' ' * frac(l, N) * ' ' * bgroup(
'"[', sum(P[]j] (arg_1lp), i==1, N), '"]')"{2},

j==1, J), list(arg lp=arg lp))
return (expr)
}
ylab indeksas <- function() {
expr <- bquote(frac(l, .(n _imciu)) * ' ' * sum(widehat(I)) (alpha”{(K)}))
return (expr)

}

R failo funk_2d_tankis.r programos tekstas
gauti tinkleli <- function(x=(0:10)/10, y=x)
{
n x <- length(x)
n_y <- length(y)
xoy <= cbind(rep(x, n_y), as.vector(matrix(y, n x, n_ y, byrow=TRUE)))
XY <- matrix(xoy, n x * n vy, , byrow=FALSE)
return (XY)
}
gauti xy asis <- function(duomenys 2d, n tasku asyje= )
{
reziai <- apply(X=duomenys 2d, MARGIN=2, FUN=range)
return(list(x=seqg(reziail[l, 1], reziai[2, 1], len=n_tasku asyje),
y=seq(reziaill, 2], reziail[?, 2], len=n_tasku asyje)))

R failo vykd_tikslinis_projektavimas.r programos tekstas
source('funk tp algoritmas.r')
source (' funk gauso misinys.r')
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source('konf misiniu parametrai.r')
source('konf tyrimo parametrai.r')
s <- function(x) {
return (as.character (x))
}
seed <- 1
rez tps <- list()
for (i misinio in names(par misiniu)) {
rez tps[[s(i misinio)]] <- list()
for (turis in turiai) {
rez tps[[s(i misinio)]]l[[s(turis)]] <- list()
for (eile in pol eiles) {
rez tps[[s(i misinio)]]l[[s(turis)]l][[s(eile)]] <- list()
for (i imties in l:n imciu) {
rez tps[[s(i misinio)]]l[[s(turis)]]l[[s(eile)]][[i imties]] <- list()
set.seed(seed)
imtis <- generuoti misini(turis, par misiniu[[i misinio]], seed,
ar_apjungti skirstinius=TRUE)
seed <- seed + |
rez norm <- normuoti pradine imti (imtis)
rez tp <- atlikti tikslini projektavima(n krypciu, rez norm$imtis, eile)
rez norm <- rez norm[names(rez norm) != 'imtis']
rez tps[[s(i misinio)]]1[[s(turis)]][[s(eile)]][[i imties]]$sf <- rez norm
rez tps[[s(i misinio)]]1[[s(turis)]]l[[s(eile)]][[i imties]]$tp <- rez tp

print (paste(format (Sys.time (), "%Y-%m-%d $H:%M:%S "),
"Misinys ", i misinio, ", N = ", turis,
", J =", eile, ", imtis ", 1 imties, sep=""))
}11}
save(rez tps, file = pasteO("tp rezultatai ",
"_.RData"))

R failo vykd_tikslumo tyrimas.r programos tekstas
source('funk tp algoritmas.r')
source('funk gauso misinys.r')
source (' funk paklaidos.r')
source('konf misiniu parametrai.r')
source('konf tyrimo parametrai.r')
require ("MVN")
load('tp rezultatai .RData')
seed <- 1
rez graf <- list()
for (i misinio in names(rez tps)) {

rez graf[[i misinio]] <- list()
for (turis in names(rez tps[[i misiniol])) {
# ParuosSiamos lentelés suvidurkintoms reiksSméms
rez graf[[i misinio]][[turis]] <- list(
df indeksai=data.frame(),
df paklaidosl=data.frame(),
df paklaidos2=data.frame(),
df paklaidoslnorm=data.frame(),
df paklaidosZnorm=data.frame(),
df mardia skew=data.frame(),
df mardia kurt=data.frame(),
df hz=data.frame(),
df royston=data.frame())
for (eile in names(rez tps[[i misiniol]l[[turis]])) {
df imciu <- data.frame()
for (i imties in l:length(rez tps[[i misinio]]l[[turis]][[eilel])) {
set.seed(seed)
imtis <- generuoti misini (
turis_tikrinimo, par misiniu[[i misinio]], seed, TRUE)
seed <- seed + 1
imtis norm <- normuoti nauja imti (
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imtis,
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$sfSvidurkiai,
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$sfStikr vektoriai,
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]l][[i imties]]$sfStikr reiksmes
)
print (pastel (format (Sys.time (), "%$Y-%m-%d SH:%M:%S "),
"Misinys ", i misinio, ", N =", turis,
", J =", eile, ", imtis ", 1 imties))

tankis <- gauti misinio_ tanki (imtis, par misiniu[[i misinio]])
tankis be krypciu <- dmvnorm(imtis norm) / sqgrt (prod(
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$sfStikr reiksmes))
norm konstl <- gauti pakll (tankis, tankis be krypciu)
norm konst2 <- gauti pakl2(tankis, tankis be krypciu)
df imciu <- rbind(df imciu, data.frame(
i imties=i imties,
pol eile=eile,
n_krypciu=0,
pakll=norm konstl,
pakl2=norm konst2,
pakllnorm=1,
paklZ2norm=1,
indekso reiksme=NA,
p_mardia skew=NA,
p_mardia kurt=NA,
p_hz=NA,
p_royston=NA))
tarpines imtys <- gauti tarpines imtis(
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$tpskryptys,
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$tpS$imtys([[1]])
for (k in 1:n krypciu) {
tankio ivertis <- gauti tankio iverti (
imtis norm,
tarpines imtys,
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$tpSkryptys,
k,
as.numeric (eile))
tankio ivertis <- tankio ivertis / sqrt (prod(
rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]][[i imties]]$sfStikr reiksmes))
pakll <- gauti pakll(tankis, tankio ivertis)
pakl2 <- gauti pakl2(tankis, tankio ivertis)
rez mardia <- mardiaTest (tarpines imtys[[k]])
rez hz <- hzTest (tarpines imtys[[k]])
rez _royston <- roystonTest (tarpines imtys[[k]])
df imciu <- rbind(df imciu, data.frame(
i imties=i imties,
pol eile=eile,
n_krypciu=k,
pakll=pakll,
pakl2=pakl?2,
pakllnorm=pakll / norm konstl,
pakl2norm=pakl2 / norm konst2,
indekso reiksme=rez tps[[i misinio]][[turis]][[eile]] [l
i imties]]S$tp$indeksail[k]],
p mardia skew= rez mardia@p.value.skew,
p mardia kurt=rez mardial@p.value.kurt,
p_hz=rez hz@p.value,
p_royston=rez royston@p.value))
}}
df be krypciu <- df imciu[df imciu$n krypciu
dfs rysiai <- list(
df paklaidosl='pakll',
df paklaidos2='pakl2',
df paklaidoslnorm='pakllnorm',

Il
Il
O

~
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df paklaidosZnorm='pakl2norm',
df indeksai='indekso reiksme',
df mardia skew='p mardia skew',
df mardia kurt='p mardia kurt',
df hz='p hz',
df royston='p royston')
for (df pav in c('df paklaidosl', 'df paklaidos2',

'df paklaidoslnorm', 'df paklaidos2norm')) {
rez_eilute <- list(K=0, J=eile)
if (df pav %in% c('df paklaidoslnorm', 'df paklaidos2norm')) {

rez eilute$vid reiksme <- 1
rez eiluteSci lower <- 1
rez eilute$ci upper <- 1

} else {
n x <- length(df be krypciul[[dfs rysiai[[df pav]]]])
var_x <- var (df be krypciul[dfs rysiai[[df pav]]]])
vid x <- mean(df be krypciu[[dfs rysiai[[df pav]]]])

if (sgrt(var x / n_x) > 10 * .MachineSdouble.eps * abs(vid x)) {
rez_t test <- t.test(df be krypciu[[dfs rysiail[df pav]]]])
} else {

rez_t test <- list(
estimate=vid x,
conf.int=rep(vid x, 2))
}
rez eilute$vid reiksme <- rez t test$estimate
rez eilute$ci lower <- rez t test$conf.int[1]
rez eiluteS$ci upper <- rez t testSconf.int[2]
}
rez graf[[i misinio]] [[turis]][[df pav]] <- rbind(
rez graf[[i misinio]][[turis]][[df pav]],
data.frame (rez _eilute))
}
for (k in 1:n krypciu) {
df k krypties <- df imciu[df imciu$n krypciu == k, ]
for (df pav in names(dfs rysiai)) {
n x <- length(df k krypties[[dfs rysiai[[df pav]]]])
var x <- var (df k krypties[[dfs rysiai[[df pav]]]])
vid x <- mean(df k krypties[[dfs rysiai[[df pav]]]])
if (sgrt(var x / n x) > 10 * .Machine$double.eps * abs(vid x)) {
rez_t test <- t.test(df k krypties[[dfs rysiail[df pav]]]])
} else {
rez_t test <- list(
estimate=vid x,
conf.int=rep(vid x, 2))

}

rez graf[[i misinio]] [[turis]][[df pav]] <- rbind(
rez graf[[i misinio]] [[turis]][[df pav]],
data.frame (
K=k,
J=eile,

vid reiksme=rez t testSestimate,
ci lower=rez t testSconf.int[1l],
ci upper=rez t testS$conf.int[2]))

P}

for (df pav in names(rez graf[[i misinio]][[turis]])) {
rez graf[[i misinio]][[turis]][[df pav]]$J <- as.factor(
rez graf[[i misinio]] [[turis]] [[df pav]]$J)
}
print (pastel (format (Sys.time (), "%Y-%m-%d $H:%M:%S "),
"Misinys ", i misinio, ", N =", turis,
" Suvidurkinta"))

H}

save (rez_graf, file = paste(O("tp paklaidos ",



".RData"))

R failo vykd_tyrimo_grafikai.r programos tekstas

require("ggplot2™)
require("gridExtra™)
source("funk grafiku antrastes.r")
source("konf tyrimo parametrai.r")

source.with.encoding('konf misiniu parametrai.r', encoding='utf-8")

source('funk grafikai.r')
load(file="tp paklaidos .RData")
### rezultatu filtravimo parametrai; NULL - nefiltruoti
filt misiniai <- NULL
# filt misiniai <- c('12 R5-1bp"')
filt turiai <- NULL
# filt turiai <- c('1000")
filt eiles <- NULL
# filt eiles <- c(6, 8)
### Grafiku braizymo parametrai
n krypciu grafikui <- 100
ar braizyti pi <- TRUE
slenkstis 1 <- NULL
slenkstis 2 <- NULL
f misiniai <- sukurti filtra(filt misiniai, names(rez graf))
for (i misinio in f misiniai()) {
dim <- length(par misiniu[[i misinio]l[[111[[211)

f turiai <- sukurti filtra(filt turiai, names(rez graf[[i misinio]l]))

for (tur in f turiai()) {
pav <- bquote (
Y %$in% R™.(dim) * ', " ~

. (persidengimo pav[[strsplit(i misinio, '-")I[[111[211]) *

tiksliniam ~ projektavimui ~ N ~ '=' ~ _(tur))
grafikail <- 1list()
for (i pakl in 1:2) {
grafikail[[i pakl]] <- graf paklaidos(
gauti duomenis grafikui (
rez graf[[i misinio]][[tur]][[pastel('df paklaidos',

i pakl, 'norm')]],

n krypciu grafikui, filt eiles),
i pakl, ar braizyti pi)
}
grafikail[[3]] <- graf indeksai (
gauti duomenis grafikui (
rez graf[[i misinio]][[tur]]$df indeksai,
n krypciu grafikui, filt eiles),
ar braizyti pi, slenkstis 1, slenkstis 2)
normalumo_grafiku funkcijos <- list(
sukurti graf mvnorm test('Mardia: asimetrija'),
sukurti graf mvnorm test('Mardia: ekscesas'),
sukurti graf mvnorm test ('Henze-Zirkler'),
sukurti graf mvnorm test ('Royston'))
normalumo _grafiku df pavadinimai <- c(
'df mardia skew',
'df mardia kurt',
'df hz',
'df royston')
grafikai?2 <- mapply(
function(graf fn, df pav, filt eiles, ar braizyti pi) {

graf fn(
gauti duomenis grafikui (
rez graf[[i misinio]][[tur]][[df pav]],

n_krypciu grafikui, filt eiles), ar braizyti pi)
by

graf fn=normalumo grafiku funkcijos,

|l

4

|l

~
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df pav=normalumo grafiku df pavadinimai,

MoreArgs=list (filt eiles=filt eiles), ar braizyti pi=ar braizyti pi,

SIMPLIFY=FALSE)
grafikasl <- do.call (marrangeGrob, c(grafikail, list(

nrow=2, ncol=2,

top=textGrob (pav, gp=gpar (fontfamily=sriftas, fontsize=12)))))
grafikas?2 <- do.call (marrangeGrob, c(grafikai2, list(

nrow=2, ncol=2,

top=textGrob (pav, gp=gpar (fontfamily=sriftas, fontsize=12)))))
failo pav <- pasteO (

'mis', i misinio, " n", tur, ' im', n_imciu,
ifelse(! is.null(filt eiles),
paste0 (' j', pasteO(filt eiles, collapse='-')), ''),
ifelse(ar _braizyti pi, ' pi', '"))
ggsave (filename=pastel (
failo pav, ' l.png'),
path="'grafikai/"',
dpi=100,

plot=grafikasl)
ggsave (filename=pasteO (
failo pav, ' 2.png'),
path="'grafikai/"',
dpi=100,
plot=grafikas?2)

R failo vykd_misiniu_sklaidos_diagramos.r programos tekstas
source.with.encoding('konf misiniu parametrai.r', encoding='utf-8")
source('funk gauso misinys.r')
source('funk tp algoritmas.r')

# http://www.inside-r.org/packages/cran/GGally/docs/ggpairs

# http://www.inside-r.org/packages/cran/GGally/docs

# http://cran.at.r-project.org/web/packages/GGally/GGally.pdf
library('GGally"')

ar spausdinti pradini <- TRUE

ar spausdinti normuota <- TRUE

seed <= 1000

turis <- 1000

for (i misinio in names(par misiniu)) {

skirstiniai <- generuoti misini(turis, par misiniu[[i misinio]], seed, FALSE)

for (7 in l:length(skirstiniai)) {
skirstiniai[[j]] <- data.frame(skirstiniail[[j]1]1)
skirstiniai[[j]] <- cbind(skirstiniai[[j]], klase=factor(j))
}
misinys <- do.call(rbind, skirstiniai)
pav <- bquote (
Y %in% R*.(length(par misiniu[[i misiniol]l[[111[[211)) * ', ' ~
. (persidengimo pav[[strsplit (i misinio, '-")I[[111[2111) * ', ' ~
N ~ '='" ~ _(turis))
if (ar spausdinti pradini) {
plot <- ggpairs(
misinys, colour='klase', alpha=0.4,
upper=list (continuous = 'points', combo = 'box'),
lower=list(continuous = 'density', combo = 'facethist'),
diag=list(continuous='density', discrete='bar'),
axisLabels="show",
title=bquote('Pradinis misinys' ~ . (pav))
)
print (plot)
}

if (ar spausdinti normuota) {

norm duomenys <- normuoti pradine imti(as.matrix(misinys[, -ncol (misinys)]))
misinys <- cbind(data.frame (norm duomenys$imtis), klase=misinys$klase)
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plot <- ggpairs
misinys, colour='klase', alpha=0.2,
upper=1list (continuous = 'points', combo = 'box'),
lower=1list (continuous = 'density', combo = 'facethist'),
diag=list (continuous='density', discrete='bar'),
axisLabels="show",
title=bquote ('Sferintas miSinys' ~ . (pav))

)

print (plot)

H}

R failo vykd_r2_tankiai.r programos tekstas
source('funk tp algoritmas.r')
source('funk gauso misinys.r')
source('konf misiniu parametrai.r')
source (' funk paklaidos.r')
source('funk 2d tankis.r')
require('ggplot2")
require("gridExtra")
# parametrai ————————————mm
turis <= 500
turis_tinkl <- 200
seed <- 1
n_krypciu <- 10
pol eile <-
i misinio <- 1
#sriftas <- 'sans' # Arial
sriftas <= 'serif' # Times
ar brezti kontura <- TRUE
ar brezti projekcija <- TRUE
ar brezti R <- TRUE
ar brezti tarpines imtis <- TRUE

imtis <- generuoti misini(turis, par misiniu[[i misinio]], seed, TRUE)
rez imtis norm <- normuoti pradine imti (imtis)
rez tp <- atlikti tikslini projektavima(
n _krypciu, rez imtis norm$imtis, pol eile, TRUE)
dim <= ncol (imtis)
koef denorm tankis <- sqgrt(prod(rez imtis norm$tikr reiksmes))
tankio ivertis gauso <- dmvnorm(rez imtis norm$imtis, rep (0, dim), diag(dim)) /
koef denorm tankis
xy <- gauti xy asis(data.frame(imtis), turis tinkl)
tinklelis <- gauti tinkleli (xy$x, xy$y)
tinklelis norm <- normuoti nauja imti (
tinklelis, rez_imtis_norm$vidurkiai,
rez imtis norm$tikr vektoriai,
rez imtis norm$tikr reiksmes)
tankis <- gauti misinio tanki (imtis, par misiniu[[i misinio]])
pakll gauso <- gauti pakll (tankis, tankio ivertis gauso)
pakl2 gauso <- gauti pakl2(tankis, tankio ivertis gauso)
paklaidos <- data.frame (K=0, pakll=1l, pakl2=1)
df imtis <- data.frame (imtis)
names (df imtis) <- c('x1l', 'x2")
ggplot (df imtis, aes(xl, x2)) + geom point() + coord fixed() +
ggtitle('Imtis') + theme bw()
for (n_kr in 1l:n krypciu) {
tankio ivertis <- gauti tankio iverti (
rez imtis normSimtis,
rez tp$imtys, rez tpSkryptys, n _kr, pol eile) /
koef denorm tankis
paklaidos <- rbind(
paklaidos,
data.frame (
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if

K=n kr,
pakll=gauti pakll (tankis, tankio ivertis) / pakll gauso,
pakl2=gauti pakl2(tankis, tankio ivertis) / pakl2 gauso))
grafikai <- list()
(ar_brezti tarpines_imtis == TRUE) {
df tarpine imtis <- data.frame(rez tp$Simtys[[n kr]])
names (df tarpine imtis) <- c('zl', 'z2')
pav_sklaidos <- bquote(Z[.(n kr - 1)] * ', ' ~ alphal.(n kr)])
if (n_kr > 1) {
pav_sklaidos <- bquote(. (pav_sklaidos) ~ ir ~ alphal[.(n_kr - 1)])
}
grafikai[[1]] <- ggplot(df tarpine imtis, aes(zl, z2)) +
labs (title=pav_sklaidos) +
xlab (bquote (Z1)) +
ylab (bquote (Z2)) +
geom point (alpha=0.3) +
geom_abline (aes (
intercept=0,
slope=rez tpSkryptys[[n krl][2] / rez tpSkryptysl[n krl]l[1l]),
colour="'red') +
theme bw() + coord fixed()
if (n kr > 1) {
grafikai[[1l]] <- grafikail[1l]] +
geom_abline (aes (
intercept=0,
slope=rez tpS$kryptys[[n kr - 1]]1([2] / rez tp$kryptys[[n kr - 1]1][1]),
colour='red', linetype='longdash', alpha=0.7)
o}
if (ar_brezti projekcija == TRUE) {
#duom proj <- tinklelis norm $*% rez tpS$kryptys[[n kr]]
duom _proj tarpines <- rez tpSimtys[[n kr]] %$*% rez tpS$kryptys[[n kr]]
lp <- gauti polinomus (2 * pnorm(duom proj tarpines) - 1, pol eile)
lp koef <- gauti polinomus (2 * pnorm(duom proj tarpines) - 1, pol eile)
koef <- colMeans (lp koef) * seqg(l, by=2, length=pol eile + 1)
coef pr <- (lp %*% koef)
tankis pr <- coef pr * dnorm(duom proj tarpines)
tankis pr(tankis pr < 0] <- 0
duom norm proj <- seq(from=min (duom proj tarpines),
to=max (duom proj tarpines), length.out=100)
duom norm proj <- data.frame (cbind(duom norm proj, dnorm(duom norm proj)))
names (duom norm proj) <- c('xn', 'pn')
df projekcija <- data.frame(cbind(duom proj tarpines, tankis pr))
names (df projekcija) <- c('x', 'p')
grafikai[[2]] <- ggplot(df projekcija, aes(x, p)) +
labs (title=bquote (

widehat (p) [ (. (n_kr))1(X) * ', ' ~
X ~ '=' ~ alpha[(.(n kr))]"'T" * Z[.(n kr - 1)] * ', ~
widehat (I) (alphal[. (n_kr)]) ~ '=' ~
[

. (sprintf ('$.3f', rez tp$indeksai
xlab (bquote (X)) +
ylab (bquote (widehat (p))) +
geom line (alpha=0.8) +
geom_line (aes (x=xn, y=pn), data=duom norm proj, colour='red',
linetype='dotted', apha=0.8) +

[n_krll])))) +

scale y continuous (limits=c (0, 0.75)) +
theme bw ()

}

if (ar_brezti kontura == TRUE) {

tankio ivertis tinklelis <- gauti tankio iverti (
tinklelis norm,
rez tp$imtys, rez tpS$kryptys, n kr, pol eile) /
koef denorm tankis
tinklelis 3d <- data.frame (cbind(tinklelis, tankio ivertis tinklelis))

107



108

names (tinklelis 3d) <- c('xl', 'x2', 'p')
grafikai[[3]] <- ggplot(tinklelis 3d, aes(xl, x2, z=p)) +
labs (title=bquote (widehat (p) [. (n_kr)] (Z2))) +
xlab (bquote (Y1l)) +
ylab (bquote (Y2)) +
#geom tile(aes(fill=p)) +

#stat contour (geom="polygon", aes(fill=..level..)) +
#stat contour(size=2, color="gray") +
stat contour(size=0.6, aes(color=..level..)) +

theme bw() +
coord fixed()
}
if (ar_brezti R == TRUE) {
duom_proj tarpines <- rez tpSimtys[[n kr]] %$*% rez tpS$kryptys[[n kr]]
df R <- data.frame(2 * pnorm(duom proj tarpines) - 1)
names (df R) <- c('r")
grafikai[[4]] <- ggplot(df R, aes(r)) +
labs (title=bquote (

R~ 's'" ~ 2 * Phi(X) - 1)) +
xlab (bquote (R)) +
ylab (bquote (widehat (p))) +

geom density(alpha=0.8) +
geom hline (yintercept=0.5, colour='red', alpha=0.8,
linetype='dotted') +
scale y continuous (limits=c (0, 1)) +
theme bw ()
}
grafikai <- lapply(grafikai, function(g) {

g + theme(plot.title=element text (family=sriftas, size=12)) +
theme (axis.title.x=element text (family=sriftas, size=10)) +
theme (axis.title.y=element text (family=sriftas, size=10))

H)
grafikas <- do.call (marrangeGrob, c(grafikai, list(
nrow=2, ncol=2,

top=textGrob (bquote (

K~ 's'"~ .(n kr) * ', ' ~
alpha[.(n_kr)] ~ '=' ~
(. (sprintf('%.3f', rez tpSkryptysl[n kr]](1l])) * ', ' *
. (sprintf ('%.3f', rez_tp$kryptys[[n_kr]][2])))
), gp=gpar (fontfamily=sriftas,
fontsize=12)))))
ggsave (filename=pastel (

'r2demo mis', i misinio, ' n', turis, ' k', n kr, ' j', pol eile, '.png'),
path="'grafikai/r2demo/"',
dpi=300,

plot=grafikas)

R failo vykd_r2_tankiai.r programos tekstas
source('funk tp algoritmas.r')
source (' funk gauso misinys.r')
source('konf misiniu parametrai.r')
source (' funk paklaidos.r')
source('funk 2d tankis.r')
require('ggplot2")
require("gridExtra™)
# parametral ————mmm e
turis <-
turis_tinkl <-
seed <-
n_krypciu <-
pol eile <-
1 misinio <-
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#sriftas <- 'sans' # Arial
sriftas <= 'serif' # Times
ar brezti kontura <- TRUE
ar brezti projekcija <- TRUE
ar brezti R <- TRUE
ar brezti tarpines_imtis <- TRUE
# _____________________________________________________________________________
imtis <- generuoti misini(turis, par misiniu[[i misinio]], seed, TRUE)
rez imtis norm <- normuoti pradine imti (imtis)
rez tp <- atlikti tikslini projektavima (
n _krypciu, rez imtis norm$imtis, pol eile, TRUE)
dim <= ncol (imtis)
koef denorm tankis <- sqgrt(prod(rez imtis norm$tikr reiksmes))
tankio ivertis gauso <- dmvnorm(rez imtis norm$imtis, rep(0, dim), diag(dim)) /
koef denorm tankis
xy <- gauti xy asis(data.frame(imtis), turis_ tinkl)
tinklelis <- gauti tinkleli (xy$x, xy$y)
tinklelis norm <- normuoti nauja imti (
tinklelis, rez imtis norm$vidurkiai,
rez imtis norm$tikr vektoriai,
rez imtis norm$tikr reiksmes)
tankis <- gauti misinio_ tanki (imtis, par misiniu[[i misinio]])
pakll gauso <- gauti pakll(tankis, tankio ivertis gauso)
pakl2 gauso <- gauti pakl2(tankis, tankio ivertis gauso)
paklaidos <- data.frame (K=0, pakll=l, pakl2=1l)
df imtis <- data.frame(imtis)
names (df imtis) <- c('x1', 'x2")
ggplot (df imtis, aes(xl, x2)) + geom point() + coord fixed() +
ggtitle('Imtis') + theme bw()
for (n_kr in 1l:n krypciu) {
tankio ivertis <- gauti tankio iverti(
rez imtis norm$imtis,
rez tp$imtys, rez tp$kryptys, n_kr, pol eile) /
koef denorm tankis
paklaidos <= rbind(
paklaidos,
data.frame (
K=n kr,
pakll=gauti pakll (tankis, tankio ivertis) / pakll gauso,
pakl2=gauti pakl2(tankis, tankio ivertis) / pakl2 gauso))
grafikai <= list()
if (ar brezti tarpines imtis == TRUE) {
df tarpine imtis <- data.frame(rez tp$imtys[[n kr]])
names (df tarpine imtis) <- c('zl', 'z2")

pav_sklaidos <- bquote(Z[.(n kr - 1)] * ',' ~ alphal.(n _kr)l])
if (n_kr > 1) {

pav_sklaidos <- bquote(.(pav_sklaidos) ~ ir ~ alphal.(n_kr - 1)1)
}

grafikai[[1]] <- ggplot(df tarpine imtis, aes(zl, z2)) +
labs(title=pav_sklaidos) +
xlab (bquote (Z1)) +
ylab (bgquote (Z22)) +
geom_point (alpha= ) +
geom_abline (aes(
intercept=0,
slope=rez tp$kryptys[[n krll[2] / rez tp$kryptys[In kr]ll[l1),
colour='red') +
theme bw() + coord fixed()
if (n_kr > 1) {
grafikai[[1l]] <- grafikai[[1l]] +
geom_abline (aes(
intercept=0,
slope=rez tp$kryptys[[n kr - 111[2] / rez tp$kryptys[[n kr - 1]11[11),
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colour='red', linetype='longdash', alpha=0.7)
} o}
if (ar brezti projekcija == TRUE) {
#duom proj <- tinklelis norm $%$*% rez tpSkryptys[[n kr]]
duom proj tarpines <- rez tp$imtys[[n kr]]l %*% rez tp$kryptysl[[n kr]]
lp <- gauti polinomus (2 * pnorm(duom proj tarpines) - 1, pol eile)
lp koef <- gauti polinomus (2 * pnorm(duom proj tarpines) - 1, pol eile)
koef <- colMeans(lp koef) * seg(l, by=2, length=pol eile + 1)
coef pr <- (lp %*% koef)
tankis pr <- coef pr * dnorm(duom proj tarpines)
tankis pr[tankis pr < 0] <- 0
duom norm proj <- seq(from=min(duom proj tarpines),
to=max (duom proj tarpines), length.out=100)
duom norm proj <- data.frame(cbind(duom norm proj, dnorm(duom norm proj)))
names (duom norm proj) <- c('xn', 'pn')
df projekcija <- data.frame(cbind(duom proj tarpines, tankis pr))
names (df projekcija) <- c('x', 'p'")
grafikai[[2]] <- ggplot(df projekcija, aes(x, p)) +
labs(title=bguote (
widehat(p) [ (. (n_kr))I(X) * ', ' ~
X ~ '='" ~ alphal[(.(n_kr))]I*'T" * Z[.(n kr - 1)] * ', ' ~
widehat (I) (alpha[.(n_kr)]) ~ '=' ~
. (sprintf('%.3f", rez tp$indeksailln kr]l)))) +
xlab (bguote (X)) +
ylab (bquote (widehat(p))) +

geom line(alpha=0.8) +
geom_ line(aes(x=xn, y=pn), data=duom norm proj, colour='red',
linetype='dotted', apha=0.8) +
scale y continuous(limits=c(0, 0.75)) +
theme bw ()
}
if (ar brezti kontura == TRUE) {

}

tankio ivertis tinklelis <- gauti tankio iverti(
tinklelis norm,
rez tp$imtys, rez tp$kryptys, n kr, pol eile) /
koef denorm tankis
tinklelis 3d <- data.frame(cbind(tinklelis, tankio ivertis tinklelis))
names (tinklelis 3d) <- c('xl'", 'x2"', 'p')
grafikail[[3]] <- ggplot(tinklelis 3d, aes(xl, x2, z=p)) +
labs(title=bquote(widehat(p) [.(n_kr)1(z))) +
xlab (bquote (Y1)) +
ylab (bquote(Y2)) +
#geom tile(aes (fill=p)) +

#stat contour (geom="polygon", aes (fill=..level..)) +
#stat contour(size=2, color="gray") +
stat contour(size=0.6, aes(color=..level..)) +

theme bw() +
coord fixed()

if (ar brezti R == TRUE) {

duom proj tarpines <- rez tp$imtys[[n kr]] %*% rez tp$kryptysl[[n kr]]
df R <- data.frame(? * pnorm(duom proj tarpines) - 1)
names (df R) <- c('r")
grafikai[[4]] <- ggplot(df R, aes(r)) +
labs(title=bquote (
R~ '"='" ~ 2 % Phi(X) = 1)) +
xlab (bguote (R)) +
ylab (bquote (widehat (p))) +
geom density(alpha=0.8) +
geom hline(yintercept=0.5, colour='red',6 alpha=0.8g,
linetype='dotted') +
scale_y continuous(limits=c(0, 1)) +
theme bw ()



}
grafikai <- lapply(grafikai, function(g) {

g + theme(plot.title=element text(family=sriftas, size=12)) +
theme (axis.title.x=element text(family=sriftas, size=10)) +
theme (axis.title.y=element text(family=sriftas, size=10))

})
grafikas <- do.call (marrangeGrob, c(grafikai, list(
nrow=2, ncol=2,
top=textGrob (bquote (
K~ '=s" ~ . (n kr) * ', " ~
alphal[.(n_kr)] ~ '=' ~
(. (sprintf('%.3f"', rez tp$kryptys[In krl][1]1)) * ', ' *
. (sprintf('%.3f", rez tp$kryptys[In kr]l]l[21)))
), gp=gpar (fontfamily=sriftas,
fontsize=12)))))
ggsave (filename=pastel (
'r2demo mis', i misinio, ' n', turis, ' k', n kr, ' j', pol eile,

path="'grafikai/r2demo/",
dpi=300,
plot=grafikas) 1}

R failo vykd i 2p_grafikai.r programos tekstas

require ("ggplot2™)
require("gridExtra")
source("funk grafiku antrastes.r")
source("konf tyrimo parametrai.r")
source.with.encoding('konf misiniu parametrai.r', encoding='utf-8")
source('funk grafikai.r'")
load(file="tp paklaidos .RData'")
### rezultatu filtravimo parametrai; NULL - nefiltruoti
filt misiniai <- NULL
# filt misiniai <- c('12 R5-1bp"')
filt turiai <- NULL
# filt turiai <- c('1000")
filt eiles <- NULL
# filt eiles <- c(6, 8)
### Grafiku braizymo parametrai
n _krypciu grafikui <- 100
ar braizyti pi <- TRUE
slenkstis 1 <- 0.15
slenkstis 2 <- 0.15
f misiniai <- sukurti filtra(filt misiniai, names(rez graf))
for (i misinio in f misiniai()) {

dim <- length(par misiniu[[i misinio]l[[111[[211)

'.png'),

f turiai <- sukurti filtra(filt turiai, names(rez graf[[i misinio]l]))

for (tur in f turiai()) {
pav <- bquote (
Y %$in% R”*.(dim) * ', ~
. (persidengimo _pav[[strsplit(i misinio, '-'")[[111[2111) * ', '
tiksliniam ~ projektavimui ~ N ~ '=' ~ _(tur))
grafikail <= list()
grafikail[[1]] <- graf indeksai(
gauti duomenis grafikui (
rez graf[[i misiniol][[tur]]$df indeksai,
n _krypciu grafikui, filt eiles),
ar braizyti pi, slenkstis 1, slenkstis 2)
for (i pakl in 1:2) {
grafikail[[i pakl + 1]] <- graf paklaidos(
gauti duomenis_ grafikui (
rez graf[[i misinio]]l[[tur]l][[pastel('df paklaidos'
i pakl, 'norm')1l]l,
n krypciu grafikui, filt eiles),
i pakl, ar braizyti pi)

~
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}
grafikasl <- do.call(marrangeGrob, c(grafikail, list(
nrow=1l, ncol=3,
top=textGrob (pav, gp=gpar (fontfamily=sriftas, fontsize=12)))))
failo pav <- pasteO(
'mis', i misinio, " n", tur,
ifelse(! is.null(filt eiles),
paste0(' 7', pasteO(filt eiles, collapse='-")), ''),
ifelse(ar braizyti pi, ' pi', '"))
ggsave (filename=pastel (
failo pav, ' ind Z2pakl.png'),
path='i 2p grafikai/',
dpi=100,
plot=grafikasl) }}

" '

im', n_imciu,

R failo exp_visi_duomenys.r programos tekstas
ire('reshape2")
ce.with.encoding('konf misiniu parametrai.r', encoding='utf-8")
o _pav <- 'csv/visi duomenys.csv'
svedimui <- 'NA'

load(file="tp paklaidos .RData')
df rysiai <- list(
df indeksai='indeksas',
df paklaidoslnorm='sigma 1',
df paklaidosZnorm='sigma 2',
df mardia skew='mardia skew',
df mardia kurt='mardia kurt',
df hz='hz',
df royston='royston'

)

gauti misinio eilutes <- function(df list rez graf)

{

df ilga <- do.call(

rbind,
lapply (
names (df rysiai),
function(df pav, df list, df rysiai) {
return(cbind(list (laukas=df rysiail[[df pavll]),
df list[[df pav]][, c('K"', 'J', 'vid reiksme')]))
},
df list rez graf, df rysiai))

df plati <- dcast(df ilga, J ~ laukas + K, value.var='vid reiksme')

}

return(df plati)

df eksportavimui <- data.frame()

for

(i misinio in names(rez graf)) {

for (turis in names(rez graf[[i misinioll)) {

b}

print (i misinio)
print (turis)
df eksportavimui <- rbind(
df eksportavimui,
cbind (
list(
pav=i misinio,
dim=length(par misiniu[[i misiniol]l[[111[[211),
tipas=persidengimo pav[[strsplit(i misinio, '-")[[111[2111),
turis=turis,
gauti misinio eilutes(rez graf[[i misiniol][[turis]])))

write.csv2(df eksportavimui, failo pav, row.names=FALSE, na=NA isvedimui)



