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SANTRAUKA

Vertybiniy popieriy portfelio rizikos vertinimas yra aktualumo neprarandantis klausimas. Sio
darbo tikslas sudaryti patikima portfelio grazy modelj, atspindintj empirines savybes ir atlikti rizikos
vertinima. Siame darbe portfelio grazoms modeliuoti buvo naudojamas ARMA(1,1)-GARCH(1,1)
modelis su triuk§mu pasiskirs¢iusiu pagal pasiskirstyma, turin¢iu sunkigsias uodegas. Modelio
pasirinkimg nulémé tokios grazy savybés: autokoreliacija, grazy pasiskirstymo sunkios uodegos,
salyginés dispersijos heteroskedastiSkumas.

Siekiant gauti patikimesnj modelj buvo sprendziama portfelio dimensijos mazinimo problema.
Sios problemos sprendimui buvo atlickama pagrindiniy komponenéiy analize, kuri padéjo nustatyti
faktorius, turin¢ius didZiausig jtaka portfelio grazy dispersijai.

Sudarant portfelio modelj kitas svarbus uzdavinys — priklausomybiniy rySiy nustatymas ir jy
atvaizdavimas kuriamame modelyje. Esant empiriniams jrodymams, kad akcijy grazos yra asimetriskai
priklausomos (priklausomybé tarp apatiniy kvantiliy yra didesné negu tarp virSutiniy), tokiai struktiirai
atvaizduoti buvo panaudota asimetriné Stjudento kopula. [vertinus priklausomybinius rysius ir sudarius
kiekvienam faktoriui ARMA-GARCH modelj, buvo gautas portfelio grazy modelis, kuris atvaizdavo
empirines savybes. Toliau buvo atliekamas portfelio svoriy apskaiciavimas, siekiant optimizuoti
pasirinktus rizikos ir efektyvumo rodiklius. Esant skirtingoms modeliavimo prielaidoms, geriausias

portfelio charakteristikos buvo gautos optimizuojant Sarpo ir MAD rodiklius.



Raguzina J. Modeling and Optimization of Equity Portfolios with Heavy-tailed Distributions /
supervisor Assoc. prof. dr. A. Kabasinskas; Department of Mathematical Modeling, Faculty of
Mathematics and Natural Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2014. — 66 p.

SUMMARY

Risk estimation of equity portfolio is still very important issue nowadays. In order to complete
risk evaluation, reliable portfolio has to be constructed, which reflects empirical characteristics. In this
thesis ARMA(1,1)-GARCH(1,1) model with fat-tailed innovations was chosen for modelling portfolio
returns. This decision was determined by following characteristics: serial dependence of returns, heavy-
tailed returns, conditional heteroskedasticity.

In order to get more robust model, problem of reduction of portfolio dimension had been solved.
For this purpose principal component analysis was performed in order to identify factors with the
highest variability.

Identifying dependency structure between portfolio equities and modeling this structure is another
important issue. According to the empirical evidence, which says that returns are asymmetrically
dependent (dependency between the lower quantiles is higher than the upper), asymmetric Student‘s t-
distribution was employed in order to model such dependence structure. After dependence structure was
captured and each factor approximated with ARMA-GARCH, equity portfolio model was obtained,
which reflected empirical characteristics. This approach allowed us to generate future scenarios. Further,
estimation of portfolio weights, which maximized performance and risk ratios, had been performed.
With different modeling assumptions, the best characteristics of the portfolio has been obtained by

optimizing Sharpe and MAD measures.
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IVADAS

Su nuolat augancia vertybiniy popieriy rinka, kartu didéja ir investicijy j $ig rinka rizikos vertinimo
poreikis. Norint kuo tiksliau jvertinti vertybiniy popieriy rizika, svarbu gerai zinoti vertybiniy popieriy
savybes ir parinkti modelj, Kkuris galéty atspindéti Sias savybes. Todél Sio darbo tikslas buvo parinkti
adekvaty portfelio gragzy modelj ir, taikant skirtingas portfelio svoriy apskai¢iavimo strategijas,
palyginti modeliavimo rezultatus pagal skirtingus rizikos rodiklius.

Siame darbe buvo sprendZiami §ie uzdaviniai:

1) Portfelio grazy skirstinio nustatymas

2) Portfelio dimensijos mazinimas

3) Imitacinio portfelio grazy modelio sudarymas

4) Svorio koeficienty, optimizuojanéiy pasirinktus rizikos rodiklius, apskai¢iavimas

5) Portfeliy rizikos ir efektyvumo palyginimas, taikant skirtingus svorius

Portfelio grazy modeliavimas turi biiti atlickamas atsizvelgiant j gerai Zinomas vertybiniy popieriy
grazy savybes: (1) grazos yra autokoreliuotos (S.Rachev ir kiti, 2005)[28], (2) egzistuoja dispersijos
Klasteriai, (3) grazy pasiskirstymy funkcijos turi sunkesnes uodegas ir yra galimai asimetrinés (Tavares
ir kiti, 2008)[37], (4) vertybiniy popieriy priklausomybé yra asimetriné (Hong ir Kiti, 2006)[13].
Dispersijos klasteriSkumas apibtidinamas tokiu stebéjimu: po didesniy nei jprasta poky¢iy vertybiniy
popieriy grazose seka taip pat didesni poky¢iai, 0 mazi pokyciai saglygoja mazus (Mandelbrot, 1963)[21].
Sunkesnes pasiskirstymy uodegas apibudina didesné uz normaliojo pasiskirstymo eksceso koeficiento
reik§mé, o tai lemia didesnes rety jvykiy tikimybes. Autokoreliacing proceso struktiirg atspindi
autoregresinis slenkancio vidurkio (ARMA) modelis, kuri pristaté P. Whittle (1951), ta¢iau §is modelis
nesugeba paaiskinti dispersijos heteroskedastiSkumo. 1982 metais Engle pasitlé autoregresijos
salyginio heteroskedastiSkumo model; (ARCH). Tac¢iau empiriniai duomenys parode¢, kad reikalingas
pakankamai aukstos eilés ARCH procesas, norint adekvaciai apraSyti dispersijos kintamumg. 1986
metas Bollerslev sios problemos sprendimui pasitlé apibendrinta salyginio heteroskedastiSkumo modelj
GARCH, kuris gali biiti isreikstas kaip begalinés eilés ARCH modelis. Si savybé leido sumazinti
modelio parametry skai¢iy nuo begalybés iki vos keliy (Bollerslev, 1986)[9]. GARCH modelis puikiai
atspindi dispersijos klasteriskumo savybe, taciau ne visada pavyksta uzfiksuoti sunkigsias uodegas.

Siame darbe portfelio grazoms modeliuoti buvo pasirinktas ARMA ir GARCH modeliy junginys,
vadinamas ARMA-GARCH modeliu. Tam, kad modelis galéty atvaizduoti sunkigsias uodegas,
triuk§mo komponentéms modeliuoti buvo pasirinkti pasiskirstymai, pasizymintys aukstesniu eksceso
koeficientu, t.y. Stjudento, asimetrinis Stjudento ir a-stabilusis.

Modeliuojant vertybiniy popieriy portfelj, viena i§ esminiy problemy yra rysio tarp atskiry akcijy
nustatymas. Empiriniai tyrimai rodo, kad priklausomybé tarp vertybiniy popieriy yra asimetring, t.y.

koreliacijos tarp grazy yra didesnés mesky rinkos metu nei buliy (Patton, Andrew J., 2012)[27]. Tokiai


http://en.wikipedia.org/wiki/Beno%C3%AEt_Mandelbrot
http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Whittle
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priklausomybiy strukturai, kur stebima didesné priklausomybé tarp apatiniy kvantiliy nei virSutiniy,
modeliuoti §iame darbe buvo pasirinkta asimetriné Stjudento kopulos funkcija.

Sumodeliavus priklausomy grazy reikSmes pasirinktame laiko horizonte, buvo atliekamas
portfelio svoriy apskaiciavimas, optimizuojant pasirinktus rizikos matus. Modernaus portfelio teorijoje
(Markowitz, H.M.,1952)[22] rizika apibiidinama standartiniu nuokrypiu. Be to daroma prielaida, kad
grazos yra pasiskirs¢iusios pagal normalyjj pasiskirstyma. Taciau standartinis nuokrypis yra efektyvus
tik tada, kai grazy pasiskirstymas yra simetrinis, o empiriniai tyrimai rodo, kad normalaus pasiskirstymo
prielaida yra daznai pazeidZiama vertybiniy popieriy gragzoms (Brooks ir Kat, 2002)[10]. D¢l sios
priezasties Siame darbe portfelio grazy rizikai vertinti buvo parinkti rizikos ir efektyvumo rodikliai,
tinkantys ne tik Gauso skirstiniams. Rizika buvo matuojama pagal VaR, CVaR, MAD ir pusiau
dispersijos rodiklius, o efektyvumas — Sarpo ir Rachev rodiklius. VaR Kaip rizikos rodiklj i$populiarino
finansy kompanija J.P.Morgan praeito amziaus devintojo deSimtmecio pabaigoje. Siuo rodikliu rizika
iSreiskiama per skirtinio procentiles. D¢l savo paprastos interpretacijos jis jgavo didelj populiaruma,
taciau turi trikuma: kai skirstinys néra Gauso, jis néra subadityvus, t.y. portfelio sudaryto i$ keliy akcijy
VaR reik8mé yra didesné nei pavieniy akcijy (Artzner ir kt., 1997, 1999)[4]. CVaR rodiklis, kuris taip
pat remiasi kvantiliais, yra subadityvus bei $io rodiklio funkcija yra iskila, kas palengvina optimizavimo
uzdavinj (Rockafellar ir Uryasev, 2000)[30]. Tod¢l Siame darbe vienas i8 portfelio svorio apskai¢iavimo
budu rémési CVaR rodiklio maksimizavimu. Taip pat svoriai buvo apskai¢iuojami minimizuojant
viduting absoliuting dispersija (MAD) (Konno ir Yamazaki, 1994)[16] ir maksimizuojant Sarpo rodiklj.
MAD portfelio sudarymo teorijoje néra daroma prielaida apie grazy normalyjj pasiskirstyma, be to
modelis lankstesnis uz Markovitzo, nes su normaliosiomis gragzomis sprendinys sutampa su modernaus
portfelio teorijos sprendiniu (Simaan ir Yusif, 1997)[36]. Galiausiai, norint patikrinti modernaus
portfelio teorijos netinkamumg asimetrinéms ir didesnio eksceso koeficiento graZzoms, buvo sudaromas
portfelis minimizuojantis standartinj nuokrypj.

Tyrimo rezultatai leido palyginti skirtingy svoriy apskai€iavimo strategijy efektyvuma. Nustatyta,
kad apskaiciuojant svorio koeficientus pagal istorinius duomenis, pelningiausia ir efektyviausia
strategija — parinkus maksimizuojanéius Sarpo koeficienta svorius. Tadiau rezultatai pasikeité, kai
svoriai buvo atnaujinami pagal sumodeliuota praeitj tam tikru intervalu: MAD svoriy portfeliai buvo
maziausiai rizikingi ir labiausiai efektyvus, tuo tarpu Sarpo portfelis — pats rizikingiausias ir

neefektyviausias.
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1. BENDROJI DALIS
1.1. FINANSINES LAIKO EILUTES IR JU SAVYBES

Finansiniy laiko eiluciy analizés tikslas yra suprasti taisykles pagal kurias elgiasi nagrinéjamos
laiko eilutés, arba kitais Zodziais: finansiniy laiko eiluciy analizés tikslas yra rasti tinkamiausig model;j,
kuris galéty paaiskinti realiy duomeny empiriskai stebimas savybes. Suradus tokj modelj, galima atlikti
tiriamy kintamyjy prognoze.

Siandieng egzistuoja daug finansiniy duomeny tipy, kurie stebi skirtingus dydZius, pavyzdzZiui,
akcijy ar obligacijy kainas, indeksy reikSmes, valiuty, keitimo kursus ir panasiai (kuriuos mes zymésime
P, t = 1,2, ..., kur t gali biiti minutés, valandos, dienos ir t.t.), taciau visi Sie dydziai elgiasi labai panasiai
juos transformavus:

Pyt

X =In(-2) =InP, —InP,_, (1.1)

Pty

Eilute {X,} yra sudaryta i§ logaritmuoty grazy (toliau log-grazy). Siy eilu¢iy privalumas yra jy
bematiSkumas, todél eilutes galima paprasciau lyginti tarpusavyje. Taciau svarbiausias transformacijos
teikiamas privalumas yra tas, kad galima daryti prielaidg apie laiko eilutés {X;} modeliavimg
stacionariu procesu, t.y. procesu, kurio charakteristikos nekinta laike (Zr. sk. 1.3.). Retai, kada eilutés

biina stacionarios be Sios transformacijos (Zr. pav. 1).

NASDAQ 2012.12.25-2014.05.14 NASDAQ 2012.12.25-2014.05.14

0.03
|

0.01
|

Kainos
log-grazos

-0.01

3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400

-0.03

T T
2013 2014

2013 2014

dienos

dienos

1 pav. Nestacionariy akcijy kainy dinamika 2 pav. Stacionariy akcijy grazy dinamika
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1.2.  EMPIRINES SAVYBES
1.2.1. SUNKIOS UODEGOS

Gerai yra zZinomas faktas, kad finansiniy laiko eilu¢iy pasiskirstymo funkcija turi sunkesnes
uodegas, lyginant su duomenimis sugeneruotais pagal normalyjj pasiskirstyma, t.y. jy pasiskirstymo
funkcija pasizymi didesniu eksceso koeficientu.

Eksceso koeficientas parodo pasiskirstymo smailumg arba plokstuma lyginant su normaliuoju
pasiskirstymu, t.y. duomenys su aukSta eksceso koeficiento reikSme turi smailesne virSiing, nyksta
pakankamai staigiai ir turi sunkias uodegas. Tuo tarpu mazesnio eksceso koeficiento pasiskirstymas turi
apvalesn¢ virStng ir trumpesnes, lengvesnes uodegas. Empirinio eksceso koeficiento formulé
steb¢jimams (x4, ... X, ), apskaic¢iuojama:

_ i (g — 0)*
(n—1)o*

Tikimybé Pasiskirstymas su sunkiomis uodegomis

Mormalusis
pasiskirstymas
n,
Susunkiomis
ucdegomis

Ka'lru,u"gqia

3 pav. Pasiskirstymai su sunkiomis uodegomis

Didelis eksceso koeficientas lemia ir didesne ekstremaliyjy reikSmiy tikimybe, todél nauji
modeliai buvo kuriami atsizvelgiant j Sig savybe. Pirmasis (o véliau labai iSpopuliar¢jgs) bandymas
modeliuojant akcijy grazas atspindéti sunkiyjy uodegy savybes buvo atliktas Mandelbort (1963), kuris
panaudojo stabiliyjy Pareto pasiskirstymy klasg¢ (zr.sk. 1.9), kurios atskirasis atvejis yra normalusis
pasiskirstymas. Véliau daugelis autoriy Fama (1965), Fama ir Roll (1966,1971), So (1983,1987) ir kiti
savo darbuose rado platy pritaikymga $iai pasiskirstymy klasei [12].

Stabiliojo pasiskirstymo teorinis tinkamumo pagrindimas, rémési bendraja centrine ribine
teorema, kuri nusako, kad jei egzistuoja nepriklausomy ir vienodai pasiskirs€iusiy atsitiktiniy dydziy
sumos pasiskirstymo funkcija, tada §i funkcija turi priklausyti stabiliyjy Pareto pasiskirstymy klasei. O

kadangi mazesnio daznio finansinés grazos (pvz. ménesio) gali biti iSreikStos auksto daznio grazy (pvz.
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dienos) suma, tod¢l galima daryti prielaida, kad mazesnio daznio graza gali biiti modeliuojama pagal
stabilyjj pasiskirstymg. Taciau Mittnik ir Rachev (1993) paneigé Sig prielaida, argumentuodami tuo, kad
yra pakankamai sunku rasti tiksly pasiskirstyma konkretiems stebéjimams, pagal kurj galima biity
sumodeliuoti grazas. Vis dé¢lto, kadangi bendroji centriné ribiné teorema apibrézia stabiliyjy
pasiskirstymy traukos srit] (skirstinys pasizymi tomis paciomis savybémis, kaip ir traukos srities
skirstinys), tikétina, kad ir stebéjimai priklausys stabilaus pasiskirstymo traukos sriciai, ir tokiu biidu, ja
galima modeliuoti pagal stabilyjj pasiskirstyma [12].

1982 metais Engle pristac¢ius ARCH modeliy klase, o véliau 1986 m. Bollerslev [9] apibendrintg
ARCH modelj GARCH, modeliai sudaré alternatyva modeliavimui pagal stabilyjj pasiskirstyma,
kadangi abu turi sunkesnes uz normaliojo pasiskirstymo uodegas. Tai pagrindiné priezastys dél ko Sie

modeliai iki $iol placiai naudojami finansiniame modeliavime.

1.2.2. HETEROSKEDASTISKUMAS

Kita svarbi akcijy grazy savybé yra heteroskedastiskumas arba dispersijos nepastovumas. Gerai
zinomas faktas, kad akcijy grazy dispersija yra kintanti laike ir yra pastebimi dispersijos didéjimo ir
mazéjimo klasteriai. Dispersijos kitimo suvokimas yra svarbus, norint suprasti ir prognozuoti biisimas
grazas. Paskutiniu metu daznai naudojami ARCH $eimos modeliai atspindi batent $ig savybe. Zemiau
pateiktuose grafikuose pavaizduotos laiko eilutés be dispersijos klasteriy (pav. 4) ir su dispersijos

Klasteriais (pav. 5).

Be dispersijos klasteriskumo

Laikas

4 pav. Grazos be dispersijos klasteriy

Dispersijos klasteriSkumas

ot il LN
AT

Laikas

5 pav. Grazos su dispersijos klasteriais
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1.2.3. ASIMETRISKUMAS

Finansinéje literatiiroje pateikiamuose paskutiniuose tyrimuose (Hong ir Kiti, 2006)[13],
i1Sskiriami du asimetrijos tipai. Pirmasis tipas — tai asimetrija pavieniy akcijy grazy, kuri per paskutinius
du deSimtmecius buvo placiai iSnagrinéta daugelyje darby. Antrasis — tai priklausomybiy tarp akcijy
asimetrija: akcijy graZos stipriau koreliuoja rinkos nuosmukio metu, nei per rinkos pakilima. Si savybé
vadinama ,,asimetrine priklausomybe‘. Tokios asimetrinés priklausomybés jrodymai buvo publikuoti
keliy autoriy per paskutinj deSimtmetj: Longin ir Solnik (2001)[19], Ang ir Bekaert (2001)[3], Ang ir
Chen (2002)[2] - visi autoriai pazyméjo, kad koreliacijos tarp akcijy grazy yra didesnés mesky rinkos
metu nei buliy (Andrew J. Patton, 2012)[27]. Todél modeliuojant ne pavienes akcijy grazas, o portfelius
susidedancius i keliy ar keliy Simty akcijy svarbu vertinti priklausomybes, kas leidzia sumazinti
portfelio rizika. Tokiu budu, esant iSvardintiems poZymiams nagrin¢jamame portfelyje, aproksimuoti

modelj daugiamaciu normaliuoju pasiskirstymu negalima, nes jis neatvaizduos i$vardinty savybiy.

1.3. AUTOREGRESINIAI SLENKANCIO VIDURKIO MODELIAI ARMA(P,Q)

Sis modelis buvo sukurtas Peter Whittle 1938 metais. Daugelio laiko eilu¢iy negalétume apragyti
vien slenkanciojo vidurkio (MA) arba vien autoregresiniai modeliais (AR). ARMA modeliai yra ty
dviejy modeliy apjungimas. Sj modelj galima sudaryti stacionarioms eilutéms.

Apibrézimas. Procesas ¢&; vadinamas stacionariu siaurgja prasme, jei jo daugiamaciai
pasiskirstymai nepriklauso nuo postiimio laike, t. y.

Frpte() = Feppe, e (), Ve, t €T k=12, jei (4 +T) €T 1.2)
Laiko eiluciy analizéje dazniausiai naudojamas kitas stacionarumo apibrézimas.
Apibrézimas. Procesas ¢; vadinamas stacionariu placigja prasme, jei jo matematinis vidurkis

ir kovariaciné funkcija nepriklauso nuo poslinkio laike, t. y. Jei

m(t) = m(0), R(t,s) = R(t —s,0), Vt,s€T

T.y. suskaidzius steb&jimus j atskiras grupes, kiekvienos grupés vidurkis turi biiti toks pats ir laiko eilutés
stebéjimy kovariacija (dispersija) turi nepriklausyti nuo laiko.

Toliau procesg vadinsime stacionariu, jei jis stacionarus placigja prasme.

Apibrézimas. Stacionarus procesas &, vadinamas ARMA(p, q) procesu, jei jis tenkina lygybe

Se=utarée g+t apéept e+ big g + by y+ -+ byEr_g, t EL, (1.3)

kur &; — baltas triukSmas.

Apibrézkime sekancius polinomus:

P(z)=1—-a;z——a,z?


http://en.wikipedia.org/wiki/Peter_Whittle
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Q) =1+biz+ -+ byz?
Panaudojant vélinimo operatoriy ir jvestus polinomus P(z) ir Q(z) , ARMA(p, q) procesag galime
uzraSyti:

P(L)§ = Q(L)e, p=P(1)EE, (1.4)

ARMA modelis bus vienareikSmiSkai identifikuojamas ir apibréS stacionary process, jei
pareikalausime, kad
P(z) # 0,kai |z| <1, (1.5)
Q(z) # 0,kai |z]| < 1.
Beto P(z) ir Q(z) neturi bendry Sakny [15].
Po optimaliy parametry p ir g apskai¢iavimo, like nezinomi modelio parametrai
W62, ay, e, Qp, by, ..., by tandami maksimalaus tikétinumo metodu, darant prielaidg apie &;

pasiskirstyma.

1.4.  APIBENDRINTI AUTOREGRESINIAI SALYGINIO
HETEROSKEDASTISKUMO MODELIAI GARCH

Kaip ir regresin¢je analizéje, kur svarbig klase sudaro heteroskedastiniy paklaidy (t.y. su
nepastovia dispersija) regresijos modeliai, aprasant finansinius duomenis svarbiausig vietg uzima
vadinamieji sglyginio heteroskedastiSkumo modeliai. HeteroskedastiSkumas apibiidina stebimo dydzio
dispersijos nepastovuma laike. SalygiSkumas suvokiamas kaip priklausomybé nuo netolimos praeities
stebéjimy. GARCH modelis buvo pasitllytas Bollerslevo 1986 m. [9] ir yra panaSus | ARMA modelj,
ta¢iau ARMA modelyje salyginé dispersija yra pastovi. Kokia jtaka tai turi akcijy modeliavimui?
Sakykime, esame pastebéje, kad paskutinés akcijy grazos turéjo didesne dispersija nei jprastai, todél
galima tikétis, kad ir sekancig dieng grazy svyravimas bus didesnis nei jprastai, taciau ARMA procesas
dél pastovios dispersijos Sios savybés neatvaizduos. Taciau sukurtas GARCH modelis atspindi
dispersijos svyravimy padidéjimy ir sumazéjimy klasterius[9].

Sakysime, kad &; tenkina apibendrintg autoregresinj salyginio heteroskedastiSkumo GARCH(r,s)
(angl. Generalized autoregressive conditional heteroskedastic) modelj, jei

$¢ = Ot&t (1.6)
kur &; pasiskirstes pagal tam tikrag désnj, dazniausiai, ,~N(0,1) ir yra nepriklausomi, o o, tenkina
0f = Qo + @0y ot @0l + Brfeg o BiSlg =

_ 2 2
=ay+ Z?:l a0 ; + Zl‘g=1 ﬁift—i,

r=0s=0,

ap>0,a;20,i=1,..,r1,



18

pi=0i=1,..,5s.
Be to &; — stochastiskai (statistiSkai) nepriklausomi. Jei r = s = 0, tada &, — baltasis triukSmas.
Nors iSraiSka (1.6) primena ARMA proceso apibrézimg su autoregresijos eile p ir slenkancio
vidurkio eile g, ta¢iau tai néra ARMA procesas, nes £Z néra procesa o/ atnaujinantis baltas triuk§mas.

Proceso sugeneruotg pagal GARCH modelj besglyginis ekscesas isreiSkiamas:

_ B _ Eot
k, = Eey Va Fo? >V, a7

¢ia v, yra g, eksceso koeficientas. IS Sios nelygybés seka, kad GARCH modeliu generuojami dydziai
turi sunkesnes uodegas [32].
GARCH(p,q) modelis su nepriklausomomis ir vienodai pasiskirs¢iusiomis triuk§mo
komponentémis &, kuriy E(g,) = 0, E(g?) = 0, yra stacionarus, jei
im1+ X5 B < 1. (1.8)
Jei galioja i nelygybé, tai GARCH(p,q) procesas turi stacionary sprendinj, 0 besalyginé dispersija
lygi

Var(&,) = 1—2112:—25_1131- < o0, (1.9)

Akivaizdu, jei Xi_; a; + Xj=1 fj = 1, GARCH modelio besalygin¢ dispersija lygi begalybei.

GARCH parametry apskaiciavimas. GARCH parametry vertinamas gali buti atliekamas
maziausiy kvadraty metodu, kvazi-didziausio tikétinumo funkcija (angl. quasi-maximum likelihood
function) ir didziausio tikétinumo funkcija (Zr. sk. 1.6.1). Dazniausiai literatiiroje yra sutinkamas kvazi-
didziausio tikétinumo metodas, taciau §is parametry apskaiCiavimo biidas, tinkamas tik tada, kai
triuk§mo dedamoji &; yra Gauso, o tai néra realistiné prielaida. Empiriniai testai rodo, kad triuk§mo
dedamoji daug geriau yra suderinama su Stjudento arba apibendrintu normaliuoju (angl. Generalized

error distribution) pasiskirstymais.

1.5. ARMA-GARCH MODELIS
Apjungus anksciau aprasytus ARMA(p,q) ir GARCH(r,s) modelius, gaunamas ARMA(p,q)-
GARCH(r,s) modelis. Siame modelyje stebimas dydis aprasomas ARMA procesu, 0 ARMA proceso
liekanos aprasomos GARCH modeliu.
ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelis nusakomas Siomis lygtimis:
= Moy @i&ei + Z?:l bjer_j + & (1.10)

E = OtZ

T S
2 _ 2 2
of =agp+ E a0 +ZBi€t—i
i=1 =1
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¢ia &, — graza laiko momentu t, z; — nepriklausomy vienodai pasiskirsCiusiy atsitiktiniy dydziy seka,
kuriy E(z,) = 0,E(z?) = 1,i§ ¢ia seka, kad &, — stochastiskai nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, kuriy
E(g) = 0,E(e?) = a? [32].
Atsizvelgiant | modeliuojamos sekos empirines savybes, Siame darbe taikysime prielaidas, kad z;
pasiskirstes:
e Stjudento t(v)
e Asimetrinj Stjudento

e -stabilyjj

1.6. MODELIO PARAMETRU VERTINIMAS MTM BUDU
1.6.1. MAKSIMALAUS TIKETINUMO METODAS
Tarkime turime n ilgio nepriklausomy ir vienodai pasiskirs¢iusiy dydziy seka {x;, x5, ..., X5} SU
tankio funckija f(x), kurios parametrai 8 yra nezinomi. Tada daugiamacio pasiskirstymo funkcija lygi:
f(x1, X2, 0, %] 0) = f(x116) - f(2]0) - ...r £(x|0)
Jei stebéjimus x4, x5, ..., X, laikysime fiksuotais pasiskirstymo funkcijos parametrais, o tuo tarpu

6 —funkcijos kintamaisiais, gauname didziausio tikétinumo funkcija:
n
L1031 20) = G 2,50l 0) = | [ £ il 0)
i=1
Praktikoje daug patogiau naudoti tikétinumo funkcijos logaritma.
n
InL(O|xy, x5, ..., xp) = Z In f(x;|0)
i=1

Jei stebéjimai yra pasiskirste pagal normalyj] pasiskirstymg su neZinomais parametrais 6 =

{u, 5%}, tada

n

In L(6| =% { L -L"_’?Z}
nL(@|x{, x5, .., % =Zn e 20
1 X2 n £, o
n 2
=Z —lln2ﬂ—lna—(xl_u)
. 2 202
l:

Nezinomy parametry jverciai randami :

6 = arg ?E%(Ln(e) (1.11)



20

1.6.2. ARMA-GARCH SU SUNKIOMIS UODEGOMIS PARAMETRU VERTINIMAS
Tegu (&4, ..., &) yra n ilgio ARMA-GARCH modelio realizacija. ARMA-GARCH parametry
apskaiciavimo algoritmas vykdomas sekanciais zingsniais:
1. Stebétos laiko eilutés inicializavimas
2. Nezinomy modelio parametry 6 inicializavimas
3. Liekany tankio funkcijos aprasymas
4. Tikétinumo funkcijos apskai¢iavimas
5. Modelio parametry radimas netiesinio optimizavimo metodais
Sio algoritmo eigoje i§ stebéjimy eilutés ir nustatyty pradiniy parametry reik§miy isreiskiamos
ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelio liekanos. Jeigu s=q, pradinés reikSmés
2

$0r v r E1-(s—q)=pr E—stps wr €125, 04 o, 1 leidZia apskaiCiuoti £,(0), kai t = —s+q+1,..,n ir

G.2(0), kait =1,..,nis

& =&0)=¢& —ap— Z?:l a;(§t-1—ag) — Z?:l bi&j, (1.12)
2 =6,%0) = a)+2aat l+2ﬁ]et —j»
. _ &
Z, = ,

Kai s < g, reikalingos pradinés reik§més &, ..., &1 (s—q)=p» £0» -+ » E1-5) GG s O1r-
Galiausiali, filtravimo biidu iSreiskus liekany Z; ir dispersijy 6, sekas, maksimizuojame tikétinumo
funkcija:

~

0 = argmax L, (),
kur 8 — nezinomi ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelio parametrai.
DidZiausio tikétinumo funkcija, esant prielaidai, kad ARMA(p,q) - GARCH(1,1) modelio
triuk§mo dedamosios yra pasiskirsc€iusios pagal Stjudento pasiskirstyma (kuris pasiZymi sunkiomis

uodegomis), apibréziama:

=57 [InT (22) — 0 (%) =i - 2)) — 2o — (22)in ( fz S| IEEE)

Taciau i8kila viena problema susijusi su Sia parametry apskai¢iavimo metodika. Kaip minéta
anksciau Siame skyriuje, priklausomai nuo modelio eilés (p,q,r,s parametry reikSmiy) reikalingas tam
tikras skai¢ius pradiniy &, &_4, ..., 62, 624, ... reik§miy, kurie néra stebimi dydziai, o yra isreiskiami per
&1 €0, €1, ... Taiau dydziai &,,¢_1, ... taip pat néra stebimi, nes duomeny eiluté yra &, ...&,.

Todél daroma prielaida, kad esant pakankam n, priklausomybé nuo pradiniy (nestebimy) reikSmiy
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18nyksta, tod¢l jy pradinis parinkimas neturés jtakos MTM jverciui. Taciau reikia turéti omenyje, kad tai

yra sudétingas klausimas.

1.7. ARMA-GARCH MODELIO ADEKVATUMO VERTINIMAS
Siame skyrelyje i$vardintos pagrindinés statistikos ~ ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelio
tinkamumui tikrinti.
1) Augmented-Dickey Fuller testas
Vienas i§ budu patikrinti laiko eilutés stacionarumg yra atlikti ADF (Augmented-Dickey Fuller)
testa. ADF testas tikrina, ar nagrin¢jama eiluté turi vieneting Saknj. Taikant ADF testa, norint patikrinti,

ar kintamasis y: yra stacionarus, sudarome regresija:

Ye=CH QY1 t &
k

Ye=C+ @Y1+ Z YiAye—j + &
j=1

Si regresija pertvarkoma j tokia:
Ayy=c+6y;1te O6=¢—-1
Tikrinamos hipotezés:
Ho: 6 = 0 (kintamasis y, néra stacionarus ir yra integruotas bent 1-a eile)
Hi: 6 < 0 (kintamsis y; yra stacionarus)

Testo statistika:

5
t=—F%
SE(0)
Jei t = SEL(S) < T4 , galime atmesti hipoteze Ho (7, yra Dickey-Fuller t- statistikos reikSmé)

2) Ljung-Box testas (Q statistika)

Testas taikomas laiko eilu¢iy ARMA(p,q) modelio liekanoms. Testas tikrina, ar yra statistiskai
reikSmingy  autokoreliacijy tarp modelio liekany. Jei autokoreliacijy reikSmés yra statistiSkai
reikSmingos, daroma i§vada, kad ARMA(p,q) modelis taikomas nekorektiskai.

Ljung-Box testo hipotezés apibréziamos:

Ho:p1=ps=-=pm=0
Hq: bent vienas nelygus nuliui

Cia p; yra i-0jo vélavimo (angl. lag) autokoreliacija. Skai¢iaus m parinkimas turi jtakos testo
rezultatui. Jei N yra steb¢jimy skaicius, rekomenduojama parinkti m = log(N).

Tikrinamas hipotezes taip pat galima apibrézti sekanc¢iu btdu:

Ho: néra autokoreliacijos tarp modelio paklaidy

Hi: yra paklaidy autokoreliacija
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Sprendimas dél hipoteziy priimamas apskaiciuojant statistika:

Q=T +2) X\ (T - D7 pf~ xo(k —p —q), (1.14)
kur T — stebéjimy skaiCius, k — vélavimo periody skaicius, p; — i-0jo lago autokoreliacijos jvertis, a-
reik§mingumo lygmuo, p — AR, 0 g — MA eilé.

Jei apskaiciuota Q - statistikos reik§mé yra maZesné uz kritine teorinio y2(k — p — q) skirstinio
reikSmg¢ (ar pagal Q-statistikg nustatyta reikSmingumo tikimyb¢ yra didesné uz pasirinkta reikSmingumo
lygmenyj), daroma isvada su (1 — @) reikSmingumu, kad paklaidos neautokoreliuoja ir modelis sudarytas
adekvaciai.

Salyginiam heteroskedastiSkumui (arba ARCH efektui) tikrinti gali bati taikomi keli zemiau
aprasyti testai.

3) Q2 Testas
Q? testas, tai jprastas Ljung-Box testas, tik jis taikomas modelio kvadratinéms liekanoms,
norint patikrinti salyginj heteroskedastiSkuma. Tikrinamos sekancios hipotezés:
Ho: néra autokoreliacijos tarp kvadratiniy paklaidy

Hq: yra autokoreliacija tarp kvadratiniy paklaidy

4) Lagranzo daugiklio testas
Sis testas buvo pasitlytas Engle (1982). Testas ekvivalentus jprastai F statistikai, tikrinant

hipoteze apie tiesines regresijos koeficienty lygybe nulivia; =0 (i = 1, ...,m)

E=ptaéf ++aéi,te t=m+1,.T,
¢ia &; — modelio paklaida, m — modelio eilé, T — duomeny dydis. Tikrinamos hipotezés:

Hy:ai==a, =0
H,: bent vienas nelygus 0

Tada pazyméjus SSRy = Yt 1(E2 — @)?, kur @ = 1/T Y.T_, &2 ir yra &2 vidurkis, bei
SSRy = YT ,.+1(€3)?, kur &2 — modelio liekanos, gauname F statistika:

_ (SSRy — SSR,)/m
~ SSR,/(T —2m — 1)

Pagal H, hipotezg statistika F asimptotiskai yra pasiskirsCiusi pagal chi-kvadrato désni su m
laisvés laipsniu. Jei F > x4 (a), kur x2,(«) yra virSutiné 100(1 — &) procentilé, arba p statistikos F

reikSmé yra mazesné uz a, H, hipotezé yra atmetama.

1.8. SUDERINAMUMO HIPOTEZIU TIKRINIMAS
Taikant ARMA-GARCH modelj atskiru klausimu nagrinéjamas liekany pasiskirstymo désnio
parinkimas. Norint priimti arba atmesti hipotezes apie stebimojo atsitiktinio dydzio pasiskirstymo

funkcija, gali buti taikomi keli kriterijai.
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Kolmogorovo-Smirnovo suderinamumo testas. Kolmogorovo-Smirnovo suderinamumo testas
remiasi tuo, kad (tuomet kai teisinga nuliné hipotezé apie skirstinj) empiriné skirstinio funkcija negali
labai skirtis nuo teorinés. Kolmogorovo-Smirnovo testo didziausias privalumas yra jautrumas
skirtumams tarp dviejy nagriné¢jamy iméiy pasiskirstymy kreiviy formy ir padéciy (arba empirinés ir
teorinés kreiviy).Kolmogorovo-Smirnovo teste naudojama statistika skai¢iuoja atstumg tarp dviejy
lyginamy im¢iy pasiskirstymo funkcijy.

Empirinio pasiskirstymo funkcija F, visiems n vienodai pasiskirs¢iusiems stebé¢jimams X;

apibéziama:

1 n
R == Ixer,
i=1

kur Iy, <, — pozymio funkcija, kuri lygi 1, jei X; < x ir 0 prieSingu atveju.
Kolmogorovo-Smirnovo statistika apibréztai pasiskirstymo funkcijai F(x) lygi:
D = Vn supy|E,(x) — F(x)| (1.15)
Jei nagrinéjama imtis priklauso pasiskirstymui F(x), tada D,, konverguoja j 0 beveik visur, kai n
artéja prie begalybes.
Praktikoje, norint tinkamai apskai¢iuoti statistikg ir priimti arba atmesti hipoteze, reikia
pakankamai didelés imties.
Anderson-Darling suderinamumo testas. Sis testas yra alternatyva prie§ tai apradytam
Kolmogorovo-Smirnovo suderinamumo testui. Anderson-Darling testu tikrinamos sekancios hipotezés:
Ho:  Imtis pasiskirs¢iusi pagal tam tikra pasiskirstyma.
Hi:  Imtis néra pasiskirs€iusi pagal tam tikrg pasiskirstyma.
A-D teste apskaiciuojama statistika:
A>=—-N-5,

§ =3 ED I F() +In(1 = F(Vyyq-))]- (1.16)
F — apibrézta pasiskirstymo funkcija, Y; — surikiuota imtis.
Jeigu apskaicCiuotos statistikos A reikSmé yra didesné negu kritiné reikSmé (kritin¢ reikSme
priklauso nuo tiriamojo pasiskirstymo), tada hipotezé apie pasiskirstymy suderinamumg yra atmetama.
A-D testa galima taikyti ir keliy seky lyginimui, iSkeliant hipoteze, kad visos nagrinéjamos imtys
priklauso tai paciai pasiskirstymo funkcijai.
Hy: F; = =F
H,: bent viena seka turi kita pasiskirstymaq .

Cia F — neapibrézta pasiskirstymo funkcija.
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1.9. STABILIEJI PASISKIRSTYMAI

Stabilusis pasiskirstymas plac¢iai naudojamas finansiniy grazy modeliavime, nes jis atspindi tas
empirines savybes, kurias negali atvaizduoti Gauso pasiskirstymas.

1960-aisiai metais Mandelbrot[21] pasiiilé a-stabiliaus pasiskirstymo panaudojima dél jo tinkamy
savybiy. Stabiliyjy pasiskirstymy Seima ne tik atvaizduoja sunkigsias uodegas ar asimetrijg, bet ir
priklausomybé nuo keturiy parametry (aq, o, Yo, 80), vietoj dviejy Gauso atveju, suteikia daugiau
lankstumo aproksimuojant ir modeliuojant duomenis. Kita svarbi priezastis yra tai, kad Sie
pasiskirstymai turi traukos sritj (n.v.p. stabiliyjy a.d. sumos pasiskirstymas taip pat yra stabilusis), kas
suteikia modeliams stabilumo, t.y. duomenys su nedideliais pakitimais atitiks pasiskirstyma, kuris taip
pat priklausys $iai Seimai [5].

Nors néra bendros analitiskai apibréztos tankio f ar pasiskirstymo funkcijy F formuliy (iSskyrus
atskirus Zinomus atvejus — normalyjj, KoS$i, Levy), taciau yra sukurtos patikimos kompiuterinés
programos, leidziancios dirbti su Siais pasiskirstymais [25] . Parametras a vadinamas désnio rodikliu,
arba stabilumo rodikliu ir yra apibréziamas ribose 0 < @, < 2. Parametras 5, vadinamas désnio
asimetrijos koeficientu, ir yra apibréztas ribose —1 < B, < 1. Jei S, = 0, tada pasiskirstymas yra
simetrinis, jei B, > 0 jis jgyja teigiamg asimetrijg (iStempta pasiskirstymo desiné pusé), jei S, < 0,
pasiskirstymo kairé pusé yra labiau iStempta. Parametrai «, ir , nulemia pasiskirstymo pavidala.
Parametras y, yra mastelio parametras, ir gali biiti bet koks teigiamas skaicius. Parametras §, yra

padeties parametras, jis pastumia funkcijg j desing, jei 6, > 0 ir j kaire, jei §, < 0 [25].

Symmetric ostable densities, =0, y=1,8=0

o=05

6 pav. a — stabilaus pasiskirstymo tankio funkcijos priklausomybé nuo ao, kai po=0



25

Skewed stable densities, f=0.5y=1,8=10

o=0%
o=0.7%
o=10 [
o=1.25

0.5k

7 pav. a — stabilaus pasiskirstymo tankio funkcijos priklausomybé nuo ao, kai o= 0.5
Saltinis: http://math.bu.edu
Atskiri stabilaus pasiskirstymo atvejai:
e Kai a, = 2, stabilusis pasiskirstymas susiprastina j Gauso su dispersija lygia 2y,?2, vidurkiu &,,
asimetrijos 8, koeficientas neturi jtakos.
e Kaiay =1ir B, = 0 pasiskirstymas susiprastina j Kosi.
o Kaiay,=1/2irf, =1 pasiskirstymas virsta Levy pasiskirstymu.

Paini problema susijusi su stabiliaisiais pasiskirstymais yra jy parametry interpretavimas.
Egzistuoja maziausiai 10 skirtingy stabiliojo pasiskirstymo parametry apibrézimy [12], todél svarbu
suvokti kokj parametrizavima naudoja autoriai. Egzistuoja du pagrindiniai parametrizavimo budai, kurie
zymimi  S(ag, Bo,Y0,00;0) ir S(ag, Bo, Vo, 81;1). Praktiniuose skaiciavimuose rekomenduojama
naudoti S(ay, Bo, Yo, 09; 0) parametrizacija dél patogesnio skaiCiavimo ir paprastesnio intuityvaus
suvokimo. Parametrai ay, By, v, turi vienodas prasmes abiejose parametrizacijose, skiriasi tik padéties
parametro prasmé. Siame darbe buvo naudojama S, parametrizacija (pirmoji), todél toliau pateikiama
informacija yra apie S(ay, Bo, Yo, 90; 0).

Sakoma, kad atsitiktinis dydis X yra pasiskirstes pagal stabilyjj désnj, jei jo charakteristiné funkcija
gali biti uzraSyta:

Eexp(iuX)
exp(—yo™|ul™[1 + iBo(tan =2) (sign w) (lyoul* =% — 1] + i6ou) @ # 1

2. . (1.17)
exp(—yo®|u| [1 + lﬁn—o(ﬂgn win(yeluD) ] + LSOu) a, =1

Padéties parametras iSreiSkiamas:

na
61+ Loy tanT ag #+1
60 = 2

81 + PBo ;Yoln(Yo) ap =1
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Svarbu pastebeti, kad B, — asimetrijos parametras, néra taip pat interpretuojamas kaip ir jprastas
asimetrijos koeficientas, kadangi kai a, < 2 pasiskirstymas neturi antros ir aukstesniy eiliy momenty, 0
pagal asimetrijos koeficiento apibréZzima, jis yra lygus treCiojo centruoto momento ir standartinio
nuokrypio tre¢iajame laipsnyje santykKiui.

Svarbi stabilaus pasiskirstymo savybé: kai @, # 2, neegzistuoja antros ir aukstesniy eiliy

momentai, todél neegzistuoja dispersijos, asimetrijos ir eksceso koeficienty iSraisky.

1.10. PAGRINDINIU KOMPONENCIU ANALIZE

Modeliuojant portfelio grazas didziausias sunkumas yra portfelio dydis, kuris tiesiogiai susijes su
laiko sgnaudomis, bei nezinomy parametry skai¢iumi (kuo daugiau nezinomy parametry, tuo didesné
tikimybé, kad modeliuojamos reikSmés nebus patikimos). Vienas i§ galimy biidy sumazinti portfelio
dimensijg yra aproksimuoti grazas regresijos tipo modeliu, kuris priklauso nuo adekvataus (ne per
didelio) parametry skaiCiaus. Parametry skaiiaus mazinimas gali biti atliekamas pagrindiniy
komponenciy analizés (angl. PCA - principal component analysis) bidu.

Pagrindiniy komponen¢iy analizé (PKA) — tai statistiné procedira, kurios tikslas nustatyti
kovariacines priklausomybes tarp kintamyjy aibés elementy. Tiksliau, PKA leidZia nustatyti pagrindines
kryptis, kuriose yra didziausias duomeny i$sibarstymas.

Tarkime, kad 8 paveiksle X —Y aSyse pavaizduoti dviejy kintamyjy duomenys. Pagrindiné
kryptis, kurioje labiausiai issibarstg steb¢jimai yra asyje U, o antroji pagal svarbuma kryptis yra V, kuri
yra ortogonali pirmajai. Patogumo délei, nubraizome U — V asis per duomeny centrg. Jei kiekvieng X —
Y koordinate perkeltume j atitinkama tik koordinaciy sistemoje U — V, duomenys tapty nekoreliuoti,
t.y. kovariacijos tarp U ir V kintamyjy pasidaryty lygios nuliui. Taigi, kiekvienam duomeny rinkiniui,
PKA randa koordinaciy sistema, kuri yra nustatoma i$ pagrindiniy duomeny i$sibarstymo kryp¢iy (U —

V koordinaciy sistema pav.8). Kryptis U ir VV vadinamos pagrindinémis komponentémis.

A

Y

8 pav. Dispersijos kitimo kryptis (1) 9 pav. Dispersijos kitimo kryptis (2)
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Nagrinékime du kintamuosius, kurie beveik tiesiSkai priklausomi (zr. pav. 9). Kaip ir 8 paveiksle,
pagrindinés duomeny dispersijos kitimo kryptys pazymétos aSyje U, 0 antroji kryptis V aSimi. Taciau
Siuo atveju, reikSmés V aSyje yra labai mazos ir yra artimos nuliui. Tod¢l galime daryti prielaida, kad
jos nelygios nuliui tik dél eksperimentinio triuk§mo. Tod¢l asiy sistemoje U — V' galima atvaizduoti
duomenys tik vienu kintamuoju U ir atsisakyti V. Tokiu badu uzdavinio matas buvo sumazintas iki 1.

PKA apskaiciavimas. Pagrindinés komponentés randamos apskai¢iuojant duomeny kovariacijos
matricos tikrinius vektorius ir tikrines reik§mes. Sis veiksmas analogiskas asiy sistemos radimui, kurioje
kovariacijy matrica yra diagonali. Tikrinis vektorius su didziausia tikrine reik§me parodo krypti kurioje
didziausias duomeny iSsibarstymas, asis su antra pagal dydj tikrine reikSme yra (ortogonali) kryptis su
kitu didziausiu i$sibarstymu ir t.t.

Pritaikius tikriniy reikSmiy ir vektoriy apibrézima, uzraSome:

A 0 0
A[x1 Xy x3] = [0 AZ O] [x1 Xy X3]T.
0 0 1
Pazyméjus
A 0 0
CI)=[x1x2x3] |rA: O /12 0],
0 0 A

gauname matricine lygt;:
AD = DA
Normalizavus tikrinius vektorius iki vienetinio ilgio, ir vertinant jy ortogonaluma, gauname:
OPT = T =1.
IS Cia iSplaukia

PTAD = A,

A = OADT .

PKA atveju, matricg A atitinka n X n kovariacijy matrica X. Tada egzistuos jai ortogonali matrica
@, kurios stulpeliuose yra kovariacijy matricos tikriniai vektoriai ir diagonalioji matrica A, Kurios
diagonaléje esantys elementai yra tikrinés kovariacijy matricos reikSmes.

OTxd = A

I tikriniy vektoriy matricg ® galima zitréti, kaip j tiesing transformacija, kuri, kaip 8 pavyzdyje,
transformuoja duomenys i§ asiy sistemos [X, Y] j sistemg [U, V]. Bendruoju atveju tiesiné transformacija
@, transformuoja duomenys j tokius, kuriuose visi kintamieji biity nekoreliuoti. Koreliacijy matrica

naujoje koordinaciy sistemoje lygi A, kurioje ne diagonaléje esantys elementai lygus 0.
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1.11. KOPULA
Apibréziant kopulas, i§ pradziy apsiribosime dvimaciu atveju.
Nelson [23] kopulg apibrézia kaip funkcija:
C:[0,1]> — [0,1], (u,v) — C(u,v) (1.18)
su savybémis
1) Visiems u,v € [0,1] galioja:
C(u,0)=C0,v) =0iIrC(u,1))=uirc(l,v) =v
2) Visiems uq, u,, v4,v, € [0,1] suuy, < u, irv; < v, galioja:
C(uz,v7) — C(up,v1) — C(uy, v3) + C(uy,v1) =20
Naudingesné uz formalyji apibrézima yra sgsaja, kurig galima nustatyti tarp kopulos funkeijy ir
daugiamaciy pasiskirstymy funkcijy. Nagrinékime atsitiktinj vektoriy X = (X, ..., Xy4)'. Sklar (1959)
parodé, kad bet kurig daugiamacio pasiskirstymo funkcija F su marginaliosiomis pasiskirstymy
funkcijomis F;(i = 1, ..., d) galima isreiksti:

F(xq,..,x3) = C(Fy(x1), ..., Fg(x4)) (1.19)
visiems x; € R. C vadinama F funkcijos kopula (Sklar teorema). Tokiu biidu, d-maté kopula yra d-maté
pasiskirstymo funkcija ant d — magio hiperkubo [0,1]¢ su tolygiaisiais marginaliaisiais pasiskirstymais.

Dvi svarbios savybeés:
1. Jei marginaliosios pasiskirstymo funkcijos F yra tolydZiosios, tada C yra vienareikSmiskai
apibrézta [0,1]¢.
2. Kopula yra invariantiné grieZtai did¢jant kintamyjy x; transformacijy reikSmeéms.
Tokiu budu, grieztai didéjant marginaliyjy pasiskirstymy funkcijy reik§méms, kopulos funkcija
gali buti iSreiksta:
C(u) = C(uq, ..,ug) = F(F71(uy), ..., F; 1 (uy)) (1.20)
I$ (1.19) ir (1.20) formuliy matome, kad kopulos sgvoka leidzia paaiSkinti ir apjungti
priklausomybines ir marginaliyjy pasiskirstymy savybes: kopulos funkcija C perteikia informacijg apie
priklausomybine struktiirg tarp dydziy (Xq,..,Xz), 0 marginaliosios pasiskirstymo funkcijos F;
perteikia informacijg apie marginaliyjy pasiskirstymo funkcijy savybes. Kopulos panaudojimas yra labai
patrauklus modeliavimo pozitriu: dél Sklaro teoremos bendrumo, daugiamaciam pasiskirstymui
konstruoti uztenka turéti apibrézta kopulos funkcija ir marginaligsias pasiskirstymo funkcijas. Praktinis
privalumas tas, kad uztenka turéti empirines pasiskirstymo funkcijas, kaip jvesties duomenis,

modeliuojant priklausomybing struktiira.
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1.11.1 PRIKLAUSOMYBIU TARP UODEGU MATAI
Empiriskai pastebéta, jog finansy rinkose labiau tikétina, kad didesni nuostoliai vyks kartu,
tuo tarpu priklausomybés, esant didesnéms grgzom néra tokios stiprios. Norint atvaizduoti tokias
priklausomybes daznai sutinkamos Gauso, Stjudento ir kitos simetrinés kopulos netinka. Todél
modeliuogjant sitloma taikyti tokias kopulas, kurios atspindéty priklausomybiy asimetriskuma
pasiskirstymy uodegose, t.y. stipresnj rysj tarp apatiniy kvantiliy nei virSutiniy.
Norint palyginti priklausomybes uodegose, Coles ir kiti [11] pasitlé matg, kuris apibudinty
asimptoting priklausomybe arba nepriklausomuma tarp dviejy dydziy. Tarkime, kad X ir Y turi vienodus

pasiskirstymus. Tada , jei tarsime, kad $ie du dydziai yra grieztai nepriklausomi:

PX<x,Y<x)=P(X<x)-P(Y<x)=PX <x)?
Jei tarsime, kad dydziai yra idealiai teigiamai koreliuoti (arba lygts, kadangi padaréme prielaida
apie vienoda pasiskirstyma), tada
PX<x,Y<x)=PX<x)=PX<x)!
Tarkime, kad egzistuoja toks koeficientas a, kuris kai jgyja reik§me¢ a = 2 apibtdina dydziy
nepriklausomuma, tuo tarpu, kai @ = 1 daroma i$vada, kad dydziai teigiamai priklausomi. Tokiu budu

transformuojame matg taip, kad jis jgyty reikSmes intervale [0,1]:
2
§=--1
Norédami i§vesti priklausomybés uodegose indeksa, tarkime, kad egzistuoja riba :
= 1im logP(X < Fy!' (w),Y < Fy1(w)
u—0 logP(X < Fyl(w))

kuri bus interpretuojama kaip priklausomybeés uodegose matas. IS ¢ia:

log P(X<Fx *(u)) .
log P(X<Fg(w),Y<Fy1(w))

L(u) =2

(1.21)

yra priklausomumo tarp apatiniy uodegy matas ir

-1
R(u) = 2 — 8P W) _ 4 (1.22)

log P(X>Fx 1 (w),Y>Fy 1 (w))

tarp virSutiniy uodegy.

1.11.2 ASIMETRINE STJUDENTO KOPULA
Viena i§ galimy kopuly, kuri atvaizduoja didesn¢ priklausomybe tarp apatiniy kvantiliy negu

virSutiniy yra asimetriné Stjudento kopulos funkcija.:

Ct(u, RI v, V) = Stde,V,)/(F—l(ul)l ey F—l(u’d)) (123)
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Kur v — laisvés laipsnio skaicius, y = (¥4, ...,Y4) — asimetrijos koeficienty vektorius, R -
koreliacijy matrica, F~' — atvirkstiné pasiskirstymo funkcija, St — d-maté asimetriné Stjudento

pasiskirstymo funkcija.

- 2
-
1 |
O L
1t
|I|llI
—2p [ -
2 —2 0 2
10 pav. Simetriné Stjudento kopula 11 pav. Asimetriné Stjudento kopula

Kopulos sudarymui yra svarbus stochastinis daugiamacio asimetrinio Stjudento pasiskirstymo
apibrézimas:

V=pu+yy+vZ (1.24)

Kur p ir y yra d-maciai vektoriai konstantos, Y pasiskirstes pagal atvirkstinj Gama désnj IG (E, %)

ir nepriklausomais nuo vektoriaus Z, kuris pasiskirstes pagal normalyjj désnj su nuliniu vidurkiu ir

kovariacine matrica £ = [o; ;]. Parametry (v, fl;, 63;, ;) iverciai randami didZiausio tikétinumo metodu.

Radus parametry jvercius, kovariacijos matrica apskai¢iuojama:

£ = (cov(V) — 22— ") 2 (1.25)

(v=2)2(v-4) 2
Placiau apie kopulos sudaryma, daugiamacio asimetrinio Stjudento pasiskirstymo pagalba parasyta 1.12

skyriuje 4 Zingsnyje).

1.12. MODELIAVIMO ALGORITMAS

Siame skyriuje pateikiamas portfelio grazy modeliavimo algoritmas. Tarkime portfelis yra
sudarytas iS r; akcijy grazy (i = 1 ... N), Kur r; ; — Zymi i-0sios akcijos t dienos graza (i = 1...T).

1 Zingsnis: PK analizé ir regresijos modelio sudarymas.

Pagrindiniy komponenciy analizés buidu isskiriamos reik§Smingos komponentés (f;,i =1 ..., K),
kurios turi didZiausig jtaka portfelio dispersijai. Likusios nereik§mingos komponentés apibendrinamos
triukSmo dedamaja. Tokiu buidu kiekviena akcijy grazy eiluté r; yra tiesinis komponenciy darinys plius
nedidelis nekoreliuotas triukSmas

= Zf:l Cifi + Zli\/=k+1 CiPi = Z;{=1 Cifi + g, | = 1, .. N. (126)
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Nustacius pagrindines komponentes ir regresinio modelio koeficientus , buisimas akcijy grazas galime

generuoti:

ri,t = Qq; + Z;(=1 :Bi,jf}',t + ei,t, t = 1, T,l = 1, .. N. (127)

Generuojant bisimus grazy scenarijus, modelis turi atspindéti:
1) stebétas akcijy grazy savybes (sunkios uodegos)
2) faktoriy fj, ir triuk8mo e; ; raidg laike
3) koreliacijg tarp grazy, atsizvelgiant j daugiamacio pasiskirstymo asimetrijg ir ekscesa.
Zemiau pateikiamas §iy problemy sprendimas.
2 Zingsnis: Faktoriy aproksimavimas ARMA (p,q)-GARCH(r,s) modeliu.

Priimame prielaidg, kad portfelio log-grazos pasiskirs¢iusios pagal (1.10) modelj. Atsizvelgus j
visas auks¢iau i$vardintas akcijy savybes, faktorius aproksimuojame ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modeliu.
Atsizvelgiant | tai, kad empiriniai steb¢jimai rodo, jog triukSmo dedamoji u;, (angl. innovations) yra
geriau suderinama su pasiskirstymais, turin¢iais sunkias uodegas, u; , modeliuosime pagal Stjudento (t-
ARMA-GARCH), asimetrinj Stjudento(skew-t-ARMA-GARCH) ir a — stabilyjj (a-stabilus-ARMA-
GARCH).

fit =ajo+ 22:1 aifie-k + Z%:l bj 1€ t-m *+ &t (1.28)

&t = 0j,tUjt

r s
o = Gjo + Z CikOos + Z djmE-m
k=1 m=1
j=1..,Kt=1,..T
Cia K - pagrindiniy komponenéiy skai¢ius.
ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelio parametry apskai¢iavimas vykdomas sekanciais zingsniais:
1. Randame MTM parametry a; g, ..., @jp bj 1, .-, bj g, Cj 0, -5 Cj v, dj 1, .-, dj 5 fvercius su prielaida,
kad u; . yra pasiskirst¢ pagal Stjudento désnj.
2. Turint apskaiiuotus modelio parametrus ir komponenciy eilutes, iSsireiSkiame triukSmy u; .
eilutes.
3. TriukSmo eilute aproksimuojame Stjudento, asimetriniu Stjudento ir a - stabiliuoju
pasiskirstymais MTM bidu.
3 zingsnis: ARMA-GARCH triuk§mo modeliavimas.
Siame zingsnyje, itiriame priklausomybes tarp ARMA-GARCH modelio lickany U; ¢ ir apraSome
jy modeliavimg T + 1 laiko momentu. Priklausomybéms aprasyti panaudosime asimetring Stjudento

kopula.
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Apskaiciavus triukSmo u;, pasiskirstymy (Stjudento, asimetrinio Stjudento, a-stabilaus) MTM

parametry jvercius, sugeneruokime S ilgio sekas. Sugeneravus S ilgio atsitiktiniy dydziy sekas, gauname

empirines seky pasiskirtymy funkcijas T+1 momentu:
—_1ys .
Fﬁj,7+1(x) = EZS:l I{ﬁj._s%st}’x ER,j=1..K (1.29)

Kur ﬁ](ST) +1 (1 <5 < §) yraj-ojo faktoriaus standartizuoto triukSmo s-oji reikSmés realizacija laiko

momentu T+1.
4 zingsnis: Priklausomy triuk§my modeliavimas asimetrinés Stjudento kopulos pagalba.

K-matj empiriniy standartizuoty triukSmy vektoriy & = [#y, ..., x| aproksimuojame asimetriniu
Stjudento pasiskirstymu V = [V, ..., Vk] su v laisvés laipsniu:

V=u+yYy +¥z, (1.30)
kur p ir y yra vektoriai konstantos, Y — pasiskirstes pagal atvirks$tinj gama pasiskirstyma [ G(% ; E) ir yra
nepriklausomas nuo vektoriaus Z~N(0,X), X = [0;;]. Maksimalaus tikétinumo metodu randami
nezinomi parametrai (v, f1;, 6;;, ;) Kiekvienai faktoriaus triuk§mo sekai , kur y = (¥4, ..., Yk )-

Apskaicéiavus visus dydziy Y ir Z parametrus, galime sugeneruoti S scenarijy Y ir nepriklausomai

S scenarijy Z, tada i$ (1.30) galime rasti S scenarijy standartizuoty triuk§my vektoriui & = [#y, ..., Tig],
kurie pasiskirste pagal asimetrinj Stjudento pasiskirstyma. Pazymékime Siuos scenarijus (Vl(s), s VK(S)),
s =1,..,8 ir pazymékime ribinius pasiskirstymus Fy(xq,...,xg) = P(V; < x4, ..., Vg < xi). Tada
zinodami, kad Uf” = F, (V),1 <j < K;1 < s <5, galime sugeneruoti S tolydziai pasiskirsciusio
atsitiktinio vektoriaus (Uy, ...,Ux) scenarijy (Ul(s), U,((S)), s=1,..,5, kurio pasiskirstymas
aprasomas kopulos pagalba:
C(ty, ., ty) = Fy (FV‘ll(tl), ...,F;I(l(tK));O <t;,<1;1<i<K (1.31)
Turédami j-0jo faktoriaus triukSmo pasiskirstymo funkcijg Fa;r., (o-stabilioji, Stjudento arba
asimetriné Stjudento), ir realizacijas Uj(s), 1<j<K;1<s<S, galime sugeneruoti S standartizuoty
lieckany vektoriaus realizacijy (jvertinant priklausomybes tarp vektoriaus elementy ir ribinius

pasiskirstymus) ul) = (u%lfl), u;’ii))s =1, ..., S laiko momentu T+1, su prielaida

uls) = (Fﬁj'm)_1 (VP)1<j<K1<s<S (1.32)

Sugeneravus daugiamatj vektoriy (u%lfl) ) e ugii)) galime sugeneruoti S triukSmy realizacijy i8
(1.28):

5;5121 = (5;14;51)' ---'E;Iii)) = (01,T+1u(71451)' ---'06,T+1u(TIi'S1))'5 =1..,S (1.33)

Taigi i$ (1.28) galime sugeneruoti S faktoriy vektoriaus scenarijy
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) = ( s ,§fT)+1) laiko momentu T+1.

5 zZingsnis: Regresinio modelio liekany aproksimavimas ARMA-GARCH modeliu.
Sekanciame algoritmo zingsnyje aproksimuosime regresinio modelio (1.27) liekanas. I$sireiske
empirines liekanas:
g =T — @ —Yh1Bijfie t=1.T;i=1.,N,
randame ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelio parametrus é; ; sekoms
€t = Gio + Xpe1 JikCit—tc T Lt PimTie-m + i (1.34)

Git = VitZit

' S
2 2 2
Vi =kio+ Z kixvi_y + z Pim4it—m
k m

6 zingsnis: Portfeliy grazy generavimas
Atlike auksCiau apraSytus zingsnius, j regresinj modelj (1.27) jstat¢ apskaiCiuotus parametrus,
sumodeliuoty faktoriy fj, (j = 1,...,K) ir triukSmy &;, (i = 1, ..., N) eilutes, gauname S realizacijy

sumodeliuoty akcijy grazy laiko momentu T + 1.

1.13. RIZIKOS IR EFEKTYVUMO MATAI

Norint, kad investicinis portfelis atnesty didesnj pelna, reikia teisingai parinkti, kokiomis dalimis
investuoti | kiekvieng portfelyje esantj aktyva. Dazniausiai naudojami rizikos ir efektyvumo matai:
standartinis nuokrypis, VaR, CVaR, Sarpo, MAD, Rachev ir pusiau dispersija koeficientas.

1) Standartinis nuokrypis ir dispersija — kintamuma apibréziantys dydziai yra dazniausiai taikomi

rizikos matai. Didelis grazos kintamumas reiSkia didesnj netikruma dél investicijy grazos,
taigi ir didesne rizika [33].

2) VaR (angl. Value at risk)

Kitas pastaraisiais metais vis placiau naudojamas rizikos matas yra vertés pokycio rizika (angl.
value at risk, VaR). Paprastai tariant, $is matas nurodo tikimybeg, kad per tam tikra laikotarp;j bus prarasta
tam tikra investicijy dalis — kitaip tariant, tai bandymas apskaiciuoti didziausius nuostolius, kokiy
investuotojas patirty jvykus maziausiai tikétinam jvykiui [33]. Maziausiai tikétinas jvykis nustatomas
pagal pasirinkta lygmenj a.

Matematinis VaR apibrézimas:

P(R<VaR,) < a. (1.35)
Taigi VaR — tai portfelio vertés a kvantilis.

VaR matas labai populiarus dél interpretavimo paprastumo t. y. rizika vertinama tik vienu

skai¢iumi — nuostoliy dydziu atsitikus mazos tikimybés nepalankiam jvykiui. Taciau VaR turi ir

trakumy. Svarbiausia tai, kad jis néra adityvus, t. y. suma dviejy portfeliy VaR gali bati mazesné uz
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suminio portfelio vertés pokycio rizika. Kita vertus, VaR vertina tik ribinj praradimg ir neatsizvelgia j
galimus gerokai didesnius investicijy praradimus. Siekdamas panaikinti §j trilkuma, Artzner[4] pasialé
alternatyvy rinkos rizikos mata CVaR, tenkinantj adityvumo savybg.

3) CVaR

CVaR vadinamas salyginiu VaR (angl. Conditional VaR), tikétinu vertés stygiumi (angl. Expected
Shortfall) ar tikétinu krastiniu praradimu (angl. Expected Tail Loss) ir reiskia labiausiai tikéting
investicijy praradimo dydj, virsijantj VaR, isreiskiamg salyginiu vidurkiu [31]:

CVaR = E(R|R = VaR) (1.36)

Geometriné VaR ir CVaR interpretacija pateikiame paveiksle zemiau:

Investicijy praradimo R tankis

Plotas 0.05

CVR VaR 5%
12 pav. VaR ir CVaR geometriné interpretacija
Saltinis: Sakalauskas V., 2005 [31]

4) Sarpo rodiklis (angl. Sharpe ratio)

Vienas daZniausiai naudojamy graza ir rizika siejanéiy rodikliy yra Sarpo rodiklis. Jis leidZia
palyginti pertekline graza (faktiné graza minus nerizikinga graza) su portfelio kintamumu, vertinamu
pagal standartinj nuokrypj. Sarpo koeficientas leidzia apskaiGiuoti graza, gaunama uz kiekvienag
prisiimtinos rizikos vienetg [33].

__ portfelio graja—nerizikinga graia

Sarpo rodiklis = (1.37)

portfelio standartinis nuokrypis

Sio rodiklio triikumas yra tas, kad jis vertina vienintelj rizikos mata - standartinj nuokrypj.
5) MAD (angl. Mean absolute deviation) rodiklis
MAD rodiklis parodo vidutinj teigiamg nuokrypj tarp stebimo dydzio ir duomeny vidurkio.

MAD = E(|Rx — ux|) (1.38)
Sio rodiklio reik§mé yra lengviau interpretuojama negu standartinis nuokrypis, ta¢iau daznai yra sunkiau

apskaiCiuojama. Didziausias Sio rodiklio privalumas, lyginant su standartiniu nuokrypiu — jis geriau
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apibrézia nuokrypj nesimetriniams skirstiniams. Be to optimizuojant portfel] pagal §j rodiklj, néra
naudojama kovariacijy matrica ir tokiu biidu yra sprendziamas tiesinio programavimo uzdavinys, tuo
tarpu pagal standartinj nuokrypj — kvadratinio programavimo uzdavinys (Zr. 1.14 sk.).

6) Rachev rodiklis
Rachev rodiklis buvo pasitlytas Biglova ir kt. (2004)[6] metais, ir juo iSreiSkiamas santykis tarp
vidutinio pelno desiniojoje pasiskirstymo uodegoje (CGVaR) ir vidutinio nuostolio kairiojoje

pasiskirstymo uodegoje (CVaR):

Pelnas uodegoje _ CGVaR;_p

Rachev = = (1.39)

Nuostolis uodegoje CVaR{_q

Akivaizdu, kad investuotojas pageidauja kuo didesnés rodiklio reik§més, taciau reikia prisiminti, kad Sis
rodiklis vertina tik ekstremaligsias grazy pasiskirstymo reikSmes, ir ignoruoja vidutines grazas, kurios
sudaro didziaja visy jgyjamy reikSmiy dalj, todél negalima daryti i§vady tik pagal §j rodikl;.

7) Pusiau dispersija (angl. Semivariance)
Pusiau dispersija charakterizuoja neigiama pasiskirstymo rizika (angl. downside risk) ir vertina, grazy

esanciy zemiau (kairiau) nuo grazy vidurkio, rizika.

Semivariance = %Zﬂid(ri —7)?) (1.40)

Dél savo paprastos interpretacijos $is rodiklis yra labai placiai naudojamas.

1.14. SVORIU OPTIMIZAVIMAS
Optimaliy svoriy apskai¢iavimas gali biti atlickamas minimizuojant (maksimizuojant) vieng i$
auks¢iau apra$yty rizikos ar efektyvumo maty. Siam tikslui sudaromi optimizavimo uzdaviniai.
1) Dispersijos minimizavimas

Minimalios dispersijos optimizavimo uzdavinys uzraSomas:

min w’ Qu, (1.41)
w

Yiw; =1,

Wmin < w; < Wmax:

¢ia w- ieSkomi svoriai, 0 — akcijy grazy kovariacijy matrica, wyin, Wmax — SVOTriy apribojimai.

Sis uzdavinys gali bati pertvarkytas ir sprendziamas, kaip kvadratinio programavimo uzdavinys:
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Kvadratinio programavimo Minimalios dispersijos optimizavimo
uzdavinys: uzdavinys:
1 ] TQ
min d"b +-bD b @ 2w
w

E—
Ab > b,

Eb=b Ewi=1

i

Wmin < Wi < Wmax

13 pav. Vidurkio-dispersijos kvadratinis optimizavimo uzdavinys

CiaD = Q,b = w, d = 0, A— apribojimy(nelygybiy) matrica, E - apribojimy(lygybiy) matrica, by, b; -
apribojimai.
2) Sarpo koeficiento maksimizavimas

Svoriy apskai¢iavimo uzdavinys, maksimizuojant Sarpo koeficienta, uzraSomas:

m uTw—rf
X—
(3 (wTQw)l/Z '

Yiw; =1,

Wmin S W; < Wpay-

(1.42)

Cia 1 — nerizikinga graza.

Taciau tokioje formoje néra paprasta rasti sprendinj, nes tikslo funkcija néra iskila. Todél viena i$
optimizavimo strategijy yra efektyviyjy portfeliy kreivés radimas vidutinés grazos ir standartinio
nuokrypio aSyse. NubréZzus liesting i§ tasko (0,77) per efektyviyjy portfeliy kreive, salycio taske
randamas portfelis su maksimaliu Sarpo koeficientu [38].

Kita strategija, yra pertvarkyti uzdavinj taip, kad tikslo funkcija tapty iskili ir tada uzduoties
sprendimas atliekamas panaudojant kvadratinj programavima.

Teiginys 1: Portfeliy aibéje W su savybe eTw =1, e =[11..1]7,Vw € W, optimalusis
portfelis x* su maksimalia Sarpo koeficiento reikime randamas, sprendziant uzdavinj su iskila tikslo
funkcija, jvedus papildomg apribojima, kuris nekei¢ia optimalaus sprendinio [38]:

min w"Qw, supapildomasalyga (u—r1e)’w=1
Pastaba: Sprendinys i§ uzdavinio teiginyje 1 turi biiti normalizuotas, tam kad sutapty su uzdavinio i§
(1.42) sprendiniu [38].
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Kvadratinio programavimo uzdavinys: Sarpo optimizavimo uZdavinys:

min d7b + %bTD b min o' Qw
w

ATh > b, )  571/20S] Wpin S ©; < Wpmayx

ETh = b, (k=rre)'b =1

14 pav. Sarpo koeficiento kvadratinis optimizavimo uZdavinys

Cia D=Q,b=w, d=0,A- apribojimy(nelygybiy) matrica, E - apribojimy(lygybiy) matrica

3) CVaR koeficiento maksimizavimas

Modeliuojant portfelio grazas, CVaR reik§mé su pasirinktu lygmeniu 8 apskai¢iuojama:

Vidutinis perteklinis nuostolis

g

1 - )
— ax(Rvan — wR.. 0)
3 Z max(Rvan — WwRg.0)

Revar(w, ) = Ryap + —=

1-3

N’
perteklinio nuostolio tikimybé

salyginis perteklinis nuostolis

~
vidutinis nuostolis, jei ivyksta nuostolis

15 pav. CVaR formulés interpretacija
Saltinis: Yollin, G.,2009 [14]

IS ¢ia, portfelio svoriy radimo uzdavinys maksimizuojant CVaR koeficiento reikSme, apibréZiamas:

_ 11 o
min RVaR + Emzl ds
S=

Apribojimai: dg = Ry, + WR
ds >0

2w =1

16 pav. CVaR koeficiento optimizavimo uZzdavinys

Cia Rg —graza, d; = max(Ry4r — w"Rs, 0). Atstumas d pavaizduotas 17 paveiksle.
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Pelno/nuostolio pasiskirstymas
1-6 B8

014

Dienos graza

17 pav. VaR, CVaR ir atstumo tarp juy geometriné interpretacija

Saltinis: Yollin, G.,2009 [14]

Koeficienty radimg galima spresti kaip tiesinio programavimo uzdavinj.

Tiesinio programavimo uzdavinys: CVaR optimizavimas
: T . 1 1
min e x min (RVaR ti15 =1 ds)
) Apribojimai: dg = Ryqg + R
Ax > b, p ) s VaRr s
ds >0
x. T _ -1 -1 _
Cia, <" =[00 ..0 e 1] Z‘“i _q
xT == [(1)1 (1)2 ...(,l)n dl dS RVar] i
1 .. 1 0 .. 0 O
Fiow B, 0 .. 00 [(1)]
I LT nn 1 O 1 _
A=, ¢ ry 0 1 1 bo_?‘
: | :
vy w7 0 11 0

18 pav. CVaR tiesinio optimizavimo uZdavinys

4) MAD rodiklio optimizavimo uzdavinys

MAD dydj galime uZraSyti:

1 1
MAD = ;2}1:1'2?:1(717 - 7}')“’j| =7 §=1|Z7il=1 ajtwjl’ (1.43)

Cia aj; = (rl-j — rj), j=1,..,n;t=1,..,T - yracentruota j-osios akcijos graza laiko momentu t.

Tada MAD minimizavimo uzdavinys susiveda j tiesinio programavimo uzdavinius:



Tiesinio programavimo uzdavinys: MAD optimizavimas:

nl= |Z?=1 “ff“’f|>

) (Z{=1 )’t> ) <ZZ=1
mm|\—m— mil
T — @

n
Apribojimai: y, + Z apw; =20, t=1,..,T Apribojimai:

n

Yt _Zajtwj >0, t=1,..T
j=1

J

Wmin < wj < Wmax

T

wm ax

19 pav. MAD tiesinio programavimo uzZdavinys

2. TIRIAMOJI DALIS

2.1. VERTYBINIU POPIERIU PORTFELIO SAVYBIU ANALIZE

Siame darbe analizuojamos astuoniy akcijy grazos, stebétos laikotarpyje 2011.07.27-2014.02.26

(650 stebéjimai). Akcijy grazy istoriniy duomeny $altinis ,,Yahoo Finance®.

Saltinis: Konno[16]

Akcijy kainy dinamika

60
|

40

30

20

10

Time

20 pav. Portfelj sudaranc¢iy akciju kainy dinamika




Akcijy grazy grafikai pateikti priede 1.
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Norédami parinkti tinkamg ir adekvaty akcijy log-grazy modelj, analizuojame pagrindines akcijy

statistikas: vidurkj, dispersija, ekscesa, asimetrija, taip pat atlickame suderinamumo testa su

normaliuoju, Stjudento, asimetriniu Stjudento ir stabiliuoju pasiskirstymais.

2.1 lentelé. Istoriniy akcijuy grazy statistikos

Pavadinimas\Statistika Vidurkis Dispersija | Asimetrijos Ekscesas
koeficientas
Alcoa Inc.(AA) -0.00033 0.00047 -0.24731 3.59899
Armstrong World Industries, Inc. 0.00074 0.00044 -0.70841 4.44471
gai\;/(i/ol)Systems, Inc. (CSCO) 0.00061 0.00032 0.48928 15.75270
General Motors Company (GM) 0.00041 0.00047 -0.01918 3.19421
Yahoo! Inc (YHOO) 0.00157 0.00037 0.44835 4.40097
JPMorgan Chase & Co.(JPM) 0.00064 0.00040 -0.18618 3.43320
Micron Technology Inc. (MU) 0.00182 0.00101 0.25882 5.12957
Sirius XM Holdings Inc.(SIRI) 0.00083 0.00049 -0.15279 5.23622

I§ pateiktos 2.1 lentelés galime daryti prielaidg, kad akcijy dienos log-grazos neturéty biti

suderinamos su normaliuoju pasiskirstymu dél asimetriskumo ir teigiamo eksceso. Sig hipoteze

patikriname atlikdami Kolmogorovo-Smirnovo testa.

2.2 Lentelé. Kolmogorovo-Smirnovo testo p-reik§meés

AA

AWI

CSCO

GM

YHOO

JPM

MU

SIRI

p-value

<2.2e-16

<2.2e-16

<2.2e-16

<2.2e-16

<2.2e-16

<2.2e-16

<2.2e-16

<2.2e-16

Hipotezé apie normalyjj grazy pasiskirstyma yra atmetama su reikSmingumo lygmeniu 0.05.

Atlikdami Anderson-Darling suderinamumo testa, tikriname suderinamuma su stabiliuoju,

Stjudento, asimetriniu Stjudento pasiskirstymais. Pasiskirstymy parametrai pateikiami priede 2,3,4.

2.3 Lentelé. A-D suderinamumo testo p-reik§més

AA AWI CSCO |GM YHOO |JPM MU SIRI
Stabilusis 0.59957 | 0.26449 | 0.09587 | 0.19864 | 0.4328 | 0.1966 | 0.2997 | 0.4463
Stjudento 0.31977 | 0.36563 | 0.60362 | 0.43468 | 0.50644 | 0.46229 | 0.41202 | 0.51190
Asim.Stjudento | 0.58860 | 0.61154 | 0.56729 | 0.54800 | 0.58197 | 0.56711 | 0.54013 | 0.57624
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Su patikimumo lygmeniu a = 0.05 priimame hipoteze¢ apie suderinamumg su stabiliuoju,

turime pagrindo manyti, kad $ie pasiskirstymai gali biiti tinkami modeliavimui atlikti.

Stjudento ir asimetriniu Stjudento pasiskirstymais visoms akcijy log-grazoms. Todél parenkant modelj,

Priklausomybés tarp Siy akcijy log-grazy pateiktos Pirsono koreliacijos matricoje 2.4 lenteléje.

2.4 lentelé. Pirsono koreliacijos koeficientai portfelio grazoms

AA AWI CSCO GM YHOO | JPM MU SIRI
AA 1.000 0.523 0.465 0.549 0.355 0.644 0.462 0.414
AWI 0.523 1.000 0.409 0.584 0.415 0.555 0.432 0.344
CSCO | 0.465 0.409 1.000 0.492 0.333 0.486 0.416 0.318
GM 0.549 0.584 0.492 1.000 0.391 0.606 0.444 0.397
YHOO | 0.355 0.415 0.333 0.391 1.000 0.381 0.351 0.337
JPM 0.644 0.555 0.486 0.606 0.381 1.000 0.465 0.410
MU 0.462 0.432 0.416 0.444 0.351 0.465 1.000 0.313
SIRI 0.414 0.344 0.318 0.397 0.337 0.410 0.313 1.000

2.4 lenteléje matome, kad tarp akcijy yra vidutinio stiprumo koreliacija. Laikantis grazy stabilumo

prielaidos, Pirsono Koreliacijos koeficiento apskai¢iuoti negalima, nes tuomet neegzistuoja antras
momentas (zr. skyriy 1.9). Tokiais atvejais gali tikti Spirmeno ranginis koreliacijos koeficientas.

2.5 lentelé. Spirmeno ranginés koreliacijos koeficientai portfelio graZoms

AA AWI CSCO GM YHOO |JPM MU SIRI
AA 1.000
AWI 0.490 1.000
CSCO | 0471 0.438 1.000
GM 0.529 0.541 0.491 1.000
YHOO | 0.339 0.370 0.348 0.361 1.000
JPM 0.564 0.494 0.480 0.563 0.368 1.000
MU 0.408 0.402 0.443 0.429 0.376 0.443 1.000
SIRI 0.334 0.356 0.302 0.347 0.308 0.367 0.284 1.000

Lentel¢je 2.5 matome, kad Spirmeno ranginés koreliacijos koeficientai yra Siek tiek mazesni negu
Pirsono, taCiau visos reikSmés patenka j intervalg [0.284;0.564], todél galima daryti iS§vada, kad
egzistuoja vidutinio stiprumo rySiai tarp akcijy grazy.

Paveiklsle 20 galime jzvelgti, kad egzistuoja priklausomybé tarp rety jvykiy: pikai (didesnés
grazos nei vidutings) ir duobés (mazesnés nei vidutinés grazos) stebimi tuo paciu metu tarp daugelio
nagrin¢jamy akcijy. Priklausomybiy maty reikSmés tarp apatiniy ir virSutiniy 20% reikSmiy pateiktos
priede 5. Palyginkime, ar egzistuoja asimetriné¢ priklausomybe, t.y. ar priklausomybé tarp apatiniy
kvantiliy yra didesné nei tarp virSutiniy.. Lenteléje 2.6 ,,+* paZymétos tos akcijy poros tarp kuriy

koreliacijos apatinése uodegose yra didesnés negu virSutinése.
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2.6 lentelé. Priklausomybiy tarp apatiniy ir virSutiniy uodegy palyginimas

AA AWI CSCO GM YHOO JPM MU SIRI
AA
AWI -
CSCo + +
GM + + +
YHOO |+ + + +
JPM + + + + +
MU + + + + + +
SIRI + + + + + + +

Tik vienos poros atveju, priklausomybé tarp virSutiniy uodegy yra didesné nei tarp apatiniy, todél
daroma iSvada, kad egzistuoja priklausomybiné asimetrija, 0 sudaromas modelis turi atspindéti Sig

savybe. Tokiai priklausomybei atvaizduoti bus taikoma asimetriné Stjudento kopula.

2.2. ARMA-GARCH MODELIO ADEKVATUMO TYRIMAS

Ivertinus nagrinéjamy akcijy savybes (koreliacijas, priklausomybes tarp jvykiy esanciy uodegose)
pagrijsta manyti, kad priclaida apie grazy nepriklausomumg ir vienodg pasiskirstymg negali bati
naudojama modelyje. Kadangi rinkoje stebimos akcijy kainos apima informacijg apie praeities pokycius
rinkoje, nattralu, kad modelis galéty atspindéti priklausomybg nuo praeities kainy. Todél autoregresiniy
(ARMA) modeliy klasé yra kandidatas, norint atvaizduoti priklausomybe nuo praeities duomeny.
TacCiau, kaip parodo empiriniai duomenys, salyginis ARMA modelio homoskedastiSkumas yra
pazeidziamas finansiniuose duomenyse. I§ Cia iSplaukia, kad visas iSvardintas savybes gali atspindéti
ARMA(p,q)-GARCH(r,s) modelis su lickanomis turin¢iomis sunkesnes uodegas.

Kai portfelis yra sudarytas i§ didelio skaiciaus akcijy, kiekvienai akcijai atskirai nustatyti
optimaliausias modelio parametry p,q,r,s reik§mes, yra nemazai laiko reikalaujantis uzdavinys. Todél
siiloma kiekvienai portfelyje esanciai akcijai parinkti vienodg modelj, kurio negalima buty atmesti
daugeliui akcijy. Apzvelgtoje literatiiroje (A.Biglova, S.Ortobelli)[7] portfelio modeliavimui , siiloma
naudoti ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelj :

Tit = Qjo+ aj17j -1+ bj1& -1+ &
&t = Ojeljt

2

_ 2 2
Ojt = Cjot (01t dj1€-1

j=1..8t=1.T
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Cia 77, — J-08i0s akcijos t-ojo stebéjimo log-graza, T — stebé&jimo dieny skaic¢ius. Kadangi turime 650

istoriniy stebéjimy, tai T = 650.

Jei 8is modelis bus suderinamas su didZigja dalimi portfelyje esanciy akcijy, tada jj galétume

taikyti tolimesniame tyrime, neieskant kitokio, galbiit geresnio.

Toliau patikriname, ar nagrinéjamoms log-grazoms galima taikyti $j modelj.

1) I8 pradziy patikriname, ar nagriné¢jamos laiko eilutés yra stacionarios. ADF testo rezultatai

kiekvienai portfelyje esanciai akcijai pateikti 2.7 lenteléje.

2.7 lentelé. ADF testo rezultatai

AA

AWI

CSCO

GM

YHOO

JPM

MU

SIRI

p-value | <0.01

<0.01

<0.01

<0.01

<0.01

<0.01

<0.01

<0.01

Remiantis ADF testo rezultatais, atmetame H, hipotez¢ (eiluté nestacionari ir yra integruota bent viena

eile) su reik§mingumo lygmeniu p = 0.05 ir darome i$vada, kad visy nagrinéjamy grazy stacionarumas

yra statistiSkai reikSmingas.

2)  Atliekame Box-Ljung testa akcijy grazoms 7;, ir kvadratinems grazoms 7% ;, norint nustatyti ar

yra statistiSkai reik§mingi autokoreliaciniai rysiai. Sio testo pagalba tikrinama hipotezé, kad

autokoreliacijy jverciai ikim lago lyghs nuliui (m sitloma parinkti m = log(N), kur

N —

stebéjimy skaicius). Sj testa pakartojus kvadratinems modelio paklaidoms, patikrinsime hipoteze

apie salyginj heteroskedastiSkuma.

2.8 lentelé. Q, Q?, Lagranzo daugiklio testy p-reik§més akcijy grazoms

AA AWI CSCO | GM YHOO JPM MU SIRI
Q(5) 0.046 0.003 |0.194 |0.077 0.012 0.0003 | 0.002 0.013
Q(10) 0.134 0.010 |0.507 |0.180 0.006 0.0002 | 0.004 0.027
Q?(5) <2.2e-16 | 0.004 |0.342 |0.064 <2.2e-16 | <2.2e-16 | 1.25e- | 4.15e-
08 09
Q?(10) <2.2e-16 | 0.001 |0.786 |3.25e-12 | 1.99e-15 | <2.2e-16 | 3.78e- | 1.69e-
08 09
ARCH-LM(10) | 2.76e-13 | 0.008 |0.754 |5.36e-10 | 5.49e-06 |8.1e-15 | 1.17e- | 7.26e-
06 06

I§ 2.8 lenteléje pateikty duomeny matome, kad tik CISCO ir GM atveju, nebuvo nustatyta statistiskai

reikSmingos autokoreliacijos tarp akcijy grazy, bei kvadratiniy akcijy grazy. Kity akcijy atveju, darome

0.95 reikSmingumo iSvada, kad grazos yra autokoreliuotos, bei egzistuoja ARCH efektas.
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3) Toliau sudarome ARMA(1,1) modelj ir tikriname, ar tarp modelio lickany &; egzistuoja

priklausomybé. Jei hipotezé apie autokoreliacijos koeficiento lygybe nuliui atmetama, tada tai yra

nuoroda j tai, kad liekanos yra autokoreliuotos ir ARMA modelis neapraso duomeny korektiskai.

Hipotezg apie liekany nepriklausomuma tikriname Box-Ljung testo pagalba. Testo rezultatai

pateikiami 2.9 lenteléje.

2.9 lentelé. Q, Q?, Lagranzo daugiklio testy p-reiksmés ARMA modelio lieckanoms

AA AWI CSCO | GM YHOO JPM MU SIRI
Q(5) 0.253 0.2267 | 0.132 0.5247 | 0.024 0.7594 0.4972 | 0.071
Q(10) 0.3855 0.015 0.7349 | 0.1546 | 0.033 0.6581 0.0014 | 0.0908
Q2%(5) <2.2e-16 | 0.0004 | 0.316 0.01885 | <2.2e-16 | <2.2e-16 | 2.44e-08 | 4.31e-05
Q2%(10) <2.2e-16 |0.0007 |0.7148 | 8.76e-14 | <2.2e-16 | <2.2e-16 | 5.53e-10 | 7.33e-07
ARCH-LM(10) | 1.982e-12 | 0.2875 | 0.9989 | 1.59¢-10 | 0.01063 1.15e-11 | 5.27e-06 | 2.69e-05

Pateiktoje lenteléje matome, kad hipoteze apie autokoreliacinio rysio liekanose nebuvimg iki 5-

0jo lago su reiksmingumo lygmeniu a = 0.05, galime priimti 7 atvejais, iki 10 lago — 5 atvejais.

Autokoreliacinis rySys tarp kvadratiniy liekany yra statistiSkai reikS§mingas septyniais atvejais, t.y. ne

visi autokoreliaciniai rySiai iki 5-0jo arba 10-ojo lago yra lygls nuliui, kas nurodo j salyginj

heteroskedastiSkumga. ARCH efekto egzistavimg patvirtina ir Lagranzo daugiklio testas ( Ho hipotezeé:

ARCH efektas neegzistuoja). Sios isvados leidzia jtarti, ARMA-GARCH modelio tinkamuma beveik

visoms nagrinéjamoms akcijoms. ARMA-GARCH gali netikti ,,YAHOO* akcijoms, nes yra nustatytas

statistiskai reikSmingas autokoreliacinis rySys iki 10-0jo lago (t.y. reikéty aukstesnés eilés ARMA

proceso), ir ,,CSCO* akcijoms dél ARCH efekto ARMA modelio liekanose neegzistavimo.

4) Pasirinke¢ modelj ARMA(1,1)-GARCH(1,1) tikriname $io modelio tinkamumg atlikdami tuos
pacius testus, tik §j karta ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelio liekanoms.

2.10 lentelé. Q, Q?, LagranZo daugiklio testy p-reikimés ARMA-GARCH modelio liekanoms

AA AWI | CSCO GM |YHOO [JPM |MU |SIRI
Q(5) 018 |004 |35le-06 |019 |031 0.67 |0018 |0.18
Q(10) 036 |017 |2.20e-16 |0.14 |033 073 |006 |o0.21
02(5) 015 |0.80 |1.216e-13 |0.96 |0.91 048 |036 |0.16
Q2(10) 003 |0.97 2.20e-16 | 055 | 0.97 0.84 |051 |0.39
ARCH-LM(10) | 0.06 |0096 |<2.20e-16 |0.26 |0.97 097 |037 |0.82
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IS gauty rezultaty 2.10 lentelé¢je darome iSvada, kad 6 akcijy atveju ( ,,AA*, ,,AWI“, ,,GM*,
,»YHOO®, [JPM*, |SIRI) néra nustatyta statistiSkai reikSmingos autokoreliacijos tarp ARMA(1,1)-
GARCH(1,1) modelio liekany (Box-Ljung testo p reik§més yra didesnés uz pasirinktg reikSmingumo
lygmenj a = 0.05 ). Taip pat SeSioms akcijoms ( ,,AWI“, ,GM*, |, YHOO*, ,MU*, [ JPM*, | SIRI)
nenustatyta statistiSkai reik§Smingo salyginio heteroskedastiskumo arba ARCH efekto. ARMA(1,1)-
GARCH(1,1) model; galima atmesti tik ,,CSCO* grazoms (lickanos yra statistiSkai reikSmingai
autokoreliuotos ir yra reikSmingas ARCH efektas). Kadangi daugumai portfelyje esanciy akcijy log-
grazoms negalime atmesti ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelio, tod¢l biitent §§ modelj naudosime

tolimesniame tyrime.

2.3. PORTFELIO PAGRINDINIU KOMPONENCIU ANALIZE
Nagrinéjamas portfelis yra sudarytas i§ 8 akcijy stebéjimy, todél reikéty kiekvienai akcijai parinkti
adekvaty modelj. Nemazinant portfelio dydzio, uzduotis pareikalauty nemazai laiko, bei didelis
parametry skaicius galéty lemti modelio rezultaty nepatikimumg. PK analizés pagalba randame
pagrindines komponentes, taip sumazindami portfelio dimensija.

PK analizés, atliktos akcijy log-grazoms, rezultatai pateikiami 2.11 lenteléje.

2.11 lentelé. Pagrindiniy komponenciy analizés rezultatai

Komp.1 | Komp.2 | Komp.3 | Komp.4 | Komp.5 | Komp.6 | Komp.7 | Komp.8
St. nuokrypis 0.046 0.023 0.018 0.016 0.015 0.014 0.013 0.012
Bendros 0.523 0.134 0.085 0.069 0.055 0.053 0.044 0.037
dispersijos dalis
Kumuliaciné 0.523 0.657 0.743 0.811 0.866 0.919 0.963 1.000
dispersijos dalis

2.11 lenteléje matome, kad pirmoji komponenté paaisSkina 52% visos dispersijos, o pirmos $esios
komponentés paaiskina daugiau nei 90% visos portfelio dispersijos. Kiekviena i§ likusiy komponenciy
turi maziau nei po 5% jtakos bendrajai dispersijai. Néra grieztai apibréztos taisykles, kiek kintamyjy
dispersijos turi paaiskinti faktoriai, taciau atsizvelgiame j tai, kad kuo daugiau dispersijos paaiSkina
faktoriai, tuo daugiau informacijos apie kintamuyjy elges;j i§laikome pereidami prie faktoriy. Siuo atveju
pasirenkame 90% dispersijos paaiSkinimo ribg, t.y. pirmas Sesias komponentes.

Tokiu biidu, PK analizé¢ leidzia aStuonias koreliuotas akcijy grazas r; pakeisti SeSiomis
nekoreliuotomis laiko eilutémis P;, tardami, kad r; yra tiesinis komponenciy P; darinys. Likusias dvi

P; komponentes su maza dispersija apibendrina klaida €. Pagrindines komponentes toliau bus vadinamos
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— faktoriais. Tokiu budu, kiekviena eiluté r; — tai tiesinis faktoriy darinys su nedideliu nekoreliuotu

triukSmu.

(o)}

8 6
T; =Zcifi +ZCiPi = ZCifi-i-e
i=1 i=7 i=1

Nustate SeSis faktorius, paaiSkinanéius daugiau nei 90% visos dispersijos, faktorinio modelio
pagalba galime generuoti biisimas grazas r;. PerraSome formule (1.27), jstat¢ konkrecias kintamyjy K,
T, N reikSmes: K=6 (pagrindiniai faktoriai), T=650 (dieny stebéjimy skaicius), N=8 (portfelj sudaranciy

akcijy skaicius):
ri,t = Qq; + 2]6-=1 ﬁi,j/‘},t + ei,t t = 1, 650, = 1, ,8 (21)

Priede 6 pateikiami faktorinio modelio koeficientai a;, B; ;. Priede 7 pateikiami stebéti regresinio
modelio koeficienty statistinio reikSmingumo lygmenys (p-reik§més). Kadangi net 5 modeliams visi
koeficientai statistikai reik§mingai skiriasi nuo nulio, galime laikyti, kad modelio taikymas yra

adekvatus.

2.4. FAKTORIU IR LIEKANU ARMA(1,1)-GARCH (1,1) APROKSIMAVIMAS
Nustate SeSis pagrindinius faktorius ir faktorinio (regresinio) modelio koeficientus, toliau
,dirbama‘ nebe su paciomis akcijy grazomis, bet faktoriy eilutémis, o regresinio modelio pagalba (2.1),
griZtama prie grazy.
Kadangi buvo parodyta (2.2. skyriuje), kad ARMA(1,1) - GARCH(1,1) modelio negalima atmesti
daugeliui akcijy grazy, todél butent §j modelj taikome faktoriy modeliavimui. Faktoriy ARMA(1,1) -
GARCH(1,1) modelis:

fit = aj1fjt-1+ bj1& -1+ &
&t = Ojeljt

2 _ 2 2
0t =Cjo+ 10 +dj16 1

j=1,..,6;t =1,..650

ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelio koeficienty MTM reikSmés su prielaida, kad triuk§mo

dedamosios u; , pasiskirs¢iusios pagal Stjudento skirstinj, pateikiamos 2.12 lenteléje.



2.12 lentelé. Faktoriy ARMA(1,1)-GARCH (1,1) modelio MTM koeficienty jverciai

F1 F2 F3 F4 F5 F6

a;; |4365e-02 |6.828e-01 |7.588e-01 |-8.630e-01 | -6.939e-03 | 6.265e-01
b, |-2.026e-03 | -6.642e-01 | -8.377e-01 | 8.840e-01 | 2.632¢-02 | -6.551e-01
Cjo |2.884e-05 |2549e-05 |1.664e-06 | 2.212e-05 | 6.647e-06 | 4.850e-05
cj1 | 6.403e-02 |4.344e-02 |2.079-02 |8.273¢-02 |2.464e-02 | 3.779¢-02
d;; |9.165e-01 |9.100e-01 |9.724e-01 |8.364e-01 | 9.444e-01 | 7.308e-01
v 96347 [37971 [52015 | 4.935 57492  [3.7171
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I$ iy modeliy koeficienty p-statistikos reikSmiy, pateikty 8 priede, matome, kad ne visi

koeficientai yra statistiSkai reikSmingi, ta¢iau modeliuojant eilute tai néra taip svarbu, kaip

prognozuojant. O Sio darbo tikslas, sukurti modelj kuris, imituoty ,,praeities elgesj*.

Faktorinio (regresinio) modelio liekanas (2.1) e; . kiekvienai akcijai taip pat aproksimuojame
ARMA(1,1)-GARCH (1,1) modeliu:

it = 9i1Cit-1+ MiaQie-m1 + Qe (2.2)
Qit = VitZit
Vi = ko + ki vieos + Pi1Gie-
i=1,..,8t=1,..650
Koeficienty MTM reikSmés pateiktos 2.13 lenteléje.
2.13 lentelé. Liekany ARMA(1,1)-GARCH (1,1) modelio MTM koeficienty jverc¢iai
é1 é, é3 €, és ée é; ég

Ji1 1.014e-01 | 0.38015 3.88e-01 1.885e-01 3.200e-01 | 5.392e-01 | 1.761e-01 | 1.477e-01
hi1 -1.24e-01 | -0.42722 | -4.356e-01 -2.136e-01 | -3.61e-01 | -5.71e-01 -2.13e-01 | -1.832e-01
ki, |3.035e-06 | 0.000027 | 3.4714e-05 |8.160e-07 | 2.034e-06 | 1.149e-05 | 1.83e-07 | 9.688e-07
ki1 9.507e-0 | 0.072071 | 7.6183e-02 | 1.572e-02 4.704e-02 | 1.115e-01 | 5.94e-02 | 4.997e-02
pi1 | 8155e-01 | 0.354933 |3.0585e-01 | 9.731e-01 | 5.361e-01 | 7.818e-01 | 1.00e-08 | 1.000e-08
v 6.3503 5.17871 5.193561 5.675 5.1884 6.1641 5.258 5.8746

Siy modeliy koeficienty p-statistiky reik§més pateiktos 9 priede. Siy modeliy koeficientai néra

statistiSkai reikSmingi, taciau aproksimavus ARMA-GARCH modeliu, portfelio grazoms suteiksime

sunkesnes pasiskirstymy uodegas, bei atsispindés priklausomybé laike.
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2.5, ARMA-GARCH MODELIO TRIUKSMO APROKSIMAVIMAS
2.4. skyriuje ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelio MTM parametry jverciai buvo apskaiciuoti,
darant prielaidg, kad triukSmas yra pasiskirstes pagal Stjudento désnj. Norédami parinkti tinkamiausia
pasiskirstyma, isreiskiame triukSmy eilutes ir papildomai aproksimuojame jas asimetriniu Stjudento ir
stabiliuoju pasiskirstymais. Nezinomus pasiskirstymy parametrus randame MTM biidu. Norédami
nustatyti su kuriuo pasiskirstymu faktoriy liekanos yra geriausiai suderinamos, atlickame A-D

suderinamumo testg.

2.14 lentelé. A-D suderinamumo testo p-reik§més

Stjudento Asimetrinis Stabilusis
Stjudento
Uyt 0.58288 0.64428 0.49485
Uy 0.49297 0.57045 0.50195
Us ¢ 0.45254 0.59671 0.56220
Uyt 0.48749 0.50642 0.45627
Us ¢ 0.47005 0.59256 0.64460
Ug ¢ 0.55526 0.62288 0.51326

Lenteléje 2.14 matome, visi Sie pasiskirstymai yra suderinami su ARMA-GARCH modeliy
liekanomis, esant pasikliovimo lygmeniui p = 0.05. Penkioms liekanoms
(U1, Uz Uz e, Ugr, Uge) didZiausia suderinamumo testo p reikSmé gaunama, parinkus asimetrinj
Stjudento pasiskirstyma, o penktojo faktoriaus atveju — stabilyjj pasiskirstyma. Kitame Zingsnyje, daug
karty pakartojus portfelio gragzy modeliavimg esant skirtingoms triuk§my pasiskirstymo funkcijoms,
atlikime suderinamumo testa su pradiniais duomenimis. ARMA-GARCH liekanos buvo
modeliuojamos:

e Visy Sesiy faktoriy liekanos pasiskirs¢iusios pagal Stjudento

e Visy Sesiy faktoriy liekanos pasiskirsciusios pagal asimetrinj Stjudento

e Visy Sesiy faktoriy liekanos pasiskirs¢iusios pagal stabilyjj

e Penkiy faktoriy (1,2,3,4,6) liekanos pasiskirs€iusios pagal asimetrinj Stjudento, o penktojo
faktoriaus - a-stabilyjj. Tokj pasiskirstymy derinj vadinsime - mi$iniu.

Pakartojus testa 1000 karty buvo apskaiCiuotas procentinis santykis tarp jvykiy, kai

suderinamumas yra priimamas su pasikliovimo lygmeniu p, ir jvykdyty testy skai¢iumi.



2.15 lentelé. A-D suderinamo procentinis daznis, esant skirtingiems pasiskirstymams

Stjudento Asimetrinis Stabilusis Misinys
Stjudento
p=0.05 80% 77% 40% 83%
p=0.01 91% 87% 52% 92%
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I§ 2.15 lentelés rezultaty matome, kad didziausias suderinamumo santykio procentas jgyjamas,
naudojant pasiskirstymy mi$inj. Todél tolimesniam tyrimui naudosime asimetrinio Stjudento ir
stabiliojo pasiskirstymy misinj. Pasiskirstymy parametrai pateikti 10 priede.

Regresinio modelio (2.1) triuk§mo komponenciy e;; ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelio (2.2)
lickanoms modeliuoti pasirinktas stabilusis pasiskirstymas. Sis pasiskirstymas yra suderinamas su
visomis liekanomis (zr. 11 prieda), o kadangi regresinio modelio triuk§mo komponentés neturi tokios
didelés jtakos portfelio grazy dispersijai kaip faktoriai, todél nebuvo giliau analizuojami, tiriami ir

tarpusavyje lyginami modeliavimo rezultatai, esant skirtingoms pasiskirstymy funkcijoms.

2.6. KOPULOS PARAMETRU APSKAICIAVIMAS
Isreiske triukSmy sekas u;, 1§ faktoriy ARMA-GARCH modeliy, aproksimuosime jas
daugiamaciu asimetriniu Stjudento pasiskirstymu V = [V, ..., V], kurio stochastinis apibrézimas:

V=pu+yYy+vZ (1.24)

Lenteléje zemiau pateikiami apskaiciuoti koeficientai kiekvienam faktoriui.

2.16 lentelé. Daugiamacio asimetrinio Stjudento désnio parametrai

F1 F2 F3 F4 F5 F6
0.0753 0.0690 0.0732 -0.082 -0.0639 | -0.045
U -0.0739 -0.065 -0.066 0.0804 0.0596 | 0.0580
v 5.44
Matrica £
F1 F2 F3 F4 F5 F6
F1 0.3535 -0.1065 -0.1072 0.0066 -0.0655 | -0.0322
F2 -0.1065 0.2475 -0.0871 -0.0311 -0.0244 | -0.0359
F3 -0.1072 -0.0871 0.3116 -0.0443 0.0099 | -0.0510
F4 0.0066 -0.0311 -0.0443 0.2471 -0.0967 | -0.0454
F5 -0.0655 -0.0244 0.0099 -0.0967 0.3065 |-0.1311
F6 -0.0322 -0.0359 -0.0510 -0.0454 | -0.1311 | 0.2432
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Apskaiciavus Siuos koeficientus, galime generuoti daugiamacius asimetrinius Stjudento
atsitiktinius dydzius. Taciau esame nustatg¢, kad u;, geriausiai modeliuoti ne tik pagal asimetrinj
Stjudento, bet ir pagal stabilyjj, todél priklausomy dydziy modeliavimas buvo atliekamas pagal 1.12
skyriuje 4 zingsnyje aprasyta kopulos sudarymo algoritma.

Sumodeliavus portfelio grazas, perecinama prie kitos darbo uZduoties — portfelio svoriy

optimizavimo.

2.7. PORTFELIO OPTIMIZAVIMO REZULTATAI
Siame darbe portfelio optimizavimas atlickamas maksimizuojant/minimizuojant sekanéius
koeficientus:
o Minimizuojant standartinj nuokrypi
. Maksimizuojant Sarpo koeficienta
o Maksimizuojant CVaR koeficientg
o Minimizuojant MAD

Sutrumpintai $ias keturias optimizavimo strategijas Zymésime: minvar, Sharpe, CvVaR, MAD.

2.6.1 EFEKTYVIEJI PORTFELIAI IR EFEKTYVIUJU PORTFELIU KRASTAS
EMPIRINIAMS DUOMENIMS

I§ pradziy atlikime optimaliy svoriy apskai¢iavima i$ istoriniy duomeny. L0og-grazy ir standartinio
nuokrypio, o taip pat log-grazy ir MAD aSyse randamas efektyviyjy portfeliy krastas ir pazymimi 4

portfeliai, kuriems buvo apskaiciuoti optimaliis svoriai, minimizuojantys pasirinkta rizikos rodiklj.

21 pav. Efektyvieji portfeliai (¢ aSyje)

Efektyvieji portfeliai Efektyvieji portfeliai
3 &
= ¥ minvar S 7 minvar
D ¥ max.sharpe o v max.sharpe
o |7 ma b
| J—
S o o o
/’A‘_ © a | - o
8 - ¥ e
T o / 5 e
2 27 Fy bl B
g ° 4 o p
o .‘ S p
N 84 <
g - . S| £
o \x\\ b
s
w
= [}
=2 o
= =]
< T T T T T T T o T T T T T T
0.010 0015 0020 0025 0030 0035 0.040 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020
rizika(st nuokrypis) rizika(MAD)

22 pav. Efektyvieji portfeliai (MAD asyje)



Apskaiciuoti optimaliis svoriniai koeficientai pateikti lenteléje 2.17.

2.17 lentelé. Optimaliis svoriai pagal pasirinkta optimizavimo strategija

Optimizavimas/Svoriai | w;y Wy W3 A Ws W wy wg
Minimali dispersija 0.031 | 0.101 | 0.337 0 0.278 0.096 0 0.157
Maksimalus Sharpe 0 0 0 0 0.706 0 0.294 | 0
Maksimalus CVaR 0.072 | 0.022 | 0.259 0 0.441 0.096 0 0.110
Minimalus MAD 0.058 | 0.063 | 0.440 0 0.224 0.098 0 0.116

Palyginimui pateikiami portfelio grazy statistikos, pagal pasirinkta optimizavimo strategija.

2.18 lentelé. Optimaliyju portfeliy rizikos matai pagal pasirinkta optimizavimo strategija

Optimizavimas/ Matas | St. nuokrypis | Sarpo CVaR MAD
Minimali dispersija 0.0141 0.0636 -0.0324 0.0105
Maksimalus Sharpe 0.0189 0.0866 -0.0402 0.0159
Maksimalus CvaR 0.0144 0.0688 -0.0310 0.0111
Minimalus MAD 0.0142 0.0565 -0.0327 0.0103

I$ lentelés 2.18 matome, kad optimizavimas atliktas korektiSkai, nes ,,geriausia“ statistikos reik§mé

gaunama taikant atitinkacig optimizavimo strategija.

23 paveiksle pateikiamas viso portfelio veréiy grafikas, taikant skirtingas svoriy optimizavimo

strategijas.
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Akivaizdu, kad 650 dieny periodo pabaigoje didziausia portfelio verté buity gauta, taikant svorius,
optimizuojangius Sarpo koeficienta, tadiau ir veréiy dispersija yra didziausia. Periodo pabaigoje
maziausia portfelio verté gaunama taikant MAD optimizavimo strategija.

Svarbu pazyméti, kad iSvada apie pelningiausig ir rizikingiausig strategija negalime priimti
vienareikSmiskai, kadangi Sie svoriai apskaiciuoti i§ praeities duomeny, o buisima akcijy elgsena gali

skirtis. Todél rizikos vertinimas bus atlickamas modeliavimo pagalba.

2.6.2 MODELIAVIMAS, PASKIRSTANT SVORIUS LYGIOMIS DALIMIS

Atlikime 1000 portfelio grazy realizacijy 650 dieny horizonte. Svoriai $iame modeliavime néra
apskaiiuojami, o paskirstomi lygiomis dalimis. Sis modeliavimas atlickamas tam, kad galétume
palyginti rezultatus su gautais, kai yra taikomi svoriai, optimizuojantys standartinj nuokrypj, Sarpo,
CVaR ir MAD koeficientus. Atlikus visas realizacijas, gaunamas log-grazy per modeliuojamg perioda
empirinis pasiskirstymas. Gauto log-grazy per perioda pasiskirstymo statistikos ir rizikos koeficientai

pateikiami lentel¢je 2.19.

2.19 lentelé. Statistikos ir rizikos matai paskirstant svorius lygiomis dalimis

Vidurkis
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24 pav. Log-grazy histograma, svorius paskirstant lygiomis dalimis
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IS gauty rezultaty matome, kad vienodais svoriais paskirs¢ius investicijas ] visas portfelyje
esancias akcijas, viduting log-graza per perioda sudaro 0.631. VaR ir CVaR koeficienty reik§més parodo,

kad net blogiausiy scenarijy atveju portfelio graza islieka teigiama.

2.6.3 MODELIAVIMAS, OPTIMIZUOJANT SVORIUS INTERVALE (0,1)

Siame skyriuje apskaiGiuojamos portfelio log-grazos per perioda (T=650), taikant optimalius
svorio koeficientus, kurie gali jgyti reikSmes i$ intervalo (0,1), t.y. visa pradiné investicija gali bati skirta
tik vienai akcijai (w = 1), o j likusias visai neinvestuojama (w = 0). Svoriai apskai¢iuojami
optimizuojant standartinj nuokrypj (minvar strategija), Sarpo koeficienta (Sharpe strategija), CVaR
(CVaR strategija) ir MAD (MAD strategija) koeficientus. Svoriai buvo pateikti lenteléje 2.17. Gauty
grazy pasiskirtymy tankio grafikai pateikti 25 paveiksle.

Optimizuojant svorius (0, 1)
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=
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25 pav. Portfelio grazos, kai ®=(0,1)

I§ gauty empiriniy tankio funckijy pateikty 25 paveiksle, matome, kad didziausios portfelio grazos
igyjamos Sarpo optimizavimo atveju (tankio funkcija yra labiausiai pasislinkusi j desine). MaZiausios
grazos jgyjamos MAD optimizavimo atveju. Lyginant Siuos optimizavimo metodus tarpusavyje,
akivaizdu, kad MAD atveju deSinés pasiskirstymo uodegos reikSmés (t.y. didziausios reikSmes) yra
mazZesnés negu Sarpo kairiosios uodegos reikimés (blogiausios reik§més).

Gauto grazy pasiskirtymo charakteristikos pateiktos 2.20 lenteléje.



2.20 lentelé. Portfelio grazy statistikos, kai ®w=(0,1)
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Statistika/Strategija | Minimali Sarpo CVaR MAD
dispersija strategija strategija strategija
Vidurkis 0.651 1.067 0.724 0.602
St. nuokrypis 0.081 0.062 0.104 0.097
Asimetrija 9.064 4.519 8.261 8.110
Ekscesas 149.61 64.26 123.30 127.05
VaR 0.530 0.989 0.617 0.445
CVaR 0.484 0.937 0.566 0.395
Sarpo 7.970 19.025 6.936 6.081
MAD 0.073 0.0422 0.0631 0.0877
Rachev 1.958 1.268 1.765 2.448
Pusiau dispersija 0.0027 0.0012 0.0023 0.0042

Pastaba: mélyna spalva pazyméta geriausia(naudingiausia investuotojui) reikSmé, raudona — blogiausia
reikSme.

Pagal gautas statistikas ir nubraizytas tankio funkcijas akivaizdu, kad didziausia vidutiné graza ir
maziausia rizika pagal visus, iSskyrus Rachev, rodiklius jgaunama taikant svorius, optimizuojancius
Sarpo koeficienta. Ta¢iau kaip minéta 1.13 skyriuje, negalima daryti i§vady atsizvelgiant tik j Rachev
koeficiento reikSmeg, nes jis vertina tik ekstremaligsias reikSmes, ir neatsizvelgia j vidutines grazas,
kurios sudaro didziaja dalj visy grazy. Sis atvejis yra puikus to pavyzdys.

Maziausia vidutiné graza gaunama MAD optimizavimo atveju. Didziausia rizika ir maziausias
efektyvumas pagal VaR, CVaR, Sarpo, MAD ir pusiau dispersijos koeficientus jgaunama taip pat MAD
svoriy atveju.

Visy portfeliy asimetrijos koeficientas yra teigiamas, tai nurodo j didesne rizika jgyti mazesnes uz
vidurkj grazas, o didelé eksceso koeficiento reikSmé nurodo j didesn¢ ekstremaliyjy jvykiy tikimybe.
[vertinus visas portfeliy charakteristikas darome i§vadg, kad pelningiausias ir efektyviausias portfelis
gaunamas taikant Sarpo optimizavimo strategija, o didZiausia rizika ir maZziausia graza — optimizuojant
pagal MAD reikSmg.

Lyginant rezultatus su gautais, kai pradin¢ investicija buvo paskirstyta vienodais svoriais
kiekvienai portfelyje esanciai akcijai, matome, kad trimis optimizavimo atvejais (minvar, Sharpe,
CVaR) buvo gauta didesné vidutiné portfelio graza (be optimizavimo u = 0.631,
optimizuojant pnin = 0.651, Upmax = 1.067 ), tik MAD optimizavimo atveju vidutiné portfelio graza

yramazesné¢ ppap = 0.602. Standartinis nuokrypis optimizuojant portfelio svorius sumazejo keliskart
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(be optimizavimo ¢ = 0.17 , optimizuojant &,,;;, = 0.062, 0,0, = 0.104). Taciau MAD reikSmé

sumazéjo tik Sarpo optimizavimo atveju MADgpgrpe = 0.0422 < 0.0584, Kitais atvejais ji iSaugo.

2.6.4 MODELIAVIMAS, OPTIMIZUOJANT SVORIUS INTERVALE (0.1,0.4)

Tarkime, kad investuotojas nusprendzia prading investicija paskirstyti su svoriy apribojimais

(0.1,0.4), t.y. minimali investicija j kiekvieng akcijg lygi 0.1, 0 maksimali 0.4. Apskaiciuoti svoriai,
optimizuojant dispersija, Sarpo, CVaR ir MAD pateikti 2.21 lenteléje.

2.21 lentelé. Optimalis svoriai (0.1, 0.4) pagal pasirinkta optimizavimo strategija

Strategija / Svoriai

wiq wy W3 Wy Ws We wy wg
minvar 0.100 0.100 |0.201 |0.100 |0.199 |0.100 |0.100 |0.100
Sharpe 0.100 0.100 |0.100 |0.100 |0.286 |0.100 |O0.114 0.100
CVaR 0.100 0.100 0.202 | 0.100 |0.198 |[0.100 |0.100 |0.100
MAD 0.100 0.100 |0.262 |0.100 |0.138 |0.100 |0.100 |0.100

26 ir 27 paveiksluose pavaizduoti optimaliis portfeliai su apribojimams svoriy koeficientams.

Akivaizdu, kad Sie portfeliai neguli ant efektyviyjy portfeliy krasto.
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Kartodami modeliavima su svoriy koeficientais i$ intervalo (0.1, 0.4), apskai¢iuojame gauto log-grazy

per periodg T = 650 pasiskirstymo statistikas ir rizikos matus.

2.22 lentelé. Portfelio grazy statistikos, kai ®=(0.1,0.4)

Statistika/Strategija | Minimali Sarpo CVaR MAD
dispersija strategija strategija strategija
Vidurkis 0.666 0.729 0.665 0.628
St. nuokrypis 0.251 0.220 0.252 0.266
Asimetrija 15.09 14.539 15.093 15.003
Ekscesas 272.43 252.99 272,51 271.87
VaR 0.548 0.628 0.547 0.498
CVaR 0.519 0.599 0.517 0.463
Sarpo 2.649 3.308 2.641 2.356
MAD 0.058 0.049 0.058 0.065
Rachev 2.262 1.962 2.268 2.531
Pusiau dispersija 0.0030 0.0023 0.0031 0.0038

IS gauty statistiky reikSmiy darome iSvada, kad net jvedus svoriy apribojimus, portfelio grazy
vidurkis, taikant Sarpo optimizavima, islieka didziausiu. Rizika pagal standartinj nuokrypj, VaR, CVaR,
Sarpo, MAD ir pusiau dispersijos koeficientus taip pat isliko maZiausia Sarpo optimizavimo atveju (tik
Rachev efektyvumo rodiklio reikSmé yra blogiausia, o tai nurodo j ekstremaliyjy reik§miy didesng
rizikg). Tagiau portfelio charakteristikos, jvedus svorio apribojimus pablogéjo: Sarpo strategijos
vidurkio reik§mé nuo u = 1.067 sumazéjo iki p = 0.729, standartinio nuokrypio reik§mé nuo o =
0.062 padidéjo iki ¢ = 0.220, VaR reik§mé sumazéjo nuo VaR = 0.989 iki VaR = 0.628.

Lyginant visy keturiy optimizavimo strategijy statistikas ir rizikos koeficientus su reikSmémis
gautomis neoptimizuojant portfelio svorius, matome, kad net taikant apribojimus portfelio svoriams,
gaunamas didesnés vidutinés grazos portfeliai beveik visomis optimizavimo strategijoms: be
optimizavimo u = 0.631, optimizuojant i, = 0.628, Umax = 0.729 (upyap nedaug mazesné uz

Umin = 0.631). Portfelio efektyvumas pagal VaR ir CVaR koeficientus taip pat padidéjo visoms
strategijoms, i§skyrus MAD. Taciau portfelio efektyvumas pagal Sarpo ir Rachev koeficientus, taikant
apribojimus svoriams, mazesnis negu modeliavime, kai svoriai paskirstomi vienodai. Gauty

pasiskirstymy tankio funkcijos pavaizduotos 28 paveiksle.



2.6.5 MODELIAVIMAS, ATNAUJINANT SVORIO KOEFICIENTUS PAGAL NETOLIMA

PRAEIT]

Optimizuojant svorius (0.1, 0.4)

daznis

Sirategija
&= minvar
—%— Sharpe
—— CVaR
-—— MAD

0.0

|
1.0

log-graza

20 25

28 pav. Portfeliy grazos, kai ©=(0.1,0.4)

57

Kitag modeliavima atlikime perskai¢iuojant svorio koeficientus tam tikry laiko intervalu, netaikant

jokiy apribojimy svoriy koeficientams. Siame modeliavime buvo pasirinkta svorius atnaujinti kas 65

dienas pagal paskutiniy 65 dieny sumodeliuotas grgzas, t.y. tolima praeitis (ilgesné nei 65 dienos)

nebeturi jtakos svoriy optimizavimui.

2.23 lentelé. Portfelio grazy statistikos, atnaujinant svoriy reik§mes pagal netolimg praeitj

Statistika/Strategija | Minimali Sarpo CVaR MAD
dispersija strategija strategija strategija
Vidurkis 0.633 0.652 0.624 0.616
St. nuokrypis 0.416 0.388 0.375 0.410
Asimetrija 20.07 -0.060 12.20 22.52
Ekscesas 515.96 0.359 212.05 608.57
VaR 0.387 0.0086 0.317 0.424
CVaR 0.332 -0.161 0.208 0.367
Sarpo 1.520 1.678 1.661 1.502
MAD 0.133 0.376 0.175 0.098
Rachev 4.207 9.040 6.660 3.547
Pusiau dispersija 0.0123 0.077 0.0208 0.0078
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Atnaujinant svoriy koeficientus intervalu T=65
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29 pav. Portfeliu grazos, perkaiciuojant svoriu koeficientus pagal netolimg praeitj

I$ pateikty rezultaty lenteléje 2.23, matome, kad perskaic¢iuojant svorius kas 65 dienas, vidutiné
portfelio graza yra mazesné nei tais atvejais, kai svoriai nebuvo atnaujinami (visame 650 dieny
modeliuojame laikotarpyje buvo naudoti svoriai apskaiciuoti pagal praeities informacijg). Standartinis
nuokrypis, VaR, CVaR, Sarpo, MAD ir pusiau dispersijos koeficienty reik§més pablogéjo lyginant su
reik§mémis gautomis be svoriy atnaujinimo:

e MAD reikSmés optimizuojant be svoriy atnaujinimo ir apribojimy yra intervale
[0.0422;0.0877], tuo tarpu atnaujinant svorius MAD reik§Smés patenka j intervalg
[0.098; 0.376], t.y. rizika padidéjo.

e VaR reik$miy intervalo reik§Smés sumazéjo nuo [0.530;0.989] iki [0.086; 0.424], t.y.
rizika padidéjo.

e CVaR nuo [0.395;0.937] iki [-0.161; 0.367], t.y. rizika padidéjo.

e Sarpo nuo [6.081;19.025] iki [1.502; 1.678], ], t.y. efektyvumas sumazéjo.

IS visy keturiy optimizavimo strategijy efektyviausias pagal VaR, CVaR, MAD ir pusiau
dispersijos koeficientus — yra MAD minimizavimo strategija (prisiminkime, kad prie$ tai vykdytuose
modeliavimuose MAD strategija buvo viena neefektyviausiy). Sarpo optimizavimo strategija efektyvi
pagal Sarpo koeficienta, bei turi didZiausia vidurkj, tatiau visy keturiy strategijy vidutinés grazos yra
labai panaSios savo reikSmémis, todél atsizvelgiant j tai, daroma iSvada, kad MAD optimizavimo
strategija Siame modeliavime efektyviausia pagal daugelj charakteristiky.

Gauti rezultatai parodé¢, kad svoriy atnaujinimas pagal sumodeliuotg netolimg praeitj nesuteikia

portfeliui geresniy charakteristiky (vidurkis sumazéjo, o rizika padidéjo).
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2.6.6 MODELIAVIMAS, ATNAUJINANT SVORIO KOEFICIENTUS PAGAL VISA
SUMODELIUOTA PRAEIT]

Ankstesniame skyrelyje vykdytame modeliavime svoriai baisimajam laikotarpiui (65 dieny

trukmés) buvo apskai¢iuojami tik pagal paskutiniajame intervale gautas grazas. Siame modeliavime

svorius atnaujinkime atsizvelgiant j visg praeitj, ty. 66-130 dieny laikotarpiui Svoriai

apskaiciuojami pagal 1-65 dieny sumodeliuotas grazas, laikotarpyje nuo 131 iki 186 dienos bus

naudojami svoriai apskaiciuoti i§ intervalo 1-130 ir t.t.
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30 pav. Portfelio grazos, atnaujinant svoriy koeficientus pagal visa sumodeliuotg praeitj

2.24 lentelé. Portfelio grazy statistikos, atnaujinant svoriy reik§mes pagal visg praeitj

Statistika/Strategija | Minimali Sarpo strategija | CVaR strategija | MAD strategija
dispersija

Vidurkis 0.618 0.587 0.623 0.603
St. nuokrypis 0.159 0.302 0.170 0.140
Asimetrija 4.933 -1.264 2.749 3.458
Ekscesas 53.668 11.218 23.623 31.365
VaR 0.429 0.131 0.392 0.428
CVaR 0.388 -0.139 0.328 0.384
Sarpo 3.882 1.941 3.649 4.287
MAD 0.105 0.264 0.135 0.099
Rachev 2.672 8.159 3.195 2.570
Pusiau dispersija 0.0065 0.0532 0.0102 0.0059
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Lyginant gautus rezultatus su rezultatais, kai svoriai buvo apskai¢iuojami pagal netolimg (65
dieny) praeit], matome, kad vidutinés portfelio grazos per visg modeliuojama periodg T = 650 Siek tiek
sumazgjo — Siame modeliavime grazy vidurkiai yra intervale [0.587,0.623], o pries tai atliktame
modeliavime [0.616,0.652]. Taciau rizikos ir efektyvumo rodikliy reik§més pakito investuotojo naudai:

e VaR jgyjamy reik§miy intervalo pokytis [0.0086,0.424] — [0.131,0.429], t.y. stipriai
padidéjo apatinio intervalo krasto reikSmé ir Siek tiek virSutinio. IS ¢ia seka, kad sumazéjo
portfelio rizika.

e CVaR jgyjamy reik§miy intervalas pakito [—0.161,0.367] —» [—0.139,0.388], t.y. visas
intervalas pasistimé j desing. I$ ¢ia seka, kad sumazéjo portfelio rizika.

e Sarpo koeficienty reik§més: [1.502,1.678] — [1.941,4.287], t.y. visas intervalas pasistimé j
desing (ypatingai padidéjo maksimali Sarpo koeficiento reikimé), taigi iSaugo portfelio
efektyvumas.

e MAD koeficiento reiksmeés: [0.098,0.376] — [0.099, 0.264], t.y. sumazéjo virSutinio intervalo
krasto reikSmé, 0 Kartu ir portfelio rizika.

e Pusiau dispersija: [0.0078,0.077] — [0.0059, 0.0532], t.y.rizika sumazéjo.

IS Siy rezultaty darome iSvada, kad optimizuojant pagal ilgesne praetj, gaunami mazesnés rizikos
ir didesnio efektyvumo portfeliai.

Lyginant tarpusavyje svoriy optimizavimo strategijas, pagal gautus rezultatus matome, kad
maziausia vidutiné graza ir didZiausia rizika tenka portfeliui su optimizuotais svoriais pagal Sarpo
koeficientg. Didziausia vidutiné graza gaunama optimizuojant svorius pagal CVaR koeficienta, o
maziausia rizika ir didziausias efektyvumas pagal standartinj nuokrypj, VaR, CVaR, Sarpo, MAD ir

pusiau dispersijos rodiklius gaunama optimizuojant pagal minimalig dispersija ir MAD.

PROGRAMINE REALIZACIJA
Siame darbe skai¢iavimai buvo atlikti ,R“ programa. Sj pasirinkimg lémé programos
prieinamumas ir siillomy nemokamy pakety gausa. Programos svarbiausiy funkcijy kody fragmentai yra

pateikiami priede 13.

DISKUSIJA

Portfelio optimizavimo uzdaviniui spresti labai svarbus tinkamo modelio parinkimas. Siame darbe
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) modelio parinkimas buvo salygojamas atliktais tyrimais (A.Biglova ir Kiti,
2009[7]; Rachev ir kiti, 2005[28]) ir empiriniy vertybiniy popieriy grazy savybémis: sunkios uodegos,
dispersijos Kklasteriskumas, akcijy autokoreliacija (Tavares ir kt., 2008)[37]. Kiti autoriai be §iy savybiy
i§skiria ir sverto efekta (angl. leverage effect) (Black, 1976)[8], kuris apibuidina grazy ir dispersijos

neigiama priklausomybe. Siai savybei atvaizduoti siiiloma taikyti ARMA modelj su asimetriniu
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GARCH: ARMA (1,1) - EGARCH (1, 1), ARMA (1, 1)- GIRGARCH(1, 1)[26][29]. Ta¢iau Radha[29],
Pakizeh[26], tyrimy rezultatai parodé, kad ARMA-GARCH daug tinkamesnis, nes sverto efektas ne
visada itin reik§Smingas per nagrinéjamg laikotarpi. Shamiri ir Abu Hassan [34] tirdami Malaizijos
vertybiniy popieriy rinka, nustaté, kad asimetriniai GARCH modeliai buvo tikslesni. Atsizvelgiant j tai,
kad sudaromo modelio tikslas buvo ne kuo tiksliau atkartoti praeities jvykius, 0 tik imituoti portfelio
elgesj, bei faktas, kad ARMA-GARCH nebuvo atmestas pagal Q testo rezultatus, galima teigti, kad $io
modelio pasirinkimas yra pagrjstas.

Siame darbe buvo nustatyta, kad ARMA-GARCH modelio liekany generavimui tinkamiausi yra
asimetriniai Stjudento (5 faktoriams) ir a-stabilusis skirstinys (1 faktoriui). Ta¢iau Rachev[28],
A.Biglova[7] siiilo lickanas modeliuoti tik pagal stabilyjj pasiskirstyma. Sio darbo tyrimo metu, taip pat
nei vienam faktoriui nebuvo atmesta hipotezé dél suderinamumo su stabiliuoju, ta¢iau modeliuojant
portfelio grazas duomeny dispersija buvo gaunama per didel¢, dél to (Zr. lentelg 2.12) procentinis
santykis tarp atlikty modeliavimy skaiiaus ir jvykiy, kai sumodeliuotas skirstinys buvo statistiskai
suderinamas su duomenimis, buvo maziausias stabiliyjy liekany atveju. Tokj skirtuma galima paaiskinti
konkretaus portfelio savybémis ir nagrinéjamu laikotarpiu (Biglova [7] tyrinéjo akcijy grazas ir krizés
laikotarpiu).

Portfelio dimensijos mazinimas buvo atliktas pagrindiniy komponenciy analizés rezultatais. PKA
parodé, kad 6 faktoriai paaiskina 91% portfelio dispersijos. Esant periodams, kai grazos yra stipriai
koreliuotos gali prireikti maziau faktoriy, norint pasiekti uzsibrézta tikslumo lygj. Biglova[7] sitlo
nusistatyti minimaliag 80% ribg, C. Alexander[1] naudoja 70%-90% dispersijos paaiskinamumo
intervala, argumentuodama tuo, kad pasirenkant vir§ 90% slenkstj, modelis gali pasigauti ,,triuk§ma®,
kuris néra svarbus modeliuojant grazas ilgalaikéje perspektyvoje. Kadangi néra grieztos taisyklés, Kiek
kintamyjy dispersijos turi paaiskinti faktoriai, remdamasi apzvelgta literatira, darome i$vada, kad 6
komponentes turéty adekvaciai paaiSkinti duomenis.

Siame darbe buvo nustatyta, kad apskai¢iuojant svorio koeficientus pagal istorinius duomenis,
pelningiausias ir efektyviausias portfelis gaunamas maksimizuojant Sarpo koeficiento reik§me. Taciau
perskaidiuojant svorius pagal sumodeliuota praeitj tam tikrais intervalais, Sarpo portfelis pasidaré
neefektyviausias. MAD portfelio atveju situacija buvo priesinga: modeliuojant pagal visg istoring praeit],
Sio portfelio rizika ir efektyvumas buvo nepalankiausia investuotojui, taciau perskai¢iuojant MAD
svorius tam tikru laikotarpiu, portfelio charakteristikos pagal daugelj parametry buvo geriausios. Tokius
rezultatus galima paaiskinti tuo, kad pirmuoju atveju MAD optimizavimas neisnaudojo palankios
investuotojui rizikos, ir svoriai buvo paskirstyti SeSioms akcijos, didziausi koeficientai — akcijoms su
maziausiu nuokrypiu, tuo tarpu Sarpo svoriai — tik dviem akcijoms, kuriy vidutiné graza buvo didziausia
(nuokrypis taip pat didesnis). Vis délto, reikéty prisiminti, atlickant optimizavima, rezultatams daro

jtaka ne tik pasirinkta optimizavimo strategija, bet ir pacio portfelio sudétis ir situacija rinkoje. Panasia



62

iSvadg suformulavo P. Krokhmal [17], parodydamas, kad, rezultatai labai priklauso nuo pradiniy

duomeny pasirinkimo.
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ISVADOS

Atlikus tyrimg buvo nustatyta, kad akcijy grazos yra suderinamos su Stjudento, asimetriniu Stjudento
ir a-stabiliuoju pasiskirstymais.

Atlikus pagrindiniy komponenciy analize, buvo nustatyti 6 faktoriai, kurie paaiskina daugiau nei 90%
visos dispersijos. Tokiu biidu, uzdavinio dimensija buvo sumazinta nuo 8 akcijy iki 6 faktoriy.
Kiekvienam faktoriui nusta¢ius ARMA(1,1) - GARCH(1,1) modelio parametrus, didZiausias
suderinamumas tarp sumodeliuoty ir istoriniy portfelio grazy gautas generuojant triukSmga pagal
asimetrin] Stjudento (penkiems faktoriams) ir a-stabilyjj (vienam faktoriui) pasiskirstymus.
Apskaiciavus portfelio svorio koeficientus pagal istorines grazas, esant skirtingoms optimizavimo
strategijoms, buvo nustatyta, kad didziausias portfelio grazos vidurkis ir geriausios rizikos bei
efektyvumo rodikliy reik§més pagal dauguma nagringjamy rodikliy, gaunama su svoriais,
maksimizuojanéiais Sarpo koeficienta. Blogiausios portfelio grazy charakteristikos gautos MAD
optimizavimo atveju.

Atlikus modeliavima, kuriuo metu svoriai buvo perskai¢iuojami pagal netolima praeitj (65 dienos),
nustatyta, kad efektyviausias portfelis gaunamas su svoriais minimizuojanciais MAD rodiklj.
Perskai¢iuojant svorius pagal visg sumodeliuotg praeitj, efektyviausi portfeliai gauti — MAD ir CVaR
svoriy atvejais.

Lyginant portfeliy charakteristikas, kai svoriai perskai¢iuojami pagal skirtingo ilgio praeities
duomenis, nustatyta, kad didesnis portfelio efektyvumas ir mazesné rizika gaunami, optimizuojant

pagal ilgesne praeitj, taCiau vidutiné graza mazg¢ja.
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1 PRIEDAS. AKCIJU LOG-GRAZU GRAFIKAI
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2 PRIEDAS. AKCIJU APROKSIMAVIMO STJUDENTO PASISKIRTYMU PARAMETRAI

AA AWI CSCO GM YHOO |JPM MU SIRI
u -0.0001 | 0.0013 | 0.0005 |0.0001 |0.0010 |0.0010 |0.0017 |0.0004
o 0.0228 |0.0214 |0.0181 |0.0224 |0.0194 |0.0223 |0.0321 | 0.0225
v 3.4868 | 4.0665 |2.9245 |4.0000 |3.8599 |2.9990 |[4.0279 |3.6276




3 PRIEDAS. AKCIJU APROKSIMUOTU ASIMETRINIU STJUDENTO PASISKIRTYMU

PARAMETRAI
AA AWI CSCO |GM YHOO | JPM MU SIRI
u -0.0002 | 0.0010 | 0.0007 |0.0006 |0.0015 |0.0006 |0.0017 |0.0009
o 0.0227 |0.0213 |0.0182 |0.0221 |0.0192 |0.0223 |0.0321 | 0.0225
v 3.4921 | 4.1243 | 29112 | 4.2437 |3.9989 |2.9995 |4.0262 |3.6454
4 0.9908 |0.9492 |1.0269 |1.0798 |1.0803 |[0.9584 |0.9945 | 1.0637

4 PRIEDAS. AKCIJU APROKSIMUOTU STABILIUOJU PASISKIRTYMU PARAMETRAI
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AA AWI CSCO GM YHOO |JPM MU SIRI
a 1.506 1.6160 | 1.6080 1.654 1.670 1.489 1.6150 | 1.6760
B -0.1180 |-0.176 | -0.0400 | 0.098 0.213 -0.125 | 0.0230 | 0.2330
Y 0.0110 |0.0115 |0.00836 |0.0125 0.0106 | 0.0099 |0.0168 |0.0118
() 0.00033 | 0.0017 | 0.000072 | -0.0011 | 0.00021 | 0.0010 | 0.00155 | -0.0005

5 PRIEDAS. MATRICOS A (PRIKLAUSOMYBE TARP APATINIU UODEGU) IR
B(PRIKLAUSOMYBE TARP VIRSUTINIU UODEGU)

Priklausomybés tarp apatiniy uodegy (matrica A):




Priklausomybés tarp virSutiniy uodegy (matrica B):

AA AWI CSCO GM YHOO JPM MU SIRI
AA
AWI 0.429
CSCO | 0.450 0.341
GM 0.255 0.409 0.403
YHOO | 0.229 0.312 0.273 0.272
JPM 0.509 0.495 0.476 0.363 0.310
MU 0.295 0.283 0.410 0.336 0.290 0.393
SIRI 0.247 0.215 0.218 0.282 0.225 0.248 0.216

6 PRIEDAS. PKA ANALIZES KOEFICIENTAI ALPHA IR BETA
Faktorinio(regresinio) modelio koeficientai (alpha ir beta), parodo kaip isreikti konkrecia akcija per
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faktorius
AA AWI CSCO GM YHOO | JPM MU SIRI

alpha -0.00033 0.00074 0.00061 0.00041 0.00157 0.00064 0.00182 0.00083
beta 1 -0.36188 | -0.33521 | -0.25165 | -0.36268 | -0.23749 | -0.33954 | -0.55871 | -0.27922
beta 2 -0.21677 | -0.21513 | -0.09016 | -0.09016 | -0.12775 | -0.12775 0.81893 | -0.31608
beta 3 -0.13927 | -0.30289 | -0.11276 | -0.24866 | 0.11916 | -0.17282 0.10292 0.87158
beta 4 0.39731 -0.25616 0.06461 0.00600 | -0.84147 | 0.21088 0.02362 0.13861
beta 5 -0.44733 0.55474 -0.36459 0.35190 | -0.41154 | -0.15733 0.06746 0.19164
beta 6 0.46113 0.31729 | -0.67847 | -0.45324 | 0.08938 0.10897 0.01958 | -0.02607

7 PRIEDAS. FAKTORINIO(REGRESINIO) MODELIO KOEFICIENTU P-REIKSMES

AA AWI CSCO GM YHOO |JPM MU SIRI

Alpha, |0.148 0.00705 | 0.038813 0.209 <2e-16 | 0.1197 <2e-16 <2e-16
p_val ue **k* **k* **k
beta 1, <2e-16 2e-16 < 2e-16 <2e-16 <2e-16 | <2e-16 | <2e-16 <2e-16
p-VaIue *** *** **k% *** **k* ***%x **k* ***
beta2, | <2e-16 | 2e-16 | 3.91e-12 2e-16 <2e-16 | <2e-16 | <2e-16 <2e-16
p—Va|Ue **x **x *** *kk **k* *kk **k* **x
beta 3, <2e-16 2e-16 4.56e-12 2e-16 <2e-16 2.52e-14 | <2e-16 <2e-16
p-Va|ue *** *** *** *** **k* **k* **k* ***k
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beta 4, <2e-16 2e-16 0.000314 2e-16 <2e-16 <2e-16 <2e-16 <2e-16
p-Va|ue ***k ***k *** *** *** ***k *** ***x
beta 5, | <2e-16 2e-16 < 2e-16 0.764 <2e-16 1.77e-08 | <2e-16 <2e-16
p-Va|Ue **x **x **x *k%k *k%k *k%k **x
beta 6, | <2e-16 | 2e-16 < 2e-16 2e-16 <2e-16 | 0.000118 | <2e-16 <2e-16
p-Va|ue *** *** *** *** **k* **k* *** ***x

8 PRIEDAS. FAKTORIU ARMA-GARCH MODEL IO, KOEFICIENTU P-REIKSMES

F1 F2 F3 F4 F5 F6
a;; |0.933 00053  |3.11e-08 |<2e-16 | 0.993 1.09¢-06
** **k* **k* *k*k
b, |0.99 000577 |1.32e-12 |<2e-16 | 0.975 3.79¢-07
** **k* *k* *k*x
Go |0.146 0.222 02304  |0.1789 | 0.482 0.2983
¢, |0027* [0118 0.0156 * |0.0615 | 0.293 0.3013
d; |<2e-16 |<2e-16 |<2e-16 |<2e-16 |<2e-16 | 0.0022
*k*k *k*k * k% * k% * k% **
v | 000611 |3.05e-10 |259e-08 |1.22e-07 |161e-06 |2.89%-11
** *kx **k* *k* *kk *k*x

9 PRIEDAS. TRIUKSMO E ARMA-GARCH MODELIU KOEFICIENU P REIKSMES

é & &3 & és &6 é &g
g, | 080901 | 0.165 0152 | 0597 |0.282 012731 | 0.64696 | 0.70272
hi, |0.76547 | 0.114 0104  |0542 | 0.224 0.09329 | 058378 | 0.64000
ki, |0.04910% |0.717 0516  |0291 | 0593 0.02910 | 0.00214 | 0.00974
** **
ki, |000724 |0.365 0219  |0140 |0.351 0.00879 ** | 0.19165 | 0.27200
**
pia | <2e-16 | 0830 0.759 | < 2e-16 | 0.507 <2e-16 *** | 100000 | 1.00000
**k*k **k*k
v | 1.05e-05 |1.82e-06 |1.09e-06 | 3.62e-06 | 6.09e-07 | 1.19e-05 |3.29e-05 | 1.56e-05
*kx *kx *k*k **k*k *kx *kx *kx **k*
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10 PRIEDAS. FAKTORIU ARMA-GARCH MODELIO LIEKANU PASISKIRSTYMU

PARAMETRAI
F1 F2 F3 F4 F5 F6

Asimtrinio il - -0.0066 | 0.00307 | -0.0018 -0.0045
Stjudento 0.00272
parametrai o 0999 |1.000 |1.0001 |1.0093 1.0000

v 9.3233 | 3.8047 |4.8942 | 4.8325 3.6893

X 1.1280 |1.0464 |1.1680 | 0.8537 0.9492
Stabilaus a - - - - 1.8189 | -
pasiskirstymo B - - - - -0.047 | -
parametrai y - - - - 0.6191 |-

) - - - - 0.0124 | -

11 PRIEDAS. A-D SUDERINAMUMO TESTO TARP ARMA-GARCH MODELIO
TRIUKSMU IR STABILAUS PASISKIRSTYMU P-REIKSMES

Z1t

Zyt

Z3t

Zat

Zst

Zet

Z7t

Zgt

p-value | 0.589

0.4736

0.

2489

0.6519

0.2623

0.4117

0.4936

0.3321

12 PRIEDAS. TRIUKSMO E ARMA-GARCH MODELIU LIEKANU PASISKIRSTYMU

PARAMETRAI
el e2 e3 ed e5 e6 e’ e8
Stabilaus a | 1885 1.808 |1.8052 | 1.8210 |1.8042 | 1.8744 1.8264 | 1.8042
pasiskirstymo | g | 0.2613 -0.103 | -0.100 |0.3228 | 0.1308 | -0.4176 | 0.0958 | -0.130
parametrai y | 0.6362 0.613 |0.612 |0.6282 |0.6142 | 0.6362 0.6221 | 0.6142
6 |-0.0327 |0.025 |0.0250 |-0.0522 | -0.030 | 0.0496 -0.0232 | 0.0300

13 PRIEDAS. PROGRAMOS KODAS

#Stabilaus pasiskirstymo parametry apskaiciavimas

.mleStableFit <-

function(x, alpha = 1.75, beta = 0, gamma = 1, delta = 0, doplot = TRUE,
algorithm = c("nIlminb", "nlm"), trace = FALSE,
title = NULL, description = NULL)

{

# A function implemented by Diethelm Wuertz

# Description:




# Estimates stable parameters by MLE approach
# Note:
# This implementation assumes delta=1 and gamma=0
# FUNCTION:
# Transform:
X.0rig = X
X = as.vector(x)
# Settings:
CALL = match.call()
# Log-likelihood Function:
establemle = function(x, y = x, trace = FALSE) {
alpha = 2/(1+exp(-x[1]))
beta = tanh(x[2])
gamma = exp(x[3])
delta = x[4]
f =-sum(log(dstable(y, alpha = alpha, beta = beta,
gamma = gamma, delta = delta,pm=0)))
# Print Iteration Path:

if (trace) {
cat("\n Objective Function Value: ", -f)
cat("\n Stable Estimate: " alpha, beta, gamma, delta)
cat("\n")

}

f

# Minimization:
if (algorithm =="nlminb") {
r <- nlminb(start = c(log(alpha/(2-alpha)), atanh(beta), gamma, delta),
objective = establemle, y = x, trace = trace)
rSestimate = rSpar
}else if (algorithm =="nIm") {
r <- nIm(f = establemle, p = c(log(alpha/(2 - alpha)), atanh(beta),
log(gamma), delta), y = x, trace = trace)
}
alpha = 2/(1+exp(-rSestimate[1]))
beta = tanh(rSestimate[2])
gamma = exp(rSestimate([3])
delta = rSestimate[4]
# Optional Plot:
if (doplot) {
span.min = gstable(0.01, alpha, beta)
span.max = gstable(0.99, alpha, beta)
span = seq(span.min, span.max, length = 100)
par(err =-1)
z = density(x, n = 100)
x = z5x[zSy > 0]
y =zSy[z5y > 0]
y.points = dstable(span, alpha, beta)
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ylim = log(c(min(y.points), max(y.points)))
plot(x, log(y), xlim = c(span[1], span[length(span)]),
ylim = ylim, type ="p", xlab = "x", ylab = "log f(x)")
title("Stable Distribution: Parameter Estimation"
lines(x = span, y = log(y.points), col = "steelblue
if (exists("grid")) grid()
}

)
")

# Add Title and Description:

if (is.null(title)) title = "Stable Parameter Estimation"
if (is.null(description)) description = description()

# Fit:

# fit = list(estimate = c(alpha = alpha, beta = beta, gamma = gamma,
# delta = delta), minimum = -rSminimum, code = rScode, gradient =
# rSgradient)
fit = c(alpha = alpha, beta = beta, gamma = gamma, delta = delta)
return(fit)

# Return Value:

# new("fDISTFIT",

# call = as.call(CALL),

# model = "Stable Distribution”,
# data = as.data.frame(x.orig),
# fit =fit,

# title = as.character(title),
# description = description() )
}

#Portfelio grazy modeliavimas

newgen_BAND_pca6<-function(S,td4,T,PCA_LM,sigkv_prev,eps_prev,
ret_prev,eS_ret prev,eS_sigma2_ prev,
eS_eps_prev,agS1,agS2,agS3,agS4,agS5,agS6,agES1,agES2,agES3,agES4,agES5,agES6,agES7,agES8) {
#S scenariju skaicius

alphaS=matrix(PCA_LM[1,],8,S)

betaS=t(PCA_LMI[-1,])

nu=td4@lambda*(-2)

gamma = td4@gamma

var_covar = td4@sigma

mu = td4d@mu

sigg=(cov(Us_hat)-(2*nu”2/(nu-2)"2/(nu-4)*as.matrix(gamma%*%t(gamma))))*(nu-2)/2

nn=mvrnorm(n=S,c(0,0,0,0,0,0),sigg) a=rinvgamma(S,nu/2,nu/2)

E=as.matrix(data.frame(a,a,a,a,a,a))

mum=matrix(mu,nrow=S,ncol=length(mu),byrow=TRUE)

Vum=mum++gamma*(E)+sqrt(E)*nn

Vum1l=data.frame(Vum[,1],Vum[,2],Vum{,3],Yum[,4],Vum][,5],Vum[,6])

V<-Vum

#Marginalieji empiriniai pasiskirtymai Fvj(x)

Fnl<-ecdf(V[,1])

Fn2<-ecdf(V[,2])

Fn3<-ecdf(V[,3])
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Fn4<-ecdf(V[,4])
Fn5<-ecdf(V[,5])
Fne<-ecdf(V[,6])
HiHHHHHHHHE] Liekanu asim. Stjudento ir stabiliojo pasiskirstymo MTM parametrai
ul<-rsstd(1000,-0.002729421, 0.999683978,9.323398626, 1.128069233)
u2<-rsstd(1000,-0.00663801, 1.00035544, 3.80475469, 1.04641354)
u3<-rsstd(1000,0.003075551, 1.000152185, 4.894266038, 1.168010752)
ud<-rsstd(1000,-0.001894688, 1.009352903, 4.832554578, 0.853784104)
u5<-rstable(1000, 1.81898010, -0.04736943, 0.61917403, 0.01242152)
ub<-rsstd(1000,-0.004518078 , 1.000033424, 3.689301258, 0.949200901)
HUHHHH A R R R
U_hat<-array(1:S,dim=6)
U _hat<-data.frame(ul,u2,u3,u4,u5,u6)
Ut_plus_1<-array(1:S,dim=6)
#Uniform random vector (U1,..U4) ilgio S, and whose distribution is given by copula
U<-data.frame(Fn1(V[,1]),Fn2(V[,2]),Fn3(V[,3]),Fn4(V[,4]),Fn5(V[,5]),Fn6(V[,6])) #gaunu dydzius
[0;1]~T
Ut _plus_1<-data.frame(quantile(U_hat[,1],U[,1],names=FALSE, type=4),
quantile(U_hat[,2],U[,2],names=FALSE,type=4),quantile(U_hat[,3],U[,3],names=FALSE,type=4),quantile
(U_hat[,4],U[,4],names=FALSE,type=4),quantile(U_hat[,5],U[,5],names=FALSE,type=4),quantile(U_hat][,
6],U[,6],names=FALSE,type=4))
Ut _plus_1<-unname(Ut_plus_1)
Ut _plus_1<-as.matrix(Ut_plus_1)
#*****
#STUD parametrai
omega =agS1@fitScoef[3]
alpha =agS1@fitScoef[4]
beta =agS1@fitScoef[5]
ar=agS1@fitScoef[1]
ma=agS1@fitScoef[2]
n<-S
ret2<-matrix(,n,6)
eps<-matrix(,n,6)
sigkv<-matrix(,n,6)
ret2[1,1]<-ret_prev[1]
eps[1,1]<-eps_prev[1]
sigkv[1,1]<-sigkv_prev[1]
for (iin 2:n){
sigkv[i,1]<-omega+alpha*eps[i-1,1]*2+beta*sigkv[i-1,1]
epsli,1]<-sqgrt(sigkv([i,1])*Ut_plus_1[i,1]
ret2[i,1]<-ar*ret2[i-1,1]+ma*eps[i-1,1]+epsli,1]
}
#Hret2 reikesmes priskyriau Fak1-Faké
Fakl<-ret2[,1]
HUHHHHAHH AR
#5=500
y<-pca.scoresSComp.2
omega =agS2 @fitScoef[3]
alpha =agS2 @fitScoef[4]



beta =agS2 @fitScoef[5]

ar=agS2 @fitScoef[1]

ma=agS2 @fitScoef[2]

ret<-y

n<-S

ret2[1,2]<-ret_prev|2]

eps[1,2]<-eps_prev([2]

sigkv[1,2]<-sigkv_prev[2]

for (iin 2:n) {
sigkv[i,2]<-omega+alpha*eps[i-1,2]*2+beta*sigkv[i-1,2]
epsli,2]<-sqrt(sigkvl[i,2])*Ut_plus_1[i,2]
ret2[i,2]<-ar*ret2[i-1,2]+ma*eps[i-1,2]+eps[i,2]
}

#ret2 reikesmes priskyriau Fak1-Fak6

Fak2<-ret2[,2]

HUHHHHA RS

y<-pca.scoresSComp.3

omega =agS3@fitScoef[3]

alpha =agS3@fitScoef[4]

beta =agS3@fitScoef[5]

ar=agS3@fitScoef[1]

ma=agS3 @fitScoef[2]

ret<-y

n<-S

ret2[1,3]<-ret_prev|3]

eps[1,3]<-eps_prev|3]

sigkv[1,3]<-sigkv_prev[3]

for (iin 2:n) {
sigkv[i,3]<-omega+alpha*eps[i-1,3]"2+beta*sigkv[i-1,3]
epsli,3]<-sqgrt(sigkv[i,3])*Ut_plus_1[i,3]
ret2[i,3]<-ar*ret2[i-1,3]+ma*eps[i-1,3]+epsli,3]
}

#ret2 reikesmes priskyriau Fak1-Fak6

Fak3<-ret2],3]

AR R’

#5=500

y<-pca.scoresSComp.4

omega =agS4@fitScoef[3]

alpha =agS4 @fitScoef[4]

beta =agS4@fitScoef[5]

ar=agS4@fitScoef[1]

ma=agS4@fitScoef[2]

ret<-y

n<-S

ret2[1,4]<-ret_prev([4]

eps[1,4]<-eps_prev[4]

sigkv[1,4]<-sigkv_prev[4]

for (iin 2:n) {
sigkv[i,4]<-omega+alpha*eps[i-1,4]*2+beta*sigkv[i-1,4]
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epsli,4]<-sqgrt(sigkv[i,4])*Ut_plus_1[i,4]
ret2[i,4]<-ar*ret2[i-1,4]+ma*eps[i-1,4]+eps[i,4]

1

Fak4d<-ret2[,4]

HEHHHH A HEH

#5=500

y<-pca.scoresSComp.5

omega =agS5@fitScoef[3]

alpha =agS5@fitScoef(4]

beta =agS5@fitScoef[5]

ar=agS5@fitScoef[1]

ma=agS5@fitScoef[2]

ret<-y

n<-S

ret2[1,5]<-ret_prev([5]

eps[1,5]<-eps_prev(5]

sigkv[1,5]<-sigkv_prev[5]

for (iin 2:n) {
sigkv[i,5]<-omega+alpha*eps[i-1,5]"2+beta*sigkv[i-1,5]
epsli,5]<-sqrt(sigkvl[i,5])*Ut_plus_1[i,5]
ret2[i,5]<-ar*ret2[i-1,5]+ma*eps[i-1,5]+epsli,5]

1

Fak5<-ret2][,5]

HHHHHHAHHHHHHHEHO

#5=500

y<-pca.scoresSComp.6

omega =agS6@fitScoef[3]

alpha =agSe@fitScoef[4]

beta =agS6@fitScoef[5]

ar=agS6@fitScoef[1]

ma=agSe@fitScoef[2]

ret<-y

n<-S

ret2[1,6]<-ret_prev|[6]

eps[1,6]<-eps_prev|[6]

sigkv[1,6]<-sigkv_prev[6]

for (iin 2:n){

sigkv[i,6]<-omega+alpha*eps[i-1,6]*2+beta*sigkv[i-1,6]

epsli,6]<-sqrt(sigkvli,6])*Ut_plus_1[i,6]
ret2[i,6]<-ar*ret2[i-1,6]+ma*eps[i-1,6]+epsli,6]

t

Fakb<-ret2],6]

HU R R R R R R R R R R R R

FAK=data.frame(Fak1,Fak2,Fak3,Fak4,Fak5,Fak6) #S scenariju T+1 laiko momentu kiekvienam faktoriui

###)ei stable aproksimavimas

stab_ul<-c(1.88555325, 0.26137505, 0.63622209, -0.03272889)

stab_u2<-c(1.80843479, -0.10305626, 0.61393620, 0.02540426)

stab_u3<-c(1.80520445, -0.10042746, 0.61238868, 0.0250976)

stab_u4<-c(1.82101722, 0.32282581, 0.62822012, -0.05226359)
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stab_u5<-c(1.80426407, 0.13088924, 0.61423648, -0.03004514
stab_u6<-c(1.87449553, -0.41760466, 0.63624565, 0.04965988
stab_u7<-c(1.82649323, 0.09585452, 0.62212279, -0.02327182
stab_u8<-c(1.80426406, -0.13082074, 0.61423007, 0.03003474

—_— — — —

ff1<-AG_t_mult(agES1,stab_ul, S,eS_ret_prev[1],eS_sigma2_prev[1],eS_eps_prev(1],"1")
ff2<-AG_t_mult(agES2,stab_u2, S,eS_ret prev([2],eS_sigma2_prev[2], eS_eps_prev[2],"2")
ff3<-AG_t_mult(agES3,stab_u3, S,eS_ret_prev([3],eS_sigma2_prev[3], eS_eps_prev[3],"3")
ff4<-AG_t_mult(agES4,stab_u4, S,eS_ret_prev[4],eS_sigma2_prev[4], eS_eps_prev[4],"4")
ff5<-AG_t_mult(agES5,stab_u5, S,eS_ret_prev[5],eS_sigma2_prev([5], eS_eps_prev[5],"5")
ff6<-AG_t_mult(agES6,stab_ub, S,eS_ret_prev[6],eS_sigma2_prev[6], eS_eps_prev[6],"6")
ff7<-AG_t_mult(agES7,stab_u7, S,eS_ret_prev[7],eS_sigma2_prev(7], eS_eps_prev[7],"7")
ff8<-AG_t _mult(agES8,stab_u8, S,eS _ret prev[8],eS_sigma2 prev[8], eS_eps_prev[8],"8")

eSim<-t(data.frame(ff1Sgra_eS,ff2Sgra_eS,ff3Sgra_eS,ff4Sgra_eS,ff5Sgra_eS,ff6Sgra_eS,ff75gra_eS,

ff8Sgra_eS))

FAKK<-data.frame(Fakl-mean(Fakl),Fak2-mean(Fak2),Fak3-mean(Fak3),Fak4-mean(Fak4),Fak5-

mean(Fak5),Fak6-mean(Fak6))
rrrl<-alphaS+betaS%*%t(FAKK)+eSim
#ARMa-GARCH SUGENERUOTQOS REIKSMES FAK
rrr<-alphaS+betaS%*%t(FAK)+eSim
names(rrr)<-NULL
return(list(gra=rrrl,ret_m=FAK, eps_m=eps, sig2_mean= sigkv,eS=eSim))
}

#Regresines lygties liekanu modeliavimo funkcija

AG_t_mult<-function(koef koef st, number_iter, eS_ret_prev,eS_sigma2_prev, eS_eps_prev, ind) {

omega =koef@fitScoef[3]

alpha =koef@fitScoef[4]

beta =koef@fitScoef[5]

ar=koef@fitScoef[1]

ma=koef@fitScoef[2]

n<-number_iter

al=rstable(n, koef_st[1], koef st[2],koef st[3],koef st[4])

ret2<-array(1:n,dim=1)

sigma2_es<-array(1:n,dim=1)

eps_es<-array(1:n,dim=1)

ret2_es<-array(1l:n,dim=1)

sigma2_es[1]<-eS_sigma2_prev

eps_es[1]<-eS_eps_prev

ret2_es[1]<-eS_ret prev

for (iin 2:n) {

sigma2_es[i]<-omega+alpha*(eps_es[i-1])*2+beta*sigma2_es[i-1]

eps_esli]<-sqrt(sigma2_es[i])*al]i]

ret2_esli]<-ar*ret2_es[i-1]+ma*eps_es[i-1]+eps_es[i]

}

return(list(gra_eS=ret2_es))

}

#Efektyvusis portfelio krastas

efront <- function(prep_data, nport = 1000, shorts = FALSE) {

ef <- matrix(0, nport, 2 + ncol(prep_dataSrets))



pm <- seq((min(prep_dataSmean) + .1710), (max(prep_dataSmean) - .1210),
length.out = nport)
for (i in 1:nport) {
port <- NULL
try (port <- portfolio.optim(prep_dataSrets, pm = pm[i], shorts = shorts))
if (lis.null(port)) {
ef[i, 1] <- portSps
efli, 2] <- portSpm
ef[i, 3:ncol(ef)] <- portSpw
}
}
list(ef = ef[, 1:2], wts = ef[, -1:-2])
}
#Minvar ir Sharpe svoriu apskaiciavimas
opt.port <- function(prep_data, req = -100, reshigh = 1, reslow = 0.1710,
meq = 1, obj = 'minvar') {
Dmat <- 2 * prep_dataScovar
if (obj == 'minvar') {
dvec <- rep(0, length(prep_dataSmean))
} else if (obj == 'sharpe') {
dvec <- prep_dataSmean
1
Amat_eql <- rep(1, length(prep_dataSmean))
Amat_eqg2 <- prep_dataSmean
Amat_ineql <- -diag(length(prep_dataSmean))
Amat_ineq2 <- diag(length(prep_dataSmean))
bvec_eql<-1
bvec_eq?2 <-req
bvec_ineql <- rep(-reshigh, length(prep_dataSmean))
bvec_ineq2 <- rep(reslow, length(prep_dataSmean)
Amat <- chind(Amat_eql, Amat_eq2, Amat_ineql, Amat_ineqg2)
bvec <- c(bvec_eql, bvec_eq2, bvec_ineql, bvec_ineqg2)
port_solu <- NULL
try(port_solu <- solve.QP(Dmat = Dmat, dvec = dvec, Amat = Amat,
bvec = bvec, meq = meq))
if (lis.null(port_solu)) {
pm = port_soluSsolution %*% prep_dataSmean
if (obj == 'minvar') {
ps = sqrt(port_soluSvalue)
} else if (obj == 'sharpe’) {
ps = sqrt((port_soluSvalue) + pm)
}
list(pw = port_soluSsolution, pm = pm, ps = ps)
}
}

#CVaR svoriu apskaiciavimas
cvarOpt = function(rmat, alpha=0.05, rmin=-50, wmin=0.00001, wmax=1, weight.sum=1)

{
require(Rglpk)



n = ncol(rmat) # number of assets

s = nrow(rmat) # number of scenarios i.e. periods

averet = colMeans(rmat)

# creat objective vector, constraint matrix, constraint rhs
Amat = rbind(cbind(rbind(1,averet),matrix(data=0,nrow=2,ncol=s+1)),
cbind(rmat,diag(s),1))

objL = c(rep(0,n), rep(-1/(alpha*s), s), -1)

bvec = c(weight.sum,rmin,rep(0,s))

# direction vector

dir.vec = c("==",">=",rep(">=",s))

# bounds on weights

bounds = list(lower = list(ind = 1:n, val = rep(wmin,n)),
upper = list(ind = 1:n, val = rep(wmax,n)))

res = Rglpk_solve_LP(obj=0bjL, mat=Amat, dir=dir.vec, rhs=bvec,
types=rep("C" length(objlL)), max=T, bounds=bounds)

w = as.numeric(resSsolution[1:n])
return(list(w=w,status=resSstatus))

}

#MAD svoriu apskaiciavimas

MAD<-function(x,lw,hw) {

ia=create.ia(aaa)

iaSsymbols<-c(1,2,3,4,5,6,7,8)

nn =iaSn
#0<=xi<=1
constraints = new.constraints(nn, Ib = lw, ub = hw)
#SUMx.i=1
constraints = add.constraints(rep(1, nn), 1, type = '=', constraints)

# Set target return (or Minimum Acceptable Returns (MAR))
# and consider only returns that are less than the target
iaSparameters.mar = 1000 #0/100

# convert annual to monthly
iaSparameters.mar = iaSparameters.mar / 12
return( min.mad.portfolio(ia, constraints))

}



