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SUMMARY

This Master‘s work examines the use of flexible methods to approximate an unknown density
function, and techniques appropriate for visualization of densities in up to d - dimensions. A very
natural use of density estimates is in the informal investigation of the properties of a given set of data.
Statistical modeling of data has two general purposes:

1. Understanding the shape and features of data through the density function, such us skewness
and multimodality in the data;

2. Prediction of y through the joint density function, f(x,y).
Let X(),..,X(n) are monitored by independent d - dimensional random variables with
unknown distribution density f(x). If the function f(x)is not parametrized, nonparametric

approaches are always appropriate for exploratory purposes, and should be used if the data do not
follow a simple parametric form. In the following sections, these algorithms and theory of
nonparametric density estimation will be described: histogram method, £ - nearest neighbour and
poorly studied kernel gradient method. For the visualization of multivariate data were implement
multidimensional scaling method.

While constructing various probability density estimation methods the most difficult task is to
find optimal parameters. Every algorithm for nonparametric density estimation has one or more design
parameters which are called the smoothing parameters or bandwidths of the procedure. The smoothing
parameter controls the final appearance of the estimate. For an equally-spaced histogram, the bin width
plays the primary role of a smoothing parameter. For a kernel estimator, the scale or width of the
kernel serves as the smoothing parameter and for a & — nearest neighbour estimator, the smoothing
parameter is the number of neighbours.

To objectively compare the performance, Monte Carlo approximation was used for fifteen types
Gaussian mixtures and then an empirical analysis was made.

The master thesis is published in article of XII students Conference on Applied Mathematics.



TURINYS

TVADAS ...ttt 8
1. TEORINE DALIS ..ottt s e se s sesssnaeaesesasnaneeeeses 10
1.1 HISTOGRAMOS IVERTINY'S ...t s e es s eeeseee s een e e, 10
1.2 K ARTIMIAUSIO KAIMYNO METODAS ..o, 10
1.3 GRADIENTINIS METODAS ..ot 12
1.4 DAUGIAMATES SKALES ...ttt ee e eneeean. 14
1.5 PROGRAMINES JRANGOS APZVALGA ......cooveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseee e, 15
2. TIRTAMOJT DALIS ..ot 16
2.1 TYRIMO DUOMENY'S ...ttt ee e eee e eeeeean. 16
2.2 TYRIMO REZULTATAI VIENMACIU ATVEJU ..o, 18
2.4 TYRIMO REZULTATU APIBENDRINIMAS ......cooviiiuieeeieeeeeeeeeeese s, 31
2.5 EMPIRINIS TYRIMAS ...ttt ee e s een e, 32
2.6 EMPIRINIO TYRIMO REZULTATU APIBENDRINIMAS......c.oiviviieeeieeeeeeeeeee e, 37
3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUL .....c.ovvvevieieieeiseeeeeerns 39
ISVADOS ... ettt 40
LITERATURA ..ottt s e seseen e een s 41
1 PRIEDAS. TYRIMO REZULTATAIL KAI d =1, d =2 coooeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 43
2 PRIEDAS. KONKRETAUS MISINIO TYRIMO REZULTATAI KINTANT IMTIES TURIUI IR
DIMENSITAT ..ottt ettt se s ene s 99

3 PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS ...t 115



PAVEIKSLU SARASAS

1.1 pav. k artimiausio metodo idéja, KAL & = /71 « coeverververnernessereesensessessessessessessesssessessessessessessessessese 11
1.2 pav. Gauso branduolio fUNKCija.....ccoeiiciiisriinissnricssssniecssssnnecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 13
1.3 pav. ReikSmingo gradiento STitiS.......cccovierviesinssernssnessnnssncsssisssnssssssssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 14
1.4 pav. ReikSmingo iSHNKIO STitiS....cccceevieriinsnnsinsseicssncssnnssicsssissanesssnsssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 14
2.1 pav. Dvimodalinio su vienu koncentruotu centru misinio grafikas, d=1 ........cccceeerervrercrsuercsanns 18
2.2 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k£ artimiausio kaimyno metodu, kai N = 50, d=1............. 18
2.3 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k£ artimiausio kaimyno metodu, kai N = 200, d=1........... 18
2.4 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N=800, d=1............. 19
2.5 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N = 3200, d=1......... 19
2.6 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 50, d=1 ........ccccecervrrueeruecuee. 19
2.7 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 200, d=1 ........ccceeererruererunes 19
2.8 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 800, d=1 .........ccceceeueerueuee. 20
2.9 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=1.........cccceeceerueuee. 20
2.10 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 50, d=1 ....c.c.ccceecererrueresunes 20
2.11 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N =200, d=1 ........ccccceceerueeuee. 20
2.12 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 800, d=1 ........c.cccceeeueeuce. 21
2.13 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 3200, d=1 ......cccceceervurrerunes 21
2.14 pav. Diskreciy ,,Suky® miSinio grafikas, d=1 .........ccevcrrsvsicrnsrensuccsenssecssecsensecssecassancssessenes 21
2.15 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N =50, d=1..... 22

2.16 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas & artimiausio kaimyno metodu, kai N = 200, d=1... 22

2.17 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N = 800, d=1... 22

2.18 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N=3200, d=1... 22

2.19 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 50, d=1.....c..ccceeuvrerunes 23
2.20 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 200, d=1.........ccc.c...... 23
2.21 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 800, d=1................... 23
2.22 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=1..........cccuu... 23
2.23 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 50, d=1 ........ccceeuereuns 24
2.24 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N =200, d=1...........c......... 24
2.25 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 800, d=1.........ccccccevu... 24
2.26 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 3200, d=1...........cccu... 24
2.27 pav. Dvimodalinio su vienu koncentruotu centru miSinio grafikas, d=2 .......cccceceererreeruccueen. 25
2.28 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N = 50, d=2........... 25
2.29 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N =200, d=2......... 25
2.30 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N = 800, d=2......... 26
2.31 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N= 3200, d=2........ 26
2.32 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 50, d=2........ccceeeerervuercsunee 26

2.33 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 200, d=2.........ccccceceerueuee. 26



2.34 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 800, d=2.........c.cceceerueeuce. 27

2.35 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=2......ccccceceevuererunes 27
2.36 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N =50, d=2 .........cccecerueeruecuee. 27
2.37 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N =200, d=2 ........cccceeceerueuee. 27
2.38 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 800, d=2 .......ccccceceervuererunes 28
2.39 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 3200, d=2. ..........cccceveeue. 28
2.40 pav. Diskreciu ,,Suku® miSinio grafikas, d=2 .........ccccceevrrrrerssrcssnissnrssesssercsssssssssssssssssssssssssens 28
2.41 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N = 50, d=2..... 29

2.42 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k artimiausio kaimyno metodu, kai N = 200, d=2.. 29
2.43 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas & artimiausio kaimyno metodu, kai N = 800, d=2.. 29

2.44 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas £ artimiausio kaimyno metodu, kai N=3200, d=2.. 29

2.45 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 50, d=2.........ccceueeue... 30
2.46 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 200, d=2................... 30
2.47 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 800, d=2.......ccccc0ceeuees 30
2.48 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=2.................. 30
2.49 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N =50, d=2..........cceeceu.... 31
2.50 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N =200, d=2........cccc0c0erunes 31
2.51 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 800, d=2................... 31
2.52 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas histogramos metodu, kai N = 3200, d=2................. 31
2.53 pav. Kutaisi miesto komunaliniy atlieky atvaizdavimas ...........ccecveeecsicsnnrecsssnnnccssssnsecsssnsseces 33
taikant branduolio tankio gradientinj Metoda .........cccoceeevveriiivericssnninssnnisssnrcsssresssncssssnessssnessssscsenes 33
2.54 pav. Kutaisi miesto komunaliniy atlieKu.......coceeevveicivurinsvnricssninssnninssnncsssnnesssnesssnessssnessssscsenns 34
atvaizdavimas taikant £ artimiausio Kaimyno metoda ..........ccouveereciivnriccsssnniecssssnnnecsssnnsessssnssecsnns 34
2.55 pav. Kauno miesto komunalinig atlieKy .......coeeevveiicivnricsvnricisnninssnninssnncsssnncssnncsssncssssncssssscsenns 34
atvaizdavimas taikant branduolio tankio gradientinj metodq........ccccceevvvrievverinscercssnrcssercssnerescnnnes 34
2.56 pav. Kauno miesto komunalinig atlieKy .........ccoovvveiiciiisericssssnniccsssnnicssssnssecssssssssssssssssssssssseses 35
atvaizdavimas taikant £ artimiausio kaimyno metoda ...........ccovveeecvvericicnrinssnninssnncssnicssnnncssnenesnsnes 35
2.57 pav. Borispilio miesto komunaliniy atlieKy ........cccceevvericvvuricsvninssnninssnncsssnncssnncssnncssssncssssecsenns 35
atvaizdavimas taikant branduolio tankio gradientinl metoda........ccccceeeervvnniicsssnerccsssnnreccssnnsecsnns 35

2.58 pav. Borispilio miesto komunaliniy atliekuy atvaizdavimas & artimiausio kaimyno metodu 36

2.59 pav. Sankt Peterburgo miesto komunalinig atlieKu.......c.cceevvericvvericssercnssnrcssnrcscnrcssnencssnnncsanns 36
atvaizdavimas taikant branduolio tankio gradientinf metoda........c.cccceeeevvvnericssinnrccsssnnneccssnssecsnns 36
2.60 pav. Sankt Peterburgo miesto komunalinig atlieKy.......c.cceevveeecvvericssnrisssnrcssnncscnrcssnnncssnnncsanns 37
atvaizdavimas k artimiausio Kaimyno metodu ........ccueierveicicricssnicssnnisssnnicssnncssssnesssnesssssesssssesnsecs 37
2.61 pav. Kutaisi miesto komunaliniy atlieky tankio pavidalo aproksimavimas.......ccccceceeecnereee 38
2.62 pav. Kauno miesto komunaliniy atlieky tankio pavidalo aproksimavimas.......cccceceeeeeecunnrece 38
2.63 pav. Borispilio miesto komunaliniy atlieky tankio pavidalo aproksimavimas .........ccccceeueee.. 38
2.64 pav. Sankt Peterburgo miesto komunaliniy atlieky tankio pavidalo aproksimavimas......... 38

3.1 pav. Parametrai miSinio Seneravimui .......ccovuieerveiccssencsssnicsssescssanesssasesssanssssasesssssssssssssssssssnsssssnss 39



IVADAS

Statistikoje ir jos taikyme vienas dazniausiai sprendziamy uzdaviniy yra tankiy vertinimas. Pagal
tai, ar Zinoma stebimo atsitiktinio dydzio skirstinio Seima, tankiy vertinimas skirstomas j parametrinj ir
neparametrinj vertinimg. Vertinant tankj parametriniais metodais turi biiti tenkinamos sglygos:

e nepriekaiStinga kiekybiné skalé¢;
e pagrista empirinio skirstinio aproksimacija | statistikoje gerai iSnagrinétag normaly teorinj
skirstinj.

Biitent todél tyrimy praktikoje reikSmingi neparametriniai statistiniai kriterijai, kurie leidzia
operuoti jvairiy skaliy (intervalings, tvarkos, vardy) duomenimis ir neatsizvelgti j empirinio skirstinio
tipa. Nors Siuolaikingje duomeny analizéje Zinoma gausybé pasiskirstymo tankio jvertinimo metody,
praktikoje néra lengva parinkti efektyvig vertinimo procediirg, jei duomeny pasiskirstymo tankis
daugiamodalinis, o imties tiiris néra didelis [1].

Tiriamoji problema.

Tegul X(1),..., X(n)yra stebimi nepriklausomi d-maciai atsitiktiniai vektoriai su neZinomu
pasiskirstymo tankiu f(x). Jei funkcija /(x) néra parametrizuota, jai jvertinti taitkomi neparametriniai
metodai, kuriy parinkimas priklauso nuo neZinomo pasiskirstymo tankio f(x) glodumo tasko X (¢)
aplinkoje, kg nustatyti beveik nejmanoma jei imtis néra didelé, o tankis yra daugiamatis.

Magistro baigiamajame darbe Monte Karlo metodu buvo siekiama atlikti jvairiy neparametriniy
jvertiniy tikslumo lyginamajg analize naudojantis histogramos, menkai nagrinétu gradientiniu ir £k
artimiausio kaimyno metodais, taciau pagrindinis démesys buvo skiriamas nezinomo skirstinio tankio
formos nustatymui. Vizualizavimas — svarbi neparametrinés duomeny analizés dalis. Modernus
duomeny analizés i8Siikis — iSnagrinéti sudétingiausius duomenis, pavyzdziui, duomenys gali biiti
stipriai besiskiriantys nuo normaliyjy, turéti daugiau nei vieng moda arba biiti asimetriski, o didéjant
duomeny dimensijai $iy charakteristiky tyrimas tik sudétingéja [2,3].

Tikslas ir uzdaviniai:

Darbo tikslas - istirti daugiamacio pasiskirstymo tankio neparametrinio vertinimo algoritmus, kurie
bty efektyvis nustatant skirstinio tankio funkcijos forma.
Pagrindiniai darbo uzdaviniai:
e atlikti populiariy neparametriniy tankiy statistiniy jverCiy lyginamaja analize
daugiamodaliniu atveju;
e palyginti pasiskirstymo tankio jvairiy vizualizavimo procediry taikymo efektyvuma;

e pritaikyti neparametriniy tankiy vertinimo metodus atliekant empirinj tyrima.



Mokslinis naujumas.

1. IStirtas gradientinis bei k artimiausio kaimyno metodas, skirtas tiek vienmaciy, tieck daugiamaciy

tankiy vizualizavimui daugiamodaliniu atveju.

2. Palyginti rezultatai, gauti vertinant anks¢iau minétu biidu penkiolikos tipy Gauso skirstiniy miSinius.

3. Daugiamaciy duomeny atvaizdavimui istirtas daugiamaciy skaliy metodas.

4. Pasiulytas iSnagrinéty metody tinkamumas praktikoje — atliktas empirinis tyrimas komunaliniy

atlieky duomeny analizei, kad biity palengvinami atlieky tvarkymo sprendimy priémimai, jy

pagrindimas, atlieky tvarkymo darby organizavimas ir atlieky kiekio steb&jimas.

Rezultaty aprobavimas. Magistrinio darbo tematika yra iSspausdintas straipsnis 2014 m. XII studenty

konferencijos ,, Taikomoji matematika® medZiagoje. Sioje konferencijoje skaitytas pranesimas.

Magistrinio darbo struktaira. Darbg sudaro:

Ivadas;

Teoriné dalis, skirta tankio vertinimo, vizualizavimo algoritmy bei programinés jrangos
apraSymui;

Tiriamoji dalis ir rezultatai, jy interpretacija;

Programiné realizacija ir instrukcija vartotojui;
ISvados;

Literatiiros sgrasas;

Priedai, kuriuose pateikiami nagrinéty miSiniy grafikai, rezultaty grafikai ir programos tekstas.
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1. TEORINE DALIS
1.1 HISTOGRAMOS JVERTINYS

Vienas seniausiy ir plaCiausiai naudojamy neparametrinio tankio jvertiniy — histograma.
Aproksimuojant tankj f(x) srityje Q, yra skaiiuojamas stebiniy X (¢) skaiCius, patenkantis | Q, ir
dalinamas i§ # bei srities Q tiirio. Konstruojant jvertinj, pirmiausia randama erdvés sritis, | kuria
patenka visi stebiniai, t.y. randami visy X projekeijy j asis X, X ... X “@ svyravimo intervalai.
Stebiniy svyravimo intervalai padalijami j / daliniy intervaly ir jais apribotuose hiperkubuose
Q, (j=1,..,r) apskaiCiuojamas tankio jvertis:

”(Qj)

S =

(1.1)

¢ia n(Q j) 1 hiperkubg Q) patenkanciy stebiniy skaicius, o £,/ =L...,d yra hiperkubo kraStinés
[4,5,6]. Hiperkuby skai¢iy rekomenduojama [7,8,9] parinkti r=1+3,32logn, O I =4/r turi bati

sveikasis skaiCius, kur  parenkamas taip: (m -’d, ¢ia H - sveikas, suapvalintas | didesne
pusg, skaicius.

Histograma yra viena i$ paprasciausiy duomeny pateikimo priemoniy, kuri lengvai suprantama
ir patogi. Sis jvertis yra funkcija, jgyjanti neneigiamas reik§mes, o jos integralas lygus vienetui. Tadiau
susiduriama su esminiu trikumu — jis néra tolydus. D¢l to kyla problemy, kai svarbu zinoti tankio
iverCio iSvestines ir ypac, kai tankio vertinimas naudojamas tarpiniuose kity metody zingsniuose,
pavyzdziui, klasterizavimui taikant gradientinj algoritma ar formuojant didelio matavimo duomeny

lygio linijy grafika.
1.2 K ARTIMIAUSIO KAIMYNO METODAS

k artimiausio kaimyno metodas — tai neparametrinis algoritmas, kuris taikomas kai néra jokiy
prielaidy dél pagrindiniy duomeny pasiskirstymo. Tarkime, kad turime d - maciy stebiniy imtj
{v,,i=1,...,n}. Tegu y,¥,,....y,— nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai vektoriai, o jy
tankis f(y). Fix ir Hodges (1951) bei Loftsgaarden ir Quesenberry (1965) pasiiilytas k artimiausio

kaimyno tankio jvertinys:

k
nv, | Y=V ”d ’

Jea(¥)= (1.2)
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¢ia V,— vienetinio rutulio tiris, y, , — k - tasis artimiausias stebinio y kaimynas i§ visos imties
stebiniy {y;,i =1,...,n} . Viena pagrindiniy savybiy — beveik visoms y reiksméms f, ,(y) = f(»), kai
n—>o, jei k=o(n) ir k—>o. Kadangi k artimiausio kaimyno tankio jvertinys priklauso nuo
koordinaCiy sistemos — ja pakeitus pakinta atstumai tarp stebiniy || y—y, |, 1<i<n, buvo jvesti

pakeitimai:

k(d ~1)!

d )
nlog™ (n/k(d=DN2T [ »” = v, |

J=1

Jia ()= (1.3)

¢ia y=(y',y’....y"), 0 y/— d - macio vektoriaus projekcija i j - taja a3}, 0 Y}, V(35 V(,) — imties

d
V1>V, ¥, PeIstatinys  sandaugos HI ' =¥, | didéjimo tvarka. Sis perstatinys yra nekintantis
Jj=1

koordinadiy asiy atlieckamoms tiesinéms transformacijoms (bet ne posiikiams). Sis jvertis buvo
nagrinéjamas tik trivialiu vienmaciu atveju (d = 1), kai gaunamas standartinis & artimiausio kaimyno
ivertinys. Kadangi koordinaciy sistemos parinkimas skai¢iavimuose yra labai svarbus, todél Siuo
aspektu k artimiausio kaimyno jvertinys labai naudingas [10].

Svarbiausias $io metodo uzdavinys — parinkti parametrg £. Biitent remiantis duomenimis apie -
3j] kaimyna yra atliekami skai¢iavimai. Vertinant tankj taske x, bréziamas hiperkubas, kurio centre —

taskas x. Hiperkubas didinamas tol, kol uzfiksuojama £ reikSmiy [11] (zr. 1.1 Pav).

n=1 n=4 n=9 n=16 n=100
¥ & L L]
——— —— 5 o a
/ * : i " : p -—i . ...:..
|III \I' II.l Y IIII . . L] .‘.." . --'fl. .. * - .. .-’/-ﬁ’x' . -
Ill,. __.'I || } » t J.r - l'-\ , _,.'i \J :‘ l:_.._ J. . .]
‘\ .-’f ".\.\ _/_.-” o <=l B Moo - ® o3 L] .
— — A,
1.1 pav. k artimiausio metodo idéja, kai k = /n .
Darbe bus naudojama Devroye ir Krzyzak (1991) pasitlyta k iSraiska:
k =log(n), (1.4)

¢ia n — imties taris
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1.3 GRADIENTINIS METODAS

Gradientinio metodo charakteristiky reikSmingumas remiasi branduolio tankio funkcijos
gradiento (pirmosios i§vestinés) ir i§linkio (antrosios i§vestinés) tyrimu. Sj tyrima vienos dimensijos
duomenims iS$nagrin¢jo Chaudhuri ir Marron (1999), dviejy dimensijy - Godtliebsen, Marron ir
Chaudhuri (2002), o trijy bei keturiy dimensijy - Duong, Cowling, Koch & Wand (2007). Did¢jant
duomeny dimensijai, svarbiausia charakteristika tampa lokalinis maksimumas, todél §io maksimumo
nustatymas yra pagrindinis metodo tikslas [12].

Tankio jverciai suteikia naudingos informacijos apie duomeny charakteristikas. Kol kiekybine

charakteristiky informacija pateikta pirmoje ir antroje tikrojo tankio f iSvestinése, natiiralu, kad f

iSvestiniy jverciai yra branduolio tankio jvertinio f iSvestinés [13,14].
d - matis branduolio tankio jvertinys su branduolio funkcija K ir branduolio plocio parametru h, kuriuo

galima jvertinti daugiamaciy duomeny X € R tankj f{x) , apibréziamas taip:

L& (x-XO)
f_nh";K( ; j (1.5)

Tyrimui bus naudojama placiai paplitusi ir matematiniuose skai¢iavimuose naudojama Gauso

(Gaussian) branduolio funkcija (zr. Pav.3):

[

K(u)=o(u) = e? (1.6)
\N27
su plocio parametru, pasiiilytu Silverman (1986) Gauso branduoliy atveju vienmaciu atveju:
! 1
* 4 Tz
h =(—j5 s 1.7
3
bei daugiamaciu, kur dydis ¢ — duomeny dimensija [15]:
. g 1/(4+q)
(2)’q- (j
h* — 2\/; i n*l/(4+q) (1.8)

4. ﬁ . ((4 - 1)!!+(q — ])((2 _ 1)”)2 )
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0.38
0.36

0.32
0.20
0.28
0.26

0.22
0.20
0.18
0.16
0.14
0.2
0.10
o.08
0.06
0.04
0.02
0.00

-3 -2 =1 0 1 2 3

1.2 pav. Gauso branduolio funkcija

Gradiento reikSmingumo tyrimui taske x tikrinama hipotezé:
Hy(x):|Vf(x)[|=0

Skaiciuojama statistika:

W) = VF sl P

kur Vf"(x; H) branduolio gradiento jvertinys su plo¢iu H, o | -|| - Euklido norma:

Vf (xH)= foH ZVK (x—X)),

Dvimaciy duomeny reikSmingo gradiento regionas pateiktas 1.3 pav.
ISlinkio reikSmingumo tyrimui tikrinama hipotezeé:

H,(x):]| vechV?® f(x)||=0

a b c
Cia: vechb d e|=[a b ¢ d e f]
c e f

SkaiCiuojama statistika:
W) =V f(eH)|
Cia
V(z)f(x’H): v® f(x;H): n—lZV(Z)KH (X—Xl.)
i=1

Dvimaciy duomeny reikSmingo islinkio sritis pateikta 1.4 pav.

13

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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-4 2 (4] 2 4 i) 4 -2 Q 2 4 B

1.3 pav. ReikSmingo gradiento sritis 1.4 pav. ReikS§mingo iSlinkio sritis
1.4 DAUGIAMATES SKALES

Daugiamaciy duomeny atvaizdavimui magistriniame darbe bus naudojamas daugiamaciy skaliy
(multidimensional scaling, MDS) metodas. Daugiamatés skalés - tai vienmaciy skaliy, kai objektai
iSdéstomi atkarpoje, apibendrinimas daugiamatéje erdvéje. TeoriSkai objekty atvaizdavimg galima
nagrinéti bet kokio skai¢iaus matmeny erdvéje, taciau praktiSkai naudingos tik tokios, kurias galima
vizualizuoti turimomis priemonémis. Naudojant daugiamaciy skaliy metoda, ne tik daugiamaciai
vektoriai, bet ir bendresnés daugiamaciy duomeny aibés gali biiti vizualizuojamos, nes pakankama
informacija §iam metodui yra objekty artimumas, apibréztas objekty pory skirtingumu. Sio metodo
esmé — minimizuoti jtempimo funkcija, kuria naudojantis lyginami objekty skirtingumai su atstumais
tarp tuos objektus atvaizduojanciy tasky vaizdo erdvéje.

Daugiamaciy skaliy metodu sprendziamas uzdavinys, kaip m objekty, apibrézty panaSumo
duomenimis, gali biiti patikimai atvaizduoti taSkais mazo skaiiaus matmeny vaizdo erdvéje. Objekty
panasumas yra apibréziamas jy pory skirtingumu (nepanasumu), i-ojo ir j-ojo objekty skirtingumas

nusakomas realiuoju  skai¢iumi  J,,i,j=1,..,m. Taigi, d-matéje erdvéje ieSkoma taSky

Y, eR’,i=1,.,m, tarp kuriy atstumai atitikty skirtingumus. Atvaizdavimo kokybé matuojama
jtempimo funkcija, kuria naudojantis lyginamas objekty skirtingumas su atstumu tarp juos
atvaizduojanciy tasky.

Dazniausiai naudojami Minkovskio atstumai, kurie apibréziami formule:

1
) '
dq(Y,-,Yj)=[Z\y,-k —y,-k\qjq (1.15)
k=1
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¢ia ¥, = (V> VigseesVi)it ¥, = (V51 Y5000 ¥ 1) - Kai g =2, pagal $ig formule apskaiCiuojami Euklido

atstumai, kurie ir buvo naudojami darbe. Dazniausiai naudojama maziausiyjy kvadraty jtempimo
funkcija:
S =33 w,d(7.1) =5, (1.16)
i=l j=1
¢ia Y=(1.%,,....Y,), d,(Y,,Y,) zymi atstumg tarp tasky Y,ir ¥, w; > 0 yra teigiami svoriai.
Objekty vaizdas randamas minimizuojant jtempimo funkcijg: d-matéje erdveje ieSkoma tokiy m

tasky koordinaciy, kad jtempimo funkcija buity minimali [16,17].
1.5 PROGRAMINES IRANGOS APZVALGA

Neparametriniy tankio vertinimo algoritmy lyginamojo tyrimo atlikimui Monte Karlo metodu
buvo pasirinkta R programiné jranga. R — tai matematins statistikos paketas, skirtas spresti praktiskai
visus statistikos uzdavinius. R i§ esmés yra programavimo kalba su specializuota (statistikos reikméms
skirta) aplinka. Pagrindinés R charakteristikos:

e R kalba sukurta specialiai darbui su duomenimis. Jeigu SAS, SPSS arba STATISTICA
neturi kokios nors funkcijos, ja beveik visada galima rasti R;
e R yra atvirojo kodo programa. Kiekvienas vartotojas gali naudotis R nemokamai, atsisiuntes jj

1§ internetinio puslapio http://www.r-project.org ;

¢ R funkcijos yra apjungtos | bibliotekas (angl. packages), kurios gali buti prijuntos prie darbinés
srities arba, kai nebereikalingos, atjungtos;
e ISplétotas pagalbos mygtukas (angl. help) — realizuota labai daug pavyzdziy bei metody, kurie
padeda vartotojui naudoti juos tolimesnéje analizéje;
e Dauguma klasikiniy statistiniy ir kai kurios naujausios metodikos yra prieinamos naudojimui
R, taciau vartotojams gali tekti pasistengti norint juos rasti;
e Trikumas yra tas, kad darbas su R vyksta per komanding eilute, o jprasti mygtukai,
i8siskleidziantys meniu beveik neegzistuoja, todél néra ir gerai suprantamos vartotojo sgsajos.
R statistiné analiz¢ atlieckama atskirais zingsniais, tarpinius rezultatus iSsaugant objektuose. Tuo
tarpu kai SAS ir SPSS pateiks gausy rezultatg sudarytg i§ regresijy ar determinanty analizés, R pateiks
minimaly rezultatg ir i§saugos tarpinius rezultatus patogiame objekte galimam tolesniam naudojimui

kitomis R funkcijomis [18,19].
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2. TIRTAMOJI DALIS
2.1 TYRIMO DUOMENYS

Ankstesnéje dalyje aprasSyty neparametriniy tankiy vertinimo algoritmy efektyvumo tyrimas
atliktas Monte Karlo metodu.

Modeliavimui buvo panaudota penkiolika skirtingy Gauso skirstiniy miSiniy, kurie aprasomi:

f0)=3 P )= F(x.0). @
xeR?, &a 0= (p;, Mi, R, i=1, 2, ... , q), 15111 vidurkiais M; ir kovariacinémis matricomis R;,
i=12,...q.
1) Gauso (angl. gaussian):
pr=1,M=(0,...,0), R =1=diag(l, ..., 1])
2) Nukrypes vienamodalinis (angl. skewed unimodal)
pr=1/5M=(0,...,0), R =1=diag(l, ..., 1])
pa=1/5,M,=(1/2,0, ..., 0), R, = diag([(2/3)’, ..., (2/3)*])
p3=3/5,M5=(13/12, 0, ..., 0), R = diag([(5/9)% ..., (5/9)*])
3) Stipriai nukrypes (angl. strongly skewed)
pi=1/8, M;=(3((2/3)-1), 0, ..., 0), R, = diag([(2/3)*, ..., 2/3)*]), 1=0, ..., 7
4) Smailas vienamodalinis (angl. kurtotic unimodal)
pL1=2/3,M;=(0, ...,0), R, =1=diag([1, ..., 1])
pr=1/3,M>=(0, ..., 0), R, = diag([(1/10)% ..., (1/10)])
5) ISsiskiriantis (angl.outlier)
p1=1/10, M, = (0, ..., 0), R, =1 =diag([1, ..., 1])
p2=9/10, M, = (0, ..., 0), R, = diag([(1/10)?, ..., (1/10)*])
6) Dvimodalinis (angl. bimodal)
=12, M,=(-1,0, ..., 0), R, = diag([(2/3)%, ..., 2/3)*])
=12, M,=(1,0, ..., 0), R, = diag([(2/3)%, ..., (2/3)*])
7) Dvimodalinis su atskirianciais centrais (angl. separated bimodal) :
pr1=1/2, My =(-3/2,0, ..., 0), R, = diag([(1/2), ..., (1/2)*])
pa=1/2, M, =(3/2,0, ..., 0), R, = diag([(1/2)*, ..., (1/2)*])
8) Nukreiptas dvimodalinis (angl. skewed bimodal)
pL=3/4, My =(0, ..., 0), R, =1=diag([1, ..., 1])
pa=1/4, M>=(3/2,0, ..., 0), R, = diag([(1/3)*, ..., (1/3)"])
9) Trimodalinis (angl. trimodal):
p1=9/20, M; = (-6/5, 0, ..., 0), R, = diag([(3/5)%, ..., (3/5)*])
P2=9/20, M, = (6/5, 0, ..., 0), R, = diag([(3/5)%, ..., (3/5)*])



17

p3=1/10, M5 = (0, ..., 0), Ry = diag([(1/4)’, ..., (1/4)*])
10),,Znyplés“ (angl. claw)

pr=1/2,M;=(0, ..., 0), R, =1=diag([1, ..., 1])

pr=1/10, M;= (121, 0, ..., 0), R; = diag([(1/10)%, ..., (1/10)*]), [ =0, ..., 4
11) Dvigubos ,,znyplés* (angl. double claw)

p1=49/100, M, = (-1, 0, ..., 0), R, = diag([(2/3)*, ..., (2/3)"])

P2 =49/100, M, = (1, 0, ..., 0), R, = diag([(2/3)%, ..., (2/3)*])

pr=1/350, M;=((I-3)/2, 0, ..., 0), R; = diag([(1/100)?, ..., (1/100)*]), /=0, ..., 6
12) Asimetrinés ,,znyplés* (angl. asymmetric claw)

pr1=1/2,M;=(0, ..., 0), R, =1=diag([1, ..., 1])

pr=2"31, My = (I+1/2,0, ..., 0), R, = diag([(2""/10)%, ..., 2%/10)*]), I=-2, ..., 2
13) Asimetrinés dvigubos ,,Znyplés* (angl. asymmetric double claw)

p; =46/100, M; = (2I-1, 0, ..., 0), R; = diag([(2/3)’, ..., (2/3)*]),j =0, 1

pr=1/100, M;= (-1/2, 0, ..., 0), R; = diag([(1/100)?, ..., (1/100)*]), [=1,2, 3

pe=1/100, My = (k/2, 0, ..., 0), R= diag([(1/100)*, ..., (1/100)°]), k=1, 2, 3
14) Tolygios Sukos (angl. smooth comb)

pr=2"163, M;=(65-96(1/2)'/21, 0, ..., 0), R, = diag([(32/63)/2%, ...,(32/63)/2*]), I=0, ..., 5
15) Diskrecios Sukos (angl. discrete comb)

pi=2/7, M;= ((121-15)/7, 0, ..., 0), R, = diag([(2/7)%, ....2/7)*]), [=0, 1,2

pr=121, M= (21/7,0, ..., 0), Ry = diag([(1/21)%, ...,(1/21)*]), k=8, 9, 10

Tyrimui atlikti buvo naudotos vidutinio didumo imtys: 50, 100, 200, 400, 800, 1600, 3200, kai

duomeny dimensija 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100. Daugelis svarbiy tankio jvertiniy yra pritaikyti
daugiamaciams duomenims, bet kadangi visi daugiamaciai metodai yra vienmaciy metody

apibendrinimas, pirmiausia reikéty iSnagrinéti vienmatj atvejj.
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2.2 TYRIMO REZULTATAI VIENMACIU ATVEJU
Atliekant modeliavimo analize, lyginamajame tyrime kaip atskaitiniai tankiai buvo panaudoti
Gauso skirstiniy miS$iniai. Tyrimo pavyzdziui panagrinékime dvimodalinj (2.1 pav) bei daugiamodalinj

(2.14 pav.) miSinius, kai imties didumas lygus 50, 200, 800 ir 3200, o duomeny dimensija d =1.

04

03
I

0.1

T T T T T T !

-3 -2 -1 0 1 2 3

04

03

02

0.1

00
1

2.2 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas & 2.3 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas &

artimiausio kaimyno metodu, kai N =50, d=1 artimiausio kaimyno metodu, kai N =200, d=1



artimiausio kaimyno metodu, kai N=800, d=1

3 2 -1 o 1 2

2.4 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas &
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-3 2 -1 s] 1 2 3

2.5 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas &

0.1

&

00
|

artimiausio kaimyno metodu, kai N = 3200, d=1

I8 2.2 — 2.5 paveiksly matyti, kad & artimiausio kaimyno metodu vertinamg dvimodalinio tankio

pavidalg nustatyti beveik nejmanoma, kadangi didé¢jant stebiniy skaiciui, jverCiai pateikiami su

didelémis ,,uodegomis®, tankio pavidalg galima klaidingai aproksimuoti Gauso skirstinio miSiniu,

turin¢iu vieng moda. Remiantis pastebéjimais, galima daryti iSvada, kad £ artimaiusio kaimyno

metodas néra tinkamas besijungiancio dvimodalinio tankio formos nustatymui.
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2.6 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N =50, d=1
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2.7 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N =200, d=1
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2.8 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N = 800, d=1

4 -2 0 2

2.9 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=1

IS 2.6 — 2.9 paveiksly matyti, kad vertinant dvimodalinj tankj branduolio tankio gradientiniu

metodu vienmaciu atveju, tankio formg jmanoma nustatyti tik esant pakankamai dideliam imties tiiriui

(nagrinétu atveju — 3200 stebiniy). Rezultaty neefektyvumg esant maziems imties tiriams lemia

glodumo parametro parinkimas.
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2.10 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 50, d=1
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2.11 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 200, d=1



21

100 150
1 ]
300 400 500 600
1 1 1 ]

50
1

T T T T 1
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2.12 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas 2.13 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas
histogramos metodu, kai N = 800, d=1 histogramos metodu, kai N = 3200, d=1

Vertinant tankj histogramos metodu, dvimodalinio tankio pavidalg nustatyti sudétingiausia esant

mazoms imtims ( 50, 200 stebiniy).
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2.14 pav. Diskre¢iy ,,Suky“ miSinio grafikas, d=1
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2.15 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k 2.16 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k

artimiausio kaimyno metodu, kai N =50,d=1 artimiausio kaimyno metodu, kai N =200, d=1
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2.17 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k 2.18 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k

artimiausio kaimyno metodu, kai N =800, d=1 artimiausio kaimyno metodu, kai N=3200, d=1

IS 2.15 — 2.18 grafiky matyti, kad & artimiausio kaimyno metodu vertinamg daugiamodalinio
tankio pavidalg nustatyti visais nagrinétais atvejais néra sudétinga. Galima daryti iSvada, kad metodas
yra tinkamas daugiamodaliSkumo nustatymui vienmaciu atveju, kai modos tarpusavyje néra

besijungiancios kaip dvimodalinio miSinio atveju (2.1 pav.).
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2.19 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.20 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas
gradientiniu metodu, kai N =50, d=1 gradientiniu metodu, kai N =200, d=1
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2.21 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.22 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas
gradientiniu metodu, kai N = 800, d=1 gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=1

Remiantis gautais rezultatais (2.19 — 2.22 pav.) galima daryti iSvada, kad jvertinus tankj
gradientiniu metodu, daugiamodaliSkumo nustatymas taip pat néra sudétingas net esant mazoms
imtims. 2.22 paveiksle buvo pazymétas statistiSkai reikSmingas gradientas, parodantis greiciausio

augimo reikSme bei kryptj.
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2.23 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.24 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 50, d=1 histogramos metodu, kai N = 200, d=1
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2.25 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.26 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 800, d=1 histogramos metodu, kai N = 3200, d=1

Kaip matyti 1§ 2.23 — 2.26 paveiksly, histogramos metodas yra taip pat efektyvs
daugiamodaliSkumo atveju, nepasaint to, kad jvertinys néra glodus.

Taigi, iSnagrin¢jus Gauso skirstiniy dvimodalinj bei daugiamodalinj miSinius vienmaciu atveju,
buvo nustatyta, kad dvimodalinio tankio pavidalo nustatymui néra tinkamas k& artimaiusio kaimyno
metodas, o daugiamodalinio tankio formai nustatyti yra tinkami visi nagrinéti metodai, t.y. k —

artimiausio kaimyno, branduolio tankio gradiento bei histogramos, esant skirtingam stebiniy skaiciui.
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2.3 TYRIMO REZULTATAI DVIMACIU ATVEJU
Tyrimo pavyzdziui dvimaciu atveju taip pat bus nagriné¢jamas dvimodalinis (2.27 pav.) bei

daugiamodalinis (2.40 pav.) miSinys, kai imties didumas lygus 50, 200, 800 ir 3200, o duomeny

dimensija d =2.

2.27 pav. Dvimodalinio su vienu koncentruotu centru miSinio grafikas, d=2

2.28 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k 2.29 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas &k

artimiausio kaimyno metodu, kai N =50,d=2  artimiausio kaimyno metodu, kai N = 200, d=2
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2.30 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k 2.31 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas k

artimiausio kaimyno metodu, kai N =800, d=2 artimiausio kaimyno metodu, kai N= 3200, d=2

Nagrinéjant dvimodalinj miSinj dvimaciu atveju k artimiausio kaimyno metodo pagalba, pavidalg
nustatyti yra kur kas paprasciau nei vienmaciu atveju. 2.30 — 2.31 paveiksluose aiSkiai matyti dvi

i8siskirian¢ios modos. Nustatyma Siek tiek apsunkina jautrtis triuk§mui jverciai.

T T T T
A 0 ! 2 -1 0 1 2

2.32 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas 2.33 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N =50, d=2 gradientiniu metodu, kai N =200, d=2
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2.34 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas 2.35 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N = 800, d=2 gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=2

Branduolio tankio gradiento metodu vertinant dvimatj dvimodalinj miSinj, geriausi rezultatai
buvo pasiekti esant didziausiam stebiniy skaiciui, t.y. kai N = 3200 (zr. 2.35 pav.). Paveiksle taip pat

matyti modas iSskiriantys statistiSkai reikSmingi gradientai.

2.36 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas 2.37 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 50, d=2 histogramos metodu, kai N = 200, d=2
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2.38 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas 2.39 pav. Dvimodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 800, d=2 histogramos metodu, kai N = 3200, d=2

Kaip matyti 2.36 — 2.39 paveiksluose, dvimaciu atveju dvimodalinio tankio vertinimas ypatingai

sudétingéja histogramos metodu. Siuo atveju $is metodas néra tinkamas tankio pavidalui nustatyti.

2.40 pav. Diskreciy ,,Suky* miSinio grafikas, d=2



29

2.41 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k 2.42 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas k

artimiausio kaimyno metodu, kai N =50, d=2  artimiausio kaimyno metodu, kai N =200, d=2

2.43 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas &k 2.44 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas &k

artimiausio kaimyno metodu, kai N =800, d=2 artimiausio kaimyno metodu, kai N=3200, d=2

DaugiamodaliSkumas, remiantis 2.41 — 2.44 paveikslais, aiSkiausiai nustatomas esant didesnéms
imtims (800, 3200 stebiniy), kai tuo tarpu vienmaciu atveju tyrinétas metodas buvo efektyvus tiek

mazesnéms, tiek didesnéms imtims.
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) . . . .
s 2 a0 2 2 a0 2
2.45 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.46 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas
gradientiniu metodu, kai N =50, d=2 gradientiniu metodu, kai N =200, d=2
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2.47 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.48 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas

gradientiniu metodu, kai N = 800, d=2 gradientiniu metodu, kai N = 3200, d=2

Vertinant daugiamodalinj tankj gradientiniu metodu (2.45 — 2.48 pav.), statistiSkai reikSmingi
gradiento regionai randami tik esant didesnéms imtims, taciau tankio formg galima numatyti ir esant

mazo tirio imtims — 50, 200 stebéjimy.
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2.49 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.50 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N =50, d=2 histogramos metodu, kai N = 200, d=2

2.51 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas 2.52 pav. Daugiamodalinio miSinio grafikas

histogramos metodu, kai N = 800, d=2 histogramos metodu, kai N = 3200, d=2

Histogramos metodu vertinant daugiamodalinj tankj, pavidalo nustatyti nejmanoma tik esant
ypatingai mazoms imtims (nagrinétu atveju imties tiiris 50 stebiniy).

Taigi, iSnagrinéjus Gauso skirstiniy dvimodalinj bei daugiamodalinj miSinius dvimaciu atveju,
buvo nustatyta, kad prieSingai nei vienmaciu atveju, k artimiausio kaimyno metoda galima taikyti
dvimodaliSkumo nustatymui prie atitinkamo imties tiirio. Tankio pavidalg sudétingiausia vertinti

histogramos metodu, ypatingai esant mazam imties turiui.

2.4 TYRIMO REZULTATU APIBENDRINIMAS
Vertinant tankij & artimiausio kaimyno metodu, buvo pastebéti Sie pagrindiniai triikumai:
e jverciai jautrs triukSmui;

e metodas pateikia jvercius su didelémis uodegomis;
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e jei funkcija, nusakanti atstuma tarp vertinamo tasko x ir jo k£ — tojo artimiausio kaimyno néra
diferencijuojama, tankio jvertinys turés triikiy.

Taigi tankio vertinimui, $is metodas nebiity tinkamas, kadangi jver¢iai bity su didelémis
paklaidomis, taciau jis pakankamai tikslus tankio formos bei daugiamodaliSkumo nustatymui (zr. 2.15
-2.18 pav. bei 2.41 - 2.44 pav), net esant pakankamai maziems imties turiams. Reikéty pastebéti, kad
Siuo metodu sudétingiausia jzvelgti dvimodaliSkumg (zr. 2.2 — 2.5 pav.). Modeliuojant algoritma
dvimaciu atveju, ypatingai mazy tliriy imtims (sugeneruota maziausia imtis - 50 atsitiktiniy dydziy)
tankio formg nustatyti labai sudétinga (zr. 2.28, 2.41 pav.). Im¢iy turiui didéjant — nustatymas zymiai
supaprastéja.

Gradientinio metodo pagrindinis tikslas — surasti reikSmingg gradientg bei iSlinkj. Vienmaciu
atveju, geltona linija Zymi branduolio tankio jvertj, su tam tikru glodinimo parametru, o zalia —
atkarpas, kuriose jver¢iai turi reikSmingg gradienta (reikSmingai besiskiriant] nuo 0). Daugiamaciu
atveju — taSkai, esantys mélynuose plotuose zymi reikSmingus iSlinkio taskus. R pakete realizuotas
metodas taip pat turi prieigg vartotojui - funkcija ,,featureSignifGUI“, kuri iSkvieciama norint tirti
tankio formos kitimg, keiCiantis glodumo parametrui, kadangi pagal rekomenduojamo branduolio
plo¢io parametro formulg, ne visada gaunamas norimas rezultatas. Maza # reikSmé jtakoja didele
jvertinio dispersija ir mazas paklaidas, o parinkus didelj # gauname nedidelj standartinj nuokrypi
1Saugusiose paklaidose. Kaip matyti nagrinétuose pavyzdziuose ne visuomet randami statistiSkai
reikSmingi gradiento bei iSlinkio taSkai. 2.6 — 2.9 paveiksluose vienmaciu atveju, ir 2.32 — 2.34
paveiksluose dvimaciu atveju, metodas nubrézé tik branduolio tankio jvertinio funkcija. Abiem
atvejais buvo nagrinétas dvi modas turintis skirstinys. Kadangi R pakete realizuotas branduolio tankio
gradientinis metodas tinkamas iki 4 dimensijos, nagrinétuose auksStesnés duomeny dimensijos
pavyzdziuose buvo panaudotas daugiamaciy skaliy metodas, t.y. pirmiausiai duomenys i§ daugiamtés
erdvés projektuojami ] vienmate arba dvimate erdve — priklausomai nuo imties tiirio (zr. 1 bei 2
prieda).

Histogramos metodas buvo realizuotas palyginimui, kadangi jis placiai naudojamas bei
inagrinétas. Sio metodo trikumai akivaizdiis — tankio funkcija néra glodi, be to esant maZo tirio
imtims, nustatyti tankio pavidala beveik nejmanoma.

Prieduose pateiktas likusiy miSiniy tyrimas nagrinétais & artimiausio kaimyno bei gradientiniu

metodu, varijuojant imties tiirj bei duomeny dimensijg.

2.5 EMPIRINIS TYRIMAS
Ukio atliekos yra nepageidaujamos, nenaudingos, dazniausiai dél Zzmogaus veiklos susidariusios
ir atlikusios medziagos. Komunalinémis atlieckomis laikomos tokios atliekos, kurios susidaro Zmoniy

gyvenamosiose patalpose, visuomeninés paskirties pastatuose, imonése, jstaigose, miestuose
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pastatytose SiukSliadézése ir gatvése. Eksperty vertinimais, gyventojy buityje susidarancios atliekos
sudaro 75 — 85 procentus visy komunaliniy atlieky [20].

Magistro baigiamajame darbe nagrinéti gradientinis bei & artimiausio kaimyno metodai bus
pritaikyti atlieky duomeny analizei, kad biity palengvinami atlieky tvarkymo sprendimy priémimai, jy
pagrindimas, atlieky tvarkymo darby organizavimas ir atlieky kiekio steb&jimas.

Igyvendindamas atlieky tvarkymo plang, kiekvienas miestas turi uztikrinti patikimg atlieky
duomeny pateikimg. Tyrimui naudojami Kauno, Ukrainos miesto Borispilio, Rusijos miesto Sankt
Peterburgo, Gruzijos miesto Kutaisi komunaliniy atlieky 2010 mety laikotarpio duomenys. Duomenis
sudaro ménesiniai komunaliniy atlieky frakcijy kiekiai kilogramais, tenkantys vienam gyventojui.
Darbe nagriné¢jamos Sios atlieky frakcijos: popierius ir kartonas, plastikas, gelezingi metalai, kiti
metalai, stiklas, sul¢iy, nektary ir kity gérimy pakuotés, maisto atliekos, buitinés (namy tkio) atliekos,

mediena ir kitos degancios atliekos, kitos nedegancios atliekos, pavojingos atliekos.
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2.53 pav. Kutaisi miesto komunaliniy atlieky atvaizdavimas

taikant branduolio tankio gradientinj metoda
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2.54 pav. Kutaisi miesto komunaliniy atlieky

atvaizdavimas taikant £ artimiausio kaimyno metoda

Vertinat Gruzijos miesto Kutaisi komunaliniy atlieky tankj tiek branduolio tankio gradientiniu
metodu (zr. 2.53 pav), tiek k artimiausio kaimyno metodu (zr. 2.54 pav) galima jzvelgti, kad viena
frakcija uzima didZiausia dalj viso miesto atlieky. Siuo atveju, gradientinis metodas tikslesnis tankio

pavidalui nustatyti.
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2.55 pav. Kauno miesto komunaliniy atlieky

atvaizdavimas taikant branduolio tankio gradientinji metoda
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2.56 pav. Kauno miesto komunaliniy atlieky

atvaizdavimas taikant £ artimiausio kaimyno metoda

Kaip matyti 2.55 ir 2.56 paveiksluose, Kauno mieste stipriai iSsiskiriancios trys komunaliniy

atlieky frakcijos, tai rodo gautas trimodalinis tankio grafikas. Gradientiniu ir £ artimiausio kaimyno

metodai pateikia panasias tankio funkcijos formas, kas neleidzia abejoti rezultaty patikimumu.
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2.57 pav. Borispilio miesto komunaliniy atlieky

atvaizdavimas taikant branduolio tankio gradientinji metoda



36

2.58 pav. Borispilio miesto komunaliniy atlieky atvaizdavimas k artimiausio kaimyno metodu

Kaip matyti 2.57 ir 2.58 paveiksluose, Ukrainos mieste Borispilyje ekstremalios reikSmés

susitelke desSinéje puséje — tankio pavidalui biidingas asimetriSkumas i$ deSings, tai reiSkia, kad moda

mazesné uz vidurkj t.y. viena komunaliniy atlieky frakcija sudaro Zenkliai mazesne¢ dalj lyginant su

kitomis komunaliniy atlieky frakcijomis.

Gradientiniu ir &k artimiausio kaimyno metodai pateikia panaSias tankio funkcijos formas, kas

neleidzia abejoti rezultaty patikimumu.

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

(=4
o
o

T

-15

T

-10

T
5

T
0

T
5

1
10

2.59 pav. Sankt Peterburgo miesto komunaliniy atlieku

atvaizdavimas taikant branduolio tankio gradientinji metoda
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2.60 pav. Sankt Peterburgo miesto komunaliniy atlieky

atvaizdavimas k artimiausio kaimyno metodu

Remiantis 2.59 ir 2.60 paveikslais, Rusijos miesto Sankt Peterburgo komunaliniy atlieky tankio
grafikuose matyti akivaizdus asimetriSkumas kairé¢je, o tai reiskia, kad vidurkis mazesnis uz moda, ka

galima interpretuoti kaip vienos komunaliniy atlieky frakcijos dominavima kity frakcijy atzvilgiu. Siuo

atveju galima iSskirti dvi dominuojancias komunaliniy atlieky risis.
2.6 EMPIRINIO TYRIMO REZULTATU APIBENDRINIMAS

Sio tyrimo tikslas — maZo matmeny skaidiaus erdvéje rasti 12 frakcijy vaizduojanéiy tagky
iSsidéstyma, kuris padéty interpretuoti duomenis. Kadangi empiriniy duomeny nedaug, o dimensija
pakankamai didelé, buvo pritaikytas daugiamaciy skaliy metodas, i§ daugiamatés erdvés duomenis
projektuojantis j vienmate, o tankio formos pavidalui nustatyti buvo pritaikyti auksCiau iSnagrinéti
metodai — & artimiausio kaimyno ir branduolio tankio gradiento.

Rezultatai, gauti pritaikius nagrin¢jimus metodus realiems duomenims, pasirodé pakankamai
tiksliai atspindintys tankio funkcijos formg net esant itin mazam imties tiriui (12 stebiniy). Gauti
tankiy pavidalai jvairiuose miestuose leidzia nustatyti asimetriSkumg bei ekstremalias reikSmes, |
kurias ir turéty biti sutelktas visas démesys, norint sklandziai organizuoti atlieky tvarkymo darbus ir
palengvinti atitinkamy sprendimy priémimus.

Gradientiniu bei k& artimiausio kaimyno metodu modeliuotus nezinomo skirstinio tankio

pavidalus galime aproksimuoti jau iSnagrinétais Gauso skirstinio miSiniais (zZr. 2.61 — 2.64 pav.).
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2.61 pav. Kutaisi miesto komunaliniy atlieky tankio pavidalo aproksimavimas
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2.64 pav. Sankt Peterburgo miesto komunaliniy atlieky tankio pavidalo aproksimavimas

Kutaisi miesto komunaliniy atlieky nezinoma skirstinio tankio pavidalg galima aproksimuoti

nukrypusio vienamodalinio Gauso skirstinio miSiniu (angl. skewed unimodal) (zr. 2.61 pav), Kauno

miesto — trimodaliniu Gauso skirstinio miSiniu (angl. trimodal) (Zr. 2.62 pav.), Borispilio miesto —
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stipriai nukrypusiu Gauso skirstinio miSiniu (angl. strongly skewed) (zr. 2.63 pav.) ir Sankt Peterburgo

miesto — nukreiptu dvimodaliniu Gauso skirstinio miSiniu (angl. skewed bimodal) (zZr. 2.64 pav.).

3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Kadangi vartotojo sasajos R pakete realizuota néra, buvo sukurtas komandinis langas, kuriame

suvedama visa reikalinga informacija miSiniy generavimui (zr. 3.1 pav.):

## Misinio parametral SESHHBBEESEHHRRRRRERHRARARE

tipas = S

d = 50

N = 3200

## Nisinio generavimas HHESSEHEHSEEHEHERBHEHBEEHES
misinys = Misinysi(tipas,d,N)

HEHHBHBHBRBBRBHBRBR BB RRRRREREREREREEEE
3.1 pav. Parametrai miSinio generavimui

Tipas — tai nurodomas skaicius nuo 1 iki 15, kuris nurodo generuojama misinj (visi miSiniai apraSyti

ankstesniame skyriuje);
d — duomeny dimensija;
N — imties taris.

R programos lango valdymas elementarus — pasinaudojus komanda ,,ctr/ + R — vykdomas
programos darbas. Kiekvienam metodui buvo realizuotas atskiras programos langas, kurj atidarius,
visas pazymétas programos kodas paleidziamas vykdymui vélgi pasinaudojus komanda ,,ctr/ + R* .

Buvo sukurti Sie metodai:

e Misinys.R — programa, skirta generuoti Gauso skirstiniy mi$inius.
e Gradientinis.R — programa, skirta tankiy vertinimui naudojantis gradientiniu metodu.
e Knn.R — programa, skirta tankiy vertinimui naudojantis & artimiausio kaimyno metodu.

e MDS.R — programa, kurioje realizuotas daugiamaciy skaliy metodas.
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ISVADOS

Pasitilytas bei iSnagrinétas R pakete realizuotas gradientinio metodo algoritmas.

Monte Karlo metodu atliktas neparametrinio tankio metody eksperimentinis tyrimas
daugiamodaliSkumo atveju parodé tiek vienmaciy, tiek daugiamaciy pasiskirstymo tankiy
vizualizavimo galimybes bei tiksluma.

ISnagrinétas daugiamaciy duomeny atvaizdavimui naudoto daugiamaciy skaliy metodo
tinkamumas. Pastebéta, kad didéjant duomeny tiriui ir dimensijai dél informacijos praradimo
projektuojant duomenis i mazesnio dydzio erdve, Sis metodas pasidaro neinformatyvus tankio
pavidalui nustatyti.

Nustatyta, kad nagrinéti metodai néra tinkami dviejy mody skirstiniy tyrimui — jy forma
jvertinti sudétingiausia, ypa¢ vienmaciu atveju.

Sukurta patogi ir suprantama vartotojui komandin¢ eiluté, suteikianti galimybes jvykdyti visas
funkcijas, reikalingas neparametriniy tankiy vertinimo analizei atlikti.

Sukurtos programinés jrangos testavimas, atliktas naudojant jvairius daugiamacius Gauso
skirstiniy miSinius, parod¢, kad sistema yra pajégi spresti tankiy vertinimo uzduotis esant
skirtingo dydzio imtims bei duomeny dimensijoms.

Atliktas empirinis tyrimas, paaiskinantis daugiamaciy skaliy metodo taikymo galimybes, kuriy
pagalba buvo nustatyti nezinomo skirstinio tankio pavidalai.

Darbo tema buvo paruostas ir iSspausdintas straipsnis 2014 m. XII studenty konferencijos

., Taikomoji matematika* medziagoje. Sioje konferencijoje skaitytas prane§imas.
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5 pav. Gauso miSinio grafikas, N=800, d=1, knn 6 pav. Gauso miSinio grafikas, N=1600, d=1, knn
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6 pav. Gauso miSinio grafikas,N=3200, d=1, knn 7 pav. Gauso miSinio grafikas, N=50, d=1, grad
2 =
v— /V_/M/V\ S
g - - o
T T T T T T T T T T
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
8 pav. Gauso miSinio grafikas, N=100, d=1, grad 9 pav. Gauso miSinio grafikas, N=200, d=1, grad
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10 pav.Gauso miSinio grafikas,N=400, d=1, grad 11 pav. Gauso miSinio grafikas, N=800, d=1, grad
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12 pav.Gauso miSinio grafikas,N=1600,d=1, grad 13 pav. Gauso miSinio grafikas, N=3200, d=1, grad

16 pav. Gauso miSinio grafikas,N=200, d=2, knn 17 pav. Gauso miSinio grafikas,N=400, d=2, knn



18 pav. Gauso miSinio grafikas,N=1600, d=2, knn
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22 pav.Gauso miSinio grafikas,N=200, d=2, grad
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20 pav.Gauso miSinio grafikas, N=50, d=2, grad
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19 pav. Gauso miSinio grafikas,N=3200, d=2, knn

™ -

T T T T

2 -1 0 1

21 pav. Gauso miSinio grafikas, N=100, d=2, grad
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23 pav. Gauso miSinio grafikas, N=400, d=2, grad
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24 pav.Gauso miSinio grafikas,N=800, d=2, grad 25 pav. Gauso miSinio grafikas, N=1600, d=2, grad
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26 pav. Gauso miSinio grafikas, N=3200, d=2, grad 27 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
d=1, knn
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28 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, 29 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=1, knn d=1, knn
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30 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=1, knn
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32 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600,
d=1, knn
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34 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
d=1, grad
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31 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,

d=1, knn
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33 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200,
d=1, knn
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35 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=100,
d=1, grad
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36 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=1, grad
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38 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,

d=1, grad
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40 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200,
d=1, grad
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37 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=1, grad
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39 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600,
d=1, grad

41 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
d=2, knn
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42 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, 43 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=2, knn d=2, knn

44 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=400, 45 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,
d=2, knn d=2, knn

46 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600, 47 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=3600,
d=2, knn d=2, knn
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48 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
d=2, grad
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50 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=2, grad
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52 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,
d=2, grad
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49 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=100,
d=2, grad
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51 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=2, grad

T T T T T T
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53 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600,
d=2, grad
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54 pav.Nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200, 55 pav. Stipriai nukrypusio miSinio grafikas, N=50, d=1, knn
d=2, grad
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56 pav. Stipriai nukrypusio miSinio grafikas, N=100, d=1, knn 57 pav. Stipriai nukrypusio miSinio grafikas, N=200, d=1, knn
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58 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, 59 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=400, d=1, knn N=800, d=1, knn
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60 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=1600, d=1, knn
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62 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=50, d=1, grad
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64 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=200, d=1, grad
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61 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=3200, d=1, knn
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63 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=100, d=1, grad
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65 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=400, d=1, grad
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66 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,

N=800, d=1, grad
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68 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,

N=3200, d=1, grad

70 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,

N=100, d=2, knn
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67 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=1600, d=1, grad

69 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=50, d=2, knn

71 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=200, d=2, knn



55

72 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, 73 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=400, d=2, knn N=800, d=2, knn

74 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, 75 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=1600, d=2, knn N=3200, d=2, knn
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76 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas, 77 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=50, d=2, grad N=100, d=2, grad



78 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=200, d=2, grad
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80 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=800, d=2, grad

82 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=3200, d=2, grad
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79 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=400, d=2, grad
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81 pav. Stipriai nukrypusio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=1600, d=2, grad
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83 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=50, d=1,
knn
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84 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, d=1, 85 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=200, d=1,

knn knn
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86 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=400, d=1, 87 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=800, d=1,

knn knn
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88 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600, d=1, 89 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200, d=1,
knn knn
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90 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=50, d=1,
grad
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92 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=200, d=1,
grad
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94 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=800, d=1,
grad
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91 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, d=1,
grad
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93 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=400, d=1,
grad
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95 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600, d=1,

grad
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96 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200, d=1, 97 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=50, d=2,
grad knn

98 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, d=2, 99 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=200, d=2,
knn knn

100 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=400, d=2, 101 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=800, d=2,
knn knn



102 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600, d=2,

knn
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104 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=50, d=2,
grad
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106 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=200, d=2,
grad
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103 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200, d=2,
knn
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105 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, d=2,
grad
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107 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=400, d=2,
grad
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108 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=800, d=2, 109 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=1600, d=2,
grad grad
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110 pav. Smailo vienamodalinio miSinio grafikas, N=3200, d=2, 111 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
grad d=1, knn
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112 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=100, 113 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=1, knn d=1, knn
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114 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=1, knn
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116 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,

N=1600, d=1, knn
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118 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
d=1, grad
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115 pav. Issiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,

d=1, knn
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117 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,
N=3200, d=1, knn
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119 pav. Issiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=100,
d=1, grad



< 4
o
~ 4
o _ — —_
T T T T T T
4 3 2 -1 0 1
120 pav. Issiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=1, grad
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122 pav. Issiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,

d=1, grad
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124 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,
N=3200, d=1, grad
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121 pav. Issiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=1, grad
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123 pav. ISsiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas,
N=1600, d=1, grad

125 pav. ISsiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=50,
d=2, knn



126 pav. I$siskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=100,
d=2, knn

64

127 pav. I$siskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=200,
d=2, knn

128 pav. Issiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=2, knn

A

130 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,
N=1600, d=2, knn

|

129 pav. Issiskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=800,
d=2, knn

|

131 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,
N=3200, d=2, knn
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132 pav. Issiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=50, 133 pav. I$siskiriancio vienamodalinio miSinio grafikas, N=100,
d=2, grad d=2, grad
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134 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=200, 135 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=400,
d=2, grad d=2, grad
o~ - ~ -

T T T T T T T T T T T T
2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
136 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas, N=800, 137 pav. I$siskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,
d=2, grad N=1600, d=2, grad
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138 pav. ISsiskirian¢io vienamodalinio miSinio grafikas,
N=3200, d=2, grad
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140 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=1, knn
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142 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=1, knn
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139 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=1, knn
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141 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=1, knn
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143 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=1, knn
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144 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=1, knn
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146 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=1, grad
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148 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=1, grad
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145 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=1, knn
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147 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=1, grad
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149 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=1, grad
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152 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=1, grad
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151 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=1, grad

153 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=2, knn
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154 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=2, knn

155 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=2, knn
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156 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=2, knn 157 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=2, knn

158 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=2, knn 159 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=2, knn
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160 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=2, grad 161 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=2, grad
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162 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=2, grad
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164 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=2, grad
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166 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=2, grad
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165 pav. Dvimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=2, grad
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167 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=50, d=1, knn
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168 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=100, d=1, knn
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170 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
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172 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=1600, d=1, knn
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169 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=200, d=1, knn
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171 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=800, d=1, knn
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173 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=3200, d=1, knn
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174 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=50, d=1, grad
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176 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=200, d=1, grad
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175 pav. Dvimodalinis su atskirianc¢iais centrais miSinio
grafikas, N=100, d=1, grad
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177 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=400, d=1, grad
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178 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=800, d=1, grad
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179 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=1600, d=1, grad
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180 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio 181 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=3200, d=1, grad grafikas, N=50, d=2, knn

182 pav. Dvimodalinis su atskirianc¢iais centrais miSinio 183 pav. Dvimodalinis su atskirianc¢iais centrais miSinio
grafikas, N=100, d=2, knn grafikas, N=200, d=2, knn

184 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio 185 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=400, d=2, knn grafikas, N=800, d=2, knn



186 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=1600, d=2, knn
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188 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=50, d=2, grad
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190 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=200, d=2, grad
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187 pav. Dvimodalinis su atskirianc¢iais centrais miSinio
grafikas, N=3200, d=2, knn
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189 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=100, d=2, grad
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191 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=400, d=2, grad
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192 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=800, d=2, grad

194 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=3200, d=2, grad
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196 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=1, knn
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193 pav. Dvimodalinis su atskirian¢iais centrais miSinio
grafikas, N=1600, d=2, grad
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195 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=1, knn
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197 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=1, knn
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198 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=1, knn
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200 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=1, knn
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202 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=1, grad
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199 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=1, knn
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201 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=1, knn
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203 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=1, grad
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204 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=1, grad 205 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=1, grad
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206 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=1, grad 207 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=1, grad
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208 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=1, grad

209 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=2, knn
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N
210 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=2, knn 211 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=2, knn
~N
N
212 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=2, knn 213 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=2, knn

214 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=2, knn 215 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=2, knn
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216 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=50, d=2, grad 217 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=100, d=2, grad
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218 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=200, d=2, grad 219 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=400, d=2, grad
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220 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=800, d=2, grad 221 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=1600, d=2, grad
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222 pav. Trimodalinis miSinio grafikas, N=3200, d=2, grad
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223 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=50, d=1, knn
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224 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=100, d=1, knn
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226 pav. ,,Znypliy* misinio grafikas, N=400, d=1, knn
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225 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=1, knn
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227 pav. ,,Znypliy* misinio grafikas, N=800, d=1, knn
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228 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=1600, d=1, knn
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230 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=50, d=1, grad
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229 pav. ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=3200, d=1, knn
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231 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=100, d=1, grad
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232 pav. ,,Znypliu“ misinio grafikas, N=200, d=1, grad
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233 pav. ,,Znypliy*“ misinio grafikas, N=400, d=1, grad
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234 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=800, d=1, grad
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236 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=3200, d=1, grad
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235 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=1600, d=1, grad

237 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=50, d=2, knn

238 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=100, d=2, knn

239 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=2, knn
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240 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=400, d=2, knn 241 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=800, d=2, knn

242 pav. ,,inypliq“ miSinio grafikas, N=1600, d=2, knn 243 pav. ,,Znypliq“ miSinio grafikas, N=3200, d=2, knn
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244 pav. ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=50, d=2, grad 245 pav. ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=100, d=2, grad
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246 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=2, grad 247 pav. ,,Znypliy“ miginio grafikas, N=400, d=2, grad
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248 pav. ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=800, d=2, grad
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249 pav. ,,Znypliy“ miginio grafikas, N=1600, d=2, grad
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250 pav. ,,Znypliy* misinio grafikas, N=3200, d=2, grad 251 pav.Dvigubuy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=50, d=1, knn




0.30
I

025
1

0.05
1

0.00
1

A

252 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=100, d=1, knn
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254 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=400, d=1, knn
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256 pav.Dvigubu ,,Znypliu* misinio grafikas, N=1600, d=1, knn
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253 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=1, knn

=
o

03

02

0.1

00

J””“’“

e

3

2

T
-1 0

T
1

T
2

T
3

255 pav.Dviguby ,,inypliq“ miSinio graﬁkas, N=800, d=1, knn
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257 pav.Dvigubuy ,,Znypliy* miSinio grafikas, N=3200, d=1, knn
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258 pav.Dvigubu ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=50, d=1, grad 259 pav.Dvigubu ,,Znypliu*“ miSinio grafikas, N=100, d=1, grad
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260 pav.Dvigubuy ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=200, d=1, grad 261 pav.Dvigubu ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=400, d=1, grad
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262 pav.Dvigubuy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=800, d=1, grad 263 pav.Dvigubuy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=1600, d=1,

grad
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264 pav.Dviguby ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=3200, d=1, 265 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=50, d=2, knn
grad

268 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=400, d=2, knn 269 pav.Dvigubuy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=800, d=2, knn
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270 pav.Dvigubu ,,Znypliy*“ misinio grafikas, N=1600, d=2, knn 271 pav.Dvigubuy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=3200, d=2, knn
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272 pav.Dvigubuy ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=50, d=2, grad 273 pav.Dvigubu ,,Znypliu*“ miSinio grafikas, N=100, d=2, grad
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274 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=2, grad 275 pav.Dvigubuy ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=400, d=2, grad
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276 pav.Dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=800, d=2, grad
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278 pav.Dvigubuy ,,Znypliy*“ misinio grafikas, N=3200, d=2,
grad
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280 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=100, d=1,
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281 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=1,

knn
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282 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=400, d=1,
knn
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284 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=1600, d=1,

knn
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286 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=50, d=1,
grad

90

04

02
1
e

0.1

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
283 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=800, d=1,
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285 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=3200, d=1,
knn
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287 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=100, d=1,
grad
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288 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=200, d=1,
grad
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290 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=800, d=1,
grad
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292 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=3200, d=1,

grad
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289 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=400, d=1,
grad
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291 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=1600, d=1,
grad

293 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=50, d=2,
knn
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294 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=100, d=2, 295 pav. Asimetriniy ,,Znypliy*“ misinio grafikas, N=200, d=2,
knn knn

296 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=400, d=2, 297 pav. Asimetriniy ,,Znypliy*“ misinio grafikas, N=800, d=2,
knn knn

298 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ misinio grafikas, N=1600, d=2, 299 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=3200, d=2,
knn knn
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300 pav. Asimetriniy ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, N=50, d=2,
grad
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302 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=200, d=2,
grad

T T T T T T
2 -1 0 1 2 3
304 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=800, d=2,
grad
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301 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=100, d=2,
grad
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303 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=400, d=2,
grad

T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
305 pav. Asimetriniy ,,Znypliy“ miSinio grafikas, N=1600, d=2,
grad
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306 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ misinio grafikas,

T
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308 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ misinio grafikas,

N=100, d=1, knn
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T T T T
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T
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310 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,

N=400, d=1, knn
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307 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=50, d=1, knn
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309 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=200, d=1, knn
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311 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=800, d=1, knn
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312 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ misinio grafikas,

1.0

08

06

04

02

0.0

06

05

04

03

02

0.1

0.0

N=1600, d=1, knn
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314 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=50, d=1, grad
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[ /WA

T T T T T T

2 -1 0 1 2 3

316 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=200, d=1, grad
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313 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=3200, d=1, knn
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T T T T
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315 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=100, d=1, grad
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317 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=400, d=1, grad
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318 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ misinio grafikas,
N=800, d=1, grad
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320 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ misinio grafikas,
N=3200, d=1, grad
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319 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=1600, d=1, grad

321 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=50, d=2, knn

322 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=100, d=2, knn

323 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=200, d=2, knn
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324 pav. Asimetriniy dvigubu ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, 325 pav. Asimetriniy dvigubuy ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=400, d=2, knn N=800, d=2, knn

326 pav. Asimetriniy dvigubu ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, 327 pav. Asimetriniu dvigubu ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=1600, d=2, knn N=3200, d=2, knn
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o 4
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T T T T T T T T T T T T
2 -1 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2
328 pav. Asimetriniy dvigubu ,,Znypliy*“ miSinio grafikas, 329 pav. Asimetriniy dvigubu ,,Znypliy“ miSinio grafikas,

N=50, d=2, grad N=100, d=2, grad
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330 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, 331 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=200, d=2, grad N=400, d=2, grad
4 o
4 o
- o
T T T T T T T T T T T T T
3 2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
332 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas, 333 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=800, d=2, grad N=1600, d=2, grad

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
334 pav. Asimetriniy dviguby ,,Znypliy“ miSinio grafikas,
N=3200, d=2, grad
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335 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=50, d=1, knn
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337 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=200, d=1, knn
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336 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=100, d=1, knn
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338 pav. Tolygiu ,,Suky® misinio grafikas, N=400, d=1, knn
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339 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=800, d=1, knn
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341 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=3200, d=1, knn
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343 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=100, d=1, grad
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340 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=1600, d=1, knn
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342 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=1, grad
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344 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=200, d=1, grad
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345 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=400, d=1, grad
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346 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=800, d=1, grad
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347 pav. Tolygiu ,,Suky* misSinio grafikas, N=1600, d=1, grad

349 pav. Tolygiuy ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=2, knn

T T T T T T T
3 2 -1 0 1 2 3
348 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=3200, d=1, grad

350 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=100, d=2, knn
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351 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=200, d=2, knn

— - .

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
355 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=3200, d=2, knn 356 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=2, grad
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357 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=100, d=2, grad
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359 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=400, d=2, grad
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361 pav. Tolygiy ,,Suky* misinio grafikas, N=1600, d=2, grad
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358 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=200, d=2, grad
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360 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=800, d=2, grad

o -

'
. (3 @
o 4
(\.l -
(V.) -

T T T T T T T
3 -2 -1 0 1 2 3
362 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=3200, d=2, grad
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363 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=50, d=5, knn
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365 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=200, d=5, knn
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367 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=800, d=5, knn
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364 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=100, d=5, knn
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366 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=400, d=5, knn
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368 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=1600, d=5, knn
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369 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=3200, d=5, knn
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371 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=100, d=5, grad
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373 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=400, d=5, grad
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370 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=5, grad
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372 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=200, d=5, grad
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374 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=800, d=5, grad
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375 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=1600, d=5, grad

377 pav. Tolygiy ,,Suky“ misinio grafikas, N=50, d=10, knn

379 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=200, d=10, knn
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376 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=3200, d=5, grad

378 pav. Tolygiu ,,Suky“ misinio grafikas, N=100, d=10, knn

380 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=400, d=10, knn



107

382 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=1600, d=10, knn

383 pav. Tolygiy ,,Suky“ miSinio grafikas, N=3200, d=10, knn

T T T T T
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385 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=100, d=10, grad
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384 pav. Tolygiy ,,Suky“ misinio grafikas, N=50, d=10, grad

T T T T T
4 -2 0 2 4
386 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=200, d=10, grad



108

< - -
o~ N~
o 4
o 4
(\Il -
(\'l -
QI' -
tlr —
T T T T T T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
387 pav. Tolygiy ,,Sukuy“ miSinio grafikas, N=400, d=10, grad 388 pav. Tolygiu ,,Sukuy“ miSinio grafikas, N=800, d=10, grad
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389 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=1600, d=10, grad 390 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=3200, d=10, grad

pA

391 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=50, d=20, knn 392 pav. Tolygiu ,,Suky® misinio grafikas, N=100, d=20, knn
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393 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=200, d=20, knn

T T T T T T
4 2 0 2 4 6

397 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=3200, d=20, knn 398 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=20, grad
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399 pav. Tolygiu ,,Sukuy“ misinio grafikas, N=100, d=20, grad 400 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=200, d=20, grad
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401 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=400, d=20, grad 402 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=800, d=20, grad
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403 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=1600, d=20, grad = 404 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=3200, d=20, grad
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405 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=50, knn 406 pav. Tolygiu ,,Suky® misinio grafikas, N=50, d=50, knn

407 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=50, knn 408 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=50, knn

409 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=50, knn 410 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=50, d=50, knn
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T T T T T T T

-6 -4 -2 0 2 4 6
411 pav. Tolygiy ,,Sukuy“ miSinio grafikas, N=50, d=50, knn 412 pav. Tolygiu ,,Sukuy“ misinio grafikas, N=50, d=50, grad
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413 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=100, d=50, grad = 414 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=200, d=50, grad
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-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

415 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=400, d=50, grad 416 pav. Tolygiu ,,Suky‘ miSinio grafikas, N=800, d=50, grad
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417 pav. Tolygiu ,,Suku* miSinio grafikas, N=1600, d=50, grad 418 pav. Tolygiu ,,Suku* miSinio grafikas, N=3200, d=50, grad

419 pav. Tolygiy ,,Suky“ miSinio grafikas, N=50, d=100, knn 420 pav. Tolygiy ,,Suky“ misinio grafikas, N=100, d=100, knn

421 pav. Tolygiu ,,Suky® misinio grafikas, N=200, d=100, knn 422 pav. Tolygiu ,,Suky“ miSinio grafikas, N=400, d=100, knn
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423 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=800, d=100, knn

-

-10 -5 0 5
426 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=50, d=100, grad
o -
o 4
LA’? -
L{? -
T T T T T T T
-5 0 5 10 5 0 5

427 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=100, d=100, grad 428 pav. Tolygiy ,,Suky* miSinio grafikas, N=200, d=100, grad
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T T T T T T T T T T T
5 0 5 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

429 pav. Tolygiu ,,Suky* miSinio grafikas, N=400, d=100, grad 430 pav. Tolygiy ,,Suky* miSinio grafikas, N=800, d=100, grad

T T T T T T T T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 6 4 2 0 2 4 6
431 pav. Tolygiu ,,Suky* misinio grafikas, N=1600, d=100, grad 432 pav. Tolygiy ,,Suky“ miSinio grafikas, N=3200, d=100, grad

3 PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS

source ("Misinys.R")
library (mixtools)
library (ks)

## Misinio parametrai ########H#HHHFHAFHRFHRHIHSAE

tipas = 15
d=1
N = 3200

## Misinio generavimas #######4#44H#H4EHHF#SHSEES
misinys = Misinys(tipas,d,N)

FHAH A HH AR S

## Misinio atvaizdavimas l-matis#########4H##4HFH444HH4H4H
P = Tankis (tipas,misinys)

Grafikui=cbind (misinys, P)

plot(c(-3,3),c(0,max(P)),type = "n")

lines (Grafikui[order (Grafikuil[,1]1),], lwd=2)

FHEH A



Knn ivertis = Knn(misinys)

Iverciai=cbind (misinys,Knn ivertis)

Iverciai Rikiuoti=Iverciailorder (Iverciail,1]),]
lines (Iverciail[order (Iverciail[,1]),], col='red")

Misinys = function(tipas, d, N){
Imtis = NULL
for (k in 1:d) {

if (tipas==1)
X = NULL
for (1 in 1:N){
x = rnorm(l)
X =c (X, Xx)
}

{

}
if (tipas==2) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 1/5)¢{
x = rnorm(1l)
}
else 1if (r < 2/5 ){
x = rnorm(l)*2/3+1/2
}
else x = rnorm(1l)* 5/9 + 13/12
X=c (X, x)
}
}
if (tipas==3) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 1/8) {
x = rnorm(1l)
}else if (r < 2/8 ) {

x = rnorm(1l)*(2/3)"1+ 3 * ((2/3)"1 - 1)

}else if (r < 3/8 ) {

X = rnorm(1l)*(2/3)%2 + 3 * ((2/3)"2 -
}else if (r < 4/8 ) {

X = rnorm(1l)*(2/3)"3 + 3 * ((2/3)"3 -
}else if (r < 5/8 ) {

X = rnorm(1l)*(2/3)%4 + 3 * ((2/3)"4 -
}else if (r < 6/8 ) {

X = rnorm(1l)*(2/3)"5 + 3 * ((2/3)"5 -
}else 1if (r < 7/8 ) {

x = rnorm(1l)*(2/3)%6 + 3 * ((2/3)"6 -
lelse

x = rnorm (1) *(2/3)"7 + 3 * ((2/3)"7 -
X=c (X, x)

for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 2/3) {
x = rnorm(1l)
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}else
X = rnorm(1l)* 1/10
X=c (X, x)
}
}
if (tipas==5) {
X = NULL
for (1 in 1:N){
r = runif (1)
if (r < 1/10) {
X = rnorm(1l)
lelse
x = rnorm(l)* 1/10
X=c (X, x)
}
}
if (tipas==06) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 1/2) {
x = rnorm(l)*2/3 - 1
lelse
x = rnorm(l)* 2/3 + 1
X=c (X, x)
}

1
if (tipas==7) {

X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)

if (r < 1/2) {
X = rnorm(l)*1/2 - 3/2
lelse
x = rnorm(l)* 1/2 + 3/2
X=c (X, x)
}
}
if (tipas==8) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 3/4) {
X = rnorm(1l)
}else
x = rnorm(l)* 1/3 + 3/2
X=c (X, x)
}
}
if (tipas==9) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 9/20) {
x rnorm(1l)*3/5 - 6/5
}else if (r < 18/20 ) {
x = rnorm(l)*3/5 + 6/5
lelse
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}
if

if

}
if

x = rnorm(l)* 1/4
X=c (X, x)
}

(tipas==10) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 1/2) {
x = rnorm(1l)
}else if (r < 6/10 ) {

x = rnorm(1l)*1/10 + 0/2

telse if (r < 7/10 ) {

X = rnorm(1)*1/10 + 1/2

telse if (r < 8/10 ) {

X = rnorm(1)*1/10 + 2/2

telse if (r < 9/10 ) {

X = rnorm(1)*1/10 + 3/2

x = rnorm(1l)*1/10 + 4/2

X=c (X, x)

(tipas==11) {
X = NULL
for (1 in 1:N){
r = runif (1)
if (r < 49/100) {

X = rnorm(l)* 2/3 - 1

Jelse if (r < 98/100 )
X = rnorm(1l)*2/3 + 1
}else if (r < 344/350)
x = rnorm(1l)*1/100 +
}else if (r < 345/350
x = rnorm(1l)*1/100 +
}else if (r < 346/350
x = rnorm(1l)*1/100 +
}else if (r < 347/350
X = rnorm(1l)*1/100 +
}else if (r < 348/350
X = rnorm(1l)*1/100 +
}else if (r < 349/350
X = rnorm(1l)*1/100 +

X = rnorm(1l)*1/100 +
X=c (X, x)
}

(tipas==12) {
X = NULL
for (1 in 1:N){
r = runif (1)
if (r < 1/2) {
X = rnorm(1l)

telse if (r < 1/2+ 27 (1-(-2))
x = rnorm(1l)*2 ~(-(-2))/10 +

telse if (r < 1/2+ 27 (1-(-2))
x = rnorm(1l)*2 ~(-(-1))/10 +

)

{

(-2)+1/2
/31 +27~(1-(-1))/31
(-1)+1/2

)

{
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telse if (r < 1/2+ 27 (1-(-2)) /31 +2"(1-(-1))/31 + 2~(1-0)/31

x = rnorm(l)*2 ~(-(0))/10 + 0+1/2

)
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{

telse if (r < 1/2+ 27(1-(-2)) /31 +27(1-(-1))/31 + 2~(1-0)/31+2~(1-

1)/31 ) |
X = rnorm(l)*2 ~(-1)/10 + 1+1/2
}else
X = rnorm(l)*2 ~(-2)/10 + 2+1/2
X=c (X, x)
}

}
if (tipas==13) {

X = NULL
for (1 in 1:N){
r = runif (1)
if (r < 46/100) {
X = rnorm(l)*2/3 -1

}else if (r < 92/100 ) {

X = rnorm(1l)*2/3 +1
}else if (r < 277/300 ) {

x = rnorm(1l)*1/100 +(-1/2)
}else if (r < 278/300 ) {

x = rnorm(1l)*1/100 +(-2/2)
}else if (r < 279/300 ) {

x = rnorm(1l)*1/100 +(-3/2)
Jelse if (r < 286/300 ) {

X = rnorm(1l)*1/100 + 1/2
Jelse if (r < 293/350 ) {

X = rnorm(1l)*1/100 +(2/2)

x = rnorm(1l)*1/100 + 3/2
X=c (X, x)
}
}
if (tipas==14) {
X = NULL
for (1 in 1:N){
r = runif (1)
if (r < 2~(5-0)/63) {
x = rnorm(1l)*32/63/2”0 + (65-96/270)
}else if (r < 27(5-0)/63+2"(5-1)/63) {
X = rnorm(1l)*32/63/2"1 + (65-96/271)/21
}else if (r < 27~(5-0)/63+2"

/21

5-1)/63+2" (5-2) /63)

{

}else if (r < 27(5-0)/63+2" (5-1)/63+2"(5-2)/63+2"~(5-3)/63) {

x = rnorm(l)*32/63/2"3 +

(
(
(
(

X = rnorm(1l)*32/63/2"2 + (65-96/272)/21
(
(65-96/2"3) /21
(

telse 1if (r < 27(5-0)/63+2" (5-1)/63+2~(5-2)/63+2" (5-3) /63+2" (5~

4)/63) {
x = rnorm(l)*32/63/2"4 + (65-96/274)/21
lelse
x = rnorm(l)*32/63/2"5 + (65-96/275)/21
X=c (X, x)

if (tipas==15) {
X = NULL
for (i in 1:N) {
r = runif (1)
if (r < 2/7) |



lelse
X:

rnorm (1) *2/7+(12*0-15) /7
if (r < 4/7)
rnorm (1) *2/7+
if (r < 6/7)

(
{
(12*1-15) /7
{
(

= rnorm (1) *2/7+ (12*2-15) /7

if (r < 19/21) {

= rnorm(1l)*1/214+2*8/7

if (r < 20/21) |
rnorm (1) *1/21+2*9/7

rnorm (1) *1/21+2*10/7

X=c (X, x)

}
}

Imtis

}
return
}
Tankis
P = NULL
if
P

}

if
mus =

sigmas

props

c (0,

}
if
mus = c (0,
((2/3)%4 - 1),
sigmas
props
P

}

if
mus =

sigmas

props

c (0,

1

if (tipas==
mus = c (0,
sigmas

props

}

function(tipas,

c (1,
c(1/5,
P = dnorm.mixt (X, mus=mus,

(tipas==3)

c(1,
C(1/8r
dnorm.mixt (X, mus=mus,

c
c(2/3,
P = dnorm.mixt (X, mus=mus,

c
c(l/10,
P = dnorm.mixt (X, mus=mus,

cbind (Imtis, X)

(Imtis)

X) A

(tipas==1) {
dnorm (X, mean=0,

sd=1)

(tipas==2) {

1/2, 13/12)
2/3, 5/9)
1/5, 3/5)

((2/3)"1 - 1), 3 *
((2/3)"5 - 1), 3 *
(2/3)"1, (2/3)"2,
1/8, 1/8, 1/8, 1/8,

*
*

{
3
3

(tipas==4) {

0)
(1,1/10)
1/3)

) {

0)
(1,1/10)
9/10)

sigmas=sigmas,

(2/3)"3,

sigmas=sigmas,

sigmas=sigmas,

sigmas=sigmas,

pProps=props)

((2/3)72 - 1), 3
((2/3)"6 - 1), 3
(2/3)"4,(2/3
1/8, 1/8)
Props=props)

*
*
)/\

1/8,

pProps=props)

Props=props)

S,

if (tipas==6) {

mus = c(-1, 1)

sigmas = c(2/3,2/3)

props = c(1/2, 1/2)

P = dnorm.mixt (X, mus=mus, sigmas=sigmas,
1
if (tipas==7) {

mus = c(-3/2, 3/2)

sigmas = c(1/2,1/2)

props = c(1/2, 1/2)

pProps=props)
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*

((2/3)"3 = 1),
((2/3)~7 = 1))
(2/3)76, (2/3)"17)

3



P:
1
if (tipas==8) {
mus = c (0, 3/2)
sigmas = c (1, 1/3)
props = c(3/4, 1/4)

P = dnorm.mixt (X, mus=mus,

}

if (tipas==9) {

mus = c(-6/5, 6/5, 0)
sigmas = c(3/5, 3/5,

props = c(9/20, 9/20,

}

dnorm.mixt (X, mus=mus,

1/4)
1/10)
P = dnorm.mixt (X, mus=mus,

sigmas=sigmas,

sigmas=sigmas,

sigmas=sigmas,

pProps=props)

pProps=props)

Props=props)
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if (tipas==10) {
mus = ¢(0, 0/2 -1, 1/2 -1, 2/2-1, 3/2-1, 4/2-1)
sigmas = ¢(1, 1/10, 1/10, 1/10, 1/10, 1/10)
props = ¢(1/2, 1/10, 1/10, 1/10, 1/10, 1/10)
P = dnorm.mixt (X, mus=mus, sigmas=sigmas, pProps=props)
}
if (tipas==11) {
mus = c(-1, 1, (0-3)/2, (1-3)/2, (2-3)/2, (3-3)/2, (4-3)/2, (5-3)/2,
(6-3)/2)
sigmas = ¢(2/3, 2/3, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100)
props = c(49/100, 49/100, 1/350, 1/350, 1/350, 1/350, 1/350, 1/350,
1/350)
P = dnorm.mixt (X, mus=mus, sigmas=sigmas, pProps=props)
}
if (tipas==12) {
mus = c(0, -2+41/2, -1+1/2, 0+1/2, 1+1/2, 2+1/2)
sigmas = c(1, 2 ~(-(-2))/10,2 ~(-(-1))/10,2 ~(-0)/10,2 ~(-1)/10,2 "~ (-
2)/10)
props = c(1/2, 2~(1-(-2)) /31,2"~(1-(-1))/31,2~(1-0)/31, 2~ (1-1) /31,
27~ (1-2) /31)
P = dnorm.mixt (X, mus=mus, sSigmas=sigmas, props=props)
}
if (tipas==13) {
mus = ¢(-1,1, -1/2, -2/2, =-3/2, 1/2, 2/2, 3/2)
sigmas = ¢(2/3, 2/3, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100, 1/100)
props = c(46/100, 46/100, 1/300, 1/300, 1/300, 7/300, 7/300, 7/300)
P = dnorm.mixt (X, mus=mus, sigmas=sigmas, pProps=props)
}
if (tipas==14) {

mus = c((65-96/270) /21,
, (65-96/274) /21
sigmas = c(32/63/2"70,

(65-96/271)/21

, (65-96/275)/21)
32/63/2"1,

32/63/273,32/63/274,32/63/2"5)

props = c (2"
4)/63,2"(5-5)/63)

P = dnorm.mixt (X, mus=mus,

}

if (tipas==15) {

(5-0)/63, 2~

(5-1)/63, 2~

(5-2)/63, 2»

sigmas=sigmas,

, (65-96/272) /21

32/63/2"2,

Props=props)

mus = c((12*0-15)/7, (12*1-15)/7, (12*2-15)/7, 2*8/7,
sigmas = c(2/7, 2/7, 2/7, 1/21, 1/21, 1/21)
props = c(2/7, 2/7, 2/7, 1/21, 1/21, 1/21)
P = dnorm.mixt (X, mus=mus, sigmas=sigmas, pProps=props)
}
return (P)

2*9/17,

, (65-96/273) /21

(5-3)/63,2" (5-

2*10/7)



}

Knn = function (X) {
#X = matrix(misinys)
XC = X

n = length (X)
k = round(log(n))

knn=NULL
for(i2 in 1:n) {
skirt = rep(X[i2],n) - XC

sand = abs (skirt)
sand = sort (sand)
i1f (sand[k]==0)
knn = rbind (knn, sand[k+1])
else knn = rbind(knn,sand[k])

}

KNN = rep (k*factorial (0),n) / (rep(2*n,n)

return (KNN)
}

G

knn - vienmatis

X = matrix (x)

n nrow (XC)

k = round(log(n))

knn=NULL

for(i2 in 1l:nrow (X)) {
skirt = rep(X[i2,],nrow(XC)) - XC
sand = abs(skirt[,1])
sand = sort (sand)

if (sand[k]==0)
knn = rbind (knn, sand[k+1])
else knn = rbind(knn,sand[k])

}
KNN = rep (k*factorial (0),nrow (X)) /
(rep (2*n,nrow (X)) *knn)

Iverciai=cbind (x, KNN)

Iverciai Rikiuoti=Iverciailorder (Iverciail,1]),]
plot (¢ (min (x) ,max (x)),c(min (KNN) ,max (KNN) ) ,type = "n")

lines (Iverciai Rikiuoti, col='red')

iggadssad sz ddsaddisaaiaasdaaadtaadditi

X = duom

XC = X

n = nrow (XC)

k = round(log(n))
knn=NULL

for(i2 in 1l:nrow (X)) {

skirt = matrix(X[i2,],n,ncol=d, byrow

sand = (abs(skirt[,1]))

for (i3 in 2:d) {
sand = sand * (abs(skirt[,i3]))

}
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sand = sort (sand)

if (sand[k]==0)
knn = rbind (knn, sand[k+1])
else knn = rbind(knn, sand[k])
}
logl = (log(n/(k*factorial (d-1))))"(d-1)

KNN = rep(k*factorial (d-1),nrow (X))
(rep (2°d*n*logl,nrow (X)) *knn)

Iverciai=cbind (x, KNN)

Iverciai Rikiuoti=Iverciailorder (Iverciail,1]),]
plot (c(-3,3),c(min (KNN),max (KNN)),type = "n")

lines (Iverciai Rikiuoti, col='red')

G

Gradientinis - vienmatis

library (feature)

data = misinys

bw = ((4/3)71/5)*N"(-1/5)

data.fs <- featureSignif (data, bw)

plot (data.fs, addSignifGradRegion =

plot (data.fs, addSignifGradRegion
Gradientinis - dvimatis
library (MASS)

data = misinys
library (phangorn)

skait = pi~(d/2) * 2~ (d+2-1) * factorial(2)"2 *
vard = 2 * (dfactorial (3)+(d-1)* (dfactorial(l))"2)

bwl = (skait / vard)” (1 / (4+d))
bw2 = bwl * N ~ ((=1)/(4+d))

bw = rep(bw2, d)

fs <- featureSignif (data, bw)

plot (fs, addSignifCurvRegion=TRUE)

Daugiamaciy skaliy metodas

d <- dist (Iverciail) # euclidean distances between the rows
fit <- cmdscale(d,eig=TRUE, k=2) # k is the number of dim

# plot solution
x <- fit$points[,1]
y <- fit$points|[,2]

plot(x, y, xlab="Coordinate 1", ylab="Coordinate 2",

main="Metric MDS", type="n")

points(x, y,cex = .5,col = "dark red")

c(0,max(P)))

(1/(2*sqrt(pi)))"d
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