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SANTRAUKA

Darbe nagrinéjamos lygtys, vadinamos Kortevego de Vryso (KdV) lygtimis. Pagal
fiziking prasmg Sios lygtys yra jvairiapusiSkos, pvz.: jomis apraSomas solitonas — béganti banga.
Yra daug kity fizikiniy KdV lygties prasmiy. Lygtis yra diferencialiné, dalinémis iSvestinémis,
nestacionari. Skirtingy KdV lygciy yra nemazai. Tiriamajame darbe pagrinde lygc€iy nagrinéjimas
yra fundamentinio pobiidzio, neriSant su konkrecia fizikine lygtimis apraSoma prasme. Nagrinéti jau
XIX amziuje gauty diferencialiniy KdV lyg€iy sprendiniai. Lygciy nagringjimui taikyti
fundamentiniai matematikos metodai, programavimas, matematikos programy paketai Maple ir
Matlab. Tyrimo svarba yra didelé. IStyrinéta lygtis, nustatyti funkcijy kitimo désniai, atsirandantys
i$ Sios lygties. Abstrakciai, be jokiy fizikiniy prasmiy. Taciau, jeigu tokia lygtis apraso kazkokj
projektuoti, konstruoti, prognozuoti. Taigi — tyrimo formuluoté lemia tyrimo tikslus ir kai
matematinis — fundamentinis tyrimas jau atliktas, jis lengvai gali buti pritaikomas arba
adaptuojamas konkre¢iam fizikiniam reiskiniui iStirti ir prognozuoti. Tyrimas pagrinde atliktas kai

parametry reikSmés kompleksiniy skaiciy lauke.

SUMMARY

In the scientific work are investigating the equations, known as the Korteweg de Vries (KdV)
equations. According to the physical meaning of these equations it is a versatile, for example they
describe soliton - running wave. There are many other physical meanings of KdV equations. The
equations are differential equations, by the partial derivatives, non-permanently. Different KdV
equations are quite a few. In research work is performed mainly fundamental equations analysis
without the link with a specific physical sense. The solutions of differential equations of KdV got in
nineteenth century. Equations are examined by the fundamental math methods, programming, math
software packages Maple and Matlab. The importance of the study is significant. Studied equation
to determine the number of changes without the physical meaning of equations. However, if this
equation describes some kind of physical phenomenon, the results and methods can be applied to a
physical phenomenon specific to research, design, development, predict. So - study the wording of
the research objectives and the mathematical - Basic research already carried out, it can easily be
adapted to a particular adaptive or a physical phenomenon to study and predict. The research have

been done with the complex numbers of parameters.
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IVADAS

Jau XIX amziuje Diederik Korteweg ir Gustav de Vries nagrinéjo lygtj, kuri véliau jy garbei
pavadinta Kortevego de Vryso lygtimi. Pirmasis lygt] paskelbé Dzozefas Busineskas 1877 metais.
Matematinéje fizikoje Kortevego—de Vryso (Korteweg — de Vries) (KdV) lygtis naudojama kaip
matematinis modelis, apibtdinantis ir bangas, sklindan¢ias seklaus arba negilaus vandens
pavirSiumi. Tai netiesiné diferencialiné daliniy iSvestiniy lygtis, kurios sprendiniai gali biiti
pavaizduoti analitiniu bidu. Vienas i§ Sios lygties analitiniy sprendiniy yra solitonas. Solitonas
(angl. soliton, solitary wave) - struktiiriSkai pastovi paviené bégancioji banga, susidariusi dél to, kad
skirtingo ilgio bangos sklinda nevienodu greiciu ir tarpusavyje sgveikauja. KdV lygtis yra viena
1$samiausiai iSnagrinéty lyg¢iy matematin¢je fizikoje. Matematineé KdV lygties teorija gausi ir

1domi, ji iki Siol aktyviai tiriama.

KdV lyg€iy yra daug skirtingy matematiSkai ir pagal fiziking prasme. Lygtys apraSo
magnetizmo procesus, yra lygcéiy, matematiskai ir pagal fiziking prasme susijusiy su plazma, taip
pat apibudina ir bégancdia bangg sekliame arba negiliame vandenyje, mokslingje literatiiroje
vadinamg solitonu. Darbe tyrin¢jami sprendiniai, susij¢ biitent su solitonu. Sprendiniai paraSyti
esant tam tikroms parametry reikSméms, neiSeinant uZz kuriy lyg€iy sprendiniai galioja ir
matematiSkai teisingai apraSo tiriamus fizikinius reiSkinius. KdV lyg€iy sprendiniai tyrinéjami
jvairiapusiSkai, taikant matematikos metodus, pvz.: sudaromi jvairts lygcéiy sprendiniy parametry
reik§miy deriniai, kuriems esant funkcijos grafikai jgauna geometring figiira, kuri matematikoje turi
pavadinimg ir klasifikuojama matematikos teorijoje. KdV lyg€iy sprendiniai nagriné¢jami
kompleksingje plokStumoje ir erdvéje, atliekama lyg€iy analizé taikant jvairius matematikos
metodus, pvz.: taikomi funkcijy ekstremumy nustatymo metodai, riby apskai¢iavimo metodai,
diferencijavimas, kompiuterinis programavimas, matematikos veiksmai kompleksiniy skaiciy
aibéje. Tyrimams taikomi matematikos programy paketai Maple ir Matlab. Tyrimas atliekamas

pagrinde kompleksiniy skaiciy laukuose.

Solitonas yra paviené sklindanti vandens pavirSiumi banga. Matematiskai, tada, kai galioja
matematinis modelis jmanoma nustatyti bangos amplitude ir kitus svarbius parametrus. Nustatyti
matematiniai désningumai, tampriai susij¢ su fizikine reiSkinio prigimtimi, gali biti pritaikyti
atkurti salygas, kurioms esant banga — solitonas jgyja ekstremumus, valdyti ekstremumy dydj,

pritaikant kitus fizikinius reiSkinius ir gamtos désnius.
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1. TEORINE DALIS

Kortevego de Vryso lygtys placiai zinomos matematingje fizikoje [1]. Jas tyrin¢jo daugelis
mokslininky: Diederik Korteweg ir Gustav de Vries, Boussinesq, Zabusky[4], N. J.; Kruskal[5], M.
D. ir t.t. Yra daugybé KdV lygéiy variacijy: cilindriné KdV, deformuota KdV, apibendrinta KdV,
modifikuota KdV, dukart modifikuota KdV, sferiné KdV, pereinamoji KdV, kintamy koeficienty
KdV, Biurgeso KdV ir t.t.

1.1 KORTEVEGO DE VRYSO LYGTYS

Matematingje fizikoje Kortevego—de Vryso (Korteweg — de Vries) (KdV) lygtis naudojama
kaip matematinis modelis, apibtidinantis ir bangas, sklindancias seklaus arba negilaus vandens
pavirSiumi, vadinamas solitonu. Tai - netiesin¢ diferencialiné lygtis dalinémis iSvestinémis, kurig
jmanoma iSspresti ir analitiSkai. Vienas i§ Sios lygties analitiniy sprendiniy ir yra solitonas. KdV
lygtis yra viena iSsamiausiai iSnagrinéty matematinés fizikos lygCiy. Matematineé KdV lygties
teorija gausi ir jdomi. Ji iki $iol aktyviai tiriama. Lygtis pavadinta Dyderiko Kortevego (Diederik
Korteweg) ir Gustavo de Vryso (Gustav de Vries) vardais. Jie nagrinéjo lygtj 1895 metais, nors
pirma kartg ja paskelbé Dzozefas Busineskas (Joseph Boussinesq) 1877 m.

KdV lygtis — tai netiesiné diferencialiné lygtis dalinémis iSvestinémis ir yra dviejy kintamyjy
- koordinatés = ir laiko t funkcija: ¢ = ¢(x, t) [1]:
0rp + 600, +093p =0 (1.1)
Cia dx ir dt — dalinés funkcijos ¢ iSvestinés X ir t atzvilgiu; X — koordinaté; t — laikas.

1.2 SKLINDANCIOS BANGOS LYGTIES SPRENDINIAI

Apzvelkime pastovaus profilio bangos, sklindancios j deSine, lygties sprendinius.

Padarome pakeitimg: nepriklausomus kintamuosius X ir t iSreiskiame per kintamajj ¢ pagal tokj

sarysj: & = x — ct. Po pakeitimo gauname paprastg diferencialing lygti [1]:

Upjederik Johannes Korteweg (31 Kovo 1848 — 10 Geguzés 1941; ¥IGustav de Vries (22 Sausio 1866—16 Gruodzio
1934; Bljoseph Valentin Boussinesq (13 Kovo 1842 — 19 Vasario 1929)


http://lt.wikipedia.org/wiki/Solitonas
http://en.wikipedia.org/wiki/Diederik_Korteweg
http://en.wikipedia.org/wiki/Diederik_Korteweg
http://en.wikipedia.org/wiki/Gustav_de_Vries
http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Valentin_Boussinesq
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d¢ dp d°¢
—c—= Ly = 1.2
Cdf+6¢df+d§3 0 (1.2)
Suintegrave ja pirma kartg pagal kintamajj £, gauname:
d?¢
2t ——cp=A 1.3
3¢ + g2~ 9 (1.3)
¢ia A - integravimo konstanta. Pazymime:
¢ _ 2 _
ir suintegrave (1.2) lygti antrg karta, gauname:
1 _ _4d9 _ .3 _ €2 _

Funkcija f(¢) patogu pavaizduoti kaip f(¢) = (¢ —a)(@ —B)(@ —y). Ca a, B,y (@ =B =)
yra realios kubinés lygties f(¢) = 0 Saknys:

afy =B
af + ay + By =C—A (1.5)
a+p+y=-
2
Tuomet lygties (1.4) sprendinj galima pateikti neiSreikStine forma [1]:
d¢
=(x—-ct)+C (1.6)

NACEIICRIDICE))
¢ia a, B,y ir C — konstantos.

Apzvelkime du svarbius atskirus atvejus, kai Sios lygties sprendinius galima pateikti
iSreikstine forma: tai solitonas ir knoidaliné banga. Solitonas (1.1 pav.) — sklindan¢ios bangos KdV

lygties sprendinys [1]:
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d(x,t) = %ch‘2 I? (x —ct — a)l, (1.7)

kuriame c¢/2 — solitono amplitudé ir @ — jo centro padétis — pastoviis dydziai.

1.1 pav. Solitono grafinis atvaizdas

Lygtyje (1.6) toks sprendinys atitinka atveja, kai f§ =y =0, a« = c¢/2. Toks solitonas yra
sklindanti j deSing paviené banga. Biitent tokig banga stebéjo DZonas Raselas (John Russell) 1834

metais (1.1 pav.).

KdV lygtis turi taip pat ir kitus, ¢ia nenagrinéjamus sprendinius.
1.3 KDV LYGCIU TYRINEJIMO ISTORIJA

KdV lygties istorija prasidéjo nuo DZono Skoto Raselo (John Scott Russell) 1834 mety
eksperimenty (1.1 pav.). Véliau, apytiksliai 1870 metais teorinius tyrimus atliko Lordas Reléjus
(Lord Rayleigh) ir DZzozefo Busineskas (Joseph Boussinesq). Dar véliau — 1895 m. tyrimus atliko
Diederik Korteweg ir Gustav de Vries [1].

Po jy KdV lygtis buvo beveik nenagring¢jama, kol Zabusky (Zabusky) ir Kruskalas (Kruskal)
1965 m. skaitmeniniuose eksperimentuose pastebé¢jo, kad asimptotiniai KdV lygties sprendiniai
suskyla 1 ,,solitony* rinkinj — aiSkiai iSreikStas atskiras pavienes bangas. Be to, solitonai, praktiskai
nekeisdami formos bet keisdami padét] pereina vienas per kita. Jie taip pat pastebéjo sarysj tarp
KdV lygties ir anksciau atlikty skaitmeniniy Fermil® (Fermi), Pastos!” (Pasta) ir Ulamo® (Ulam)
eksperimenty. Analizinis KdV lygties sprendinys, pasinaudojus ASUM, buvo rastas Grino™
(Greene) [1].

Enrico Fermi 29 Rugséjo 1901 — 28 Lapkricio 1954, John R. Pasta (1918-1984), ®lStanislaw Marcin Ulam
(13 Balandzio 1909 — 13 Geguzés 1984), ®IBrian Greene (Vasario 9, 1963)


http://lt.wikipedia.org/w/index.php?title=John_Russell&action=edit&redlink=1

1.4 TAIKYMAI IR SARYSIAI
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KdV lygties sarySis su kitomis matematinémis, fizikinémis ir kity gamtos moksly

problemomis pakankamai gausus ir turiningas. KdV lygtis matematiskai apibudina [1]:

magneto - akustines ir jonines - akustines bangas plazmoje;

akustines bangas kristalinése gardelése

vir§vendenines ir povandenines bangas jiiroje ir vandenyne.

1.5 KDV LYGCIU TIPAI

Yra daugybé KdV lyg¢iy tipy. Kai kurios lygtys pateiktos lenteléje [2.1]:

Pavadinimas

Kortevego—de Vryso (KdV)

Cilindriné KdV

Deformuota KdV

Apibendrinta KdV

Modifikuota KdV

Dukart modifikuota KdV

Sferiné KdV

Super-KdV

2.1 lentelé

Lygtis
0ip + 6¢0:0 + g = 0

O + Ou — 6udyu + uf2t = 0

Ou + 0, (ou — 2nu® — 3u(0,u)*/2(n+u?)) =0
A+ u = u

A+ Fu+6u?du =0

Oyu + Aou — (9,u)’/8 + (G,u) (Ae™ + B + Ce™™) =

du+ Fu —6udyu +uft=0

Opu = 6udou — Oou + 3w ow
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diw = 3 (dpu) w~+ 6u dyw — 4 aﬁw
Pereinamoji KdV D+ ag'u —6f(t)udu=0
Kintamyjy koeficienty KdV aiu + 3;{_“ ‘i’u + attu 831,; =10

Biurgerso-KdV lygtis A + 1 3211: +2udyu — v 3;‘1:: =0

Disipacinése aplinkose arba aplinkose, kuriose vyksta disipacija (negriztami procesai, pvz.:

energijos perdavimas Siluma ir t.t.) reikia nagrinéti KdV lygties modifikacijas, pvz., Biurgerso—KdV

lygti:

0:p + 600, + 03 = voig (1.8)

Stacionartis (be laiko kintamojo) Biurgerso—KdV lygties sprendiniai apibiidina smiiginiy
bangy (taip pat ir nesusidurianciy) struktiirg dispersinése terpése, kuriose vyksta bangy sklaida ir

atsiskyrimas ir t.t.

Tiriamajame darbe nagrinéjamas Sios KdV lygties sprendiniai [(2.5), (2.6), (2.7), (2.8)] [1]:

0w dw 0w
——6w—+—===0 1.9
ot 0z 0z3 (19)
Sprendiniai gauti taikant sudétingus analitinius matematikos metodus. Algebriniais veiksmais
analitiSkai gauti solitoniniai KdV lygties sprendiniai bei salygos, kurioms esant solitoniniai
sprendiniai egzistuoja. Bendrieji (1.12) lygties sprendiniai rasti realiyjy skai€iy aibéje. Vienas 1§

gauty KdV lygties (1.12) bendryjy sprendiniy yra toks:

1
W (x, c,S, (ﬁy(s - wl)\/Zs + w; — 3w2)> =y,.(x,¢,5) =w; +
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12(wy — w,)(s — w,)e(WWo1=02(x-0)

+

2
((\/3((»1 — ;) + /25 — 3w, + a)l) + (\/S(wl — wy) — /25 — 3w, + wl)e(y‘/“’l“"z)("‘c)> (1.10)

Sprendinys gautas esant tam tikroms pradinéms KdV lygties salygoms ir priklauso nuo keleto
kintamyjy: X, S, ¥,¢, w1, w,. Tirlamajame darbe ir nagrinéjami KdV lygties sprendiniai, kai

kintamieji yra ir realils, ir kompleksiniai skaic¢iai kompleksiniy skai¢iy lauke.

Darbe taip pat tiriami (1.1) lygties sprendiniai [(2.2), (2.3) ir (2.4)]:
0 + 600, +093p =0 (1.1

2. TIRIAMOJI DALIS

2.1 KORTEVEGO - DE VRYSO LYGTIS

Matematingje fizikoje Kortevego—de Vryso (Korteweg — de Vries) (KdV) lygtis naudojama
kaip matematinis modelis, apiblidinantis ir bangas, sklindancias seklaus arba negilaus vandens
pavirSiumi. Tai — analitiSkai iSsprendZiama netiesiné diferencialiné lygtis. Jos sprendiniai gali biti
pavaizduoti elementariosiomis funkcijomis. Vienas i§ Sios lygties analitiniy sprendiniy yra
solitonas. Solitonas (angl. soliton, solitary wave) - struktiiriSkai pastovi paviené bégancioji banga,
susidariusi dél to, kad skirtingo ilgio bangos sklinda nevienodu grei¢iu ir nevienodomis kryptimis.
KdV lygtis yra viena i$ placiausiai iSnagrinéty lygc¢iy matematinéje fizikoje. Matematiné KdV
lygties teorija turininga ir jdomi, lygtis iki $iol tiriama. Ji pavadinta Dyderiko Kortevego (Diederik

Korteweq) ir Gustavo de Vryso (Gustav de Vries) vardais. Jie nagrinéjo $ig lygti 1895 metais, nors

pirmg kartg Sig lygtj paskelbé Dzozefas Busineskas (Joseph Boussinesq) 1877 m.

KdV lygtis — tai netiesiné diferencialiné daliniy iSvestiniy lygtis dviejy realiy kintamyjy
funkcijai — koordinatés z ir laiko t - w = w(z, t) [1], [2], [3], [4], [5]:

4

w ’xx = yZ(w - wl)(w - wz)

Po pertvarkymy, kurie ¢ia nenagrin€¢jami, gaunama:

Yy =292 =y = y2) ¥ —y3)


http://lt.wikipedia.org/wiki/Solitonas
http://lt.wikipedia.org/wiki/Angl%C5%B3_kalba
http://lt.wikipedia.org/wiki/Banga
http://lt.wikipedia.org/wiki/Greitis
http://en.wikipedia.org/wiki/Diederik_Korteweg
http://en.wikipedia.org/wiki/Diederik_Korteweg
http://en.wikipedia.org/wiki/Gustav_de_Vries
http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Valentin_Boussinesq
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Tada, apibendrintas KdV lygties sprendinys:

1
w <x S (iﬁy(s - a)r)\/ZS + w, — 3wj>> =yo(x,¢c8) = w, +

<y wr—wj(x—C)>
n 12(wr—wj)(s—wy)e

s, ] =12,r#]j (2.1

(( 3(“’r‘“’f)iJWj+wr>+< 3(wr—wj):m>e<y “’r“"f("‘c)>\

)

KdV lygtis yra netiesinés fizikos paradigma. Ji apraSo vienmate bangg sekliame vandenyje,
turin¢ig nedidele amplitudg. Ji naudojama ir kai kuriems kitiems fizikiniams fenomenams aprasyti:
akustinéms bangoms kristaluose ir kitoms akustinéms bangoms matematiskai aprasyti [ 5, 6, 7, 8, 9,
10]. Taikant jvairius matematikos metodus gauti lygties sprendiniai (zidir. 2.4 skyrelj ir lygtis 2.5,
2.6, 2.7, 2.8). Lyg¢iai 1.1 iSspresti taikomi jvairtis sudétingi matematikos metodai [6, 12, 13, 14].
KdV lygties (1.1) atskiriems sprendiniams iStirti taikomi matematinio modeliavimo paketai Matlab
ir Maple. Darbo tikslas yra istirti, kaip kinta KdV lygties (1.1) sprendiniai, kai kinta sprendiniuose

esanciy parametry reikSmeés.
2.2 SOLITONAS

Solitonas — tai sklindancios bangos diferencialinés lygties (1.1) vienas i$ sprendiniy

¢(x) = %cosh‘2 lg xl (2.2)

Cia C/Z — solitono amplitudé - konstanta; x — kintamasis. Nuo Siol Zzymuo w(z, t) pakeic¢iamas

Zymeniu ¢ (x) ir naudojamas tekste zemiau. Toks solitonas yra sklindanti j deSin¢ paviené banga.

Solitono grafikas pavaizduotas 2.1 pav.:
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Solitonas

2.1 pav. Solitonas, kai c=15.
Kitas tikslus Kortevego de Vryso lygties sprendinys yra toks:
2k?

¢ia k — parametras, nuo kurio priklauso solitono aukstis ir plotis, taip pat greitis. Tokio solitono

grafikas, kai k=20, pavaizduotas 2.2 pav.

Solitonas

|
e

|

< ]
a8
a8
NN

2.2 pav. Solitonas, kai k=20

Dar vienas tikslus Kortevego de Vryso lygties sprendinys yra toks:

1 Ve

¢(x) = =c-sech? |—x (2.4)
2 2

¢ia sech — hiperbolinis sekantas; ¢ — konstanta. (2.3) sprendiniu aproksimuojamas solitonas yra

judanti | deSing banga, pavaizduota 2.3 pav. Pastebétina, kad solitono lygtis yra supaprastinta ir joje

néra laiko kintamojo.
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Solitonas

-4 -2 0 2 4
X

2.3 pav. Solitonas, kai c=25

I$ 2.1 — 2.3 pav. matoma, kad esant tam tikroms parametry reikSméms skaitiniai lygciy

sprendiniai grafikuose yra panasis, taciau skirtinguose abscisiy ir ordinaciy asiy masteliuose.
2.3 SOLITONAS KOMPLEKSINIU SKAICIU LAUKE

Nubraizyti funkcijy kitimo grafikai pagal Kortevego de Vryso lyg¢iy sprendinius, kai
parametrai ir kintamieji yra reallis ir kompleksiniai skai¢iai Dekarto koordinatése ir kompleksiniy
skai¢iy plokStumose. Tas pats solitonas, aproksimuojamas pagal (2.2) lygti, taciau, kai c=1.5
pavaizduotas 2.4 pav. a). Tame paciame paveiksle b) nubraizytas tos pacios funkcijos grafikas,

taciau C lygtyje (2.2) yra kompleksinis skai¢ius: c= -10+3i.

Solitonas Solitonas kompleksiniy skaidiy plokitumoje

S

Im(phi)

Re(phi)

2.4 pav. Solitonas, kai: a) c=1.5; b) c=-10+3i.

Taipogi 2.5 pav. nubraizyti (2.2) sprendinio grafikai, kuriuose pavaizduota vien tik menamoji

(b) ir vien tik realioji (a) KdV lygties sprendinio (2.2) dalys, kai x=-10 — 3i; -10+4i.
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Re(f) Im(f)

aoghaiod 0.000010 4

000005 J 0.000005

-0.000005 4 -0.0000¢5 4

-0.0000104 -0.0g0010+

a) b)
2.5 pav. Solitonas, kai c=1.5; x=-10 — 3i; -10+4i. a) — realioji dalis; b) — menamoji dalis

Analogiski grafikai nubraiZyti ir solitonui, aproksimuojamam pagal KdV lygties sprendin; (2.3), kai
k=8 (2.6 pav.).

Solitonas Solitonas kompleksiniy skaifly plokitumaoje

T
20

Im(Fi) _50 4

r )
05 1 _a0

2.6 pav. Solitonas, kai: a) k=8; b) k= 8-3i.

2.7 pav. nubraizyti (2.3) lygties grafikai, kuriuose pavaizduota vien tik menamoji (b) ir vien
tik realioji (a) KdV lygties sprendinio (2.3) dalys. Siuose paveiksluose X jgyja kompleksinio
skaiCiaus reikSmes ir yra kompleksinis skaiCius. Reikia pastebéti, kad kompleksinio skai¢iaus
modulis yra realus skaicius, todél kompleksinio skai¢iaus formg turint] kintamajj bet kada galima
iSreiksti realiuoju skai¢iumi, kurj praktikoje, taikant gamtos désnius ir jy valdyma, jmanoma
igyvendinti arba sudaryti salygas, prie kuriy skaicius jgyja grafikuose esanciy reikSmiy diapazong ir

tokiu budu praktiskai atkuriamas grafikuose pavaizduotas désningumas.
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i T

a) b)
2.7 pav. Solitonas, kai k=8; x=-10 — 3i; -10+4i. a) — realioji dalis; b) — menamoji dalis

Analogiski grafikai nubraizyti ir solitonui, aproksimuojamam pagal KdV lygties sprendinj
(2.4), kai c=15 (2.8 pav.).

Solitonas kompleksiniy skaiciy plok§tumojs

2.8 pav. Solitonas, kai: a) c=15; b) c= 1.3+5i

2.9 pav. nubraizyti KdV lygties sprendinio (2.4) grafikai, kuriuose pavaizduota vien tik
menamoji (b) ir vien tik realioji (a) lygties (2.3) dalys.

Re(g) ‘
Imig)

a) b)

2.9 pav. Solitonas, kai c=15; x=-10 — 3i; -10+3i. a) — realioji dalis; b) — menamoji dalis
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Is 2.1 skyrelio matoma, kad KdV lygties sprendiniais aprasomi solitonai, gauti i$ trijy atskiry
KdV lygties (2.1) sprendiniy, sta¢iakampg¢je koordinaciy sistemoje yra panasus. Skirtumai iSrySkéja
kompleksiniy skai¢iy plokstumose, kai kintamojo ir parametry reikSmés yra kompleksiniai skaiciai.
IS solitony vaizdavimo 2.5, 2.7 ir 2.9 paveiksluose matoma, kad skiriasi solitony amplitudés bei

dazniai. Grafikai 2.4, 2.6 ir 2.8 pav. pavaizduoja solitony skirtuma.
2.4 KORTEVEGO DE VRYSO LYGTIES SPRENDINIU TYRIMAS

IStirsime Siuos KDV lygties (2.1) sprendinius:

1
w|lxcs |—=yv(s—w)/25+w —3w) = X,C,S) = wq +
( <\/§Y( 1) 1 2 ) Y11 ( ) 1

+ 12(wg — wy)(s — wy)e(VW@1=@2(x=0))

(V3Gan =) +yZ5 =30, % 1) + (V3(wr —w) — 75— 3w, wl)e<ww1—w2)(x_c))2 (2.5)

1
wlxcs|——y(—w)/25+w —3a)> = X,C,S) = wq +
( ( \/§V( 1) 1 2> V12( ) 1

12(wq — wy)(s — wl)e(wwl-wz(x—c))

" 7 (26)
((‘/3(“’1 —wp) — 25 — 3w, + w1) + (\/3(001 —wy) ++/2s — 3w, + wl)e(yx/wl—wz)(x—c))
(s - 0 E T 07 =301) ) = v c,s) =, +
0| %65, ( =y (s —02)Y25 +w; =30, ) | =y (05) = g
120, — 0,)(s — w,)eWFz16-0)
" 2.7)

2
((\/B(wz — ;) + /25 — 3w, + wz) + (\/3((02 — ;) — /25 — 3w, + wz)e(y\/’*’z_“’l)("_c))
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1
w|xcs|——=y(—wy)/25s+w —3w) = (x,¢,8) = w, +
< ( \/§V 2 2 1) V22 2

12(wy — 1) (s — wy)eWWoz=@1(x=0)

+

((\/3(w2 — 1) =25 — 3wy + a’z) + (\/3(w2 —wy) ++/2s — 3w, + a)z)e(l’\/wz—wl)(x—c)>2 (2.8)

Sprendiniai (2.5) — (2.8) tiriami taikant specializuota matematikos paketa Maple ir
matematikos metodus. Tyrimui panaudoti ir kompleksiniai skaic¢iai bei matematikos veiksmai su
jais. Grafikai braizomi Dekarto koordinaciy sistemoje su realiais skaiCiais, taip pat braizomi
koordinaciy sistemoje, kurios abscisiy asis yra realtis skaiciai, o ordinaciy — kompleksiniai skaiciai,
t.y. — kompleksinéje plokStumoje. Taip pat funkcijy kitimo grafikai braizomi iSskiriant realias ir
menamasias lyg€iy dedamasias atskirai Dekarto koordinatése ir kompleksinéje plokstumoje. (2.5)
sprendinio grafikas Dekarto koordinaciy sistemoje (a)) ir koordinatése, kuriose abscisiy asis yra
realiis skaiciai, o ordinac¢iy — menamieji (kompleksiniy skaiciy plokstumoje (b)) pavaizduotas 2.10

pav. Parametry reikSmes: s=0.5; y = 1.3 + 5i; w; = 0.1; w, = 3; c=6

Im(y

2 04 6 8 10 12 14 16 18 20 -1
x

a) b)

2.10 pav. Sprendinio (2.5) grafikas, kai :s=0.5;y = 1.3 + 5i; w1 = 0.1; w, = 3; c=6; a) Dekarto
koordinatés; b) — kompleksiné plokStuma.

Pagal analogija, esancig skyreliu auk$ciau, 2.5 sprendiniui nubraizyti grafikai dviejose

koordinaciy sistemose. Pirmoji koordinaCiy sistema yra realiosios kompleksinio skai¢iaus dalies

kitimas Kkintant argumentui X abscisiy aSyje, o antrojoje koordinaciy sistemoje atvaizduojama

menamoji kompleksinio skai¢iaus dalis, kai kinta argumentas X (2.11 pav. atitinkamai a) ir b)).
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0.14 4

012 4

T T T T T T I
30 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

0.08

a) b)

2.11 pav. Realiosios (a) ir menamosios (b) KdV lygties (2.1) sprendinio (2.5) daliy atvaizdavimas,
kai: s=0.5; y = 1.3 + 5i; w; = 0.1; w, = 3; c=6;
I$ 2.10 pav. a) matoma, kad (2.5) sprendiniu apraSomos funkcijos grafikas yra panasus j tiesg.
2.10 pav. b) matoma, kad funkcijos grafikas yra tolydi uzdara kreivé. 2.11 pav. matoma, kad realiy
skai¢iy koordinaciy sistemoje funkcijos grafikas yra tieseé, lygiagreti ordinaciy asiai. Menamyjy
skai¢iy arba kompleksiniy skai¢iy plokStumoje funkcijos, aproksimuojamas (2.5) sprendiniu
grafikas yra panasus j didéjanciy svyravimy grafika, kai didéja virpesiy amplitudé, periodas ir kKinta

Kiti parametrai.

Atlikta analogiSka (2.7) sprendinio analizé, kurios grafiné aproksimacija pavaizduota 2.12

pav., kai s=5, y = 0.4, w,; = 1.8, w, = 0.5, ¢=0.9.

2.% 109 Va1 shn(.’yZl)

604

404

T T T T T T
-20 ¥ 20 40 60 80 100

2o Re(y,1)

-40 4

T T T T T T T T T 1
2 4 6 8 0 12 14 16 18 20
x
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c) d)

2.12 pav. Sprendinio (2.7) grafiné aproksimacija: a) ir ¢) — Dekarto koordinatése; b) ir d) —
kompleksiniy skai¢iy plok§tumoje; s=5,y = 0.4, w; = 1.8, w, = 0.5, ¢=0.9.

I§ 2.12 pav. matoma, kad funkcijos, apraSomos sprendiniu (2.7) kitimo pobiuidis statiakampéje
koordinaciy sistemoje yra panasus j auk$¢iau iSnagrinétus kity analogisky lygciy grafikus, iSskyrus
2.12 pav. ¢), kuriame funkcijos aproksimuojamos KdV lygties sprendiniu (2.7) grafikas yra panasus
1 parabole. Kompleksiniy skai¢iy plokStumose (b) gaunamas grafikas, panasus 1 aukSCiau
iSnagrinétus grafikus. Nuo kity grafiky skiriasi grafikas, pavaizduotas 2.13 pav. (d). Jame
pavaizduota kreive, einanti per koordinadiy pradzia ir sudaranti apytiksliai 45° kampa su

koordinaciy aSimis pirmame ir treCiame ketvirciuose.

Atlikta analogiSka (2.7) sprendinio analizé, kurios grafiné aproksimacija pavaizduota 2.13

pav., kai s=3,y = 0.4, w; = 1.8, w, = 0.5, ¢=0.9.

204 6 8 10 12 14 16 18 20
x

a) b)

c) d)

2.13 pav. Sprendinio (2.8) grafiné aproksimacija: a) ir ¢) — Dekarto koordinatése; b) ir d) —
kompleksiniy skai¢iy plokStumoje, kai: kai s=3,y = 0.4, w; = 1.8, w, = 0.5, ¢=0.9
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IS 2.13 pav. matoma, kad (2.8) sprendiniu aprasomos funkcijos grafikas yra panaSus j kai

kuriuos auksc¢iau iSnagrinétus.

IS 2.14 pav. a) matoma, kad pasikeitus parametry reikSméms, pasikeit¢ KdV lygties

sprendinio grafikas, o b), ¢) ir d) paveiksluose pakitimy néra lyginant su 2.10 pav. ir 2.11 pav.

Analogiskai iStirtas ir (2.6) sprendinys, kai s=0.5, y =10, w; = 2, w, = 0.5, c=6 (2.16
pav.).

104 Im(y21)

o
L

o

Re(®)

c) d)

2.14 pav. Sprendinio (2.6) grafiné aproksimacija: a) staciakampése koordinatése (s=0.5, y = 1,
wq = 3, w, = 1, c=15); b) kompleksingje plokstumoje (s=0.5, y = 10 + 5i, w; = 0.1,
w, = 3, c=6) c) - staciakampéje koordinaciy sistemoje; d) — kompleksiniy skaiciy
plokstumoje, kai x[—10 — 3i; —10 + 4i]
Analogiskai 2.13 pav., Siame paveiksle (2.14 pav.) skiriasi nuo grafiky auksciau tik a) pav.

funkcijos kitimo grafikas. Visi kiti grafikai nepakite, lyginant su 2.12 pav.

Lyginant su 2.12 pav., funkcijy kitimo pobudis grafikuose pakito. Kompleksineje
plokStumoje funkcijos grafikas lyginant su grafikais auk$ciau taip pat pakito. Pakito ir reali bei
menamoji KdV lygties (2.1) sprendinio (2.7) dedamosios, grafiSkai pavaizduotos 2.17 pav.
atitinkamai c) ir d) paveiksluose. I§ 2.14 pav. b) matome, kad, esant w; iIr w, kompleksiniams

skaiciams, kardioid¢ keicia savo geometring forma, taciau lieka uzdara. kreive.
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Apibendrinant skyrelio rezultatus galima teigti, kad keturiais KdV lygties (2.1) sprendiniais

((2.5 — (2.8) aprasomy funkcijy kitimo grafikai yra skirtingi. Funkcijos atvaizdai priklauso nuo
parametry reikSmiy deriniy.

2.5 KARDIOIDE

Panagrinékime 2.16 pav. pavaizduotg kreive. Kreivé nubraizyta i§ (2.8) sprendinio:

1
w (x, S, (——y(s —Wy)/25 + w, — 3a)1>> =y,5,(x,¢,5) = wy +

V3

12wy — y)(s — wy)e V@201 (x=0)
(2.8)

_*_

((\/S(wz —w;) —+/25 — 3w, + wz) + (\/S(wz —wy) ++/25 — 3w, + wz)e()f\/wz—wl)(x—c)>

kompleksiniy skaiCiy plokStumoje esant tokioms parametry reikSméms: s=0.5, y = 10 + 5i,

w, = 0.1, w, = 3, c=6. Keiciant parametry reiSmes, kinta kreivés geometrin¢ figtira (2.19 pav.):

Im(yz Im(yz_z)
w004 500 4
-S‘DD -JIDD -I‘DD 0 160 —I%DD —IE‘DDD 75IDD Q 560
-100
-500
ol Re(y22)
Re(yZZ) 1000
300 4
-1500 {
a) b)
Im(y,;)
200 E{D’r_n(.’yZZ)
-12‘00 -1600 -Sll‘lD -6‘00 -Jfll‘lD -2‘00 0] 260 JA‘)D 7“1'“0 —E‘DD o SIDD
-200
-200
-4004
-400 -
-600 -
Re(y;2).] Re(y,,)
-1000 5089
_12004 -1000 o




c)
Im(v.5)

30 Mpes’ 1o 0

104

—Re(yz2) _ |

e)

Im(y,2)

10+

0
-104

2.15

Re(y,7) ’

f)

28

h)

d)
—Re(2)
Im(y;2Y]
9)
~— 7
N

pav. Kardioid¢, kai: a) s =5+ 10-i,y =10—-5i,w; = 0.1, w, =3,c=6;b)s =5 —
10-i,y=10-5i,w; =0.1-51,w, =3,¢=6;¢)s=5—-10-i,y = 10 — 5i,
w;=01-5,w,=13+1-i,c=6,d)s=5-10-i,y =10 — 5i, w; = 0.1 — 5 i,
w, =13+31-i,c=6,8)s=5-10i,y=10-5i,w; =0.1 -5, w, = —-13 -10"
i,c=6f)s=5-10i,y=10-5i,w; =0.1-5, w, =—-13—-10-i,c=6+5-i;
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g)s=5y=-01,w;=1+81,w;,=—13-10'i,c=-1+1-i;h)s=5+10"1,
Yy=5i,w;=0.1, w; =3,c =6,

Siame 2.15 pav. (a) — h) paveiksluose) pavaizduota kreivé yra vadinama Paskalio sraigtine ir atskiru

atveju - kardioide arba Sirdine kreive. Nubrézkime apskritimg spinduliu a (2.16 pav.).

2.16 pav. Paskalio sraigtiné

IS jo tasko O, kuris laikomas poliumi, nubréziamas spindulys — vektorius ir ant jo nuo tasko,
kuriame jis kerta apskritima, atidedama pastovaus ilgio atkarpa BM=b. Pazymimos tasko M polinés
koordinatés (p, ¢). Kei¢iant kampa ¢ nuo 0 iki 2m, jvairios taSko M padétys sudarys geometring

tasky vieta, vadinama Paskalio sraigtine. IS 2.17 pav. turima:
p = 0B + BM,
bet
OB = 2acos ¢ ir BM=b
todel
p=2acosg+b
ISskiriami trys atvejai:
b > 2a

Kadangi |cos ¢| < 1, tai matoma, kad $iuo atveju p bus teigiamas ir polius bus kreivés viduje (2.17

pav. a)).
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a) b) c)
2.17 pav. Paskalio sraigtiné: a) kai b > 2a; b) kai cos ¢ = —%; c)kai b = 2a
b > 2a
Siuo atveju p bus teigiamas, kai cos ¢ > —%, neigiamas, kai cos ¢ < —% irp=0, kai cos¢g =
- 2%. Kreivé eis per poliy ir, jame persikirsdama, padarys kilpa (2.18 pav. b)).
b =2a
Siuo atveju turima:
p = 2a(1+ cos @),

su visomis ¢ reik§mémis p > 0; kai ¢ = m, tai p = 0. Kreivé dél savo panasumo j $irdj vadinama
kardioide (2.18 pav. c)).

Bendruoju atveju kardioidés (2.16 pav. h)) lygtis polinése koordinatése yra tokia:

p =a(l—cosq)
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Kreivé yra uzdara. Jos lygtyje yra transcendentiné arba periodiné arba trigonometriné funkcija —

kosinusas, todél kreivé yra ir perioding, ir, prie tam tikry reikSmiy — neperiodiné.

Tiriamajame darbe kardioidé nubraizyta jrasius kompleksinius skaicius i (2.8) sprendin;:

1
w|xcs|——=y(—wy)/25s+w —3w) = (x,¢,8) = w, +
< ( \/§V 2 2 1) V22 2

12(wy — 1) (s — wy)e W@z=@1(x=0)

((\/S(wz — 1) — /25 — 3wy + a)z) + (\/S(a)z — ) + /25 — 3w; + a)z)e(y\/wz_wl)(x—c)

>z (2.8)

2.16 pav. h) grafikas nubraizytas esant kompleksiniais skaiiai parametrams s ir y. Sis
grafikas tiksliai atitinka kardioide, nubraizyta polinéje koordinaciy sistemoje. 2.16 a pav. b) gautas
pakeitus kompleksinio skai¢iaus y reikSme¢. Trecias paveikslas nubraizytas esant kompleksiniams
skaiCiams s, y ir w;. 2.16 pav. c¢) nubraizytas esant kompleksiniams skai¢iams s, ¥, w; I w,. 2.16
pav. d) nubraiZytas esant pakeitus kompleksinio skaiiaus w, reikSme¢ lyginant su 2.16 pav. c).
Analogiskai gautas ir 2.16 pav. ¢). Kai visy parametry (s, y, w; ir w, ir ¢) reikSmés yra
kompleksiniai skai¢iai nubraizytas 2.16 pav. g). Matematine prasme kompleksing¢je plokStumoje x
aSyje atvaizduota reali kompleksinio skaiciaus arba funkcijos, kurios parametrai — kompleksiniai
skaiCiai, dedamoji (pvz.: Re(y;1)), o ordina¢iy aSyje — menamoji dedamoji (Im(y;1)).
Kompleksinéje plokitumoje atidéta aibé tasky A;(Re(y,1),Im(y11)), kurie sujungti tolydzia
kreive. Fizikine prasme ji reiskia solitong — sklindanc¢ig | deSing brézinio plokStumoje banga. Jeigu
solitono lygtyje néra laiko argumento, tada lygtis yra stacionari ir atvaizduoja stacionarig kreive,

arba stovincia banga.

2.6 KDV LYGTIES SPRENDINIO TYRIMAS, KAI POSAKNIS NEIGIAMAS

Nagrinéjamas (2.5) sprendinys atveju, kai posaknis neigiamas - va < 0:

W (x, c,S, (\%y(s — wl)\/Zs + w; — SwZ)) =y:1(x,¢,8) =w, +

+ 12(01-wy) (5= )e(@1=02=0)

(2.5)

2
((\/3(w1—w2)+\/25—3w2+w1)+(J3(w1—wz)—\/25—3w2+w1)e(y\/ wl_wZ)(x_C)>
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Sudaryti funkcijos grafikai esant tokioms parametry reikSméms: s = 0.9,y =3,w; =

10, w,, ¢ = 6. Jie pavaizduoti 2.18 pav.:

KdV lygties sprendinys kompleksiniy skaidiy
plokitumoje, kai w2>w1l ir pofaknis su minuso
Zenklu

Im(yll) O

— w215 ]2 =5 m—lew2=-10
] D=0 5 — ]2 =-] wl-w2=023

2.18 pav. KdV lygties sprendinio (2.5) graifikas, kai posaknis — neigiamas arba menamas skaicius.
Matome, kad didéjant skirtumui w, — w; = a, kreivés apribojamas plotas didé¢ja. Kai skirtumas
artéja i nulj, kreives geometriné figiira artéja i Sirding kreive arba kardioide. Perrasau lygti (2.5), kai

w, > wq ir Va <0:

1
w (X, Gs, (ﬁ y(s — 0)1)\/25 +w; — 30)2)) =yulxcs) =w, +

12(wy — wy) (s — wy)e(r@r=®2(x=0)

* 2 (1.5
((\/3((01 — ;) + /25 — 3w, + a)l) + (\/3((1)1 — ) — /25 — 3w, + a)l)e(yx/wrwz)(x—C))

12( ) ) (V\/a_Z(X—C)>
— wl + wWq1—w)(S—wq)e —

2
((3m+m+(3m—m)e(ym)(x—c)>

12(w1-wy) (s—wq)e(rax=9)

((3a+,/25—3w2+w1)+(3a—1/25—3w2 +w1)e0’“)("—c))2

=(U1+

12(w1-w5) (s—wq)e(¥ax=9)

(32432000 - [Z5=3w, 7w, (1-e VO x-0))) "

Ciaa = /(w; — w,)?.

=(U1+
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2.7 KOMPLEKSINIO SKAICIAUS y TRIGONOMETRINES FORMOS
TYRIMAS
Eksponents ir jos laipsnio rodiklj y pagal Oilerio formulg galima i¥reiksti taip:
e("1430% — o=1%(cos 3x + i sin 3x) .
Trigonometring kompleksinio skaitiaus forms i¥skaidome taip:

{u = e *cos3x
v =e *sin3x

Nubraizome funkcijy kitimo grafikus (2.19 pav. a)):

u=Ff(xz), v="f(x)

u=({exp(-1*x)* cos(3*x) == = v={exp(-1*x))*dn{I*x) | < 10° U(x), MX)
25 15 T T T T

] ..

i 1.5 -
I %7 10000+

!

|

1+

05~

Four _

|
i ’w ~ 3 ' S
,’ 0.5

—100004

_1 r r r r r r r r r
-14000 -12000 -10000 -8000 -6000 -4000 -2000 0 2000 4000 6000
u

a) b)

2.19 pav. Kompleksinio skaiciaus trigonometrinés formos grafikai, kai —10 < x < 10: a) kosinuso
ir sinuso dedamosios b) kosinuso ir sinuso dedamosios vienoje plokStumoje.

Tam, kad skaiciaus y kompleksing dedamaja galétume naudoti KdV lygties sprendiniuose,

reikia apskaiciuoti kompleksinio skai¢iaus modulj. Tai atlieckama pagal Pitagoro teorema:
Iyl = VuZ ¥ 2

Nubraizytas funkcijos kitimo grafikas (2.20 pav.)
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x 10 Kompleksinio skaitiaus gamma modulis
T T T T T T

25

15

gamma

051

2.20 pav. Skaiciaus y kompleksinéje formoje modulio kitimas, kintant x

IS 2.20 pav. matome, kad skaicius y eksponentiskai (pagal eksponentés désnj) mazéja, didéjant

argumento reikSmeéms.
Nustatomi funkcijy, pavaizduoty 2.21 pav. ekstremumai:

{u e *cos3x
v = e *sin3x

Ekstremumai nustatomi pagal tokj algoritma:

Surandama funkcijos pirmoji iSvesting;

Ji prilyginama nuliui ir randamos duotosios lygties tikrosios Saknys;
Surandama antroji i§vesting;

I antrajg iSvesting jraSomos gautos i$ lygties f' = 0 reik§més;

Jeigu apskaiciavus antros eilés iSvestines gaunamas neigiamas skaicius, tai, esant Siai X reikSmei
duotoji funkcija turi maksimuma; jeigu apskaiCiavus antros eilés iSvestines gaunamas teigiamas

skaiCius, tai, esant Siai X reikSmei duotoji funkcija turi minimuma;

Jeigu antroji iSvestine lygi nuliui, arba visai neegzistuoja, tada Sis metodas yra nepritaikomas, ir
duotosios funkcijos ekstremumui nustatyti tenka panaudoti pirmosios iSvestinés zenklo keitimo
metodg. Pastebétina, kad funkcijos ekstremumai yra lokalinio pobiudzio ir kai kuriais atvejais

maksimumas gali buiti maZesnis uz nagrinéjamos funkcijos minimuma.
Nustatomi funkcijos

u=e *cos3x



ekstremumus. Randama pirmoji funkcijos i§vesting ir prilyginama nuliui:
!

u' = —e*cos3x —3e *sin3x = 0.

ISsprendus X atzvilgiu, apskai¢iuojama X reikSmé:
1 1
x = —Zarctg (5) = —0.1072501848

Randama antroji iSvestiné:

u'" = —8e™* cos 3x + 6e ¥ sin 3x

I antrajg iSvesting jstatoma gauta X reikSme ir gaunama:
u" = —8e ¥ cos3x + 6e *sin3x = —10.5609

Kadangi gautas neigiamas skaicius, reiskia tame taSke funkcija turi maksimuma. Jo reikSme:
u(—0.1072501848) = e™* cos 3x = 1.0561

Analogiski skai¢iavimai atliekami ir su kita funkcija:

v =e *sin3x

Randama pirmoji funkcijos isvestiné ir prilyginama nuliui:
v'=—e*sin3x +3e*cos3x =0

ISsprendus X atZvilgiu, apskai€iuojama X reikSme:

x = %arctg(B) = 0.4163485906

Randama antroji iSvestiné:

u" = —8e *sin3x — 6e7* cos 3x = —6.2561

Kadangi gautas neigiamas skaicius, reiskia ir tame taske funkcija turi maksimuma. Jo reikSmeé:
v(0.4163485906) = e *sin3x =0.6256

GrafiSkai maksimumai pavaizduoti 2.21 pav.
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u=(exp(-1*x))*cos(3*x)

v=(egp(-1¥g))*sin(3*x)
0.6

0.5+

0.4+

¥ 034

0.1+

a) b)
2.21 pav. Grafinis lokaliniy ekstremumy atvaizdas

Funkcijos grafikas, aprasomos tokiomis lygtimis:

u = e *cos3x

v =e *sin3x

w=x
Toks trimatis grafikas, nubraizytas su programa Matlab, pavaizduotas 2.22 pav. a). Nubraizytas
funkcijos kitimo grafikas iSnagrinétam aukS$¢iau tam atvejui, kai parametras y yra apskaic¢iuojamas
pagal Oilerio formule kompleksinio skai€iaus geometrinei formai (2.22 pav. b)). IS grafiko matome,
kad skai¢iaus y forma, kaip kompleksinio skai¢iaus trigonometrinés formos modulis turi pastebima

itaka grafiko geometriniam atvaizdavimui.

EdV lygties sprendinys, kal gamma=sqrt(un2+vaz)

Spiralé
2.5
30
20 2
10 15
x Im(y11l) 71
0
1_
0.5
0-h T T T T T T T T Y
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
exp((-1.*x)).*sin(3.*x) s exp((-1.*x)).*cos(3.*x) Relyll)

2.22 pav. Spiralé ir KDV lygties sprendinys kompleksiniy skai¢iy plokStumoje
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2.8FUNKCIJOS EKSTREMUMU NUSTATYMO KDV LYGTIMS
BENDRUOJU ATVEJU FORMALIZAVIMAS

Randame funkcijos ekstremumus pagal algoritma:
Randama funkcijos i§vesting;
Rastoji i§vestine prilyginama nuliui ir i§ gautosios lygties randami galimo ekstremumo taskai;

ISnagrinéjama atskirai kiekvieno galimo ekstremumo tasko aplinka, t.y. iStiriama, ar pereidama
ekstremumo taska, duotosios funkcijos iSvestiné keicia zenkla, ar ne. Jeigu iSvestiné keicia Zenklg 1§
pliuso | minusg, gaunamas maksimumas, ir, jeigu ji keicia zenklg i§ minuso | pliusa, gaunamas

minimumas; jeigu iSvestiné zenklo nekeicia, negaunamas nei maksimumas, nei minimumas;

Pats funkcijos ekstremumas randamas, apskaic¢iuojant duotosios funkcijos reik§me surasto

ekstremumo taske.

Apskaiciuojamas KdV lygties (2.1) sprendinio (2.5) ekstremumas:

1
w|lxcs |—=v(s—w)J/25s+w —3w) = X,C,S) = wq +
( <\/§Y( 1) 1 2 ) Y11( ) 1

12(w; — wp)(s — w;)eV@1=@2(:-2)

+

((J3(w1 = w2) + 25— 3wz + 07 + (31 — ;) — /25 — 30, + wl)ew%—wz)(x_c))z (2.5)

Pagal algoritma, visy pirma randama duotosios funkcijos iSvestiné:

dyiz2 _ 12+ (01— w5)3 (s—wq )y-eV V@1=02 (x=0)

2
W ([F01-30y 253wy +(fF01-3-0;— 253wy )-eV VO1-02 7))

2
24 (wl—w2)3-(s—a)1)-(y-ey'\/ wl_“’z'(x_c)) (V3 wi—3w; —/2's-3-wz+ w1 )y
= 3

(V3@1=3w+/2:5= 3w, +({/301-3w,— 25— 3wy +wy )-e V1m0 (7))

Rastoji i§vestine prilyginama nuliui ir i§ gautosios lygties randami galimo ekstremumo taskai:

dyiz _ 12+/(@1-wz) (s=w)-y-e? V901~ 902 (=0
dx

2
(V3 01-3 0z /25— 3wy +(/301-3 0z —[25— 3wy +wy e VO1-02 *79)
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2
24- ((1)1—(1)2)3'(5—(4)1)'(]/'61/.\/wl_wzl(x_c)) (\/3(1)1—3(1)2 —\/25—361)2"'(1)1)]/

- =
(\/3-w1—3-w2+\/2-s—3-w2 +(3w1—3wy—2's—3-wy+wq)-e’ wl_mZ'(x_C))

(25a)

Funkcijos ekstremumai gali biiti nustatomi pagal auksciau aprasyta algoritma, ir pagal §i

algoritma, adaptuotg konkreciai programinei jrangai Matlab:

nubraizomas funkcijos (ne iSvestinés) grafikas. Randami taskai, kuriuose grafikas kerta X asj (y=0)
(failas “grafik.m” (zidir. 2 priedg)). TaSkai randami interpoliuojant ir nuraSomi 1§ Matlab
komandinio lango j failg “zenklkit.m” (ziur, priedus). Jame patikrinama, ar i§vestiné keicia zenklg ir
kaip ji keicia zenklg. KonkreCiu nagrin¢jamu atveju nustatyta, kad ekstremumo reikSmé yra
fekstr = —0.1985 = —0.2. Taciau funkcijos iSvestiné zenklo nekeicia, todél taSkas yra
ekstremumas, taciau, pagal teorija - nei minimumas, nei maksimumas. Taip pat randamos
asimptotés [14]. Tiriama lygties (2.1) sprendinys (2.5) esant tokioms parametry reikSméms (2.2

lentelé):

2.2 lentelé

Ekstremumai ir asimptotés

w(x,0,0.5, gamma, 0.1,0.7) 14
0.8 0.6 0.4 0.2
Apskaiciuotos ekstremumy reikSmés -0.1964 -0.1985 -0.1964 -0.1798
Horizontalioji asimptoté 0.5 0.5 0.5 0.5

Sprendinio (2.5) kitimo grafikai pavaizduoti 2.23 pav. a)

Funkcijos y11=f(s,gamma,w1,w2,c) kitimo grafikas Funkeijos y11=f(s,gamma,wl,w2.c) kitimo grafikas
T T T T T

0.7 ——
gamma=0.2 gamma=0.2
gamma=0.4 0.3k gamma=0.4 U
gamma=0.6 ~— gamma=0.6
gamma=0.8 H AN gamma=0.8
0.25 AN g
\
N\
0.2
-
b
>
015k
N
0.1 -
N
0.05f
c 0 c
25 30 -10 -5
X X

2.23 pav. Sprendinio 2.5 kitimo grafikai, esant kintantiems y, kai: a) duomenys 2.2 lenteléje; b)
duomenys 2.3 lenteléje
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2.3 lentelé

w(x,0.05, gamma, 0.3,0.1) y
0.8 0.6 0.4 0.2
Ekstremumai: min 0.0161 0.0232 0.0280 0.0374
Horizontalioji asimptoté 0.05 0.05 0.05 0.05

2.4 lenteléje pavaizduoti atitinkamai KdV lygties sprendinio ekstremumai ir

asimptotes, esant kitam, negu iSnagrinéti auks$ciau, parametry reikSmiy deriniui.

Ekstremumai ir asimptotés

2.4 lentelé

w(x, 0.6, gamma, 0.7,0.5) y
0.8 0.6 0.4 0.2
Apskaiciuoti ekstremumai: min 0.4738 0.4985 0.5292 0.5640
Apskaiciuoti ekstremumai: max 0.7 0.7 0.7 0.6782
Horizontalioji asimptoté 0.6 0.6 0.6 0.6

2.24 pav. a) pavaizduoti funkcijy kitimo grafikai kai parametry reikSmeés lygios 2.4 lentel¢je

esanc¢ioms parametry reikSmeéms.

Funkcijos y11=f(s,gamma,w1,w2,c) kitimo grafikas
T T

0.8 T T T

0.3

0.2

T T

T

gamma=0.2
gamma=0.4
gamma=0.6
gamma=0.8

2.24 pav. KdV lygties (2.1) sprendinio (2.5) kitimo grafikali

70

Funkcijos y11=f(s,gamma,w1,w2,c) kitimo grafikas

———— T

gamma=0.2
gamma=0.4 ||
gamma=0.6
gamma=0.8

-0.2
-20

50 60 70




+

40

2.5 lenteléje pavaizduoti atitinkamai KdV lygties ekstremumai ir asimptotés, esant kitam,

negu iSnagrinéti auksc¢iau, parametry reikSmiy deriniui.

2.5 lentelé
Ekstremumai ir asimptotés
w(x,0.05, gamma, 0.6,0.1)
0.8 0.6 0.4 0.2
Apskai€iuotos ekstremumy -0.1490 -0.1181 -0.1490 -0.1361
reik§meés: min
Horizontalioji asimptoté 0.05 0.05 0.05 0.05

2.24 pav. b) pavaizduoti funkcijy kitimo grafikai kai parametry reikSmés lygios 2.5 lenteléje

esan¢ioms parametry reikSméms. Kreiviy horizontalios asimptotés nustatytos apskaiciavus lygties

(2.5) ribas.

2.9 KDV LYGTIES SPRENDINIO NAGRINEJIMAS, KAl w, YRA
KOMPLEKSINIS SKAICIUS

Nagrinéjama tas pats KdV lygties sprendinys:

1
wl|xcs,|—
(o (5

Y(s — w1)y/25 + Wy — 30)2)) =y,,(x,¢,8) = w; +

12(wy — w5) (s — wy)er@r=®2(x=0)

((\/3((01 — ;) + /25 — 3w, + a)l) + (\/3((»1 — ;) — /25 — 3w, + wl)e(V\/wrwz)(x—C)

>z (1.5)

Tyrime skaiCiui arba KdV lygties sprendinio parametrui w, suteikiamos kompleksinio

skaiCiaus reik§més. Skai¢ius kinta diapazone nuo w, = —11 + 2i iki w, = 11 + 2i. 2.29 pav.

pavaizduoti grafikai, kai w, = —11 + 2i iki w, = 2i. I§ 2.25 pav. a) matoma, kad didéjant

kompleksinio skaiciaus realiai daliai, uzdara vingiuota linija platéja. Kity parametry reikSmeés yra

tokios: s =09,y =4,w; = 10,w,,¢c = 6. Tame paciame paveiksle b) pavaizduotos KdV

sprendinio kreives, kai kompleksinis skaiCius kinta w, = 1..11 + 2i. Matoma, kad did¢jant realios

dalies reikSmei, KdV sprendinio grafikas tampa panasus j kardioidg. Singuliarinis kardioidés taskas

sutampa su skaiciaus w; = 10 reikSme.
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KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy

plokitumoje, kai w2=-11.0+2"] ) .
KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy

plokitumoje, kai w2=1.11+2%

-10

Fe(y11)
wl=-11+21 wl=-10-21 wl=-5+21 w2=1+21 w2=2+21 w2=3+21
wl=-§+21 w2=-7+11 w2=-6+211 wl=4+21 wl=5+21 wl=6+21
w2=-5+21 wl=-4+21 wi=-3+21 w2=7+21 w2=8+21 w2=9+21
w2=-2+21 wl2=-1+21 w2=2I w2=10+21 w2=11+21
EdV sprendinio grafikas kompleksiniyskaidiy
plokitumoje, kal w2 =-11+2%, 11+2*]
o
myil
o
&
T T %
20 -10 o \_1}3
Re(y11)
— 2 -
4
w2=-11-21 w2=11=21]
a) b) c)

2.25 pav. KdV sprendiniy grafikas, kai w, yra kintamas kompleksinis skaiéius

2.10 KDV LYGTIES SPRENDINIO NAGRINEJIMAS, KAl w; YRA
KOMPLEKSINIS SKAICIUS

Tiriamas tas pats KdV lygties sprendinys (2.5). Tyrime skaiciui arba KdV lygties sprendinio
parametrui w; suteikiamos kompleksinio skai¢iaus reik§més. Skai¢ius kinta diapazone nuo w; =
—11+42i iki w; =11+ 2i, kai kiti parametrai lygas: s=0.9,y =4,w, =10,w,,c =6.
Funkcijy grafikai pavaizduoti 2.30 pav. a) ir b). IS grafiko 2.26 pav. a) matome, kad grafiko kreivés
ribojamas plotas yra didziausia, kai w; = —8 + 2i. 2.30 pav. b) didZiausias kreivés ribojamas
plotas yra tada, kai w; = 1 + 2i. Tam, kad pavaizduoti, kaip kreivés iSsidést¢ arciau poliaus arba
singuliarinio tasko, sudaryta keletas grafiky (2.31 ir 2.32 pav.). Siuose paveiksluose atitinkamai
pavaizduotos kreivés, kai w; realioji dalis yra neigiama ir teigiama skirtinguose asiy masteliuose.

Singuliarinio tasko reik§meé i§ grafiky tiksliai nenustatoma.



EdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy
plokitumoje, kaiwl=1.11+2"

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy
plokitumoje, kai wil=-11.0+2*I

2000004

Im(yl1)

166600+

25000 20000 ~15000 ~10000 -5000 O
Re(yll) ~5000]

T 1 T 1 T 1 T K
-400000 -300000 -200000 -100000 &

Feiy1l)
v 100000 4

o000

2000001 ~ 150064

wl=1+21 wl=2+21 wl=3+21

P wl=4+21 wl=5+21 wl=6+21

w5421 =421 wl=-3+2] wl=7+21 wl=§+21 wl=9+21
wl=-2+21 wl=-1+21 wl=21 wl=10+21 wl=11+21

a) b)
2.26 pav. KdV lygties sprendinio grafikai, kai w; yra kompleksinis skaicius

EdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy

clok§tumoe, kai wl=-11 0+2° KdV gprendinio grafikas kompleksiniy skaidy

plokitumoje, kai wl=-11.0+2%]

B,

— wl=-11+21 —— wl=-10+21 wl=-9+21 wl=-11+21 wl=-1021 wl=-9-21
wi=-§+21 wil=-7T+2I wl=-6+21 — wl=8=21 wi=-721 —— wi=-6+21

— wil=-5+21 —— wl=-4+2I wl=-3+21 — wil=-3+2] — wi=-4-11 wi=-3+21
wl=-2+21 wl=-1+21 wl=21 wil=-2+21 wil=-1+21 wl=2I

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy
plokitumoje, kai wl=-11..0+2"

wl=-11-21 wl=-10+21
wl=-§+21 wl=-7+21
wl=-5+21 wl=-4+21
wl=-2+21 wl=-1+21

a) b) c)
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KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy

KdV sprendinio grafika s kompleksiniy skaidy plokitumoje, kai wl=-11..0+2°]
plok#tumoje, kai wl=-11..0+2% : _h - .

\ i

wl=-11+21 wl=-10+21 wl=-9+21 wl=-11+21 wl=-10+21 wl=-9+21

wl=-8+21 wi=-7+21 wl=-6+21 wl=-8+21I wl=-7+21I wl=-6+21

wi=-5+21 wi=-4+21 wi=-3+21 wl=-3+21 wl=-4+21 wl=-3+21

wl=-2+21 wil=-1+21 wi=21 wl=-2+21 wl=-1+21 wl=21
d) €)

2.27 pav. KdV lygties grafikai, kai w; kompleksinio skaiciaus realioji dalis neigiama

Analogiski grafikai nubraizyti ir kai w; kompleksinio skai¢iaus realioji dalis teigiama (2.28 pav.)

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skai&y
plok§tumoje, kai wl=1.11+27

Kav sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy plokatumoie, kai wl=1 11424

plokétumoje, kai wl=1.11+2"

wl=1+21 wl=2+21 —— wl=3+21 wil=1+21 wl=2+21 —— wl=3=21 wl=1+21 wil=2+21 wl=3=21
wi=4+21 wi=§+21 —— wl=6<2T wi=4+21 wi=5+21 —— wi=6+21 wi=4+21 wl=5+21 wl=6-21
wl=7+21 w1=8=2I wl=9+21 wi=7+21 wi=§+21 wi=9+21 wi=7-21 wi=8-21 wi=§=21
wl=10+21 wi=11+21 wi=10-21 wi=11-21 wi=10-21 wi=11+21

a) b) c)

2.28 pav. KdV lygties grafikai, kai @ kompleksinio skaiciaus realioji dalis teigiama

Visos kreivés turi vieng bendra taska, vadinamg singuliariniu tasku arba poliumi.

2.11 KDV LYGTIES SPRENDINIO NAGRINEJIMAS, KAI y YRA
KOMPLEKSINIS SKAICIUS

Nagrin¢jamas KdV lygties sprendinys (2.5). Visi lygties parametrai turi fiksuotas reikSmes,
iSskyrus parametrg y. Jis kinta ribose: y = —11 4+ 2i ir y = 11 + 2i. Kity parametry reikSmés
tokios: s = 0.9, w; = 10, w, = 4, ¢ = 6. 2.29 pav. a) pavaizduoti grafikai, kai : y = —11...0 + 2i.
Jame pastebime, kad funkcija tuo atveju, kai y yra kompleksinis skaiCius, yra veidrodiskai
simetriska (2.29 pav. b), ty., kai y = —11..0 + 2i, grafikai yra iSsidést¢ ir i§ poliaus arba

singuliarinio taSko iSeinatrajektorija, veidrodiskai prieSinga trajektorijai tuo atveju, kai y = 1..11 +
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2i. Tai jmanoma tada, kai kompleksinis skai¢ius pakei¢iamas jam jungtiniu kompleksiniu
skai¢iumi, t.y., pvz.: a = 11 + 2i pakei¢iamas ] a = 11 — 2i, arba pakeic¢iamas funkcijos Zenklas 1§
— i+ ir atvirksiai, t.y.: y = f(x) pakei¢iamas j y = —(f(x)).

KEdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy

plokitumoje, kai gamma=-11..0+2% KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy
10— plokétumaoje, kai gamma=1..11+2*1

—20-
— gamma=-11+21 gamma=-10-+21 R
— gamma=-%+121 gamma=-§+21 —

gamma=-7+21

gamma=1+21
gamma=3+21 gamma=4-+21

gamma=2+21

gamma=-6+21 gamma=3+21

gamma=6+21

— gamma=-5+2I gamma=-4+11 — gamma=7+21I gamma=3+21
gamma=-3+21 gamma=-2+21 gamma=5+21 gamma=10+21
— gamma=-1+21 camma=21 — gamma=11+21
a) b)

2.29 pav. KdV lygties sprendinio grafikai, kai y yra kompleksinis skaicius

IS 2.29 grafiky taip pat matome, kad singuliarinis taskas: w; = 10.

2.12 KDV LYGTIES SPRENDINIO NAGRINEJIMAS, KAI y YRA
KOMPLEKSINIS SKAICIUS IR KDV LYGTIES SPRENDINIO POSAKNIS
YRA NEIGIAMAS SKAICIUS

Atlikta (2.5) sprendinio analizé tuo atveju, kai y yra kompleksinis skai¢ius ir poSaknis
neigiamas - \/w; — w, < 0 (2.30 pav.). Kity parametry reikSmés yra tokios: s = 0.9, w; = 4, w, =
10,c = 6.



KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy
plokitumoje, kai gamma=-11..0+2% ir pogaknis
neigiamas skaidiuz

T~ Y
gamma=-11+21 gamma=-10+21
gamma=-%+21 gamma=-8+21
gamma=-7+21 gamma=-6+21
gamma=-5+21 gamma=-4+21
gamma=-3+21 gamma=-2+21

gamma=-1+21

gamma=21

EdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy

plokitumoje, kai gamma=-11.0+2*[ ir pogaknis

neigiamas skaidius

0_
I 11)
m(yl1) o
T T -
-400 7200( % 0
200 Fexy1l)
—400—+
gamma=-11+21 gamma=-10-21

— gamma=-9+21 gamma=-§+21
gamma=-7+21 gammma=-6-21

— gamma=-3+21 — gamma=-4+11
gamma=-3+21 gamma=-2+21

— gamma=-1+21 —— gamma=2I

KAV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy
plokitumoje, kai wl=-11.0+2"]

10@&

-1

a)

00

1000

wl=-11+21 wl=-9+21
wl=-8+21 wl=-6+21
wl=-5+21 wl=-3+21
wl=-2+21 wl=-1+21 wl=2I

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy
plokitumoje, kai gamma=-11..0+2* ir pofaknis

neigiamas skaicius

T 2000
Iyt t—1008g

b

22000  -1800

10
FA(y11)

— gamma=-11+21
gamma=-9%+21
gamma=-7+21
gamma=-5+21
gamma=-3+21

gamma=-10+21
gamma=-§+21
gamma=-6=21
gamma=-4+21
gamma=-2+21
— gamma=-1+2] — gamma=2]

d)

IS Cia ir 1§ auksSCiau pavaizduoty grafiky tampa aiSki tendencija, kai singuliarinis taskas

b)

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy
plokitumoje, kai gamma=-11..0+2*] ir pofaknis

neigiamas skaicius
15+

15-

gamma=-9+21
gamma=-7+21
gamma=-5+21
gamma=-3+21
— gamma=-1+11

wl=21

— gamma=-11+11 —— gamma=-10+21
gamma=-§+21
gamma=-6+21
gamma=-4+21
gamma=-2+21

e)

2.30 pav. KdV lygties sprendinio kitimo grafikai, kai y kompleksinis skai¢ius ir posaknis mazesnis
uz nulj

sutampa su w, reikSme. Dvimatéje erdvéje tai jmanoma tada, kai x = w,,y = 0, t.y. — reikia atrasti
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tokias parametry reikSmes, kurias iSpildzius dvimatés erdvés taskas turés tokias koordinates:

A(wq,0).

PanaSts | auksCiau esancius grafikus gaunami grafikai, kai y = 1..11 + 2i ir poSaknis

neigiamas (2.31 pav.).

EdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidiy

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaid
& £ P o k plokitumoje, kai gamma=111+2*] ir pogaknis

plokitumoje, kai gamma=1.11+2*]

neigiamas
4000+ /.
3000+
Imy11) 5000 tmt
1000 [ i |
-1100 -5 v 100
| | . — ! i Rely11)
-4000 -3000 -2000 -100G-—@ 1000 v
Feivlls —1660
~2060 —1606-
— gamma=1+2] — gamma=2+21 gamma=1+21 gamma=2+21
— gamma=3+2[ gamma=4+21 gamma=3+21 gamma=4+21
gamma=35+21 — gamma=6+21 gamma=5+21 gamma=6-21
— gamma=7+21 gamma=8+21 — gamma=7+2[ gamma=§+21
gamma=5%+21 gamma=10+21 gamma=5%+21 gamma=10-21
— gamma=11+21 — gamma=11+21

KdV sprendinio grafikas kompleksiniy skaidy
plokitumoje, kai gamma=2+0.55..0.00%

gamma=2+0.551 gamma=2+0.31

gamma=2+0451 gamma=2+0.41
gamma=2+035] —— gamma=2+031
gamma=2+0251 gamma=2+0.21
gamma=2+0.151 gamma=2+0.11
gamma=2+0.051 gamma=2+01
a) b) c)

2.31 pav. KdV lygties sprendinio kitimo grafikai, kai y kompleksinis skaicius ir poSaknis mazesnis
uz nulj (a pav. ir b pav.) ir grafiSkai pavaizduota, kaip kompleksinio skai¢iaus y menamoji dalis
artéja 1 nulj (c pav.)

Taip pat atliktas funkcijos kitimo pobuidzio tyrimas, kai kompleksinio skai¢iaus menamoji
dedamoji artéja | nulj ir kompleksinis skaiCius tampa realiuoju skaic¢iumi (2.31 pav. c))
Kompleksiniu skai¢iumi buvo pasirinktas skai¢ius y. Visy kity parametry reikSmés nepasikeite ir
sutampa su skyrelio pradzioje surasytomis reikSmémis. Matome, kad visos kreivés yra panasios

savo geometrine figira.



2.13 KDV LYGTIES SPRENDINIO NAGRINEJIMAS, KAl y YRA
KOMPLEKSINIO SKAICIAUS TRIGONOMETRINEJE FORMOJE
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Nagrin¢jamas KdV lygties (1.9) vienas i§ sprendiniy (2.5). Jame parametrui ¥ uzduodama

kompleksinio skai€iaus trigonometrine forma tokios reikSmes:

e(1+2Dx = o1x(co52x + i sin 2x) .

v = e¥sin2x

{u=exc052x
w=x

e(1*+Dx = eX(cosx + isinx) .

v=-e*sinx

{u=excosx
w=x

e(1+03Dx — oX(¢050.3x 4 i sin 0.3x) .

u = e*cos0.3x
v = e*sin 0.3x
w=x

e (1+0.001Dx — 6X (o5 0.001x + i sin 0.001x) .

u =e*cos0.001x
v =e*sin0.001x
w=x

Visiems 4 atvejams nubraizomi tokie funkcijy grafikai:

u=fl),v=[x),F=ul),v),F=ful)v)x)=fuvw) y,=fx).

Pirmas atvejis (2.32 pav.):

u=f(x) v=f(x)
200606

15008
HHE-v—10000 \

5000+

r T — '__I/‘ 1
-10 £ 0 5 \, 10
4
-5080
w=(exp(1*x))* cos(2*x) v=(exp(1*x)*sn(*x) |
a)
10 (%), Ax)
2
ok
15
0.5
0
sk
dooo 200 0 2000 4000 G000 800 10000 12000 14000
u
c)

2.32

KdV lygties sprendinys, kal gamma=sqrt(uAr2+v12)

Imiyll) O

2 3 4 5 6 T 8 9 fp
Fe(yll)

0

exp((L.#x)).*sin(2.%X) 2 1 exp((L ). 7cos2. %)

d)

pav. KdV lygties sprendinio (2.5) kitimo grafikai, kai ska¢ius y yra kompleksinis skai¢ius.
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Nubraizyti analogiski grafikai antram atvejui pavaizduoti 2.33 pav.

KdV lygties sprendinys, kal gamma=sqgrt{uA2+vA2)

u=f(x) v=f(x)
o
-10 5 0 3 0
hid
.
5666
Y 150600
15000
[ u=(exp(x))*cos(x) v=(exp(x))*sinx)]

a) b)

Spiralé

u(x), vx)

4000

2000

ok

-2000~

> 4000

-6000 -

-8000 -

-10000

-1

-12000 ’ L . c Y Ao 5 .
-20000 -15000 -10000 -5000 0 5000 exp((1.*x))-*sin(2.*x) exp((1.*)).*cos(2.*x)

u

c) d)
2.33 pav. KdV lygties sprendinio (2.5) kitimo grafikai, kai ska¢ius y yra kompleksinis skai¢ius

Trecias atvejis (2.34 pav.), kai:
e(1+03Dx — oX(c050.3x + i sin 0.3x) .

u =e*cos0.3x
v =e*sin0.3x

u=F(z), v=1lz) KdV lygties sprendinys, kai gamma=sqrtA2+v42)
2
10 5 0 3 10
Pt
-5000 1
10000 Imy1l) 0 — T
uiry 2 3 45 6 7 8 9 Ab
Re(y11)
15000 -1
-20000 -2
— u=(exp(x))* cos(03*x) v=(exp (@) n(03%)]

a) b)
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W), M) Spiralé
4000 T

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

-500

. . c c °
2.5 2 15 1 0.5 0 10

c) d)
2.34 pav. KdV lygties sprendinio (2.5) kitimo grafikai, kai skacius ¥ yra kompleksinis skai¢ius

Ketvirtas atvejis (2.35 pav.), kai:

e (1+0.0010x — oX (05 0.001x + i sin 0.001x) .

u = e*cos0.001x
v =e*sin0.001x
w=x

u=Ff(x), v="Ff(x) KE.dV lygties sprendinys, kal gamma=sqrt(uA2+vA2)
20000+
15088

ujir v
186886+

5000

-10 5 0 5 10

X
‘ u=(exp(x))*cos(0.001*x)
= v=(exp(x))*sn(0.001 *x)

a) b)

u(x), v(x) Spiralé

250 T T T T

-50
0

: : : :
0.5 1 15 2 2.5

exp((1.*x)).*sin(0.001*x) exp((1.*x)).*c0s(0.001.*x)

c) d)
2.35 pav. KdV lygties sprendinio (2.5) kitimo grafikai, kai skacius y yra kompleksinis skai¢ius
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Kompleksinio skai¢iaus menamajai daliai artéjant prie nulio, grafikai praranda kreivuma bei
susisukimg. Taip pat i$§ visy keturiy paveiksly grupiy c) paveiksly matoma, kad skaiciaus y kitimas
neturi jokios jtakos grafikams kompleksinéje plokStumoje. Visi jie vienodi, esant tokioms y

reik§méms ir jy kitimui.
2.14 SUKURTOS METODIKOS IR PROGRAMINES JRANGOS TAIKYMAS

2.14.1 MAPLE PROGRAMU PAKETAS

KdV lygciy tyrimui pritaikytas matematikos programy paketas Maple. Programy pakete
integruota labai daug matematikos uzdaviniy sprendimo programiniy moduliy, pvz.: integravimo,
diferencijavimo, algebriniy lyg¢iy, diferencialiniy lyg¢iy, interpoliavimo, spausdinimo ir t.t. Maple
integruota programavimo leksika, kuri pritaikoma jprastam programy kiirimui ir raSymui. Joje
netriiksta nieko, kas yra integruota kituose programavimo moduliuose. Norint s¢kmingai dirbti su
Maple, reikia mokeéti Maple programavimo kalba. Vartotojo sgsaja labai informatyvi, unifikuota
pagal jprastas Windows ir kity programy atitikmenis, todél lengvai iSmokstama. Programoje, taikant
jos leksika, iSsikvieCiami programiniai moduliai, arba, kitais ZodZiais: programiniai moduliai
jungiami darbui atlikti, pvz.: norint iSsikviesti tiesinés algebros programinj modulj arba visas
tiesinés algebros uzdaviniy sprendimo paprogrames paruosti dirbti (atlikti skaiCiavimus, spresti
algebrines lygtis ir t.t.), vartotojo sgsajos lange reikia suvesti tekstg ,,with(linalg); ir paspausti
»enter”. Vartotojo sgsajos lange matomos visos tiesinés algebros uzdaviniy sprendimo paprogramés
(Ju pavadinimai). Norint iSsiaiSkinti, kaip taikyti konkre¢ig paprograme¢ konkreciam uZzdaviniui
iSspresti, reikia Maple vartotojo sasajos lange ivesti klaustukg ir prie jo paraSyti paprogramés
pavadinimg. Taigi, nesudétinga pradéti mokintis skaiCiuoti ir programuoti su Maple programy

paketu.

Siame tiriamajame darbe pritaikytos Maple programy paketo programavimo kalba cikly
kirimui, masyvy kirimui ir veiksmams su jais, procediry arba paprogramiy kiirimo leksika,
funkcijy grafiky braizymo leksika ir kt. Dirbant su Maple, po programos suderinimo ir visiSko
pabaigimo, vartotojo s3sajos lange matomas ne tik programos tekstas, bet ir programavimo
rezultatai, todél po kiekvieno programos aktyvavimo, jg iSjungiant jraSomas ne tik programos
tekstas, bet ir visa programos darbo metu gauta informacija. Tod¢l, po kiekvieno jraSymo, atidarant
1§ naujo programg, vartotojo sgsajoje yra visi skai¢iavimo su programa rezultatai (formulés,

funkcijy grafikai ir t.t.). Norint pakeisti kazkokiy parametry reikSmes, t3 imanoma nesudétingai
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atlikti su klaviatiira tiesiog kaip suvedant tekstg j programag word ir i§ naujo atlikti visus skai¢iavimo

veiksmus tam pagrinde naudojant tik klavisa ,,enter®.
2.14.2 MATLAB PROGRAMU PAKETAS

Programy paketas Matlab yra matematinio modeliavimo paketas su labai jvairiapusémis arba
daugiarti§émis programavimo galimybémis. Jame integruota labai daug programiniy moduliy, pvz.:
diferencialiniy lyg¢iy skaitmeninio sprendimo paprogramés, GUI modulis, vaizdy (video ir
nuotrauky bei kity grafiniy objekty) nuskaitymo, interpretavimo, apdorojimo modulis su ROI
algoritmu smulkiems objektams i§ grafikos failo i§imti ir padidinti, matematinés statistikos modulis,
raiSkiosios logikos modulis, kreiviy apdorojimo modulis, simboliniy matematiniy pertvarkymy
modulis, diferencialiniy lyg€iy su dalinémis iSvestinémis sprendimo modulis, optimizavimo
modulis, genetiniy algoritmy modulis, signaly apdorojimo modulis (pvz.: Hendelio simfonijos
paprogramé, jgalinanti suprogramuoti simfonijg ir jg iSklausyti per Matlab programa), jau minétas
vaizdy apdorojimo modulis, duomeny baziy modulis, sistemy identifikavimo modulis, veivletinis
modulis, filtravimo modulis, geografijos duomeny analizés modulis, valdymo sistemy modulis,
optimaliy ir robastiniy sistemy valdymo modulis, finansinis modulis, finansiniy laiko eiluciy
modulis, finansiniy i§vestiniy modulis, simulink‘as (blokiniy skai¢iavimy modulis arba skai¢iavimy
panaudojant blokus, kurie yra programiniai moduliai arba paprogramiy superpozicija tam tikram
standartiniam matematiniam veiksmui atlikti, virtualios realybés modulis ir t.t. Taigi, lengva
susidaryti teisingg ispiid] apie Matlab: tai neriboty techniniy galimybiy turbtt pats galingiausias
matematikos programy paketas. Verta Zinoti, kad yra ,,Statistica® programy paketas, skirtas atlikti
statistikos mokslo skaiCiavimams. Jis yra specializuotas ir apsiriboja tik statistikos mokslu. Matlab
statistikos paketas yra tik vienas i§ daugelio Matlab programy paketo moduliy. Be abejo, pradéjus
nagrinéti Statistica programy paketo ir Matlab programy modulio statistiniams skai¢iavimams
galimybes, gali paaiskéti, kad Matlab neturi tiek daug ir jvairiapusiy statistiniy skai¢iavimy atlikimo

galimybiy, taciau jspiidis gali biti klaidingas.

Matlab, kaip ir visi programavimo paketai, turi savo programavimo kalba. Norint jg taikyti
sékmingai, savaime suprantama, reikia iSmokti kalbos ,gramatika®“ ir ,leksikg“. Ciklams ir
loginéms operacijoms ji nesudétinga. Matlab programy paketas taip pat atlicka visus jmanomus
veiksmus su masyvais, matricomis ir vektoriais, skaliarais (1x1 matrica). Darbe pritaikyta Matlab
programavimo kalba, paprogramés maziausiy kvadraty metodui taikyti, grafiky braizymo ir
atvaizdavimo paprogramés arba funkcijos, interpoliavimo paprogramés ir t.t. Norint dirbti su

sukurtomis programomis, reikia atidziai perskaityti teksta Matlab redaktoriuje ir jj aktyvuoti



52

spusteléjus F5, arba, tame paciame redaktoriuje keisti duomenis, kai tai biitina, taip pat, kaip bet

kokiame kitame teksto redaktoriuje.
DISKUSIJA

Tam tikrose apibréztose tyrimy rémuose iSnagrinétos Kortevego De Vryso lygtys.
Nagrin¢jimas yra matematinio - fundamentinio pobiidzio, be konkrecCios fizikinés prasmés, nors
darbo pradzioje uzsiminta apie solitong, bégancig banga, kuri apraSoma KdV lygtimis. Atliktas
tyrimas parode, kad lygties parametry matematinés prigimties jvairumas (realts skaiciai,
kompleksiniai skaiciai), dabartiniy kompiuteriy, programinés jrangos déka bei kuirybiskai keiciant
lygéiy parametry ir kintamyjy duomenis, i$ Siy lyg€iy nubraizytuose funkcijy kitimo grafikuose yra
didelé rezultaty jvairové ir atvaizdavimo jvairiapusiSkumas. Rezultatai atvaizduoti staiakampéje
koordinaciy sistemoje (dvimateje ir trimatéje), kompleksinéje plokStumoje, taip pat kompleksingje
erdvinéje arba trimatéje koordinaCiy sistemoje. Taikyti ir fundamentaliis matematikos metodai:
ekstremumy nustatymas, riby apskaiciavimas, diferencijavimas, algebriniy lygéiy sprendimas ir t.t.
Siuolaikinés technines priemonés daug karty pagreitino skai¢iavimus ir tuo pa¢iu padidino tyrimy

gausg ir jvairove.
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ISVADOS

1. Taikyti Sie matematikos ir informatikos metodai:

a. Empirinis tyrimas darbe vartojamas tokia prasme: paraSius kompiutering programag
atlieckami daugkartiniai skai¢iavimai su ja ir matematiSkai arba kompiuterinés
matematikos metodais matuojamas tiriamas parametras ir tokiu biidu nustatomas
tirilamo parametro kitimas, keiCiant kokio nors lygties parametro reikSmes. Tokie
matavimai arba toks tyrimas yra vadinamas empiriniu tyrimu;

b. Taikytas interpoliavimas kompiuteriu metodas;

c. Taikytas funkcijy ekstremumy nustatymo analitiniu bidu metodas;

d. Su kompiuteriu sprestos netiesinés algebrinés lygtys, taikant Matlab programy
pakete esancig programg fzero;

e. Atliktas ekstremumy nustatymo KdV lygties sprendiniams formalizavimas;

f. Taikytas analitinis kreivés asimptoc¢iy nustatymo matematinis metodas;

g. Taikyti matematiniai veiksmai su kompleksiniais skaiciais, biitent: Eulerio formule,
ir kt.;

h. Smulkiai apraSyta kardioidés lygtis;

I. Taikyti informatikos metodai: programavimas Matlab ir Maple terpéje;

J. Paradytos programos Maple ir Matlab terpése. Jos pritaikytos §io tyrimo tikslams
lgyvendinti.

2. Tyrin¢jamos lygtys, vadinamos Kortevego de Vryso lygtimis ir esancios diferencialinés
lygties dalinémis iSvestinémis, vadinamos Kortevego de Vryso (KdV) lygtimi (2.1),
sprendiniais;

3. Sprendiniai pagrinde nagrin¢jami su kompleksiniais kintamaisiais bei parametrais;

4. Nagrineéti septyni KdV lygties sprendiniai.

5. Atliktas KdV lygties (2.1) sprendinio (2.5) grafiko kitimo priklausomybés nuo w4, w,,y
tyrimas, esant Siems parametrams kompleksiniams skai¢iams;

5.1 Nustatyta, kad funkcija esant tam tikroms parametry reikSméms yra veidrodiSkai
simetriska;
5.2 Nustatyta, kad funkcija turi singuliarinj taskg su koordinatémis A(w4, 0).

6. Nubraizytos KdV lygties sprendiniy kreiviy Seimos staciakampése koordinatése. Nustatyti
ekstremumai nagrin¢jamuose intervaluose. Pastebéta, kad esant tam tikram parametry
reikSmiy deriniui sprendiniuose, visos kreivés kerta ordinaciy asj taske, kurio reikSme lygi

parametro s reikSmei. Taip pat nustatyta, kad prie tam tikry parametry reikSmiy deriniy
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kreiviy minimumo padétis priklauso nuo w; ir statiakampéje koordinaciy sistemoje lygi w,
ir kreiviy maksimumo padétis priklauso nuo w, ir sutampa su w, reikSme. Formalizuota
ekstremumy nustatymo procediira nagrinéjamam atvejui.
Atliktas Euklidinio atstumo skai¢iavimas kompleksinio skaiCiaus y trigonometrinéje
formoje. Trimatéje erdvéje pavaizduoti funkcijy kitimo grafikai, kai argumentas yra realus ir
kompleksinis skaicius.

Atliktas KdV lygties sprendiniy tyrimas. Jo rezultatai gali biiti naudojami praktikoje tiriant

KdV lygtimi aproksimuojamus fiziking prasmg¢ turin¢ius reiskinius.
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PRIEDAI
PRIEDAS 1

MAPLE PROGRAMOS

Kortevego de Vryso lygciy grafiky braizymo programos programy pakete Maple.

> restart;

> with(plots);

> # Pirmoji Kortevego de Vryso lygtis
c:=15;

> d:=cosh(sqrt(c)*x/2);

> f:=d*d;

> g:=(c)/(2*1);

> plot(g, x=-5..5);

> # Antroji Kortevego de Vryso lygtis
> k:=20;

> |:=cosh(k*x);

> m:=I*l;

> n:=(2*k*k)/(m);

> plot(n, x=-0.5..0.5);

> # Trecioji Kortevego de Vryso lygtis
> c1=15;

> p:=sech(sqrt(c1)*x/2);

> r:=p*p;

> s:=c1*1/2;

> plot(s, x=-10..10);

B R R o R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R S R R R R e e

> # Programa braizo funkciju kitimo grafikus pagal Kortevego de Vryso lygtis tada, kai parametrai ir # #
kintamieji yra realus ir kompleksiniai skaiciai Dekarto ir kompleksiniu skaiciu plokstumose

restart;

with(plots);

> Solut5:=proc(c)

local d, f, g;

global x;

d:=cosh(sqrt(c)*x/2);

f:=d*d;
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(©)/(2*1);

end proc;

f:=Solut5(1.5);

plot(Solut5(2.5), x=-5..5);

complexplot(Solut5(-10+3*1), x=-10..20); # Braizo grafikus realiu ir kompleksiniu skaiciu # # # # # # #
plokstumoje. x-asyje - realieji skaiciai, 0 y-asyje - kompleksiniai skaiciai

> Solut6:=proc(k)

local I, m;

l:=cosh(k*x);

m:=I*l;

(2*k*K)/(m);

end proc;

g:=Solut6(8);

plot(Solut6(8), x=-1..1);

> complexplot(Solut6(8-3*1), x=-10..20);

plotcompare(f, g, x=-10-3*I..-10+4*1, colors=[aquamarine, sienna)); # Braizo ir palygina dvieju # # # #
funkciju grafikus realiu skaiciu ir kompleksiniu skaiciu plokstumose.

> Solut7:=proc(c)

local p, r;

p:=sech(sqrt(c)*x/2);

r=p*p;

c*r/2;

end proc;

s:=Solut7(15);

plot(Solut7(15), x=-5..5);

complexplot(Solut7(1.3+5*1), x=-10..20);

plotcompare(f, s, x=-10-3*1..-10+3*1, colors=[black, yellow]);

plotcompare(s, g, x=-10-8*1..-10+8*1, colors=[tan, plum]);

# Programos pabaiga;

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e

> restart;

# Programa braizo funkciju kitimo grafikus pagal Kortevego de Vryso lygtis tada, kai parametrai # ir # #
kintamieji yra realus ir kompleksiniai skaiciai Dekarto ir kompleksiniu skaiciu plokstumose
> with(plots);

> Solutl:=proc(s,gamma,wl,w2,c)

# PirmOjI Kortevego de Vryso IygtiS***************************************************

local y1, w;
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y1:=x1->wl+12*(wl-w2)*(s-wl)*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c))/
((sqrt(3*(wl-w2))+sqrt(2*s-3*w2+w1l))+
(sqrt(3*(wl-w2))-sqrt(2*s-3*w2+wl))*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c)))"2;
y1(x1)
end proc;
a:=Solut1(0.5,1.3+5*1,0.1,3,6);
> plot(Solut1(0.5,1,0.3,0.1,3), x=1..20, discont=true, numpoints=3000);
complexplot(Solut1(0.5,1.3+5*1,0.1,3,6), x=-10..20, color=blue, numpoints=3000); # Funkcijos Kitimo #
grafikas spausdinamas kompleksiniu skaiciu plokstumoje, horizontalioje, abscisiu arba x asyje
# atdedana realioji kompleksinio # skaiciaus dedamoji, o vertikalioje, ordinaciu arba y asyje atidedama
menamoji kompleksinio # # # # # skaic¢iaus dedamoji
> Solut2:=proc(s,gamma,wl,w2,c)
# ANtroji KOrtevego de Vryso lygris™** stttk koo kkkokk kA A A AR A AR A ARk
> 1+12*(wl-w2)*(s-wl)*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c))/
((sqrt(3*(wl-w2))-sqrt(2*s-3*w2+wl))+
(sgrt(3*(wl-w2))+sqrt(2*s-3*w2+wl))*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c)))"2;
> end proc;
b:=Solut2(5+3*1,10,2,0.5,6);
> plot(Solut2(5,10,2,0.5,6), x=1..20, discont=true, numpoints=3000);
complexplot(Solut2(5,10+5*1,0.1,3,6), x=-10..20, color=tan, numpoints=3000);
plotcompare(a, b, x=-10-3*1..-10+4*1, colors=[coral, magenta]); # "plotcompare" palygina dvieju
# funkciju kitimo grafikus ir # kiekvienai
funkcijai nubraizo po # atskira realios ir kompleksines dedamuju grafikus
> Solut3:=proc(s,gamma,wl,w2,c)
> #Trecioji Kortevego de Vryso
[y gLk A A A A AR AA A A A A A A A AT AR A AIRIR IR AR IR AR AR AR AR
> wW2+12*(w2-wl)*(s-w2)*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c))/
((sqrt(3*(w2-wl))+sqrt(2*s-3*wl+w?2))+
(sqrt(3*(w2-wl))-sgrt(2*s-3*wl+w?2))*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c)))"2;
> end proc;
cc:=Solut3(3,0.4,1.8,0.5,0.9);
> plot(Solut3(3,0.4,1.8,0.5,0.9), x=1..20, discont=true, numpoints=3000);
complexplot(Solut3(5+4*1,0.4,1.8,0.5,0.9), x=-100..100, color=black, numpoints=3000);
> Solut4:=proc(s,gamma,w1,w2,c);
> # Ketvirtoji Kortevego de Vryso lygtis**srrskiokkkiiokkkibokdkkbiokdtiidktiiok kbbbt tdkx
> W2+12*(w2-wl)*(s-w2)*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c))/
((sqrt(3*(w2-wl))-sqrt(2*s-3*wl+w2))+
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(sqrt(3*(w2-wl))+sqrt(2*s-3*wl+w2))*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c)))"2;
> end proc;
d:=Solut4(5,0.4,1.8,0.5,0.9);
plot(Solut4(5,0.4,1.8,0.5,0.9), x=1..20, discont=true);
N
restart;
# Programa braizo funkciju kitimo grafikus pagal Kortevego de Vryso lygtis tada, kai parametrai ir # # #
kintamieji yra realus ir kompleksiniai skaiciai Dekarto ir kompleksiniu skaiciu plokstumose
with(plots);
Solutl:=proc(s,gamma,wl,w2,c)
# Pirmoji KOrtevego de Vryso lyglis®*»### ks stttk kkkkokokkok ko kok kA A AR A A A A A
local y1, w;
y1:=x1->wi1+12*(wl-w2)*(s-wl)*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c))/
((sgrt(3*(wl-w2))+sqrt(2*s-3*w2+wl))+
(sqrt(3*(wl-w2))-sgrt(2*s-3*w2+wl))*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c)))"2;
y1(x1)
end proc;
proc(s, gamma, wil, w2, ¢) ... end;
a:=Solut1(0.5,1.3+5*1,0.1,3,6)
0.1-(13.92 exp((-8.514693185 + 2.213820228 1) (x - 6)))/
((5.760270106 | + 0.138882376 | exp((-8.514693185 + 2.213820228 1) (x - 6)))"2)
eval(a)
0.1-(13.92 exp((-8.514693185 + 2.213820228 1) (x - 6)))/((5.760270106 I+ 0.138882376 | exp((-
8.514693185 + 2.213820228 1) (x - 6)))"2)
plot(Solut1(0.5,1,3,1,15), x=12..20, discont=true, numpoints=3000);
complexplot(Solut1(0.5,1.3+5*1,0.1,3,6), x=-10..20, color=blue, numpoints=3000); # Funkcijos Kitimo #
grafikas spausdinamas
# kompleksiniu skaiciu plokstumoje, horizontalioje, abscisiu arba x asyje atdedana realioji # # # # # # #
kompleksinio skaiciaus dedamoji, o vertikalioje, ordinaciu arba y asyje atidedama menamoji # # # # #
kompleksinio skaiciaus dedamoji
Solut2:=proc(s,gamma,w1,w2,c)
# ANTroji KOrtevego de Vryso lyglish sk A A AR A KA KA KKK
1+12*(wl-w2)*(s-wl)*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c))/
((sqrt(3*(wl-w2))-sqrt(2*s-3*w2+wl))+
(sgrt(3*(wl-w2))+sqrt(2*s-3*w2+wl))*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c)))"2;
end proc;

proc(s, gamma, wl, w2, ¢)
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end;
b:=Solut2(5+3*1,10,2,0.5,6);
1+ ((54.0 +54.01) exp(12.24744871 x - 73.48469226))/(((-1.239735043 - 0.8925767817 )
+(5.482375731 + 0.8925767817 1) exp(12.24744871 x- 73.48469226))"2)
plot(Solut2(0.5,10,2,0.5,6), x=4...8, discont=true, numpoints=3000);
complexplot(Solut2(5,10+5*1,0.1,3,6), x=-10..20, color=tan, numpoints=3000);
plotcompare(a, b, x=-10-3*1..-10+4*1, colors=[coral, magenta]); # "plotcompare" palygina dvieju
funkciju kitimo grafikus ir kiekvienai funkcijai #
nubraizo po atskira realios # ir kompleksines dedamuju
grafikus
Solut3:=proc(s,gamma,w1,w2,c)
# Trecioji Kortevego de Vryso lygtis****xskkksiksidksbikddtidddkibhdkkiihktidhdksikrrs
w2+12*(w2-w1)*(s-w2)*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c))/
((sqrt(3*(w2-wl))+sgrt(2*s-3*wl+w2))+
(sgrt(3*(w2-w1l))-sgrt(2*s-3*wl+w2))*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c)))"2;
end proc;
proc(s, gamma, wl, w2, ¢) ... end;
cc:=Solut3(3,4,1.8,0.5,0.9);
0.5 - (39.00 exp(4.560701700 I (x - 0.9)))/(((1.048808848+ 1.974841766 1)+ (-1.048808848 + 1.974841766
1) exp(4.560701700 I (x - 0.9))" 2)
plot(Solut3(3,0.4,1.8,0.5,1), x=19..20, discont=true);
complexplot(Solut3(5+4*1,0.4,1.8,0.5,0.9), x=-100..100, color=Dblack, numpoints=3000);
Solut4:=proc(s,gamma,wl,w2,c);
# Ketvirtoji Kortevego de Vryso # # # # # # # **x*kxkkrdkdrrk
I
w2+12*(w2-wl)*(s-w2)*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c))/
((sqrt(3*(w2-wl))-sqrt(2*s-3*wl+w2))+
(sqrt(3*(w2-w1l))+sqrt(2*s-3*wl+w2))*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c)))"2;
end proc;
proc(s, gamma, wl, w2, c)
end;
d:=Solut4(5,0.4,1.8,0.5,0.9);
0.5-(70.20 exp(0.4560701700 I (x - 0.9)))/(((-2.258317958+ 1.974841766 I)+ (2.258317958 + 1.974841766
1) exp(0.4560701700 I (x - 0.9))" 2)
plot(Solut4(5,0.4,1.8,0.5,0.9), x=11.5..11.7);
complexplot(Solut4(5+10*1,1.3+5*1,0.1,3,6), x=-10..20, color=gold, numpoints=3000);

plotcompare(cc, d, x=-10-1..-10+I,colors=[orange, navy]);
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plot([Solut1(0.5,1,3,1,15),Solut2(0.5,10,2,0.5,6)], X=1..20);
plot([Solut3(3,0.4,1.8,0.5,1),Solut4(5,0.4,1.8,0.5,0.9)], x=5..20);
# Palyginamieji grafikai:

plotcompare(a, cc, x=-10-1..-10+1,colors=[aquamarine, black]);
plotcompare(a, d, x=-10-1..-10+1,colors=[blue, coral]);
plotcompare(b, cc, x=-10-1..-10+I,colors=[navy, cyan]);
plotcompare(b, d, x=-10-1..-10+I,colors=[brown, green]);
plotcompare(a, d, x=-10-1..-10+1,colors=[maroon, orange]);

# Programos pabaiga

ek e ke ek e ek ek ek e ek e ek e ek ek ek ke ek ke
restart;

> with(plots);

> Solutd:=proc(s,gamma,w1,w2,c);

> # KetVl rtOjI Kortevego de Vryso Iygtis*****************************************************

> W2+12*(w2-wl)*(s-w2)*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c))/
((sqrt(3*(w2-w1))-sgrt(2*s-3*wl+w2))+
(sqrt(3*(w2-wl))+sgrt(2*s-3*wl+w2))*exp(gamma*sqrt(w2-wl)*(x-c)))"2;

> end proc;

> d:=Solut4(5,0.4,1.8,0.5,0.9);

> plot(Solut4(-1,1,1,5,0), x=-1..1, discont=true);

> # Antroji Kortevego de Vryso lygtis is Vikipedijos (sestoji paeiliui):

> k:=-3;
> |:=cosh(k*x);
> m:=I*l;

> n:=(2*k*Kk)/(m);
> plot(n, x=-0.01..0.01, color=cyan);

*hhkhkhkkhhhkhkhkhkkhkhhkhkhkhkhikhkhkhkhkhkkhihhkhihhrhhkhkhihihhkhiiiiihhiiihhhkhiihkhhiiikhiiikx
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grafik.m

clc
close all

wl1=0.7
w2=0.1

s=0.5

% gamma=0.2
c=0

x=0:.1:30

gamma=0.2
y=wl+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3. *w2+w1))+(sgrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))). 2)

gamma=0.4
y1=wl+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3.2 w2+w1))+(sqrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))).”2)

gamma=0.6
y2=wl+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3. *w2+w1))+(sgrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)). *exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))). 2)

gamma=0.8
y3=wl+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3. *w2+w1))+(sgrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)). *exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))). 2)

plot(x,y,r',x,y1,'b',x,y2,'c',x,y3,'m")

xlabel('x")

ylabel('y11")

title('Funkcijos y11=f(s,gamma,w1,w2,c) kitimo grafikas')
hleg=legend('gamma=0.2','gamma=0.4','gamma=0.6','gamma=0.8")
interpl(y,x,0)

zenklkit.m

clc
close all

gamma=0.2
w1=0.6
w2=0.1
s=0.05

c=0

% x=0.8401-0.01 % Kai funkcija keicia zenkla is - i + gaunamas minimumas.
% Kai funkcija keicia zenka is + i - gaunamas maksimumas.
% Kai funkcija zenklo nekeicia, negauname nei maksimumo, nei minimumo

% 1) s=0.5; gamma=0.2:0.2:0.8; w1=0.1; w2=0.7; c=0.

% x=4.2626-0.01 % gamma=0.8; saknys x1=2.8160; x2=4.2626. Kai x=x2, esktremumas: -0.1964
% x=2.8160+0.01

% x=6.1340%+0.01 % gamma=0.6; saknys: x1=6.1340; x2=3.7547. Kai x=x1, esktremumas: -0.1985
% x=3.7547+0.01

% x=5.6318+0.01 % gamma=0.4; saknys: x1=5.6318; x2=8.5252. Kai x=x2, esktremumas: -0.1964
% x=8.5252+0.01
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% x=11.2634-0.01 % gamma=0.2; saknys: x1=11.2634; x2=19.8192. Kai x=x2,esktremumas: -0.1798
% x=19.8192+0.01

% 2) s=0.05; gamma=0.2:0.2:0.8; w1=0.3; w2=0.1; c¢=0.

% x=1.1028%+0.01 % gamma=0.8; ekstremumas: 0.0161
% x=1.1028%+.01 % gamma=0.6; ekstremumas: 0.0232
% x=1.3188%+0.01 % gamma=0.4; ekstremumas: 0.0280
% x=1.4422%-0.01 % gamma=0.4; ekstremumas: 0.0374
% 3) s=0.6; gamma=[0.2; 0.4; 0.6; 0.8], w1=0.7, w2=0.5

% x=3.3672%-0.01 % gamma=0.8; ekstremumas: 0.4738
% x=3.6823%+0.01 % gamma=0.6; ekstremumas: 0.4985
% x=4.0268%+.1 % gamma=0.4; ekstremumas: 0.5292

% x=4.4036%+0.01 % gamma=0.2; ekstremumas: 0.5640

% 4) gamma=[0.8; 0.6; 0.4; 0.2], w1=0.6, w2=0.1, s=0.05, c=0

% x=1.8918 % gamma=0.8; saknys x1=1.8918; x2=0.3191. Kai x=x1, % esktremumas: -0.1490
% x=0.3191

% x=0.4254 % gamma=0.6; saknys x1=1.7071; x2=0.4254. Kai x=x1, % esktremumas: -0.1180
% x=1.7071

% x=0.6380 % gamma=0.4; saknys x1=3.7837; x2=0.6380. Kai x=x1, % esktremumas: -0.1490
% x=3.7837

% x=1.2757 % gamma=0.2; saknys x1=10.0186; x2=1.2757. Kai x=x1, % esktremumas: -0.1490
x=10.0186

f=((12.*(w1-w2).7(3./2).*(s-wl).*gamma.*exp(gamma.*sqrt(wl-w2)).*(x-c))/(sqrt(3.*wl-3.*w2)+sqrt(2.*s-
3. w2+wl)+(sqrt(3.*wl-3.*w2)-...
sqrt(2.*s-3.*w2+w1l)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2)).*(x-c))."2)-(24.*(wl-w2)."(3/2).*(s-wl).*(exp(gamma.*sqrt(wl-
W2)).*(X-C))."2.*...
(sqrt(3.*w1-3.*w2)-sgrt(2.*s-3.*w2+w1l).*gamma))./((sqrt(3.*wl-3.*w2)+sqrt((2.*s-3.*w2+wl)+(sqrt(3.*w1l-
3.*w2)-...
sgrt(2.*s-3.*w2+wl)). *exp(gamma.*sqrt(wl-w2)).*(x-c))).*3)

fekstr=w1+12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./...
((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2.*s-3.*w2+wl))+...
(sqrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+w1l)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))).*2

grafik22lent.m

Clc

close all

Qoo deoksdeok ek ek dek ek deokdeox ks doekox koot ek
% gamma=0.2

wl1=0.6

w2=0.1

s=0.05

c=0

%x *hkkhkkhk *k*k *hkkhkkkihkhkiikkik *hkkkhkkhkhkihkkik *k*k *kk *kkk

x=-20:.1:70
gamma=0.2
y=wl+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3. *w2+w1))+(sgrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)). *exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))).*2);
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mnm=min(y) % nustatoma minimali y reiksme is visu reiksmiu
mnml=abs(min(y)) % nustatomas minimaliosy reiksmes absoliutinis didumas
mxm=max(y) % nustatoma maksimali y reiksme is visu reiksmiu

mxml=abs(max(y)) % nustatomas maksimalios y reiksmes absoliutinis didumas

gamma=0.4
y1=wl+(12.*(Wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3. *w2+w1))+(sqrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))). 2);

gamma=0.6
y2=w1+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3.2 w2+w1l))+(sqrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))). 2);

gamma=0.8
y3=wl+(12.*(wl-w2).*(s-wl).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c))./((sqrt(3.*(wl-w2))+sqrt(2*s-
3.2 w2+w1))+(sqrt(3.*(wl-w2))-sqrt(2.*s-3.*w2+wl)). *exp(gamma.*sqrt(wl-w2).*(x-c)))."2);

plot(x,y,r',x,y1,'b',x,y2,'c',x,y3,'m")%x,y, ', ,

% plot(x,y)

xlabel('x")

ylabel('y11")

title('"Funkcijos y11=f(s,gamma,w1,w2,c) kitimo grafikas")
hleg=legend('gamma=0.2','gamma=0.4",'gamma=0.6",'gamma=0.8")

% axis([-20,70,0,0.8]) % Keiciamas asiu mastelis
interp1(y,x,0) % Interpoliuojama tam, kad nustatyti x reiksme, kai funkcijos grafikas kerta x asi (yii=0).

tiesalg.m

function [f]=tiesalg(x)

%*************************************************************

gamma=0.8

w1=0.6

w2=0.1

s=0.05

c=0

% * * *x * *k*k ** * *k*k *

% Funkcija f

% f=wl+12*(wl-w2)*(s-wl)*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c))/...

% ((sqrt(3*(wl-w2))+sqrt(2*s-3*w2+wl))+...

% (sqrt(3*(wl-w2))-sgrt(2*s-3*w2+wl))*exp(gamma*sqrt(wl-w2)*(x-c)))"2;

% Jos isvestine pagal kintamaji x (df/dx):
f=((12.*(w1-w2).”(3/2).*(s-wl).*gamma.*exp(gamma.*sqrt(wl-w2)).*(x-c))./(sqrt(3.*wl-3.*w2)+sqrt(2.*s-
3. *wW2+w1)+(sqrt(3.*wl-3.*w2)-...
sqrt(2.*s-3.*w2+w1l)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2)).*(x-c))"2)-(24.*(wl-w2)"(3/2).*(s-wl).*(exp(gamma.*sqrt(wl-
W2)).*(X-C))"2.*...
(sqrt(3.*w1-3.*w2)-sqrt(2.*s-3.*w2+w1)).*gamma)/((sqrt(3.*w1-3.*w2)+sqrt((2.*s-3.*w2+w1)+(sqrt(3.*wl-
3.*wW2)-...
sgrt(2.*s-3.*w2+w1l)).*exp(gamma.*sqrt(wl-w2)).*(x-c))).*3)

f=abs(ff) % Idvestines modulis

tieslygt.m

Clc
clear all
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a=fzero('tiesalg',28) % Paprograme netiesinems algebrinems lygtims spresti

ccc=abs(a)
pause % pause - sustabdo skaiciavimus ir tesia tik po "enter" paspaudimo

b=fminbnd('tiesalg',-10,20) % Paprograme, randanti funkcijos minimuma uzduotame intervale

cc=abs(b)

Spirale.m

clc
close all
clear all

x=18:.1:22

plot3(exp((-1.*x)).*cos(3.*x), exp((-1.*x)).*sin(3.*x), x)
title('Spirale’)

xlabel(‘exp((-1.*x)).*cos(3.*x)")
ylabel('exp((-1.*x)).*sin(3.*x)")

zlabel('x")

grid on

clc
close all
clear all

x=-10:.001:10

% u=(exp(-1.*x)).*cos(3.*x)
% v=(exp(-1.*x)).*sin(3.*x)

% u=(exp(1.*x)).*cos(2.*x)
% v=(exp(1.*x)).*sin(2.*x)

% u=(exp(1.*x)).*cos(1.*x)
% v=(exp(1.*x)).*sin(1.*x)

% u=(exp(1.*x)).*c0s(0.3.*x)
% v=(exp(1.*x)).*sin(0.3.*x)

u=(exp(1.*x)).*cos(0.001.*x)
v=(exp(1.*x)).*sin(0.001.*x)

figure(1)
plot(u,v)

xlabel('u")
ylabel('v")
title('u(x), v(x)")

figure(2)
plot(x,u,'r',x,v,'b"

gamma=sqrt(u."2+v."2)
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figure(3)
plot(x,gamma)
xlabel('x")
ylabel('gamma'")

title('Kompleksinio skai¢iaus gamma modulis')

clc
close all
clear all

x=-18:.1:22
figure(1)

% (plot3((exp((-1.*x)).*cos(3.*x)), exp((-1.*x)).*sin(3.*x), X))

% (plot3((exp((1.*x)).*cos(2.*x)), exp((1.*x)).*sin(2.*x), X))

% (plot3((exp((1.*x)).*cos(x)), exp((1.*x)).*sin(x), X))

% (plot3((exp((1.*x)).*c0s(0.3.*x)), exp((1.*x)).*sin(0.3.*x), X))
(plot3((exp((1.*x)).*c0s(0.001.*x)), exp((1.*x)).*sin(0.001.*x), X))

title('Spirale')
xlabel('exp((1.*x)).*cos(0.001.*x)")
ylabel('exp((1.*x)).*sin(0.001*x)")
zlabel('x")

grid on

figure(2)
u=exp((1.*x)).*cos(2.*x)
plot(x,u)

xlabel('x")

ylabel('u")
title('u=exp((-1.*x)).*cos(3.*x)")
grid on

figure(3)
v=exp((1.*x)).*sin(2.*x)
plot(x,u)

xlabel('x")

ylabel('v')
title('v=exp((-1.*x)).*sin(3.*x)")
grid on




