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SUMMARY

The bouncing ball system has been the subject of intense studies both in experiments and theory
during the past decades. It consists of a point-like particle bouncing on a vertically and sinusoidally
oscillating table. This is quite a simple system however it reveals a wide range of dynamical behavior and
has become one of the prototypical examples in nonlinear dynamics and chaos theory. It was shown, that a
slight change of initial cases can cause extremely different movement of the ball.

This system is used for understanding more complex systems, such as probability machines,
quantum billiard, chaos control, robotics and so on.

In this work there was created a program that simulates bouncing ball and table movement. Results
of simulation were compared with results of Newton’s method and High bounce approximation. This
comparison revealed that both iterative methods give similar results, however the computation time of the
simulation is a bit better generally, while the High bounce approximation is extremely fast, but gives
inaccurate results except some special cases. Moreover, there was created programs for visualization of
the chaotic maps and was made a comparison between the exact system and High bounce approximation

standard maps.
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IVADAS

Sokinéjané¢io kamuoliuko sistema pastaraisiais de§imtmediais buvo intensyviy teoriniy bei
eksperimentiniy tyrimy subjektas. Ji susideda i§ kamuoliuko, vertikaliai Sokinéjancio ant sinusoidiskai
vibruojancio stalo. Tai sglyginai paprasta sistema, taciau atskleidzianti platy skirtingos dinaminés elgsenos
spektrg ir yra vienas pagrindiniy netiesinés dinamikos ir chaoso teorijos pavyzdziy.

Pirmg kartg Si sistema buvo paminéta E. Fermi 1949 metais, iSkélusio hipoteze apie didelés
kosminiy spinduliy energijos prigimtj. Taciau SokinéjanCio kamuoliuko uzdavinys placiau pradétas
nagrinéti tik pries tris deSimtmecius [24].

Sokinéjan¢io kamuoliuko sistema naudojama analizuojant daug sudétingesnes sistemas, tokias kaip
tikimybinés masinos [4], chaoso kontrolé [6], [23], kvantinis biliardas [18], daleliy srauty fizika, robotika
[10] ir kt. Vienas pavyzdziy- robotika, kur siekiama programavimo pagalba uztikrinti valdoma
elektronikos ir mechanikos sri¢iy roboty bendradarbiavimo ir veiklos procesa. Siuo atveju $okinéjanéio
kamuoliuko ant vibruojancio stalo sistema pasitarnauja kuriant robotus, gebancius vaiks$¢ioti nestabiliu
vibruojanéiu pavir§iumi. [10]

Sio darbo tikslas — sukurti $okingjan¢io kamuoliuko judéjimg imituojanéia programa bei atlikti
simuliacijg, pritaikius teorinius $io uzdavinio sprendimo metodus; palyginti jvairiais metodais gautuosius
rezultatus bei palyginti metodus, jvertinant skaiiavimy trukmes. Taip pat sukurti programa chaotinio
zemélapio vizualizacijai bei palyginti standartinj zemélapi AuksSto Suolio aproksimacijos bei tikslios

sistemos atvejais.
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1. BENDROJI DALIS

1.1. CHAOSO SAVOKA

Chaosas — tai neperiodiné ilgalaiké deterministinés sistemos elgsena, parodanti stiprig
priklausomybe nuo pradiniy salygy. Sokinéjantis kamuoliukas yra vienas papras¢iausiy chaotinés sistemos

pavyzdziy [25]. Tai viena i$ trijy pagrindiniy literatiiroje [12] i$skiriamy smiiginiy sistemy klasiy.

Chaosas fizikoje reiSkia neabejotinai netiesiniy dinaminiy sistemy nagrinéjimg. Svarbus netiesiniy
lyg¢iy  sprendimo  jrankis-  sistemos  vizualizacija taip vadinamoje fazin¢je  erdvéje.
Matematikoje ir fizikoje, faziné erdvé yra erdvé, kurioje yra atvaizduojamos visos galimos sistemos
biisenos, kurios atitinka vienintelj taska fazin¢je erdvéje. Mechaniniy sistemy faziné erdvé yra sudaryta i§
padéties ir impulso kintamyjy. Tokia, schema, kurioje yra padétis ir momentas, dar vadinama faziniu

portretu arba fazine diagrama.

Fazinis portretas — geometrinis dinaminiy sistemy trajektorijy atvaizdavimas fazinéje plokStumoje.
Kiekviena pradiné salyga atspindi skirtingg kreive arba taska. Faziniai portretai yra nejkainojami
studijuojant dinamines sistemas. Jie sudaryti i$ tipiniy trajektorijy diagramy padéties erdvéje. Tai rodo
informacijg apie tai, kaip vaizduojamas parametras, pvz., atraktorius. Faziniy portrety grafikas dinaminei
sistemai brézia sistemos trajektorijas (su rodyklémis), stabilumo biisenas (su taskais) ir nestabilumo

bisenas (su apskritimais). ASys yra biiseny kintamieji.

Netampriai Sokinéjantis kamuoliukas ant vibruojancios plokStumos yra paprastas eksperimentas,
turintis sudétingg dinaming elgseng, demonstruojantis kai kurias pagrindines netiesinés dinamikos
koncepcijas. Jeigu kamuoliukg laikytume dalele, tuomet tokia sistema implikuoja daug jdomiy reiskiniy,
pavyzdziui, Brazilisko riesuto efekta (angl. Brazil-Nut Effect), Leidenfrost efekts. [25]

Dinaminiy sistemy teorijos matematinis tikslas- suprasti dinaminio proceso asimptoting elgsena.
Asimptotiniy sprendiniy aibé vadinama atraktoriumi. Jy yra jvairiy: fiksuoti taskai, ribiniai ciklai, keistieji
atraktoriai ir t.t. [21] Atraktorius apibréziamas kaip maZziausias vienetas, kuris negali biiti skaidomas j du
ar dar daugiau atraktoriy, turinéiy skirtingas traukos sritis. Sis draudimas yra bitinas, nes dinaminé
sistema gali turéti daug atraktoriy, kuriy kiekvienas turi savo atskirg traukos sritj. Konservatyvios

sistemos, kur judéjimas yra periodinis, atraktoriy neturi. [1]
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1.2. SOKINEJANCIO KAMUOLIUKO MODELIS

Stalo padéatis

= A

stalas

laikas
1.1 pav. Sistema

Nagrinékime sistema, sudarytg i§ kamuoliuko, kurio masé m, bei stalo, kurio masé M. Stalas juda
sinusoidiskai, o tuo tarpu kamuoliukas paleidziamas kristi i§ tam tikro auk§¢io X, vir§ stalo (Zr. 1.1 pav.).
Tam, kad palengvintume skaiciavimus, padarysime keleta prielaidy: pirma, kamuoliukg laikysime
materialiuoju tasku, antra- stalo masé yra zymiai didesné¢ negu kamuoliuko, trecia, laikysime, jog tiek
stalas, tiek kamuoliukas juda tiesiai vertikalia linija, ketvirta- laikysime, jog néra oro pasipriesinimo.
Tuomet tarp gretimy smiigiy (su stalu), kamuoliuko judé¢jimas apraSomas remiantis Niutono désniais. Jo

trajektorija yra tokia:

x(t)zxk+vk(t—tk)—%(t—tk)2, t, <t<t,,, (1.1)

¢ia g- laisvojo kritimo pagreitis (g ~ 9,81%}, t, - k-tojo smiigio laiko momentas, X,, V,- atitinkamai
s

kamuoliuko padétis bei greitis k-tojo smiigio momentu.
Kadangi stalo mas¢ yra didel¢, palyginus su kamuoliuko mase, tod¢l jo jud€jimas néra jtakojamas
kamuoliuko smiigiy ir apraSomas taip:
s(t) = A(sin(at + 6, )+1), (1.2)
JO greitis
v(t)=s'(t) = Awcos(at + 6, ). (1.3)

Dydis @ = 2#f - kampinis daznis, 8, — pradiné fazé. Atstumas tarp kamuoliuko ir stalo yra lygus
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d(t) = x(t)—s(t). (1.4)

Pirmas laiko momentas t > t, , kai d(t)=0, yra sekantis susidiirimo momentas

0= Xk +Vk (tk+1 _tk )_%(tk-ﬂ _tk )2 - A(Sin(a)tkﬂ + 00)+1)

Kadangi k-tojo smiigio metu x, = st ), tai gauname:

f(t,)= ASin(a)tk + ‘90)+Vk (tk+l -t )_%(tm -t )2 - ASin(a)tk+1 + 6’0)E 0 (1.5)

Si lygtis apraso kamuoliuko padétj (laboratorijos) grindy atzvilgiu. Cia v, - neZinomas.

u, (@) u, (b)

1.2 pav. Krintantis bei atSokantis kamuoliukas: (2) nuo vertikaliai auks$tyn judancio stalo, (b) nuo

vertikaliai Zemyn judancio stalo

1.2 pav. iliustruoja kamuoliuka, krintantj greiciu u; vertikaliai Zemyn | stalg ir atSokantj vertikaliai
aukstyn greiciu v, . 1.2 pav. (a) dalyje stalas juda vertikaliai aukstyn grei¢iu u,, 0 1.2 pav. (b) stalas juda
vertikaliai Zemyn, taciau U, > U,. Remiantis sarySiu

|kamuoliuko reliatyvus greitis pries smigj| = alkamuoliuko reliatyvus greitis po smiigio|, (1.6)
Siais dviem atvejais gauname:
V, —U, =a(u, +U,), v, +U, =a(u, —u,),
arba
vV, =a-u +(1+a)u,, v, =a-u, -1+ a)u,, x.7)
Claa yra restitucijos parametras- kamuoliuko energijos praradimo kiekvieno smiigio metu matas,
0 <a <1. Restitucijos parametro reik§més gali varijuoti nuo 0,2 iki 0,8, naudojant skirtingas medziagas

gaminant kamuoliuka, pvz., mediena, plastika, plieng ir t.t. [19]
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Remiantis (1.7), jei v, - kamuoliuko greitis, u, - stalo greitis grindy atzvilgiu, gauname atSokancio

kamuoliuko greitj Vv, :
vy =(1+ a)uk —a-V,.
Kamuoliuko greitis tarp smiigiy (t.y. kai skrieja laisvai):
v(t)=x(t)=v, - glt-t,)
I ¢ia gauname, kad kamuoliuko greitis prie$ pat (K + 1)-aji smiigj:
Vier =V = 9(tis —t)

Laiko tarpas tarp smiigiy randamas [14]:

V4V - 24X, - 0

At, = ,
‘ g

kur AX, reiskia kamuoliuko padéties pokytj tarp gretimy smiigiy. ISvesime §ig formule.
Remiantis (1.1), kamuoliuko pozicija (k + 1)-ojo smiigio momentu:

g 2 .. )
X = X VY (tk+1 _tk)_E(tkﬂ _tk) , pazyméjus At =1, -t

A%, =V AL, —%Atkz,

iSsprendus 8ig lygtj At, atzvilgiu ir paémus didesnigja $aknj, gauname (1.9).

(1.8)

(1.9)

Atskiru atveju, kai stalo greitis u, = 0, gauname laiko tarpg (perioda) tarp k-tojo (k — 1)-ojo smiigiy

(ji vadinsime ciklu) [25]:

N k
AT, = Z0%
g
kiekvieno k-tojo ciklo didziausias aukstis
k \2
\'
h, =X, +( o )

(1.10)

(1.11)
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1.3. SAKNU ATSKYRIMO UZDAVINYS [17]

Intervalas (a; b) yra Saknies izoliacijos intervalas, jei lygtis F(X) = 0 tame intervale turi vienintele
Saknj.

Sakny atskyrimo uzdavinys formuluojamas taip: duota lygtis F(X) = 0; reikia rasti jos Sakny
izoliacijos intervalus.

Dazniausiai taikomi Sio uzdavinio sprendimo biidai yra:

1. Grafinis budas.

2. Fizikinis biidas.

3. Specialiis budai.

Atliekant Sokingjanc¢io kamuoliuko simuliacijg, K-tojo smiigio laiko momento t, izoliacijos
intervalui rasti buvo naudojamas fizikinis buidas. Galimi §ie atvejai:

e kamuoliukas krenta i§ auk$tai (X, >2A). t, izoliacijos intervalas S$iuo atveju

— Vi + \/Vlf—l +29(X,, — 2A) - Vi 4 Vk2—1 +20% |,
k— 1 K- )
g g g Vg

e kamuoliukas krenta i§ Zemai (X, ,<2A). t, izoliacijos intervalas Siuo atveju

i Via 4 Vlf—l - Vi 4 Vlf—l +20%, 4
k— 1tk )
g Vg g ) g

¢ia t,_, - k -1-ojo smugio laiko momentas, g- laisvojo kritimo pagreitis, v, , - kamuoliuko greitis k -1-0jo

smiigio metu, A- stalo jud¢jimo amplitude.
1.4. SOKINEJANCIO KAMUOLIUKO UZDAVINYS

UZzdavinys yra toks: duoti t, ir V,. Rasti pirmajj sprendinj t, ;- sekan¢io smigio laiko moments,
tokj, kad t., >t,. Sokingjandio kamuoliuko ir stalo smiigiy laiko momentai randami i§ (1.5),
Sokinéjancio kamuoliuko dinamika simuliuojama kompiuteriu, naudojantis (1.5) bei (1.8) lygtimis.
Skai¢iuojant t,,,, sprendziame (1.5) lygtji. Si lygtis negali biti i§sprendziama analiziskai, todél jos

sprendime naudojami skaitiniai metodai.
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1.5. AUKSTO SUOLIO APROKSIMACIJA

Kartais literatiroje [10], [7] naudojama smugio laiko aproksimacija, dar vadinama Auksto Suolio
aproksimacija (angl. High bounce approximation), apibréziama:

oy = ok 4, (L.12)
g

Reikty atkreipti démesj | tai, jog Si aproksimacija galioja tik tuomet, kai stalo aukscio pokytis yra
daug mazesnis uz didziausig aukstj, j kurj atSoka kamuoliukas, t.y. kamuoliuko orbita yra simetriné jo
didziausio pakilimo auks¢io atzvilgiu. Sios aproksimacijos privalumas yra tas, jog skai¢iavimai atliekami

labai greitai (reikia 107° sekundziy atlikti §j skai¢iavima [10]).

1.6. SISTEMOS PARAMETRU TRANSFORMAVIMAS | BEDIMENSIUS

Sokinéjan¢io kamuoliuko sistema turi nemaZai parametry- restitucijos parametra, stalo amplitude,
kampinj daznj, laisvojo kritimo pagreit] ir t.t. Literataroje [3], [5], [6], [7], [8], [9], [11], [12], [13], [14],
[24] sitloma nagrinéti transformuotg sistemg, kurios kintamieji- bedimensiai. Jie skaiCiuojami pagal

formules [7]:

o, =ot, +6,, (1.13)
v, = Z—ka. (1.14)
g
Taip pat jvedamas dar vienas parametras
2
B= 20 (1g+ a)A, (1.15)

Atliekant Sokinéjanc¢io kamuoliuko simuliacija (skai¢iavimuose), braizant chaotinj Zemélapj

nagrin¢jami bedimensiai dydZiai.
1.7. STANDARTINIS ZEMELAPIS

Literaturoje [7] dinaminés sitemos analizei siiiloma nagrinéti chaotinj (standartinj) Zemélapj.
Chaotinis Zemélapis matematikoje yra zemelapis, demonstruojantis tam tikra nagrinéjamos sistemos
chaotinés elgsenos rii§j. Standartinis Zemelapis (dar vadinamas Chirikov-Taylor zemélapiu arba tiesiog
Chirikov standartiniu zemélapiu) yra chaotinis Zemélapis, kuris kvadratg 27 x 27 atvaizduoja | patj save,

iSlaikant vienoda plota. [16]
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Auksto Suolio aproksimacijos atveju chaotinis Zemélapis aprasomas [7] fazés lygtimi:

6,., =06, +v, (mod 27), (1.16a)

greicio lygtimi:
Vi, =av, + pcos@, +v,), (1.16b)
kur o - restitucijos parametras, parametrai g, 6,,ir v, - randami atitinkamai pagal (1.15), (1.13) ir

(1.14) formules.

Sis zemélapis turi fiksuotus taskus (0,v):
(J_r arcco{W}Zkﬁ} keZz.

Paémus « =1, gauname standartinj Zemélapj. Siuo atveju fiksuoti taskai (0,v):

(521«:), (B—ﬂ,Zkﬂj, keZ.
2 2

Analogiskai, tikslios bedimensés sistemos chaotinis Zemelapis aprasomas fazés lygtimi:

0=4@6in6, —sing,,)+ L+ a)(vy 6.y -6c)- (O -6 )2), (1.17a)
bei greicio lygtimi:

Vi = BC0sO,; —a(v —2(6,,, — 6,)). (1.17b)

1.8. KITI SOKINEJANCIO KAMUOLIUKO UZDAVINIO SPRENDIMO METODAI

Be jau 1.5 skyrelyje paminétos Auksto Suolio aproksimacijos, Sokinéjan¢io kamuoliuko uzdavinj
galima spresti kritiniy tasky, Zingsneliy laiko asimi bei kitais iteraciniais metodais (Niutono [9], [22],

pusiaukirtos ir kt.). Aptarsime Siuos metodus placiau.

1.8.1. BENDRASIS SOKINEJANCIO KAMUOLIUKO UZDAVINIO SPRENDIMO
ALGORITMAS
Sokingjangio kamuoliuko uzdavinio sprendimo algoritmas biity toks:
1. Iki pirmo smiigio kamuoliukas juda vien veikiamas zemés traukos jégos ir jo padétis apraSoma

(1sitikinti, kad tikrai taip yra, t.y. sudaryti dif. lygtj ir jg iSspresti):
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X(t)zX0+Vo(t_to)_%(t_to)2; (1.18)

X, = X(t ), Vo = X(t, ) - pradinés salygos.

Pastaba. Si funkcija analogiska (1.1) funkcijai, tik ¢ia jstatytos pradinés salygos, o (1.1) formuléje —
smiigio salygos (i§ esmés tai yra tas pats: galima laikyti, kad dalelés padétis smiigio metu atitinka naujas
pradines salygas).

2. Iteraciniu badu (t.y. sekdami ar d(t)= 0 (zr. (1.4) formulg)) surandame pirmo smiigio:

o laika t;;
o x=xt);
e greitj:

o greitj prie§ pat smigj: v, =V, —g(t—t,);
o greitj smiigio metu (pagal (1.8) formulg): v, = (1 + Ot)u1 —a-v,.
3. Visiems sekantiems smiigiams:
e sprendziam (1.5) lygti t,,, atzvilgiu — surandame sekancio smiigio momentq t, ., ;
e jstatom t,,, i(1.8) formulg ir gauname kamuoliuko greitj sekan¢io smiigio metu;
e tarpiniais laiko momentais t, t, <t<t, , vizualizuojam pagal (1.1) formule.
4. Kartojame 3 algoritmo Zingsnj tiek karty, kiek smiigiy norime pavaizduoti.
Pastaba. Kadangi (1.1) ir (1.18) formulés analogiskos, tai ir 2 ir 3 Zingsniai yra identiski: t.y. pirmo

smigio galima ne ieSkoti iteraciniu budu, o spresti (1.5) lygtj. Taigi, galima 2 ir 3 zingsnius apjungti.

1.8.2. ZINGSNELIU LAIKO ASIMI METODAS
Sprendziant $okinéjan¢io kamuoliuko uzdavinj, galima pamanyti, jog pirmasis sprendinys t,.;
nesunkiai randamas parinkus kokj nors t; >t, taip, kad biity garantuojama, jog kamuoliukas atsitrenks j
stalg iki laiko momento t;. Tuomet ieskant (1.5) Sakny intervale [t,,t;] galima pasinaudoti bet kuriuo
Sakny radimo algoritmu, pvz., Niutono metodu, pusiaukirtos (angl. bisection) metodu. Taciau gali bati du
sprendiniai, esantys labai arti vienas Salia kito, taigi, jeigu parinktume tg kiek deSiniau nuo antrojo

sprendinio, nebiitume uztikrinti, jog nagrinéjamas Sakny radimo metodas duos teisingg sprendinj, Zr.

pavyzdj (1.3 pav., kuriame taskais pazyméta stalo bei kamuoliuko judéjimo trajektorijy sankirtos vietos)

[9].
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1.3 pav. Kamuoliuko bei stalo judéjimo dinamika

Taigi, kaip tiksliai pataikyti j pirmaja lygties Saknj? Yra keletas metody Siam uZdaviniui spresti.
Pirmasis- mazais Zingsneliais keliauti laiko t asimi, kol atstumas d(t)tarp kamuoliuko ir stalo pasidaro
lygus 0, t.y. galioja (1.5). Siuo atveju sprendziamas toks uzdavinys: reikia parinkti tokj Zingsnj, kuris
garantuoty ne daugiau kaip vieng sprendinj. Tufillaro [20] kiekvienoje iteracijoje parenka naujg zingsnio
dydj, kuris paremtas kamuoliuko skrydzio laiko jverciu.

Literatiiroje [10] pateikiamas dar vienas algoritmas, Sokinéjancio kamuoliuko smiigio momentams
rasti. Jo id¢ja buty tokia: imamas laiko skaitliukas, dydis t (laikas) didinamas mazais, diskreciais

zingsneliais. Kiekviename zZingsnyje atnaujinama kamuoliuko ir stalo padétis ekrane bei ieSkoma kada jy
trajektorijos susikirs. Kadangi skai¢iuojama dvejetainiu pagrindu, laiko Zingsnelio dydj imant on formoje,

uztikrinamas rezultaty tikslumas, kuris galéty sumazéti dél apvalinimo paklaidy.
Taciau tam, kad kamuoliuko ir stalo padétis ekrane buity tinkamai atnaujinama, minétasis Zingsnelio
dydis privalo biiti pakankamai didelis, vadinasi, kada randamas kamuoliuko smiigis i stala, yra platus

dydzio, kuris galéty biti tikroji kamuoliuko padétis smiigio metu, intervalas. Tai reiSkia pakankamai didelj
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tikslumo praradima, kuomet kiekvieno smiigio metu atnaujinami faziniai portretai, perduodant vaizda

labai zema rezoliucija. Taigi, $is metodas néra efektyvus, todél nagrinétini kiti metodai.

1.8.3. KRITINIU TASKU METODAS [9]

Antrasis metodas paremtas elementariy skai¢iavimy idéjomis. Zinoma, jog néra daugiau kaip vienos
Saknies tarp dviejy gretimy funkcijos f(t,,;) (5 formulé) kritiniy tasky. AnalogiSkai, néra daugiau kaip
vieno funkcijos kritinio tasko tarp dviejy gretimy funkcijos vingio tasky. Kadangi funkcijos f(t,,;)

vingio taSkai yra jos antrosios i§vestinés Saknys, tuomet jei galime rasti

I
' (t.,) = (ASin(a)tk +90)+Vk (tk+l -t )_%(tkﬂ -t )2 - ASin(a’tk+1 +6, )j =

tk+l

(1.19)
= (v, ~ 9t —t, ;- Awcodat, , +6,)),  =-g+Aa’sin(at,., +6,)=0

sprendinius, galime f (t, ) kritinius taskus suskaidyti j intervalus. Pasinaudojus bet kuriuo $akny radimo

algoritmu Siems intervalams, randame

fl(tk+1) :(ASin(a’tk + 90)"' Vi (tk+l — )_%(tkﬂ — )2 - ASin(a’tk+1 +6, )j =V —

tk+1

—9(ty, —t)— Awcos(at,, +6,)=0 (1.20)

Saknis, tokiu biidu nustatydami funkcijos kritinius taskus bei f (t,,,) suskaidydami j intervalus. Saknys

bty tokios:

arcsin(Ag 2j+27zn—¢90 ﬂ—arcsin(Agzj+27zn—00
@

nez. (1.21)

10)
tk+1(1) = o ' tk+1(2) = @

Tuomet ieskant minétuose intervaluose galime surasti bet kurig norima f (t,.,) $aknj. Sio metodo

algoritmas toks:

1. Naudojantis (1.21), randame visas f"(t,,;) = 08aknis, esanlias tarp t, bei tam tikro t, ..
Rastieji sprendiniai yra f (t,.,) vingio taskai.
2. Patikriname funkcijos f'(t,.;) Zenklg gretimuose perlinkio taskuose. Jei funkcija f'(t,.,) keicia

7enkla, tai tarp ty vingio tasky yra kritinis taskas. Randame jj pagal (1.20). Pazymékime §j taska t,, .
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3. Patikriname, ar funkcijos  f(t,,;) Zenklai taskuose t, ir t,, skirtingi. Jei taip, surandam
funkcijos f (t,,,) Saknj intervale [tk ,tim]. Tai bus sekancio susidirimo momentas. Jei intervale [tk ,tim]
funkcija Zenklo nekeicia, patikrinti, ar f (t,,,) kei¢ia Zenklg intervale tarp pirmojo ir antrojo, antrojo ir

treciojo, tre€iojo ir ketvirtojo kritiniy tasky ir t.t. IeSkome tol, kol randame t, ;.

1.8.4. NIUTONO (LIESTINIU) METODAS [17]
Sprendziame tokj uzdavinj: duota lygtis f(x)=0, Saknies izoliacijos intervalas [a,b], Saknies
apskai¢iavimo tikslumas ¢ . Reikia rasti lygties f(x) =0 $aknj s [a,b] tikslumu ¢
Funkcijos y = f (x), grafiko liestinés, einan¢ios per taska (X, f(X,)), lygtis yra
y=f(x,)+ ' (x)(x=x,).
Taska, kuriame $i liestiné kerta Ox a$j, pazymékime X, :

_ )
Tof(x)

Pasirinkus pradinj artinj X,, pagal (1.22) formulg generuojama Niutono (liestiniy) metodo iteraciné

=X (1.22)

n+l

seka {X,}. Geometriné artinio X, prasmé — funkcijos y = f(x)grafiko liestinés, einancios per taska

(X, f(x,)), susikirtimo su Ox asimi tagkas.

fx)

; Xn-1 Xy i X

1.4 pav. Niutono (liestiniu) metodas
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Algoritmo aprasymas:

1. Pradinio artinio pasirinkimas. Pasirenkame pradinj artinj X, €[a,b]. lteracijos numeris n = 0.

_ )
£'(x,)

xn| <egtal S=X,,, yra apytikslis lygties sprendinys,

2. Naujo artinio apskai¢iavimas: X,,; = X,

3. Tikslumo salygos tikrinimas. Jei |X

n+l
apskaiciuotas norimu tikslumu ¢, ir skai¢iavimai baigiami; jei ne - vykdome naujg iteracija: n=n+1,
griztame | 2 zingsnj.

Algoritmg galima taikyti tik tada, kada f'(X)yra baigtiné ir nelygi nuliui. Jei Niutono metodas

konverguoja, tai galioja jvertis |X,,; —X,| <|X, —X,;| Niutono metodo privalumas yra tas, jog jis greitai

konverguoja.
1.8.5. PUSIAUKIRTOS METODAS [17]

Literatiroje [9], [24] pagrindinei lyggiai (1.5) spresti naudojamas pusiaukirtos metodas. Sis
metodas taikomas netiesinés lygties f(X) = 0 sprendimui, kai yra zinomas Sakny izoliacijos intervalas [a,
b], t.y. intervalas, kuriame f(x) yra tolydi ir egzistuoja unikalus sprendinys, bei f(a) ir f(b) turi prieSingus
zenklus.

Algoritmas:

1. inicializuojame iteracijy skaitiklj k = 0;
2.tegu m = %(a +b),jei f(m)~0 ar %(b —a) ~ 0, stabdome iteracijas;
3.jei f(a)f(m) >0, tadaa < m; kitu atveju, b < m. Grjzti j 2 punkta.

Jei sprendinys egzistuoja intervale [a, b], tada didZiausias atstumas nuo vidurinio tasko %(a+b)

(apytikslio sprendinio) iki tikrojo sprendinio yra lygus pusei intervalo plo¢io — %(b —a), o tai naudojama

kaip paklaidos matas. Todél, po kiekvienos iteracijos virSutiné paklaidos riba sumazéja per pusg.
Pusiaukirtos metodas mus ves prie sprendinio tik tada, jei sprendinys egzistuoja kazkokiame
Zinomame intervale.
Siame darbe atliekant 3okinéjan¢io kamuoliuko simuliacija, buvo naudotas kiek modifikuotas
pusiaukirtos metodas, padedantis nesunkiai nustatyti izoliacijos intervalg, kuriame garantuotai yra

vienintelé lygties (1.5) (arba (1.17a) lygties, jei nagrinéjame bedimensius dydzius) Saknis. Kaip matyti i§
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1.5 paveikslo, laisvai skriejantis kamuoliukas prie§ susidurdamas su stalu kerta tiese x=2A, 0 nesant

susidirimo, kamuoliuko trajektorija kerta tiese x=0. Laiko momentai, atitinkantys lygCiy

Xo +Vo(t—t, )— % (t—t, ) =2Air x, +v,(t—t,)— %(t —t,)* =0 sprendinius, Zymi pradinj izoliacijos intervala

[T,;T,], kurj véliau siauriname naudodami atkarpos dalijimo pusiau metoda.

x T T
kamuolikas

(=T, (=T, ¢

1.5 pav. Modifikuoto pusiaukirtos metodo Saknies izoliacijos intervalo nustatymas

1.5 pav. punktyrinés linijos Zymi auks$ciausia (X =2A), pusiausvirg (x=A) ir Zemiausig (X =0)

stalo padétj skai¢iuojant nuo virdaus j apacig. Juodos tiesés Zymi pradinj izoliacijos intervalg [T,;T,].

1.9. SOKINEJANCIO KAMUOLIUKO UZDAVINIO SPRENDINIU KLASIFIKACIJA

Sokinéjanéio kamuoliuko uzdavinio asimptotiniai sprendiniai skirstomi j:
e Periodinius sprendinius:

o viengubo periodo orbitas;

o dvigubo periodo orbitas;
©)
o N-gubo periodo orbitas;
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e Chaotines orbitas;

e Prilipusius sprendinius.

1.9.1. PERIODINIAI SPRENDINIAI [15]

Parodysime, jog egzistuoja stabilios periodinio kamuoliuko judé¢jimo biusenos. Pati paprasCiausia
periodinio judéjimo biisena- vieno periodo, kuomet kiekvieno smiigio i stala metu kamuoliuko faz¢ iSlieka
tokia pati. Siuo atveju stalas kamuoliukui suteikia tick pat kinetinés energijos, kiek jos praranda

kamuoliukas kiekvieno smiigio metu. Jeigu apjungtume (1.3) ir (1.8) bei pazymétume ¢, = wt, +6,,
gautume:

Vv, = a(Awcos(g,) -V, )+ Awcos(d,), (1.23)

kur mus dominty tiktai smiigio fazé, bet ne laitko momentas. Kadangi nagrin¢jame vieno periodo
judéjima, kamuoliukas trenksis ] stalg tokioje pat padétyje, kokioje buvo atSokes. Todél galime uzrasyti
Vv, =-V,. Dél to (1.23) virsta

v, :i*—“- Awcos@,). (1.24)

Reikalausime, jog kamuoliuko skrydzio laikas lygus bet kuriam sveikajam stalo judéjimo periodo
skaiiui, vadinasi, At, = % = 2m ir Ay =0. I8 (1.9) gauname, jog skrydzio laiko priklausomybé nuo Vv,
@
randama pagal:
_ 2
g

Zinodami §j sary$j, galime apibrézti smiigio faze, kuriai kamuoliuko judéjimas yra periodiskai

At, (1.25)

stabilus:

l1-a mgn
CoSp* = ——- . 1.26
¢ l+a w?A ( )

Si lygtis turi du sprendinius ¢*, bei ¢*,, kurie abu yra fiksuoti tagkai. Ta¢iau vienas jy stabilus, o

Kitas- nestabilus. Visiskai tampriai Sokingjan¢io kamuoliuko atveju (a =1), nestabili (hiperbolinis
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fiksuotas taskas) orbita paprastai atsiranda esant ¢*; = o 0 tuo tarpu stabili orbita (elipsinis fiksuotas

V1
taskas) atsiranda esant ¢*, = 5 [22]

(1.26) taip pat parodo, jog egzistuoja tam tikras parametry w, A reikSmiy intervalas, kuriame

negalima vieno periodo biisena. Taip yra tada, kai 1 < —— 1o m
lta @’A
Priartéjus prie Sios salygos, du fiksuoti taSkai susilieja ir iSnyksta. Pavyzdziui, jeigu keistume tik
amplitude, galime jvesti kritinés amplitudés dydj, apibréziama:

Acic = 1_0{ ﬂg
+a (1.27)
Yra daug galimy periodiniy sprendiniy. Pavyzdziui, kamuoliukas gali atSokti i fiksuota aukstj
visuose n stalo judéjimo cikluose. Jis taip pat gali atSokti j m skirtingy auks$¢iy nxm stalo judéjimo
cikluose prie$ pradédamas naujg ciklg ir t.t. [23]
1.5 pav. pavaizduota dvigubo periodo orbita, 1.6 pav. pateikiamas padidintas dvigubo periodo orbitos

vaizdas. Palyginimui, 1.7 pav. pateikiama viengubo periodo orbitos iliustracija.
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1.6 pav. Dvigubo periodo orbita
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1.8 pav. Viengubo periodo orbita
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1.9.2. CHAOTINIAI SPRENDINIAI

Orbitos, neturin¢ios jokiy periodiSkumo pozymiy, vadinamos chaotinémis. [24] Chaotinés orbitos
yra neprognozuojamo pobiidzio, taigi, negalime prognozuoti kamuoliuko padéties praéjus tam tikram

laiko tarpui. 1.8 paveikslélyje iliustruotas chaotinis kamuoliuko judéjimas.

07 T T T T T T T

|
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1.9 pav. Chaotinis kamuoliuko judéjimas

1.9.3. PRILIPE SPRENDINIAI

Jei stalo pagreitis, nukreiptas Zemyn, yra mazesnis negu sunkio jéga, o art¢janio prie stalo
kamuoliuko reliatyvus greitis yra pakankamai maZzas, galima stebéti maz¢jancios amplitudés kamuoliuko

Suoliukus, kol galiausiai kamuoliukas galutinai prilips prie stalo. Ivykus prilipimui, galimi du atvejai-

2

kamuoliukas prilips prie stalo visam laikui (kai <1), arba vél atSoks nuo stalo taske

, kur ¢ = ————=mod1 su nuliniu santykiniu grei¢iu (kai
2r 2

(g
arcsm( 2) )
at +6
¢:¢ + 0, . o Aw ~1). [24]
g
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1.9 paveikslélyje pateikiama kamuoliuko, prie§ prilimpant prie stalo, judéjimo trajektorijos

iliustracija. 1.10 paveikslélyje pateikiama prilipusio kamuoliuko iliustracija.

012 T T T T

padétis {m)

laikas (s)

1.10 pav. Kamuoliuko, pries prilimpant prie stalo, judéjimo trajektorija
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1.11 pav. Kamuoliukas, prilipes prie stalo
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2. TIRIAMOJI DALIS

2.1. PIRMASIS PAVYZDYS
Nagrinékime tokj atvejj: kamuoliukas paleidziamas i§ 0,1 m auks¢io vir§ stalo, stalo kampinis

.. rad . . - . oM o .
daznis 2n ——, pradiné fazé 0 rad. Pradinis kamuoliuko greitis 0—, restitucijos parametro verté 0,99,
s s

laisvojo kritimo pagreitis lygus 9,81%.
S

Palyginsime rezultatus, gautus:

1. Atliekant Sokin¢jancio kamuoliuko simuliacija;

2. Naudojant kitg iteracinj Sio uzdavinio sprendimo biuidg. Netiesinei lygciai spresti naudosime
Niutono metoda. Sakny izoliacijos intervala nustatysime grafiniu bdu.

Metodus palyginsime remiantis jy skai¢iavimy trukme.

1. Simuliacijai buvo sukurta programa MATLAB aplinkoje (zr. 1 prieda), imituojanti Sokinéjancio
kamuoliuko judéjima.

Atliekant Sokinéjanc¢io kamuoliuko simuliacijg, gauti rezultatai pateikti 2 priede. Sistemos

dinamika pateikiama 2.1 paveikslélyje. Stalo judéjimo amplitudé

018 T T T T T T T T
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o
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padétis (m)
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0 02 0.4 0B 08 1 1.2 1.4 16 1.8
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2.1 pav. Sistemos dinamika pirmojo pavyzdZio atveju
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Atliekant simuliacija, skai¢iavimai truko 0,0234 s. Stalo judéjimo amplitudé¢, randama is (1.15), kur
£ =1,lygi 0,0624 m.
2. Surasime pirmojo smigio laiko momentg, kamuoliuko padét] smiigio metu bei greit]. Istate
pradines salygas j (1.5), gauname:
~0,06 sin(27t, ) 4,91t +0,04 = 0. (2.1)
(2.1) lygtis yra netiesiné. Jai spresti naudosime Niutono metoda. Visy pirma reikia nustatyti lygties
Saknies izoliacijos intervalg.

fix)=-0.062435 sin(2 1 x)-4.905 x2+0.037565

T T T T T T T T T

0.05F

-0.05

f(x)

0.1

0.15

0.2

1 1 1 1 1 1 1 1
no2 004 006 008 01 012 014 016 018 02

X

2.2 pav. Lygties (2.1) grafinis sprendimas

Saknies izoliacijos intervalas [0;0,1]. Pritaikome Niutono metoda, parinke didZiausia iteracijy
skaic¢iy, lygy 25, Saknies apskai¢iavimo minimaly tiksluma, lygy 107°. Pradinj artinj parenkame toki:
t, = 0,1. MATLAB terpéje buvo sukurta programa, realizuojanti §j metoda (2.1) lygties Sakniai rasti (zr. 3

prieda). Gauti rezultatai pateikiami 2.1 lentel¢je.
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2.1 lentelé

Niutono (liestiniy) metodo rezultatai pirmojo pavyzdZio pirmojo smiigio atveju

Iteracija t,s

0,1000
0,0577
0,0565
0,0568
0,0567
0,0567
0,0567

o O B~ W N | O

Reikéjo 6 iteracijy. Paklaida lygi 4,6-107°s. Gavome, jog pirmojo smigio laiko momentas

t, =0,0567 s.Pagal (1.1), randame kamuoliuko padétj smiigio metu: X(t, )= 0,0842 m, pagal (1.8) randame
kamuoliuko greitj: v, = (1+ 0,99)1.1l -0,99. VI =1,2825m. Skaicéiavimai truko 0,0021 s.
S

Turint pirmojo smigio duomenis, galime surasti antrojo smiigio laiko momentg, kamuoliuko padétj

smiigio metu bei greitj. [state turimus duomenis j (1.5), gauname:
~0,07 +1,84t, — 4,91t —0,06 sin(2t, ) = 0. (2.2)

Sprendziant (2.2) Niutono metodu, pirmiausia nustatome lygties Saknies izoliacijos intervala.

(3)=-0.062435 sin(2 7 x)-4.905 x2+1.639294 x-0.06685

005F

01F

()

0151

02

025¢

03F

1 1 1 1 1 1 1 17
0.15 02 025 03 0.35 0.4 0.45 05
X

2.3 pav. Lygties (2.2) grafinis sprendimas
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Saknies t, izoliacijos intervalas [0,25;0,35]. Pritaikome Niutono metods, parinke didZziausig
iteracijy skaiciy, lygy 25, Saknies apskai¢iavimo minimaly tiksluma, lygy 107°. Pradinj artinj parenkame
tokj: t, =0,35. Siek tick modifikavus jau sukurta programa MATLAB terpéje, randamos (2.2) lygties

Saknys. Gauti rezultatai pateikiami 2.2 lenteléje.
2.2 lentelé

Niutono (liestiniy) metodo rezultatai pirmojo pavyzdzio antrojo smiigio atveju

Iteracija t,,s

0,3500
0,2996
0,2847
0,2828
0,2827
0,2827

gl B~ W N k| O

Prireiké 5 iteracijy. Paklaida lygi 4,76 -10"°s. Gavome, jog antrojo smiigio laiko momentas

t, = 0,2082 s.Pagal (1.1), randame kamuoliuko padétj smiigio metu: X(t, )= 0,1236 m, pagal (1.8) randame
kamuoliuko greiti: v, =(1+0,99)u, — 0,99V} =0,7657 . Skaitiavimai truko 0,0020 .
S

AnalogiSkai, turint antrojo smiigio duomenis, galime surasti treciojo smigio laiko momenta,
kamuoliuko padétj smiigio metu bei greitj. Turint treiojo smiigio duomenis, galima surasti ketvirtojo
laiko momenta, kamuoliuko padét] smiigio metu bei greitj ir t.t.

Apibendrinti rezultatai pateikiami 2.3 lenteléje.

2.3 lentelé
Apibendrinti Niutono (liestiniy) metodo rezultatai pirmojo pavyzdzio atveju
k k-tojo smugio | paklaida ¢, s Kamuoliuko Kamuoliuko | Skaiciavimy
laiko momentas padétis k-tojo greitis v,, trukmé, S
t.,s smiigio momentu m
X(t,), m s
1 0,0567 46-10°° 0,0842 1,2825 0,0021
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2 0,2827 4,76 -10°° 0,1236 0,7657 0,0020
3 0,4957 2,61-10°° 0,0641 0,5302 0,0021
4 0,6698 3,61-10°° 0,0078 0,7888 0,0020
5 0,8305 6,22-10° 0,0079 1,1586 0,0021
6 1,0010 3,41-10° 0,0628 1,2888 0,0022
7 1,2040 116-10°° 0,1223 0,9185 0,0020
8 1,4193 6,2-10° 0,0928 0,4987 0,0020
9 1,5968 8,05-10 0,0268 0,5891 0,0021
10 1,7528 585-1077 9,66 -10 0,9355 0,0021

Bendra skaiciavimy trukmé 0,0207 s (Niutono metodo) yra Siek tick mazesné negu simuliacijos

(0,0234s).

Skirtumo tarp metodu rezultaty lentelé pirmojo pavyzdZzio atveju

k k-tojo smiigio laiko Kamuoliuko Kamuoliuko
momento t, padéties k-tojo greigio V,
skirtumas, s smigio momentu . m
| X(t,) skirtumas, m skirtumes, s
1 <1-10™* <1-10™" <1-10™"
2 <1-10" <1-10™ <1-10™
3 <1-10™* <1-107* <1-107*
4 <1-10™* <1-10* 1-10™*
S <1-10™* 1-10™* <1-10™*
6 <1-10™" <1-107* <1-107*
7 <1-10™* <1-10™* <1-10™*
8 1-10™* <1-10™" 2-10™*

2.4 lentelé
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9 1.10™ <1-10* 5.107

10 9.10™* <1-10* 1,7-10°°

2.2. ANTRASIS PAVYZDYS
Nagrin¢kime tokj atveji: kamuoliukas paleidziamas i§ 1,1 m aukscio vir§ stalo, kurio kampinis

daznis 2n rad , pradiné fazé 0 rad. Pradinis kamuoliuko greitis 0m , restitucijos parametro verté 0,999,
S S

laisvojo kritimo pagreitis lygus 9,81%.
s

Palyginsime rezultatus, gautus:

1. Atliekant Sokinéjancio kamuoliuko simuliacija;

2. Naudojant kitg iteracini Sio uzdavinio sprendimo biida. Netiesinei lygc€iai spresti naudosime
Niutono metoda. Sakny izoliacijos intervala nustatysime grafiniu biidu.

3. Naudojant Auksto Suolio aproksimacija.

1. Simuliacijai buvo sukurta programa MATLAB aplinkoje (zr. 1 prieda), imituojanti Sokinéjancio
kamuoliuko judéjima.

Atliekant Sokingjancio kamuoliuko simuliacija, gauti rezultatai pateikti 4 priede. Sistemos

dinamika pateikiama 2.4 paveikslélyje.

laikas (s)

2.4 pav. Sistemos dinamika antrojo pavyzdzZio atveju
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Atliekant simuliacijg, skai¢iavimai truko 0,0189 s. Stalo judéjimo amplitudé, randama i$ (1.15), kur
£ =1,lygi 0,0622 m.
2. Surasime pirmojo smigio laiko momenta, kamuoliuko padétj smiigio metu bei greitj. [state
pradines salygas j (1.5), gauname:
—0,06sin(27t, ) — 4,91t} +1,04 =0. (2.3)
(2.3) lygti sprendziant Niutono metodu, visy pirma reikia nustatyti lygties Saknies izoliacijos
intervalg.

(3)=-0.0622 sin(2 x x)-4.905 x2+1.0378
1 2 T T T

08F -

06F .

04} |

02F .

0.4 F .

06 .

08 1 L 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06
Ed

2.5 pav. Lygties (2.3) grafinis sprendimas
Saknies izoliacijos intervalas [0,4;0,6]. Pritaikome Niutono metoda, parinke didZiausia iteracijy
skaic¢iy, lygy 25, Saknies apskai¢iavimo minimaly tiksluma, lygy 107°. Pradinj artinj parenkame toki:
t, = 0,6. MATLAB terpéje buvo sukurta programa, realizuojanti §j metoda (2.3) lygties Sakniai rasti (zr. 3
prieda). Gauti rezultatai pateikiami 2.5 lenteléje.
2.5 lentelé

Niutono (liestiniy) metodo rezultatai antrojo pavyzdZio pirmojo smiigio atveju

Iteracija t,,s

0 0,6000
1 0,4759




35

2 0,4567
3 0,4562
4 0,4562

Prireiké 4 iteracijy. Paklaida lygi 1,97 -107"s. Gavome, jog pirmojo smigio laiko momentas

t, = 04562 s.Pagal (1.1), randame kamuoliuko padétj smiigio metu: X(t, )=0,0790 m, pagal (1.8) randame

kamuoliuko greiti: v, = (1+0,999)u, — 0,999 v, =3,7198" . Skaitiavimai truko 0,0021 s.
S

Turint pirmojo smiigio duomenis, galime surasti antrojo smiigio laiko momentg, kamuoliuko padétj
smiigio metu bei greitj. [state turimus duomenis j (1.5), gauname:

—2,70 +8,20t, — 4,91t — 0,06 sin(2t, )= 0. (2.4)

(2.4) lygti sprendziame Niutono metodu: pirmiausia nustatome lygties Saknies izoliacijos intervalg.

f(x)=-0.06215363 sin(2 7 x)-4.905 x2+8.1999 x-2.7064
DB r T T T T T ]

06F E
0.4F 1

02F E

04

1 1 1 1 1
12 1.15 1:2 1.25 1.3 1.35
X

2.6 pav. Lygties (2.4) grafinis sprendimas

Saknies t, izoliacijos intervalas [115;1,25]. Pritaikome Niutono metods, parinke didZiausia
iteracijy skaiciy, lygy 25, $aknies apskai¢iavimo minimaly tiksluma, lygy 107°. Pradinj artinj parenkame
tokj: t, =1,25. Siek tiek modifikavus jau sukurta programg MATLAB terpéje, randamos (2.4) lygties

Saknys. Gauti rezultatai pateikiami 2.6 lenteléje.
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2.6 lentelé

Niutono (liestiniy) metodo rezultatai antrojo pavyzdZio antrojo smiigio atveju

Iteracija t,,s
0 1,2500
1 1,2050
2 1,2030
3 1,2030

Prireiké 3 iteracijy. Paklaida lygi 4,01-107°s. Gavome, jog antrojo smiigio laiko momentas

t, =1,2030 s.Pagal (1.1), randame kamuoliuko padétj smiigio metu: X(t, )=0,1216 m, pagal (1.8) randame

kamuoliuko greitj: v, = (1+0,999)u, —0,999-v; =38296"" . Skaitiavimai truko 0,0021 s.
S

Analogiskai, turint antrojo smiigio duomenis, galime surasti treCiojo smiigio laiko momenta,

kamuoliuko padétj smiigio metu bei greitj. Turint tre¢iojo smiigio duomenis, galima surasti Ketvirtojo

laiko momentg, kamuoliuko padét] smiigio metu bei greitj ir t.t.

Apibendrinti rezultatai pateikiami 2.7 lenteléje.

2.7 lentelé

Apibendrinti Niutono (liestiniy) metodo rezultatai antrojo pavyzdzio atveju

k k-tojo smugio | paklaida ¢, s Kamuoliuko Kamuoliuko | Skai¢iavimy
laiko momentas padétis k-tojo greitis v,, trukme, S
t.,s smigio momentu m
X(t,), m B
1 0,4562 197 107 0,0790 3,7198 0,0021
2 1,2030 401-10° 0,1216 3, 8296 0,0021
3 1,9990 7.01-10° 0,0618 4,7565 0,0022
4 2,9710 58710~ 0,0509 5,5418 0,0020
5 4,0926 115-10°° 0,0963 6,1076 0,0019
6 5,3346 49.10°° 0,1157 5,6746 0,0019




7 6,5008 417-10°° 0,0618 4,9805 0,0020
8 75174 13910 ° 0,0554 4,2124 0,0019
9 8,3632 2.10°8 0,1093 35711 0,0019
10 9,0954 8310 ° 0,0972 4,2515 0,0019

Bendra skaiciavimy trukmé 0,0199 s
3. Naudojant Auksto Suolio aproksimacijg, Sokinéjancio kamuoliuko smiigio laikas randamas pagal

(1.12). Skai¢iuojant antrojo smiigio laiko momenta, pasinaudosime pirmojo smiigio duomenimis, gautais

. T L. 2v
atliekant simuliacijg: laiko momentu t, bei grei¢iu v,. Gauname:t, = —= +t, =1,2146 (s).
g9

Kadangi kamuoliuko padétis smiigio metu sutampa su stalo padétimi, antrojo smiigio padétis

randama  pagal  (1.2):x(t,)=01228 m, pagal  (1.8) randame  kamuoliuko  greitj:

v, =(1+0,999)u, —0,999-v, = 3,8886%.

. . . . . . L 2v
Turint antrojo smiigio duomenis, rasime tre¢iojo smigio laiko momenta t, = —= +t, = 2,0074 (s).
g
Kamuoliuko padétis tre¢iojo smiigio metu: X(t3)= 0,0650 m, greitis
v, =(1+0,999)u, —0,999 -V, = 4,6647™.
S

Analogiskai randami sekanciy smugiy laiko momentai, kamuoliuko greitis bei padétis. 2.8 lentel¢je
pateikiami Auksto Suolio aproksimacijos rezultatai.
2.8 lentelé

Auksto Suolio aproksimacijos rezultatai

K k-tojo smiigio Kamuoliuko Kamuoliuko
laiko momentas padétis k-tojo . m
greitis v,, —
t,,s smiigio momentu S
X(t,), m
1 0,4562 0,0790 3,7198
2 1,2146 0,1228 3,8886
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3 2,0074 0,0650 4,6647
4 2,9584 0,0461 5,4141
5 4,0622 0,0858 6,1306
6 5,3121 0,1196 5,8279
7 6,5002 0,0621 5,0409
8 7,5279 0,0513 4,2671
9 8,3979 0,0994 3,6379
10 9,1396 0,1099 4,1337

Skirtumo tarp metody rezultaty lentelé antrojo pavyzdzio atveju

2.9 lentelé

Niutono metodo lyginant su simuliacija

Auksto Suolio aproksimacijos lyginant su

simuliacija
k-tojo Kamuoliuko Kamuoliuko k-tojo Kamuoliuko Kamuoliuko
i | smugio laiko | padéties k-tojo grei¢io Vv, smugio laiko | padéties k-tojo greiéio V,
momento t, smigio _ m | momento t, smugio _ m
skirtumas, — skirtumas, —
skirtumas, s | momentu x(t) s | skirtumas, s | momentu x(t,) S
skirtumas, m skirtumas, m
1 <1-10™ <1-10™ <1-10™* 0 0 0
2| <110* <1.10" 1-10™ 116 -10 2 1,2-10° 5,91-10 2
3 <1-10™ <1-10™* <1-10™* 8.4.10°° 32.10°° 918 -10 2
41 <1.10" <1-107 <1.10" 126102 48-10°° 1,28-107"
5| <1.10" <1-10" <1-10° 3,04.10°2 1,05.10°2 2,3.107
6| <1.10™ <1-10™ <1-10™ 2.25.10 2 39.10°° 1,53-107"
7 1-107* <1-10* 1-10™ 7.10-4 3.10° 6,03 -10 2
8| 16-10° 1-10°* 2-107 103.102 4.10° 5,45 -10 7
9 3-10°* 1-107* 7-10 3.44 .10 98.10°° 6,75-1072
10| 58.10" 19-10°" 52-107 4,48 102 1,29 102 113-107
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2.3. CHAOTINIO ZEMELAPIO TIKSLIOS SISTEMOS IR AUKSTO SUOLIO
APROKSIMACIJOS ATVEJAIS PALYGINIMAS

g ‘ 8

2.7 pav. Keistojo atraktoriaus iliustracija
2.7 pav. pateikiamas keistojo atraktoriaus iliustracija Auksto Suolio aproksimacijos (kairéje) bei

tikslios sistemos (deSingje) atvejais. Parametrai buvo parinkti tokie: restitucijos parametras« = 0,5,
bedimensis parametras $ =5,5, laisvojo kritimo pagreitis g :9,81m2, pradiné fazé¢ 6, =0, kampinis
S

daznisw=2r.
2.9 pav. pateikiamas Auksto Suolio aproksimacijos standartinis zemélapis bei 2.8 pav.- tikslios

sistemos standartinis zemélapis. Parametrai buvo parinkti tokie: restitucijos parametras a =1, bedimensis
parametras g =1, laisvojo kritimo pagreitis g = 9,81m2 , pradiné fazé 6, =0, kampinis daznis w =27 .
S

5 Priede pateikiamas standartinis Zzemélapis abiem atvejais, keiCiant parametro « reikSmes:

a=0,9, =0,99 bei « =0,999.
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2.9 pav. Auksto Suolio aproksimacijos standartinis Zemélapis

40
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Sokinéjan¢io kamuoliuko simuliacijai, standartiniui Zemélapiui bei Niutono metodo realizavimui
buvo sukurtos programos MATLAB aplinkoje. MATLAB (i zodziy MATrix LABoratory)
yra daugiaplatformé MathWorks programiné jranga, skirta jvairiy mokslo S$aky problemoms spresti,
ypa¢ matematinéms. Tai didziulis galingas paketas, turintis savitg lengvai perprantamg programavimo

kalba.

Nors simbolinéms matematinéms manipuliacijoms geriau tinka Maple ir Mathematica produktai,
su MathCad pradedantis vartotojas gali greiiau gauti pirmuosius rezultatus, MATLAB kaip
programavimo kalba turi didesnj lankstuma, kuris naudingas jvairiems fizikos, biologijos bei kitiems

matematiniams modeliams kurti ir tirti.

3.1 lentelé

Sukurtos programos ir ju paskirtis

Programa Paskirtis
pirmas_sm.m funkcija, apraSanti kamuoliuko padétj smiigio metu
niutono_metodas.m Niutono metodu apskaiciuoti smiigio laitko momentg

zemelapis_supaprastintas_atvejis.m | nubraizyti chaotinj Zemélapj Auksto Suolio aproksimacijos

atveju
auksti_atsokimai_vaizdavimas.m Auksto Suolio aproksimacijos vaizdavimas
zemelapis_tikslus_atvejis.m nubraizyti tikslios sistemos chaotinj Zemélapj
laisvas_skrydis.m funkcija, aprasanti kamuoliuko judéjima tarp smiigiy
tikslus_modelis_vaizdavimas.m tikslios sistemos simuliacija, rezultaty iSvedimas
bisection.m Saknies radimas pusiaukirtos metodu

Pastaba. Sukurtose programose keiciant parametry X0 (pradinis kamuoliuko aukstis), vO (pradinis
kamuoliuko greitis), teta0 (pradiné (bedimens¢) fazé), omega (kampinis daznis (bedimensis)), alfa
(restitucijos parametras), beta (bedimensis parametras) reikSmes, galima gauti skirtingas kamuoliuko
judéjimo trajektorijas; keiCiant eps (Saknies paieSkos tikslumas), N (vaizduojamy susidiirimy skaicius)

reikSmes, galima gauti norimo tikslumo eps norimo skai¢iaus N kamuoliuko smiigiy koordinates.
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ISVADOS

Buvo sukurta programa, vaizduojanti sokinéjancio kamuoliuko vir§ sinusoidiskai vibruojancio stalo
judéjimo trajektorijg. Sprendziant Sokinéjancio kamuoliuko uzdavinj, dél paprastumo ir sprendiniy
pastovumo buvo pasinaudota modifikuotu pusiaukirtos algoritmu.

Gauta, jog §is algoritmas veikia gerai, kai turime besileidzianéio (v, <0)ir i§ aukstai paleisto
(X, > 2A) kamuoliuko pradines salygas. Taigi, reikia atsizvelgti ir | salygas, kai turime i§ Zemai
paleistg ir (arba) kylantj kamuoliuka.

Buvo nustatyta, jog 1§ Zemai paleisto kamuoliuko atveju izoliacijos intervalo pradzig atitinka taskas
t =t,. Kylanc¢io kamuoliuko atveju surandamas kamuoliuko auk3c¢iausio pakilimo taSkas, nuo kurio
jis pradeda leistis ir apsiribojama besileidzianc¢io kamuoliuko nagrinéjimu.

Buvo nustatyta, jog tarp rezultaty, gauty atlikus Sokinéjancio kamuoliuko simuliacijg bei rezultaty,
gauty naudojant Niutono (liestiniy) metoda, skirtumas néra zymus, skirtumas dél paklaidy Kiek
padidéja tik skaiciuojant paskutiniuosius smigius. Labiausiai skyrési Auksto Suolio aproksimacijos
rezultatai lyginant su kitais metodais. Todél §i aproksimacija taikytina tik i§imtinais atvejais.
Palyginus metodus pagal skaiiavimo trukme, nors pats greiiausias yra AukSto Suolio
aproksimacija, taciau kokybiskus rezultatus davusio Niutono metodo skaic¢iavimy trukmé bendruoju
atveju siek tiek nusileidzia pusiaukirtos algoritmo skaic¢iavimy trukmei.

Sokinéjan¢io kamuoliuko uzdavinio sprendimo rezultatai (kamuoliuko orbita) itin jautdis pradiniy
salygy pakeitimams; nedidelis stalo daZnio, pradinio kamuoliuko auk$¢io pakeitimas gali lemti
visiSkai skirtingo pobuidzio rezultatus.

Keistojo atraktoriaus egzistavimas jrodé kamuoliuko judéjimo chaotiSkumg tam tikrais atvejais.

Palyginus standartinj zemélapj, Auksto Suolio aproksimacijos bei tikslios sistemos atvejais gauti tie

patys fiksuoti taskai (%,anj, (%,Zkﬂ'j, keZ.
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PRIEDAI

1 PRIEDAS. Programos ,,tikslus_modelis_vaizdavimas.m“ kodas

clear all;
close all;

x0 = 1.1;

v0 = 0;

t0 = 0;

tetal = 0;
omega = 2*pi;
g = 9.81;
alfa = 0.999;
beta = 1;

A = beta*g/ (2*omega*omega* (1+alfa));

eps = 0.00000001; % saknies paieskos tikslumas

nt = 200;

% pirmo smugio koordinates:

[tl,x1,v]l] = bisection(t0,x0,v0,alfa,g,omega,tetal,A,eps);

t = tl; x = x1; v = vl;

ttt = (t0:(tl-t0)/nt:tl)"';

[xxx1,vvvl] = laisvas skrydis(ttt,x0,v0,t0,g,omega,tetal,p);
XXX = XxxX1; vvv = vvvl;

tic;

N = 10; % vaizduojamu susidurimu skaicius

for (i=2:N)
$"dimensiniai" dydziai:
t0 = tl1; x0 = x1; v0 = vl;

[tl,x1,v]l] = bisection(t0,x0,v0,alfa,qg,omega,tetal,’,eps);

t = [t; tl]; x = [x; x1]; v = [v; Vv1];

tttl = (t0:(tl-t0)/nt:tl)"';

[xxx1,vvvl] = laisvas_ skrydis(tttl,x0,v0,t0,g,omega,tetal,A);
ttt = [ttt; tttl]; xxx = [xxx; xxx1]; vvv = [vvv; vvvl];

Q

% Bedimensiai dydziai:
teta = mod(omega*t+tetal,2*pi);
teta = mod(omega*real (t)+tetal,2*pi);
ni = 2*omega*v/g;
end
tElapsed = toc;
disp(' smugio laikas (s): padetis (m): kamuoliuko greitis (m/s): ');
disp ([t x v]);
disp('laikas, reikalingas skaiciavimams,s:');
disp(toc);
figure;
plot(teta,ni,'.b'");
figure;
sss = A*sin(omega*ttt+tetal)+A;
plot (ttt,sss,'-r',ttt,xxx,'-b',t,x,'o’', 'linewidth',2);

o\
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xlabel ('laikas (s)'")
ylabel ('padetis (m) ")

2 PRIEDAS. Pirmojo pavyzdzio simuliacijos rezultatai

k k-tojo smugio laiko Kamuoliuko padétis Kamuoliuko greitis
momentas t, , s k-tojo smiigio v, M
momentu X(t, ), m S
1 0,0567 0,0842 1,2825
2 0,2827 0,1236 0,7657
3 0,4957 0,0641 0,5302
4 0,6698 0,0078 0,7889
5 0,8305 0,0078 1,1586
6 1,0010 0,0628 1,2888
7 1,2040 0,1223 0,9185
8 1,4192 0,0928 0,4985
9 1,5967 0,0268 0,5886
10 1,7519 0,0000 0,9338
3 PRIEDAS. Programos ,,niutono_metodas.m* kodas
x=0.1; spradinis taskas
nmax=25; Siteraciju skaicius
eps=1; $paklaidos riba eps
xvals=x; Siteraciju rodykle
n=0; Siteraciju skaitliukas

tic;
while eps>=le-5&n<=nmax

y=x—-(-0.062435*sin (2*pi*x)-4.905*x"2+0.037565) / (-0.062435*2*pi*cos (2*pi*x) -

9.81*x);
xvals=[xvals;y];
eps=abs (y-x) ; $skaiciuojama paklaida
x=y;n=n+1; %atnaujinami x ir n
end
tElapsed =toc;
disp(toc); $skaiciavimu trukme

disp (xvals);
disp(vpa(x,6));
disp (eps);
disp(n);
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4 PRIEDAS. Antrojo pavyzdZzio simuliacijos rezultatai

k k-tojo smuigio Kamuoliuko Kamuoliuko

laiko momentas padétis k-tojo oreitis v, , m

t,,s smiigio momentu S

X(t,), m

1 0,4562 0,0790 3,7198
2 1,2030 0,1216 3,8295
3 1,9990 0,0618 4,7565
4 2,9710 0,0509 5,5418
5 4,0926 0,0963 6,1076
6 5,3346 0,1157 5,6746
7 6,5009 0,0618 4,9806
8 7,5176 0,0553 4,2126
9 8,3635 0,1092 3,5704
10 9,0948 0,0970 4,2463

5 PRIEDAS. Tikslios sistemos ir Auks$to Suolio aproksimacijos standartiniai Zemélapiai

a = 0,9, tiksli sistema;
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a = 0,9, Auksto Suolio aproksimacija:

10

fav]
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a = 0,99, tiksli sistema:

10




o = 0,999, tiksli sistema:

a = 0,999, Auksto suolio aproksimacija:

12
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6 PRIEDAS. Kity programy kodai
“bisection.m”

function [tk,xk,vk] = bisection(t0,x0,v0,alfa,g,omega,tetal,A,eps)

Saknies radimas dalijimo pusiau metodu.

o° oo

oe

alfa,g,omega, tetal0,A - modelio parametrai

o°

oe

Kadangi kamuoliukas negali isiskverbti i stala,
intervala, kuriame kamuoliukas atsimusa i stala,
intervalo pradzioje kamuoliukas butu virs stalo,
(hipotetine situacija, naudojama tik skaitiniam

o0 o

o°

o°

Nustatom pradini izoliacijos intervala (alj;aZ2):
az = 0;
if

t0,x0,v0 - pradines salygos: laikas, padetis, greitis

eps - algoritmo sustojimo salyga (kai izoliacijos intervalo ilgis<=eps)

tai izoliacijos
nustatysim taip, kad
o pabaigoje - po juo
sprendimui)

(vO<=eps) % -> kamuoliukas leidziasi (salyga turetu buti v0<0, leidziam

[}

% paklaidas, tai vO0<eps)
if (x0>2*A)

o

o

tpr = arg(x=2A7); tgal=arg(x=0)
al = 2*A;

else
% Kai kamuoliukas krenta is zemai (x0<23),
% tpr = arg(x=x0); tgal=arg(x=0).

end

Kai kamuoliukas krenta is aukstai (x0>2A), izoliacijos intervalas:

izoliacijos intervalas:

else % -> kamuoliukas kyla: reikia padaryti kad leistusi, todel surandam
% kamuoliuko laisvo skridimo trajektorijos (kuri yra paraboles formos)
% virsunes koordinates. O nuo sio tasko kamuoliukas leidziasi zemyn.

tmax = t0+v0/g;

Q

o1

[xmax, vmax] = laisvas_skrydis(tmax,x0,v0,t0,g,omega,tetal,A); % vmax turetu buti

o°

d = xmax—-A* (sin (omega*tmax+tetal)+1);
if ((d>0) && (xmax>2*A))

al = 2*A;
t0 = tmax; x0 = xmax; v0 = vmax;
elseif ((d>0) && (xmax<=2%*A))
t0 = tmax; x0 = xmax; v0 = vmax;
al = x0;
else % "iseinam" is smugio:
ttarp = t0+2*eps;
[xt, vt] = laisvas_skrydis(ttarp,x0,vO0,t0,
t0 = ttarp; x0 = xt; v0 = vt;
al = x0;
a2 = xmax;
end
end
if (a2==0)
tpr = t0+(v0/g)+sqgrt ((v0"2)+2* (x0-al)*qg)/g;
else
tpr = t0;
end

tgal = t0+(v0/g)+sqrt ((v0"2)+2* (x0-a2) *g) /g;

atstumas tarp kamuoliuko ir stalo

g,omega, tetal,A) ;



dpr = pirmas_sm(tpr,x0,v0,t0, g, omega, tetal,A);
dgal = pirmas sm(tgal,x0,v0,t0,g, omega,tetal,);

tvid (tpr + tgal)/2;
dvid = pirmas sm(tvid,x0,v0,t0,g, omega,tetal,);

while (abs(dgal-dpr) >eps)
if (dvid*dpr<0)

tgal = tvid;

dgal = pirmas_sm(tgal,x0,v0,t0,g, omega, tetal,A);
else

tpr = tvid;

dpr = pirmas_sm(tpr,x0,v0,t0, g, omega, tetal,A);
end
tvid = (tpr + tgal)/2;

dvid = pirmas_ sm(tvid,x0,v0,t0,g, omega,tetal,A);
end
tk = tpr;
xk = A* (sin (omega*tpr+tetal)+1);

vk (l+alfa) *A*omega*cos (omega*tkttetal)-alfa* (vO-g* (tk-t0));
if (dpr<0)

xk = A* (sin (omega*tpr+tetal)+1);

vk = A*omega*cos (omega*tk+tetal);

end

,pirmas _sm.m "

function d = pirmas_ sm(t,x0,v0,t0,g, omega, tetal,A)
= x0+v0* (t-t0)-g* ((t-t0) ."2)/2-A*sin (omega*t+tetal) -A;

,,auksti_atsokimai_vaizdavimas.m “

clear all;
close all;

x0 = 1;

v0 = 0;

t0 = 0;

tetal = 0;

omega = 2*pi;
= 10;

alfa = 1;

beta = 1;

= beta*g/ (2*omega*omega* (1+alfa)) ;

o)

eps = 0.000001; % saknies paieskos tikslumas

pirmo smugio koordinates:
tl,x1,vl] = bisection(t0,x0,v0,alfa,g,omega,tetal,A,eps);

ttt = (t0:(t1l-t0)/400:t1)"';
[xxx1,vvvl] = laisvas skrydis(ttt,x0,v0,t0,g,omega,tetal,r);



XXX

= xxx1; vvv = vvvl;

teta = mod(omega*tl+tetal,2*pi);
ni = 2*omega*vl/g;

N =
for

end

figu
plot

figu
SSS
plot

t0 =
teta
omeg
g =

alfa =

beta

Xpr =

vpr

figu
xlab

for

10; % vaizduojamu susidurimu skaicius

(1=2:N)

% Bedimensiai dydziai:

teta = [teta; mod(teta(i-1)+ni(i-1),2*pi)];

ni = [ni; alfa*ni(i-1)+beta*cos(teta(i-1)+ni(i-1))1;

$"dimensiniai" dydziai:
t0 = tl; x0 = x1; v0 = vl;
tl = t0+2*v0/g;

tttl = (t0:(t1l-t0)/200:tl1)"';

[xxx1,vvvl] = laisvas_ skrydis(tttl,x0,v0,t0,g,omega,tetal,A);
ttt = [ttt; tttl];

XXX = [xxx; xxx1];

vvv = [vvv; vvvl];

x1 = x04+v0* (£t1-t0)-g* ((tl1l-t0)"2)/2;

vl = alfa*v0+ (2*omega*beta/g) *cos (omega*tl+tetal+2*omega*v0/qg) ;

re;
(teta,ni,'.b', "MarkerSize',0.8);

re
= A*sin(omega*ttt+tetal) +A;
(ttt,sss, '-r', ttt, xxx, '-k'");

,,zemelapis supaprastintas atvejis.m

0;
0 = 0;
a = 2*pi;
9.81;
1;

beta*g/ (2*omega*omega* (1+alfa)) ;

= 0.000001; % saknies paieskos tikslumas
200; % vaizduojamu tasku skaicius

0.2; xgal = 2; nx = 40;

-4; vgal = 4; nv = 20;

re;
el ("\theta'); ylabel('\nu');

(i=0:nx)
x0 = xpr+ (xgal-xpr) *i/nx;
for (j=0:nv)
v0 = vpr+(vgal-vpr)*j/nv;
[tl,x1,v1] = bisection(t0,x0,v0,alfa,g,omega,tetal,A,eps);
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teta = mod(omega*tl+tetal,2*pi);
ni = 2*omega*vl/g;
for (i=2:N)
teta = [teta; mod(teta(i-1)+ni(i-1),2*pi)];

ni = [ni; alfa*ni(i-1)+beta*cos(teta(i-1)+ni(i-1))]1;

end

hold on;

plot (teta,ni,'.', 'MarkerSize',0.5);

end
end
,,zemelapis_tikslus atvejis.m “

t0 = 0;
tetalb = 0;
omega = 2*pi;
g = 10;
alfa = 0.6;
beta = 1;
A = beta*g/ (2*omega*omega* (1+alfa));
eps = 0.000001; % saknies paieskos tikslumas
N = 200; % vaizduojamu tasku skaicius
xpr = 0.2; xgal = 2; nx = 40;
vpr = -4; vgal = 4; nv = 20;
figure;

xlabel ('"\theta'); ylabel ('\nu');

for (i=0:nx)
x0 = xpr+ (xgal-xpr) *i/nx;
for (3=0:nv)
v0 = vpr+(vgal-vpr)*j/nv;
[tl,x1,v]l] = bisection(t0,x0,v0,alfa,g,omega,tetal,A,eps);
t = tl; v = vl;
for (i=2:N)
$"dimensiniai" dydziai:
t0 = tl; x0 = x1; v0 = vl;
Surandam auksciausio pakilimo taska, t.y. nuo kada kamuoliukas
% pradeda kristi zemyn:
tmax = t0+v0/g;

o\

[xmax, vmax] = laisvas_skrydis(tmax,x0,v0,t0,g, omega, tetal,A); % vmax
turetu buti ~=0
[tl,x1,v]l] = bisection (tmax,xmax,vmax,alfa,g,omega,tetal,’,eps);
t = [ty tl]; x = [x; x1]; v = [v; v1];
end
teta = mod (omega*t+tetal,2*pi);
ni 2*omega*v/g;
hold on;
plot(teta,ni,'.', '"MarkerSize',0.5);

end
end

., laisvas _skrydis.m

function [x,v] = laisvas skrydis(t,x0,v0,t0,g,omega, tetal,A)
x = x04+v0* (t-t0) -g* ((t-t0) ."2)/2;
v = v0-g* (t-t0);



