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Santrauka

Darbe nagrinéjamas muzikinio kurinio struktiros generavimo metodo sudarymas, tuo tikslu
aprasomos pagrindinés kiirinio sudedamosios dalys, sudaroma schema, nurodanti, kurios dalys ir kaip jos
yra jtraukiamos } bendra kirinj, kaip jos yra tarpusavyje susijusios, ir kaip galima jtakoti jy
charakteristikas (t.y. bandoma sudaryti schemg, generuojancig kurinio "griaucius", ant kuriy galima
uzdéti garsus ir gauti kiirinj). Schemos tikslas yra suteikti galimybe paprastai naudoti naty generavimo
metodus ir turéti galimybe juos iSbandyti, nesijaudinant de¢l struktiros. Pasirinkti keli parametrai
struktiiros charakteristiky iSreiSkimui, kuriy pagalba galima gauti platy galimy struktiiry pasirinkima.
Darbe nenagrinéjami naty generavimo metodai ar harmonizacijos metodai, bet norima sudaryti
"platformg" patogiam Siy metody panaudojimui.

Kai kuriy schemos daliy realizavimui nagrin¢jamas skaiCiy skaidymo uZdavinys, taip pat
nagrin¢jamas skaidiniy skaiCiaus apskaiCiavimas. Sudaromi keli skaidiniy sudarymo budai - visy
skaidiniy sudarymas ir atsitiktiniy skaidiniy sudarymas. ISnagrin¢jamos metody pagalba gaunamy
skaidiniy gavimo tikimybés. Sudaromi rekurentiniai sarySiai skaiciaus skaidiniy statistiniy charakteristiky
gavimui, gaunami skaidiniy skirstiniy pagal didZiausig ir maziausig dalj sudarymo metodai. IStiriamas

sitlomy metody sudétingumas laiko prasme ir realizacijos budai.
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TVADAS

Norima sudaryti kompozicijos - kiirinio strukttiros generatoriy.

Algoritminés kompozicijos knygose [1],[2] siilomi metodai generuoja vieno instrumento natas arba
generuoja neatsizvelgiant j jokig struktiira, tai labiau panaSu | naty parinkimg, arba judéjimy sudarymus.
Metodai nepasiZymi struktiiros sudarymu, uzbaigtumu, kokio nors vyksmo iSreiSkimu. T.y. metodai
pradeda nuo naty link kurinio.

Todél kompozicijos struktiiros sudarymui sitlomas - nagrinéjamas metodas, kuris gali naudoti
judéjimy ar vyksmy generavimo algoritmus (i§ knygy arba ne i§ knygy), struktiira pasiZyminc¢io kiirinio
sudarymui. T.y. norima pradéti nuo struktiiros (skeleto) ir eiti link naty.

Norima sudaryti schema, j kurig "pajungiant" naty generavimo metodus gali biiti generuojami
muzikiniai kiiriniai. Pavyzdziui, sugeneruojant pasirinktu metodu (nors ir visiSkai atsitiktinai) kakig nors
kompozicijos atkarpa, ja galima keisti, kartoti, modifikuoti ir tai apibendrinti j didesnes dalis, kurios ir
sudaryty struktiira.

Ar metodas netampa "imitaciniu" dél to, kad suteikiama struktiira? Tikimasi, kad ne, nes struktiira
priklauso nuo parametry ir atitinkamiems parametrams galima padaryti visiSkai atsitikting struktira.
Parametry pagalba bandoma "susiaurinti" galimybes norimos struktiiros gavimui. Be to, ar sugeneruotas
kiirinys imituoja kg nors ar ne, priklauso labiau nuo naty generavimo metody (nes atpazistami motyvai,
bet ne bendra struktiira), kurie nenagrin¢jami. Vienoda struktiira gali apibudinti skirtingus kiirinius.

Kirinio struktiros generavimo darby daug néra, yra kelios algoritminés kompozicijos knygos, bet
kaip paminéta, jose sitlomi metodai nepasiZymi struktiros sudarymu. Matytos kompozicijos knygos,
nagrinéjancios struktiira, kompozicijos automatizavimo nenagrinéja.

Darbe apibréztos kelios kurinio sudedamos dalys, kurios, manoma, yra esminés. Jvedama bendro
intensyvumo sgvoka, instrumenty intensyvumo sgvoka, kurinio vyksmy, judéjimy ir takty sgvokos.
Sudaroma schema, parodanti jvestu daliy vaidmenj ir rySj tarpusavyje. Pateikiamas intensyvumo
sudarymo metodo pavyzdys. ISnagrinéjamas instrumenty intensyvumo sudarymas ir priklausomybé nuo
parametry. Sudaromi skaiCiy skaidymo algoritmai, ir nagriné¢jami galimi skaidiniy sudarymo budai,
skaidiniy charakteristikos ir operacijos su skaidiniais. Pateikiami btidai vyksmy sudarymui, judéjimy ir

takty generavimui.



1 TEORINE DALIS
1.1 Muzikinis Kiirinys

Muzikinio kiirinio esminés sudedamosios dalys [4] yra :
Ritmas - vyksmas, pasiZymintis reguliaria, désninga svaresniy ir silpnesniy jvykiy seka.
- ritmas yra tai, pagal ka (atitinkamai ko) galimg patogiai judeéti.
Melodija - ivairaus daznio, trukmes ir garsumo muzikiniy garsy ir jy intervaliniy santykiy
visuma, iSreiSkianti muziking mintj.
- seka muzikiniy garsy, kuriuos klausytojas suvokia kaip vieninga "objekta" (esybe).
- daininga garsy seka.
Bosas - Zemo daznio garsai, uzpildantys ir jungiantys muziking "erdve".
Harmonija - keliy naty skamb¢jimas vienu metu (keliy vienalaikiy naty naudojimas).
- santykis, tvarka, sarySis tarp naty.
Tai yra "horizontalios" kirinio sudedamosios dalys, nes visos iSskirtos dalys vyksta (esa) tuo paciu laiku,
visg laiko intervalg. Taip pat galima paminéti tembrg [5] :
Tembras - garso "spalva", "kokybé", arba spektras ir jo kitimas laike.
Kita esmin¢ kiirinio dalis, esanti ne tiek jo sudedamoji dalis, kiek kiirinio apibiidinimas, yra jo forma :
Forma - kuirinio (kompozicijos) strukttra (planas), nusakanti (atspindinti), kaip kiirinio dalys,
vyksmai ir kitos muzikinio kiirinio sudedamosios sudaro vieningg kiirinj.
Kirinio forma, struktiira galima nagrinéti skirtinguose lygiuose : atskiros dalys - vyksmai, kurie sudaro
visg kirinj; vyksmy struktiira, sudaryta i§ "judéjimy", atspindinti vyksmo charakterj - kilimg, judéjima

Zemyn, pastovuma, pasikartojamuma; skirtingy instrumenty vyksmai ir jy rySys tarpusavyje, ir t.t.

1.2 Muzikinio kirinio struktiiros sudarymas

Siame skyriuje apraSoma, kaip buvo pasirinkta sudaryti kiirinio struktiira.

Kompozicija iSskaidyta j atskiras lygiagrecias laiko atZvilgiu dalis ("horizontalias" dalis), kurios atspindi
muzikos sudedamgsias dalis. Tai gali buti instrumentai (muSamieji, klaviSiniai, styginiai ir t.t.),
instrumenty charakteristikos (garsumas, daznis, efektai ar kt.), kiirinio charakteristikos (bendras
intensyvumas, vyksmy (daliy) pasikeitimas). Gali biti bendros ar esminés sudedamosios dalys, tokios
kaip ritmas, melodija, bosas ir harmonija. Galima analogija yra jmon¢je dirbantys Zmonés, kiekvienas
atliekantis savo darbus, kurie gali biti susij¢ tarpusavyje arba nesusije, lygiagretiis laike ir turintys plana.

Planas yra vertikali charakteristika, t.y. atspindi darbo struktiira.
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Taip pat kompozicija ar jos ("horizontalios") dalys yra i§skaidyti j atskiras dalis laiko atZvilgiu - blokus,
kurie gali atspindéti atskiras kurinio dalis - vyksmus, judéjimus, taktus ("vertikalios" dalys, laiko
intervalai). Analogija yra su darbo planu ir skirtingais plano lygiais, t.y. "dienos mastu, savaités, sezono

arba mety mastu" arba "savaités mastu, ménesio, sezono, mety mastu".

Intensyvumas (bendras)

Kompozicijos generavimui i§ pradZiy sudaromas jos bendras "vaizdas", t.y. sudaromas bendras
intensyvumas. Intensyvumas yra laiko funkcija, vaizduojanti laiko intervalg j realiyjy skaiCiy intervalg
[0,1], t.y. [0,7] — [0O,1]. Intensyvumas gali atspindéti ritmo "tankj" (kiek naty yra laiko intervale),
garsuma, naty aukstj ar staigumg, "balsy" skaiCiy (harmonijg) ir t.t. (intensyvumg galima interpretuoti
skirtingat).

Intensyvumas yra bendras visam kiriniui tuo, kad kaip jis bebiity interpretuojamas, jis taitkomas visiems
kiirinio metodams, kurie priklauso nuo jo. I intensyvumg galima Zitréti kaip i automato jeinamus
duomenis (duomenis, valdancius "mechanizma", sistema, generuojancia kiirinj).

Intensyvumas pagrinde padeda iSgauti bendra judéjimo tendencija ar tendencijas, kas tuo paciu gali
sudaryti atskiras kurinio dalis.

Ka reiskia ar iSreiskia intensyvumas yra labiau susitarimo klausimas, kaip ir klausimas "kas yra muzika ?",
todeél intensyvumg galima perinterpretuoti, esant kitiems tikslams ar kitaip iSreiSkiant ar suprantant esamus

tikslus.

Instrumenty intensyvumas

Toliau kiirinys skaidomas | instrumentus (instrumentai nebiitinai yra muzikos instrumentai, tai gali biiti

"balsy" skaicius, instrumenty skaiCius, efektai ir t.t.,- bendru atveju galima interpretuoti skirtingai, tai

galima laikyti "horizontalios" kiirinio charakteristikos atvaizdavimu). Visiems instrumentams galioja

vienodas intensyvumas, bet kiekvienam instrumentui suteikiamas individualus intensyvumas, kuris

apibiidinamas sklaida, kintamumu, kartotinumu ir sinchroniskumu.

Sklaida - atspindi individualaus intensyvumo galimg kitimo diapazona,

Kintamumas - atspindi instrumento individualaus intensyvumo pasikeitimy skaiciy (instrumento
"dalyvavimo" pasikeitimus ar instrumento vyksmus).

Kartotinumas - atspindi pasikartojancig "maniera", atskiry daliy pasikartojima.

Sinchroniskumas - atspindi instrumenty sinchroni§kuma, t.y. jy vyksmy sutapimg laiko prasme
(individualiy intensyvumy vienalaikius pasikeitimus).

Skirtingy instrumenty intensyvumai susiejami sinchroniSkumo rodikliu, taip pat jie turi bendrg

intensyvumg, kas irgi kazkuria prasme sieja juos. (Supratimo pagerinimui pav. 1.2.1)
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"Horizontalios" dalys { "Vertikalios" dalys (vyksmai) ]
(instrumenty intensyvumas) I

i

r : \ pasireiSkimas
vyksmo suskaidymas j judéjimus

\. J

il i
SinchroniSkumo ]

pav. 1.1 Kirinio strukttra

Kiirinio blokai - vyksmai

Kiurinio blokai - vyksmai - tai kiirinio dalys ("vertikalios"), kurios yra suvokiamos kaip vieningos dalys,
jungiancios "judéjimus" | vyksmus (kaip savaités ar ménesiai sudaro sezong), iSreiSkiancios kokj nors
kitimg ar jo nebuvimg ir pasiZymincios vieningumu (gali biiti "jud¢jimo" vystymas, modifikavimas arba jo
atkartojimas, arba atkartojimas ir keitimas). Kiirinio vyksmai sudaromi instrumenty intensyvumo pagalba
ir yra skirtingi skirtingiems instrumentams, bet gali biiti sinchronizuoti sinchroniSkumo rodiklio pagalba.
Vyksmas yra kaip sezonas palyginus su mety laikotarpio planu, vyksmai sudaro kiirinj kaip sezonai metus.

(Supratimo pagerinimui pav. 1.2.1)

Judéjimai vyksmuose
Judéjimai - tai vyksmy dalys, kuriy pagalba galima sudaryti vyksmus, pasiZymin¢ius kartotinumu (t.y.
judéjimo atkartojimas), vystymu ar kitimu. Jud¢jimai sudaromi i$ takty. Judéjimas yra kaip savaité pagal

analogija su mety laikotarpio planu, judéjimai sudaro vyksma - sezong pagal analogija.

Taktai

Taktai - tai maziausias struktiirinis vienetas (pagal analogijg su savaite ir sezonu tai diena). Taktai sudaryti
1S naty. Jie gali buti skirtingo dydZio ir skirtingo ritmo. Ritmo tankis iSreiSkiamas naty skai¢iumi takte;
kuo daugiau naty takte, tuo jos (vidutiniSkai) trumpesnés, nes takto ilgis vienodas.

Apibendrinant

Taktai (mazi blokeliai, nusakantys tam tikrg maza motyva (dieng) kuris gali kartotis, kisti, ar skirtis)
organizuojami j judéjimus - didesnes dalis (savaites), judéjimai taip pat gali kartotis, Kisti ar biiti skirtingi,

ir yra organizuojami j vyksmus (ménesis ar sezonas), vyksmai sudaro kiirinj (sezonas ar metai).
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1.3 Bendra schema

1.

Intensyvumo pavyzdys pav.1.3.1

Intensyvumo generavimas, bendros kiirinio formos sudarymui ir/arba tendencijy nustatymui.

______________________________________

I i i I | |
pav. 1.2 Kirinio intensyvumo pavyzdys

2.

kiirinyje nusakymui ir vyksmy sudarymui. (Galima keisti vidutin] intensyvuma, intensyvumo sklaida,

Instrumenty individualaus (dalyvavimo) intensyvumo generavimas, instrumenty dalyvavimo

poky¢iy skaiCiy ir sinchroniSkuma).
Instrumenty individualiy (dalyvavimo) intensyvumy ir sinchroniskumo pavyzdziai pav. 1.3.2, 1.3.3,

(storesne linija pavaizduoti instrumenty intensyvumai, plonesne - sinchroniskumas).

_______________

________________

______________________

------------------

. i : I S
pav. 1.4 Instrumenty individualaus intensyvumo pavyzdys

3.

skaidymas } besikartojancias ir skirtingas dalis judéjimy generavimui, vyksmy sudarymui (vyksmai gali

Instrumenty dalyvavimo bloky (atspindin¢iy vyksmus ir gauty individualaus intensyvumo pagalba)

biti sudaryti i§ besikartojanciy, nesikartojanciy ar modifikuojamy judéjimy).

Bloko suskaidymo pavyzdys pav. 1.3.4.

_______________

________________

___________

pav. 1.5 Dalyvavimo bloky skaidymo pavyzdys
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4. Takty generavimas judéjimy sudarymui. Gali biiti besivystantis judé¢jimas, modifikuojant taktus,
arba galima generuoti tiesiog atsitiktinius taktus ir vadinti tai judéjimu.

Taktai gali buti generuojami keliais budais. Jei intensyvumas interpretuojamas kaip naty skaicius takte ir
judéjimy uzpildymas taktais numato takty modifikacijos metoda, tada turi biiti galimybé taktus kaZkaip
pakeisti atitinkamai intensyvumo pokyciy, taip pat atitinkamai kity parametry (jei tokie yra), pavyzdZziui,
atitinkamai sklaidos, kintamumo ar sinchroniSkumo. Besivystancio takto generavimo schemos pavyzdys
pav. 1.3.5. (vaizduojami galimi veiksmai su taktais ir galimi veiksmy pasikeitimai, nuosekliai gaunami

taktai sudaro judéjima)

4 N
4
Padidinti Sumazinti f)
intensyvuma intensyvuma
'
(j[ pakartoti modifikuoti ]i)
N\ J/

pav. 1.6 Galimi takty generavimo veiksmai ir jy tarpusavio rysys

5.  I8skaidyty instrumenty bloky - vyksmy - uzpildymas judéjimais, t.y. vyksmy sudarymas.

i
( )\
Pakartoti
bloka Generuoti ]
N\ ~/ nauja bloka
( N\
Pakartoti ir
> modifikuoti | Parametrai :
bloka ) Intensyvumas
Sklaida
Kintamumas
Kartotinumas
Sinchroniskumas

N

I I
pav. 1.7 Vyksmy sudarymas - uzpildymas judéjimais




13

1.4 Bendri parametrai

Nagrin¢jant - sudarant bendrg generavimo schemg buvo nutarta schemos parametrais pasirinkti :
sklaidg, kintamumg, kartotinumg, sinchroniskumg (visi parametrai gali turéti jtakg skirtinguose schemos
lygiuose, ir vienas parametras gali turéti skirtingas jtakas skirtinguose lygiuose). Taip pat ne tiek schemos

veikima, kiek rezultato mastelj, nusakantis parametras - intensyvumo dalies dydis taktais.

1.4.1 Intensyvumas

Intensyvumas atspindi bendrg kirinio "formg" ar vystymosi tendencija, "vaizda", todél néra
kazkokio "tikslaus sprendimo" jo generavimui. Generavimo procedira priklauso nuo to, kg norima gauti,
ar kiirinys turi turéti kazkokio "prasmingumo" ar tradiciSkumo (pavyzdziui, intensyvumas didéja, po to
kinta ir pabaigoje maz¢ja), ar tai yra nesvarbu. Kai kuriais atvejais galbiit blity patogiau tiesiog nupiesti
intensyvumo funkcija koordinaciy aSyse ir transformuoti jg j funkcijg tiesiogine ZodZio prasme.
Intensyvumas gali priklausyti nuo sklaidos, kintamumo, kartotinumo. Sinchroniskumas neturéty turéti
tiesioginés jtakos intensyvumui (nes sinchroniSkumas pasireiSkia instrumenty rySiu tarpusavyje, todeél
intensyvumas neturéty biti jtakojamas sinchroniSkumo parametro Siuo atveju siiilomoje schemoje), bet
schemoje yra galimybeés perinterpretavimui.

Funkcija, pasizyminc¢ig kokiais nors "suvokiamais" ar "apc¢iuopiamais" vyksmais (intensyvumas

kyla, leidziasi, nekinta, ir kad tai bty suvokiama, viskas vyksta pastebimu grei¢iu), galima generuoti taip:

Instrumento dalyvavimo rodiklis - Id € [0, 1], iSreiSkia viduting generuojamo intensyvumo reikSme.
Sklaida - § € [0, 1] yra generuojamy skaiciy diapazonas j abi puses, t.y. diapazonas = [Id-S, Id+S]N[0,1].
1.  Priklausomai nuo sklaidos S, generuojami 2 taskai: pirmas - i§ intervalo [0, S$/2], antras - i$ intervalo
[1-S/2, 1+S/2). (Skirstinys gali biiti tolygus). Sie tadkai bus transformuoti j laiko momentus.
2.  Generuojami 2 taskai i§ intervalo [0, 1], kurie yra intensyvumo reikSmeés atitinkamais laiko
momentais.
3.  Procedira kartojama kiek norima karty, naujus laiko momentus pridedant prie paskutiniojo laiko
momento. Visi laiko momentai padauginami iS intensyvumo dalies dydZio taktais. Gauti taSkai

interpoliuojami lauZzte (tiesémis tarp dviejy gretimy tasky). Procediiros pavyzdys "vaizdZiai" - pav.1.4.1.

pav. 1.8 Intensyvumo sudarymo pavyzdys
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1.4.2 Instrumenty intensyvumas

Instrumenty intensyvumas turi nurodyti instrumento dalyvavimo reik§Sme¢ (aktyvumo reikSme)
kiirinyje ir instrumento dalyvavimo kirinyje pasikeitimus.

Pasikeitimy skaicius nusakomas kintamumo K € [0, 1] parametru (pasirenkamas i§ anksto, vienas i$
kiirinj nusakanciy rodikliy). Kaip susieti kintamumo reikSme su pasikeitimy skai¢iumi ?
Kiirinio ilgj taktais pazymésime N (Siame skyriuje).
Jeigu kintamumo reik§mé buty proporcinga pokyc€iy skaiciui, tada kintamumo reikSmei esant 1, kiekvienas
taktas biity kaip naujas vyksmas su skirtingomis instrumento intensyvumo reik§mémis ir vis naujais
vyksmais. Sumazinus kintamumg iki 0.9 pasikeitimy vis tiek biity beveik kiekvieng takta, ir retkarciais kas
du taktai, kas nesukelia kintamumo maz¢jimo jausmo.
Kintamumas turéty maZzéti tokia tvarka : kinta kas takta, kas du taktus, kas keturis ir t.t., tai reiSkia, kad :

K = (log, (pokyciy skaicius) / 1oga(N) ) € [0, 1]
i8 ko seka, kad : pokyciy skaicius = suapvalinti iki sveiko skaiciaus (N¥)
Taip gauname, kad esant N=32, K=0.2, pokyciy skaicius - p_k = 2; K=0.4, p_k=4; K=0.6, p_k=38;
K=0.8, p_k=16.

Taip keiciant parametra visame jo diapazone galima lengviau gauti skirtingus kurinio suskaidymus |
vyksmus. Jeigu susiejimas biity tiesinis, tada intervale [0.5, 1] gaunamas pokyc¢iy skai¢ius biity [16, 32] ir
bet kuris skaiCius i$ Sio intervalo reiskia labai didelj kintamuma, vyksmai kinta jei ne kiekviena takta, tai
kas antra (vidutini$kai). Zinant pokyciy skaiciy p_k, galima generuoti p_k pasikeitimo jvykimo laiko
reikSmiy ir p_k+1 atsitiktiniy dydziy i$ [Id-S, Id+S][0,1] (nes reikalinga reikSm¢ laiko momentu 0).

SinchroniSkumg tarp keliy instrumenty galimg realizuoti generuojant atskirg intensyvuma, kurio
pokyc¢iy skaicius yra sinchroniSkumo reik§mé padauginta is instrumenty pokyc¢iy skaicius. Ir generuojant
instrumenty intensyvuma, atitinkamg dalj laiko momenty panaudoti i§ sugeneruoto sinchroniSkumui

intensyvumo (kaip parodyta pav.1.4.2).

Instrumento Intensyvumo
dalyvavimo pasikeitimo momentai
intensyvumas

[ SinchroniSkumo momentai ]

pav. 1.9 Instrumento intensyvumo ir vyksmy sudarymo pavyzdys
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1.4.3 Takty generavimas

Taktai gali biiti generuojami skaidant skaiCiy | norimg daliy skai¢iy - naty skaiciy. Skaidomas
skaiCius turi atitikti maksimaly naty skaiCiy takte. Skaidinio daliy skaiCius turi atitikti galutinj
intensyvumg atitinkamu laiko momentu .

Galutinis intensyvumas (t) = Bendras intensyvumas (t) - Instrumento intensyvumas (t) .
Skaidymas gali buti atsitiktinis ar atsitiktinis su apribojimais - tokiu atveju, pasirenkant ne skaidinio dalis,
bet skaidinio dalines sumas (atitinkama tvarka), i§ karto gaunamos takto naty pozicijos.

Generuojant visus galimus skaidinius ir pasirenkant i§ jy norima skaidinj atitinkamai parametry
reikia nepamirsti, kad skaidinys sugeneruojamas kaip skaidinio daliy rinkinys, surikiuotas didéjimo
tvarka.

D¢l to visi galimi taktai negaunami. Tuo tikslu reikia skaidinj "sumaisSyti", t.y. i§ sugeneruoto
skaidinio sudaryti naujg, kurio dalys yra tos pacios, bet jy tvarka gali skirtis. Tai galima padaryti
atsitiktinai renkantis skaidinio dalis ir suraSant jas i§ eiles, taip gaunant nauja skaidinj, sudaryta i§ ty paciy
daliy, bet surikiuotg kita tvarka.

Taip pat reikalingi takty modifikavimo metodai, t.y. natos iStrynimo i$ takto ir natos perskélimo
takte metodai. Turint taktg, Zinomos visy naty pozicijos (naty ilgiai, supaprastinimui pasirenkami iki kitos
natos arba iki pabaigos. t.y. vienu metu viename takte visada yra viena nata). Todé¢l norint iStrinti natg jos
atitinkama pozicija paSalinama i§ saraSo. Norint perskelti (jdéti naujg) nata, pasirenkama dar viena
pozicija. Norint modifikuoti takta (t.y. Siek tiek ji pakeisti, bet nekeisti naty skaiciaus), galima iStrinti kokj

nors skai€iy naty iS takto, ir po to papildyti taktg tuo paciu naty skai¢iumi, arba papildyti ir po to iStrinti.

1.4.4 Judéjimy sudarymas

Judé¢jimai sudaromi 1S takty, atitinkamai kintamumo, sklaidos, kartotinumo, intensyvumo

4 2\
4

~N

[ padidinti }%%% sumazinti ] Generuoti

U U nauia bloka )
() () - N

[ pakartoti }6—%{ modifikuoti ] Fakartoti
bloka
. J N
N A J
/Automatas valdomas
intensyvumu Markovo modelis

pav. 1.10 Jud¢jimy sudarymo i$ takty schemos pavyzdys
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1.4.5 Kirinio bloko - vyksmo sudarymas
Zinant bloko ilgi N (gauta i§ instrumento intensyvumo), N - i§skaidomas j intervalus, atitinkamai
pasirinkto kartotinumo rodiklio, vienodi blokai uZpildomi vienodais judé¢jimais, skirtingi blokai

skirtingais, vyksmo sudarymo schema pavaizduota pav.1.3.6 psl 13.

Skaidinio kartotinumo jvertinimas

Kartotinumas skaiCiaus skaidiniui gali buti jvertintas skirtingai dél to, kad galima skirti skirtinga
démesj skirtingiems aspektams. Gana paprastas buidas jvertinti kartotinuma yra apskaiciuoti skaidinio
kartotinas dalis, t.y. skaiCiai, kurie kartojasi, sudedami. PavyzdZiui 8-to skaidinys (3,3,1,1) turi dvi
kartotinas dalis 3+3=6 ir 1+1=2. Akivaizdu, kad skaidinys (3,3,1,1) yra maZziau kartotinas nei skaidinys
(2,2,2,2), kurio kartotina dalis yra 8. Dél to skaidinio kartotiny daliy negalima sudéti, bet reikia kaip nors
sumazinti, galima trumpesnes dalis dalinti i§ did¢janCio skaiCiaus dalies ilgiui trumpéjant. Taip pat
skaidinys (1,1,1,1, 1,1,1,1) yra labiau kartotinas nei (2,2,2,2), d¢l to verta vertinti skaidinio dydj. Bet verta
vertinti viso skaidinio dydj, o ne jo kartotinos dalies dydj.

Jei kartotina dalis skaidinyje laikoma tik ilgiausia dalis, tada siilomas jvertinimas yra
llgiausios kartotinos dalies ilgis - i_d
Skaidinio dydis - s_d (skaiCiy, sudaranciy skaidinj, skaiCius)

Kartotinumas = i_d - log,(s_d)

Jei "reikia" keliy kartotiny daliy skaidinyje, bet tokiy skaidiniy kartotinumas vis tiek laikomas
maZzesniu uz skaidinius su viena besikartojanc¢ia dalimi, tada kartotinas dalis reikia sudéti su mazéjanciais
svoriais, pavyzdZiui, gali buiti harmonin¢ seka arba laipsniné.

Kartotiny daliy suma - k_d (suma su atitinkamais svoriais)
Skaidinio dydis - s_d (skaiCiy, sudaran¢iy skaidinj, skaiCius)

Kartotinumas = k_d - log,(s_d)
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2 TIRIAMOJI DALIS
2.1 Skaiciaus skaidinys
Naturalaus skai¢iaus skaidinys - tai naturaliy skaiciy, kuriy suma yra lygi duotajam skaiciui,
rinkinys, pavyzdZiui 3 ir 2 yra vienas i§ penketo skaidiniy, ty.5 =3+ 2.
2.2 Skaiciaus skaidiniu skaicius

Nagrin¢jat nattralyjj skaiciy, jo skaidinj sudaro uZ jj maZesni arba jam lygis teigiami naturaliis
skaiCiai. SkaiCiaus skaidiniy skaiCius iSreiSkiamas rekurentine formule (2.2.1) [WM] arba gali buti

jvertintas apytiksliai naudojant asimptotinj jvertinimg (2.2.2) [WM].

p(N) _ 1¥=1(_1)k+1 [P (N _ k-(3;c—1)) Lp (N _ k-(3;c+1))]

(2.2.1)
p(0) =1, p(—=k) =0, kai k€N
2N
p(N) ~ ﬁ'ewj)"“”' N = e (2.2.2)

Skai¢iuojant skai¢iaus skaidiniy skaiciy ir tiesiogiai naudojant rekurenting formule (2.2.1) (t.y.
pradedant skaiciuoti nuo norimo N ir apskaiciuojant visas reikiamas vertes), daug karty apskai¢iuojama
tas pats (t.y. atlickama daug nereikalingy - kartotiny skai¢iavimy), kaip parodyta pav.2.2.1 (funkcijos p(5)
1Skvietimo medis, tamsesni langeliai Zymi kartotinus veiksmus). D¢l to reikia skaiciuoti "i§ apacios”, t.y.
skaiCiuoti p(n) visiems n nuo 1 iki N, ir naudoti jau apskaiciuotas reikSmes, vietoj to, kad skaiCiuotume jas
i$ naujo.

Rekurentinés formulés (2.2.1) skaiCiavimo laiko sudétingumas analiziSkai netirtas, nes jos
sudétingumo didelis augimas (pvz., eksponentinis) matomas ir taip, bet skai¢iavimo laikas pateikiamas kai
kurioms reikSméms lentelé 2.2.1 (panagrinéta praktiSkai). IS lentelés matoma, kad keiciant argumenta 2-
ais vienetais laikas trigubéja (artéja ] trigubéjimg), kas reiskia, kad funkcijos skai¢iavimo laiko
sudétingumas auga eksponentisSkai. T.y. skaiiavimo laiko jvertinimo funkcija Zymésime T(f), f -
vertinama funkcija, tada T(p(a+2)) = 3T(p(a)) ir taip pat :

T( p(a+2k) ) = 3k ‘T( p(a) ), kas ir yra eksponentinis augimas.

Laiko, reikalingo skai¢iavimams, santykinis pokytis, lyginant su prieS tai skaiCiuota reikSme,
pavaizduotas pav. 2.2.2. Laiko, reikalingo skai¢iavimams, grafikas pavaizduotas pav. 2.2.3, vertikali aSis
yra logaritminé, ir grafikas labai panaSus ] ties¢, kas taip pat liudija apie algoritmo eksponentinj

sudétingumg (laiko prasme).



P(S)
(= k=2 | k—3 J=( k=t ) ks |
] |
pay (k@ | [ PO=1 [ P20 | [j
V!
[ P(3) ]l:,']:l[ P(2) P( 1)=0 ] [ P(-3)= O [ P(2) ]I:,':',:I[ P(1) ]
ooo ooo ooo
pav. 2.1 Funkcijos p(5) iSkvietimo medis
Funkcija Laikas s. | Skai¢iavimy Vieno Laiko
kartai skaiiavimo | augimas
laikas s. (kartais)
p(0) 5 10° 0.000005
p(2) 45 10° 0.000045 9.00
p(4) 20 10° 0.0002 4.44
p(6) 7 10" 0.0007 3.50
p(8) 11 5000 0.0022 3.14
p(10) 14 2000 0.007 3.18
p(12) 21 1000 0.021 3.00
p(14) 32 500 0.064 3.04
p(16) 39 200 0.195 3.04
p(18) 30 50 0.60 3.07
p(20) 18 10 1.80 3.00
p(22) 27.5 5 5.50 3.05
p(24) 18.5 1 18.50 3.36
p(26) 56 1 56.0 3.02

Lentelé 2.2.1 Funkcijos skai¢iavimo laikas
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pav. 2.3 Laikas, reikalingas skai¢iavimams

D¢l sudétingo skaidiniy skaiCiaus apskaiCiavimo rekurentiniu buidu reikia skaiiuoti kitaip.
RekurentiSkai skai¢iuojama ilgai, nes atliekama daug kartotiny skai¢iavimy. Kad kartotiny skaiciavimy
nebuty, reikia iSsaugoti visas jau naudotas funkcijy reikSmes. Tai padaryti paprasta skaiCiuojant funkcija
nuo pat "pradziy", t.y. skaiiuojant p(n), kai n kinta nuo 1 iki N, iSsaugant rezultatus, ir naudojant juos
skaiciuojant tolesnes p(n) reikSmes. Tokio skaiCiavimo realizavimui reikalingi du ciklai, vienas - kai k
kinta nuo 1 iki N, kitas - pirmo ciklo viduje, kai n kinta nuo 1 iki k. Cikluose atliekami veiksmai turi
vienodg sudétinguma laiko prasme, kas reiSkia, kad skai¢iavimo sudétingumas proporcingas N2, T.y. i8

viso atliekamy ciklais Zingsniy yra skai¢iy nuo 1 iki N suma, kuri proporcinga N°,
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Skaiciuojant "i§ apacios", funkcijos skai¢iavimo laiko sudétingumas yra kvadratinis, kg galima pamatyti i$

Lentele¢ 2.2.2 Funkcijos skaiCiavimo laikas. Lentelé¢je funkcijos argumentas dvigubéja, o sunaudotas

skai¢iavimams laikas keturgubéja (artéja i keturgubéjima, kas matoma pav. 2.2.4). T.y. skai¢iavimo laiko

jvertinimo funkcija zymésime T(f), f - vertinama funkcija, tada T(p(2a)) = 4T(p(a)) ir taip pat :
T(p2“-a)) = 4 T(p(a) = (2% T(p@) = 2*- T(p(@))

kas ir yra kvadratinis augimas.

Funkcija Laikas s. | Skai¢iavimy Vieno Laiko
kartai skaiiavimo | augimas
laikas s. (kartais)
P(0) 7 10° 0.000007
P(Q2) 9 10° 0.000009 1.28
P4) 10 10° 0.000010 1.11
P(8) 14 10° 0.000014 1.40
P(16) 28 10° 0.000028 2.00
P(32) 7.5 10° 0.000075 2.67
P(64) 25 10° 0.000250 3.33
P(128) 9 10° 0.00090 3.60
P(256) 35 10° 0.0035 3.88
P(512) 14 10° 0.014 4.00

Lentelé 2.2.2 Funkcijos skai¢iavimo laikas

1
0 B4 128 256 812 1024

pav. 2.4 Laiko, reikalingo skai¢iavimams, santykinis pokytis

Priedai : partition_function_seqg.m - skaidiniy skaiCiaus apskai¢iavimo metodas, kurio

rezultatas yra skai€iy nuo 1 iki N (N - parametras) skaidiniy skai¢ius (kvadratinio sudétingumo metodas).
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2.3 Visy galimy skai¢iaus skaidiniy generavimas

Kiekvieng skaidinj galima surikiuoti did¢jimo ar mazé&jimo tvarka, ir skirtingi skaidiniai iSlieka
skirtingi, nes skaidinys nepriklauso nuo suskaidymo tvarkos (nes suma komutatyvi). Todél galima
generuoti skaidinius tiesiog generuojant juos leksikografine tvarka. Pradedant nuo (1), po to (1 1) ir t.t.
Bet ne visi tokie skaidiniai yra tinkami. Paprasc¢iau generuoti nagrin¢jant ne skaiciaus skaidinj, bet
skaiCiaus skaidinio dazniy lentele, pavyzdziui, penketa sudaro vienas dvejetas ir vienas trejetas.

Pradedant nuo skaidinio, sudaryto vien i§ vienety, kitus skaidinius galima generuoti pridedant po
vieng sekant] skaiCiy (pradedant nuo dvejeto, kitas skaicius 3, po to 4) ir atimant atitinkamg skaiciy
vienety prie kiekvieno iki tol sugeneruoto skaidinio (keliy 5-to skaidymo Zingsniy pavyzdys pav.2.3.1).
Gali atrodyti, kad taip gaunami ne visi skaidiniai, nes kai kuriy skaidiniy gavimui reikia i§ turimo
skaidinio atimti ne vienetus, bet kitus skaiCius, bet tokiais atvejais yra kitas skaidinys, kuriame vietoje
skaiCiy, kuriuos norima atimti, yra vienetai. PavyzdZziui, skaidant 8, i§ skaidinio (2 2 4) negalime gauti
skaidinio (4 4), nes skaidinyje (2 2 4) néra vienety, bet yra kitas 8 skaidinys (1 1 1 1 4), i§ kurio galima
gauti skaidinj (4 4), pridedant 4 ir atimant keturis vienetus. Tokiu biidu gaunami visi galimi skaidiniai. D¢l
to, kad pradedama nuo vienintelio skaidinio, sudaryto vien i§ vienety, ir pridedant naujas dalis ] skaidinj

jos atimamos tik i§ vienety, kiekvienas skaidinys sudaromas vienintelj karta.

p
] Penki Pridedam
vienetai dvejeta ir
atimam jj
Skaiciy i$ vienety
skaiCius Skaidiniai
1(2(3]14]5 Pridedam
—>15]0]0/0]0 trejetg ir L[1]1|1]1
atimam jj
1{o]o]o i§ vienety 1112
1 0/0]0 1 2
2/0[{1]0]0 1113
O(1|1]{0]0 I > 3

pav. 2.5 Skaiciaus skaidiniy generavimo pavyzdys
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Skaidiniy skaicius duotajam N apytiksliai iSreiSkiamas asimptotine formule (2.2.2). Vieno skaidinio
sudarymo laikas gali buti laikomas pastoviu ir lygiu N. Jeigu neatsizvelgti  laika, skiriamg skaidinio
patikrinimui, algoritmo sudétingumas gaunamas sudauginus skaidiniy skai¢iy ir jy dydj (2.3.3). Siuo
sudétingumo jvertinimu nesiekiama tiksliai jvertinti algoritmo sunaudojamo laiko, bet siekiama tik
parodyti, kad sudétingumas yra eksponentinis (kaip ir skaidiniy skaicius), kas reiSkia, kad ir "ne teoriniais"
(pavyzdZziui 1000-is turi 2.406-10™ skaidiniy) atvejais skaiciaus visy skaidiniy sudarymui nepakaks jokiy

resursy.

p(N) N~ = e<”\@>, kai N — oo (2.3.3)

Visy galimy skaiciaus skaidiniy generavimo algoritmas :

Skaidiniai - eilutése - skaiciaus skaidiniai, atvaizduojami kaip skaiciy skaidinyje skaicius,
N - skaidomas skaicius,

IS - skaidinj jtraukiamas skaicius,

ss - senesni skaidiniai,

PS - paskutinio senesnio skaidinio numeris,

EI - einamas indeksas.

Skaidiniai(1,1:N) = 0;
Skaidiniai(1,1) = N;
PsS = 1;
EI = 2;

for IS =2 : N

for k =1 : N/IS
for ss =1 : PS
if Skaidiniai (ss, 1) >= k*IS

Skaidiniai (EI, :) = Skaidiniai (ss, :);
Skaidiniai (EI, 1) = Skaidiniai (EI, 1) - k*IS;
Skaidiniai (EI, IS) = k;

EI = EI + 1;
end
end
end

PS = EI - 1;

end

Priedai : number_partitioning.m- metodas, sudarantis visus skaiCiaus skaidinius; rezultatas -

skaiCiaus (parametro) skaidiniai, iSreikSti skai¢iy pasitaikymo skaidinyje skaiiumi.
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Algoritmo sudétingumas laiko prasme panaSus ] eksponentinj, nes laikas didéja panaSiu santykiu
(algoritmui "nusistovéjus" - pradedant nuo N~12), bet santykis didinant N maZz¢&ja, kas atspindi kvadrating
Saknj i§ argumento eksponentés rodiklyje, gautame jvertinime. Lentel¢ 2.3.1 aprasSo algoritmo tyrimo

rezultatus, pav.2.3.2 vaizduoja laiko augima.

Skaidomas | Laikass. | Skai¢iavimy Vieno Laiko
skaiCius N kartai skai¢iavimo | augimas
laikas s. (kartais)

0 1.5 10° 0.000015
2 2 10° 0.000020 1.33
4 2.5 10° 0.000025 1.25
6 3 10° 0.000030 1.40
8 5 10° 0.000050 1.43
10 8 10° 0.000080 1.60
12 7 50 000 0.00014 1.75
14 7.5 30 000 0.00025 1.79
16 9 20 000 0.00045 1.80
18 9.5 12 000 0.00079 1.76
20 13.5 10 000 0.0013 1.70
22 12 5000 0.0024 1.78
24 8 2 000 0.004 1.67
26 7 1 000 0.007 1.75
28 12 1 000 0.012 1.71
30 19.5 1 000 0.019 1.62
32 32 1 000 0.032 1.64

Lentelé 2.3.1 Algoritmo skai¢iavimo laiko tyrimo rezultatai

19 T T T T T T

pav. 2.6 Laiko, reikalingo skai¢iavimams, santykinis pokytis



24

2.4 VisiSkai atsitiktinis skaidymas

Turi biiti Zinomas skaidinio dydis, t.y. sudaranciyjy skaidinj skaiciy skaicius.

Zinant skaidinio dydj SD, galima generuoti SD tolygiai pasiskirséiusiy natiiraliy nepasikartojanciy
skaiciy, mazesniy uz N - skaidomg skaiciy. Sie skaiciai parodo skaidinio dalines sumas, esant atitinkamai
skaidinio daliy tvarkai. D¢l to galima rasti pacius skaidinio skai¢ius. MaZiausias sugeneruotas skaicius yra
vienas i§ skaidinio skaiciy, toliau, surikiavus sugeneruotus skaicius ir apskai¢iavus skirtumus tarp gretimy
skaiCiy, galima gauti dar SD-2 skaidinio skaiciy, ir i§ skaidomo skaiciaus N atémus didZiausig sugeneruotg
skai€iy gaunamas paskutinis skaidinio skaicius.

Be to, generuojami skaifiai nebiitinai turi buiti pasiskirst¢ tolygiai, svarbu, kad galima biity
sugeneruoti bet kokj skai¢iy nuo 1 iki N (bendru atveju).

Generuojant tokiu biidu néra skaidiniy, kurie negaléty biiti sugeneruoti, nes turint bet kokj skaidinj
(atitinkamo dydzio), surikiuotg bet kokia tvarka, galima paskaiciuoti $io skaidinio dalines sumas, kurios
yra teigiamos ir maZesnés uz skaidomg skaiciy ir dél to gali buti sugeneruotos.

Generuojant tokiu biidu skirtingy skaidiniy pasirodymo tikimybés néra vienodos, ir kuo didesnis
skaidomas skaiCius, tuo didesnis skirtumas. Taip yra, nes kai kurie skaidiniai gali buti surikiuoti skirtinga
tvarka ir nuo to pasikeiCia jy dalinés sumos, t.y. jie gali biiti sugeneruoti keliais skirtingais buidais. Kai
kurie kiti skaidiniai nepriklauso nuo jy surikiavimo ir gali biiti sugeneruoti vieninteliu bidu (pavyzdZiui 8-
to skaidinys (2,2,2,2)).

Turint skaiciaus N skaidinj (d;,d,...,d;, dp,dp,...,d2, dk,dx,...,dx), kurio dydis (daliy skai¢ius) yra K ir
kuriame skaidinio dalis d; pasikartoja n; (i=1,2,...,k) karty, skaidinj galima skirtingai surikiuoti n_¢ skaiciy
karty, kuris yra apraSomas formule (2.4.4).

nt=—>==~___ 2.4.4)

nyl-nyt-Loong!

Kai visos skaidinio dalys vienodos (pavyzdziui, 8-to skaidinys (2,2,2,2)), gauname, kad skaidinys
gali buti sugeneruotas (4//4! = 1) vieninteliu budu. Kitas atvejis, pavyzdZiui, 8-to skaidinys (1,1,1,1,2,2)
gali buti sugeneruotas (6//(4!-2!) = 15) 15 skirtingy budy.

Skaidant skaiciy, naudojant tolygyj; skirstinj (kai kiekvieno skaiciaus pasirinkimo tikimyb¢ vienoda)
tikimybé sugeneruoti pasirinktg skaidinj yra n_t / p(N).

Kai kuriy skaidiniy daznis auga katastrofiSkai palyginus su kitais, ir net nedideliems N skirtumas

tarp tikimybiy labai didelis (pavyzdyje su 8-tu tikimybé sugeneruoti skaidinj skiriasi 15 karty).
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Kaip greitai ir paprastai sugeneruoti nepasikartojancius atsitiktinius natiralius skaicius, maZesnius uz
N ? (tariant, kad galime sugeneruoti atsitiktinius nattiralius skai¢ius, mazesnius uz N)
Vienas i§ bidy

Turint vektoriy su elementais nuo 1 iki N-1, generuoti natiirinj atsitiktinj skai¢iy r nuo 1 iki N-1 ir
pasirinkti r - tajj vektoriaus narj (r - tasis narys tampa generuojamos sekos nariu), tada sukeisti r - tajj
vektoriaus narj su N-1 nariu vietomis ir generuoti natiirinj atsitiktinj skaic¢iy » nuo 1 iki N-2, rinkti r - t3jj
vektoriaus narj (kuris negali kartotis, nes iSrinktas narys neberenkamas) ir sukeisti iSrinkta narj su N-2
vektoriaus nariu. Testi procediirg tol, kol bus iSrinktas reikiamas skaiCius nariy.

Turint sugeneruotg skaiCiy rinkinj (sekg) ir norint ji papildyti, nesunku tai padaryti generuojant
atsitiktinj skaiCiy i§ atitinkamo intervalo ir pasirenkant atitinkamoje pozicijoje esant] skaiiy. Bet
"grazinti" norimg skaiiy esantj sekoje (t.y. iStrinti skaiciy i§ sekos) j galimy pasirinkimui skai¢iy sarasa
yra sudétingiau, reikia rasti graZinamg skaiCiy, sukeisti jj vietomis su anksciausiai vektoriuje panaudotu
skai¢iumi, ir padidinti pasirenkamy pozicijy skaiciy vienetu. Taip pat toks metodas nepatogus norint is
pradziy rinktis atitinkamus skai¢ius (t.y. norint apriboti galimus pasirinkimui skai¢ius), ir po to likusius.
Kitas bidas

Turint vektoriy su elementais nuo 1 iki N-1, suraSytais 1 atitinkamas pozicijas nuo 1 iki N-1,
pasirinktus elementus Zymeéti specialiu simboliu (pavyzdziui -1). Renkant r - tajj narj, paZymeétieji skaiciai
neskai¢iuojami, pavyzdziui, vektoriuje (1 -1 3) antras elementas buty 3. Tokiu biidu galima greitai
"grazinti" skaiciy (iStrinti skaiciy i$ sekos).

Skaidomo skaiciaus galimy pasirinkimui skaiciy apribojimas - ''tvarkos'' padidinimui.

Renkantis atsitiktinius skaiCius, atspindincius dalines sumas, galima apriboti galimy pasirinkimui
skai€iy skaiciy. PavyzdZiui, skaidant 8-t j 3 dalis (pasirenkant 2 skaicius) galima rinktis tik i§ lyginiy
skaiciy (2,4,6). Toks skaidymas gali biiti naudingas norint, kad skirtingi skaidiniai turéty bendra "ritma".

Kad buty greita ir paprasta rinktis tinkamus skaicius, papildyti sugeneruoty skaiciy sekg ar iStrinti
narj i§ sekos, su salyga, kad renkami ar trinami skaiciai turi biiti pasirenkami "su apribojimais”, galimy
skaiCiy vektoriy reikia surikiuoti "patogesniu btuidu". Pavyzdziui, skaidant 8, norint, kad pirmas skaicius
bity 4 (padalinti 8 per pusg), po to 2 arba 6 ir po to 1,3,5 arba 7, patogu suraSyti skaiCius tokia tvarka (4,
2,6, 1,3,5,7). Tokiu budu lengva generuoti atsitiktinius skaicius taip, kad i$ pradziy biity pasirenkamas

4, po to 2 arba 6, ir t.t.
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2.5 Atsitiktinis skaidinio generavimas su vienodomis skaidiniy pasirodymo
tikimybémis

IS skyriaus 2.4 Visiskai atsitiktinis skaidymas galima pastebéti, kad generuojant skaiCiaus skaidinius
skirtingy skaidiniy tikimybés skiriasi, nes kai kurie skaidiniai gali biti sugeneruoti skirtingais budais
(pavyzdziui, skaidant 8-tg j 5 ir 3, galima gauti (5,3) arba (3,5)). Jei skaidinio tvarka nesvarbi, arba norima
gauti skirtingus skaidinius su vienodom tikimybém, ir tik po to skaidinj "sumaiSyti" (perrikiuoti skaidinio
dalis), reikia paSalinti skirtingas skaidinio sudarymo galimybes, t.y. kiekvienas skaidinys turi buti
sudaromas vieninteliu biidu. Tai galima padaryti generuojant surikiuotus kokia nors tvarka skaidinius
(pavyzdziui, didéjimo ar mazéjimo tvarka).

Skyriuje 2.4 VisiSkai atsitiktinis skaidymas sitilomas metodas tiesiogine prasme skaido skaiciy, taip
gaunamos atitinkamai surikiuoto skaidinio dalinés sumos ir i§ jy apskai¢iuojamos skaidinio dalys. Kaip
skaidyti skaiciy taip, kad i§ daliniy sumy bty gaunami didéjimo ar maz¢jimo tvarka surikiuoti skaidiniai,
neaiSku, lengviau generuoti pacias skaidinio dalis ir generuoti jas atitinkama tvarka.

D¢l to pasirinkta generuoti ne skaidant skaiciy, bet generuojant skaidinio dalis. Kad skaidinys buty
sudaromas vieninteliu biidu, dalys turi biiti generuojamos didé¢jimo (mazé¢jimo) tvarka. Pirmas
generuojamas skaiCius turi buti didZiausias (maZiausias), kitas generuojamas skaifius - maZesnis arba
lygus (didesnis arba lygus) ir t.t. Taip generuojant kiekvienas skaidinys bus gaunamas vieninteliu biidu.
Bet jei generuoti tiesiog mazéjanciy skaiCiy seka, kiekvieng skaiciy renkantis pagal tolygyji skirstinj,
skirtingi skaidiniai gaunami su skirtingomis tikimybémis. PavyzdZiui, skaidant 8-ta, tikimybé gauti
skaidinj (8) tokia pati kaip ir tikimybé gauti skaidinj su didZiausia dalimi 3, o tokiy skaidiniy yra 5:
(3,1,1,1,1,1), (3,1,1,1,2), (3,1,2,2), (3,1,1,3), (3,2,3).

Norint generuoti skaidinius ne su vienodomis tikimybémis kiekvienam skaidiniui, bet, pavyzdZziui,
su vienodomis tikimybémis didZiausiai (maZiausiai) skaidinio daliai, galima naudoti tolygyjj skirstinj ir jo
pagalba sudarinéti mazéjancias (didéjancias) skaiiy sekas.

Bet kad generuotume bet kokj skaidinj su vienoda tikimybe, reikia Zinoti skaidiniy pasiskirstyma
pagal didZiausig (maZiausia) jy dalj. T.y. argumentas atspindi skirstinius su didZiausia (maZiausia) dalimi,

skirstinio reik§mé atspindi tokiy skirstiniy daznj tarp visy duoto skaiciaus skaidiniy.

2.5.1 Skaiciaus skaidiniy skirstinio pagal didZiausia (maZiausia) dali gavimas
Zinant, kiek skaitius turi skaidiniy (i§ formulés (1)), galima apskaiCiuoti, kiek yra skaidiniy,
kuriuose didZiausia (maziausia) dalis yra pasirinktas skaicius.

Skaiciaus N skaidiniy skai¢iy p(N) Zymésime INI.
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Skaidiniy su didZiausia dalimi skaiciavimas :

Jei didZiausia skaidinio dalis K yra didesné arba lygi nei pusé skaidomo skaiCiaus N/2, tai visos
likusios dalys privalo biiti maZesnés uz didZiausig dalj, ir didZiausig dalj atitinka IN-KI skaidiniy.

Jei didziausia skaidinio dalis K yra mazesné nei pus¢ skaidomo skai¢iaus N/2, tai IN-KI skaidiniy
itrauks ] save ir tuos skaidinius, kuriuose yra dalis didesné¢ uZ pasirinkta didZiausig skaidinio dalj
(pavyzdZziui, skaidant 8-t3 su didZiausia dalimi 3, I5| jtraukia ir tokius skaidinius kaip (5), (4,1), kurie
netinkami, nes jy didZiausia dalis yra didesné nei 3). D¢l to iS IN-KI reikia atimti skai¢iaus N-K skaidiniy
skaiciy, kuriy didZiausia dalis yra didesné nei pasirinkta. Taip gaunama rekurentiné formulé (2.5.5), kurios
reik§mé duotiems N ir K yra skai¢iaus N skaidiniy skaicius, kurio didZiausia dalis yra K.

max(N,K) = [N — K| — YN £ max(N — K, i) (2.5.5)

Skaidiniy su maZiausia dalimi skaiciavimas :

Taip pat galima iSvesti skaidiniy su maZziausia dalimi skai¢iy. Minimali skaidinio dalis K negali biiti
didesné nei pus¢ skaidomo skaic¢iaus N/2. Kai minimali skaidinio dalis yra maZesné arba lygi N/2, visos
kitos skaidinio dalys sudaro skai¢iaus N-K skaidinj, todél visy galimy skaidiniy, kuriuose yra skaicius K,
skaiCius yra IN-KI, bet tarp Siy skaidiniy taip pat yra ir netinkamy - tokiy, kuriuose yra dalis, maZesn¢ nei
pasirinkta minimali dalis, dél to tokius skaidinius reikia paSalinti (neskaiCiuoti jy). Taip gaunama
rekurentiné formulé (2.5.6)

min(N,K) = [N — K| = Y5 'min(N — K,K — i) (2.5.6)

Pastabos :

IS sudaryty rekurentiniy formuliy galima apskaiciuoti skaidiniy su didZiausia (maZiausia) dalimi
skaiCiy ir i§ apskaiCiuoty skaiCiy galima gauti skaidiniy skirstinj (skaidiniy pasitaikymo daznius) pagal
didziausig (maziausig) skaidinio dalj. Apie apskaiciuoty rezultaty teisinguma liudija (bet negarantuoja)
(2.5.7) ar (2.5.8) sarysis (nesudétingas patikrinimas skaitiskai).

N max(N,i) = p(N) (2.5.7)
N min(N,i) = p(N) (2.5.8)

Skai¢iuojant rekurentiSkai (2.5.5) ir (2.5.6), kartotinai skai¢iuojamos tos pacios funkcijos (kaip ir
skaiCiuojant (2.2.1) apraSyta skyrelyje Skaiciaus skaidiniy skaicius), kuo galima jsitikinti pabraiZius
funkcijy iSkvietimo med;j (jis yra analogiSkas pav.). Dél to reikia skai¢iuoti "nuo apacios”, t.y. visiems
skaic¢iams nuo 1 iki N, ir vietoje rekurentinio skai¢iavimo tiesiog imti prie§ tai apskaiciuotas reikSmes.
Skaiciuojant "nuo apacios" gaunama NxN matrica, kurios elementai n,k yra max(n,k) ir i§ tokios matricos

lengva gauti pasiskirstymo tankius visiems n < N. Metody sudétingumas yra O(N°) .

Priedai : partitions_with_max_part .m - skirstiniy pagal didziausig dalj sudarymo metodas.

partitions_with _min_part.m - skirstiniy pagal maZiausig dalj sudarymo metodas.
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Gauti skirstiniai neatitinka Binominio ar Puasono skirstinio, neatitinka jokio skirtinio esan¢io MATLAB
R2011a Statistics Toolkit. Vertinti skirstinius artiniu (turbiit) neverta, nes turimi skirstiniai yra tikslus, o
ne jy jverciai. Vertinti skirstinius artiniu gali biiti naudinga norint gauti asimptotines savybes. Skirstiniy
grafikai pavaizduoti pav.2.5.1 - vaizduojami skaiciy skaidiniy skirstiniai pagal didZiausia dalj, skai¢iams
10, 20, 35, 50, 75, 100.

bS—r—T 7T T T T T T T Mer—r—r—r T 7T T T T T

0
1] 10 20 30 40 a0 60 70 0

pav. 2.7 Skaiciy skaidiniy skirstiniai pagal didZiausig skaidinio dalj

10 20 30 40 a0 B0 70 an a0 100



29

Skaiciy skaidiniy skirstiniy pagal maziausia dalj grafikai pav.2.5.2 - vaizduojami skirstiniai skai¢iams 10,

20, 35, 50, 75, 100.

pav. 2.8 Skaiciy skaidiniy skirstiniai pagal maZziausig skaidinio dalj
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2.5.2 Skaiciaus skaidinio generavimas gauty skirstiniy pagalba
pmax(N,k) - Zymi tikimybe, kad skaiCiaus N skaidinyje, didZiausia dalis yra k. Reikia sugeneruoti

atsitiktinj dydj, pasiskirs¢ius] pagal duotg skirstinj, tai ir bus skaidinio didZiausia dalis. Kad

sugeneruotume atsitiktinj dydj, pasiskirs€iusj pagal norimg skirstinj, reikia atsitiktiniy skaiciy,
pasiskirsc¢iusiy pagal tolydyjj tolygyji skirstinj intervale [0, 1], generatoriaus, ir paties pasiskirstymo.

Skaidant skaiciy, sudaroma jo didziausia dalis, po to sekanti dalis, kuri yra maZesne arba lygi pries§
tai esanciai ir t.t. Sugeneravus didZiausig dalj d, lieka neiSskaidytas skai¢ius N-d , ir toliau jau skaidomas
jis. Bet sudarinéti Siam (likusiam) skaiciui didziausig dalj pagal skirstinj pmax(N-d,k) negalima, nes pries
tai sudaryta didZiausia dalis gali buti mazesné¢ uz pmax(N-d,k) skirstinyje esancig dalj. (pavyzdziui,
skaidant 8-ta, pirma dalis gali buti 2, visos kitos dalys turi buiti maZesnés, bet likusig dalj - 6 - jmanoma
iSskaidyti 1 (3,3)). Tod¢l skirstinj pmax(N-d,k) reikia "nukirpti", kad didZiausias galimas skaicius
skirstinyje buty < d. T.y. pmax(N-d, d+k)=0, kai k>1. Taip "apkerpant" skirstinj, ji reikia sunormuoti, kad
visy tikimybiy suma biity lygi 1. "Apkirpta" skirstinj Zymésime pmax(N,d,k) (N - skaidomas skaicius, d -
didZiausia galima reik§me, k - generuojama dalis)).

Tada skaicius N skaidomas atliekant Zingsnius :

Ivedama likusi_dalis = N, kuri yra neiSskaidytoji dalis, t.y. skaidomas skai¢ius minus sudarytos dalys ir

jvedama d = N.

1.  Sugeneruojamas skaiCius d pagal "apkirpta" skirstinj pmax(likusi_dalis, d, k), sugeneruotas skaicius
laikomas didziausia galima skaidinio dalimi (pavyzdys: skaidant 8 gali biiti sugeneruotas 2-as, ir
laikomas didZiausia dalimi).

2.  Apskai¢iuojama likusi skaidomo skaiciaus dalis likusi_dalis - d (pavyzdys: likusi dalis yra 6).

3. Jei sudarytos dalys nesudaro skaidomo skaiciaus, griztama j Zingsnj 1.

Tokiu budu sudaromi skaidiniai yra vienodai galimi, t.y. visi skirstiniai turi vienoda tikimybe buti

sudarytais, kas patikrinama kitame skyrelyje 2.5.3.

Priedai : number_partition_random_straight_descending.m - algoritmo realizacija.
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2.5.3 Skaiciaus skaidiniy generavimo tikimybiy tyrimas

Kaip patikrinti, ar sudarytas skaiCiaus skaidinio generavimo metodas generuoja skirtingus skaidinius
su vienodomis tikimybémis ?

Tai padaryta pasinaudojant visy skaidiniy generavimo metodu. Sugeneruojami visi skaidiniai
pasirinktam skaiciui ir kiekvienam skaidiniui, pradedant nuo didZiausios jo dalies, maz¢jimo tvarka,
kiekvienai daliai apskaiCiuojama tikimyb¢ biiti sugeneruotai 2.5.2 skyriuje sitilomo metodo pagalba.
Rezultate gaunamos kiekvieno skaidinio sugeneravimo tikimybés.

ISnagrinétiems skaiciams, kurie yra nuo 1 iki 32, kiekvieno skaiciaus visiems skaidiniams, tikimybés
yra vienodos, kas liudija, kad metodas generuoja skaiciy skaidinius su vienodomis tikimybémis. Skaiciaus
skaidiniy skaicius, atskiro skaidinio sugeneravimo tikimybés ir visy skaiiaus skaidiniy sugeneravimo
tikimybiy suma (kuri turi biti lygi vienetui) pateikiami lenteléje 2.5.3.

Priedas number_partition_random_analitical_test.m yra metodo realizacija MATLAB

kalba.

Skaidomas | Skaidiniy | Skaidinio | Tikimybiy | Skaidomas | Skaidiniy | Skaidinio | Tikimybiy
skaicius skaiCius | pasirinkimo suma skaiCius skaiius | pasirinkimo suma
tikimybe tikimybe
1 1 1 1.0000 17 297 0.00336 1.0000
2 2 0.5000 1.0000 18 385 0.002597 1.0000
3 3 0.3333 1.0000 19 490 0.00204 1.0000
4 5 0.2000 1.0000 20 627 0.00159 1.0000
5 7 0.1429 1.0000 21 792 0.00126 1.0000
6 11 0.0909 1.0000 22 1002 0.000998 1.0000
7 15 0.0667 1.0000 23 1255 0.000796 1.0000
8 22 0.0455 1.0000 24 1575 0.000634 1.0000
9 30 0.0333 1.0000 25 1958 0.000511 1.0000
10 42 0.0238 1.0000 26 2436 0.000411 1.0000
11 56 0.0179 1.0000 27 3010 0.000332 1.0000
12 77 0.0130 1.0000 28 3718 0.000269 1.0000
13 101 0.00990 1.0000 29 4565 0.000219 1.0000
14 135 0.00741 1.0000 30 5604 0.000178 1.0000
15 176 0.00568 1.0000 31 6842 0.000146 1.0000
16 231 0.00433 1.0000 32 8349 0.0001198 1.0000

Lentelé 2.5.1 Skaiciaus skaidiniy generavimo tikimybiy tyrimas

Priedai : number_partition_random_analitical_test.m - algoritmo realizacija.
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3 DISKUSIJA

Vyksmy sudarymui - skai¢iaus skaidymui - naudojamas visy skai¢iaus skaidiniy sudarymo metodas.

Ivertinus skaidiniy kartotinuma, atitinkamai jvesto parametro (kartotinumo parametro) iSrenkamas
atitinkamas skaidinys ir uZpildomas judé¢jimais. Metodas gali biiti naudojamas vyksmams, kuriy dydis
nevir§ija =100, nes didesniems skaiiams skaiiavimai uZtrunka ilgai. Didesniems skai¢iams gali bti
naudojami atsitiktiniy skaidiniy sudarymo metodai, skaidant "didelius" skaiCius i kelis maZesnius, ir toliau
naudojant visy skaidiniy sudarymo metoda. Bet toks skaidymo buidas netirtas.
Metodo pademonstravimui sudarytas nedidelis "kiirinys" - pavyzdys pav.3.1 (taip pat yra prieduose).
Pavyzdyje esanti kompozicija (vienas vyksmas) sudaryta i§ dviejy instrumenty - melodijos ir boso.
Melodijai vyksmas iSskaidytas j 4 vienodas dalis - jud¢jimus, bosui vyksmas iSskaidytas i 2 vienodas dalis
- jud¢jimus. Judéjimai sudaromi pradedant nuo vieno takto ir modifikuojant ji. Taktas sudaromas
pasirenkant atsitiktines natas i§ vienos oktavos 5 naty - C#,D# F#,G#,A# (juody klaviSy) ir suskaidant
intervalg (takto intervalg - 4 diziai) | reikiamg daliy kiekj.

__________ ___________ __________ __________ ___________ __________ K[ Melodijos vyksmo skaidymas ]

Harmonijos vyksmo skaidymas ]

| Taktai I

1

pav. 3.1 Nedidelis "kiirinys"

"___ __;?___ __:i_
T T

Priedai : Prisegtame dvd diske "M one of randoms 1.mp3" ir "M one of randoms 2.mp3"

sudarytos kompozicijos jraSo dvi versijos: skambanti pianino garsu bei skambanti pianino ir smuiko garsu.
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ISVADOS

Sudaryta schema kirinio strukturos sudarymui.

ISnagrinétas skaiciy skaidymo uZzdavinys, kuris panaudotas schemos daliy realizavimui.
ISnagrinéti skaidiniy skaic¢iaus apskai¢iavimo buidai ir ivertintas jy sudétingumas laiko prasme.
Gautas jvertis - O(N?).

Sudarytas visy galimy skaidiniy generavimo algoritmas.
IStirtas asimptotinis algoritmo sudétingumas laiko prasme - O (exp (n\/ 2N/ 3))

Sudarytas visiSkai atsitiktinio skaidymo sudarymo metodas.
IStirtos gaunamy skaidiniy gavimo tikimybés ir jy priklausomybé nuo skaidinio.
Gauta skaidinio sudarymo tikimybés iSraiSka.
Gauti skaiciaus skaidiniy pasiskirstymai pagal didZiausig ir maZiausig dalj.
Sudarytas atsitiktinio skaidinio generavimo su vienodomis skaidiniy pasirodymo tikimybémis

metodas.
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PRIEDAI
Metody realizacijos MATLAB kalba

partition_function_seq.m

function P_values = partition_function_seq(N)

P_values = ones (N+1,1);

for n=1 : N
REZ

Il
o
~.

for k =1 : n
rl = n - k*¥(3*k-1)/2;

r2 = n - k*(3*k+1)/2;
if rl >= 0;
rl = P_values(rl+1l);
else
rl = 0;
end
if r2 >= 0;
r2 = P_values (r2+1);
else
r2 = 0;
end

REZ = REZ + ((-1)"(k+1))

* (rl + r2);

end
P_values (n+l) = REZ;
end
if N == 0; P_values = 1; end
if N < 0; P_values = 0; end
end
number_partitioning.m
function Result = number_partitioning (N)

MAX_ARRAY_SIZE
MAX_ARRAY_SIZE = MAX_ARRAY_SIZE
A = zeros (MAX_ARRAY_SIZE, N);
A(l,1) = N;

LI =1;
N_I = 2;

(end) ;

% matrix of partitions,

o

oe

L_
N_

I
I

partition_function_seq(N);

- last index
- now index

(in rows)
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for bN = 2 : N
for k = 1 : N/bN
for oP =1 : L_1I

if A(oP,1) >= k*DbN
A(N_I,:) =

A
(N_I,1) = A
A(N_I,bN) = k

h=d

partitions_with_max_part.m

function D = partitions_with_max_part
seq = partition_function_seq (N);

ALL_PARTITIONS = zeros(N);
ALL_PARTITIONS(1,1) = 1;
D = ALL_PARTITIONS(1l,:);
for I =2 : N

D = zeros(l,N);

i=0:1I/2
D(I-1i) = seq(i+l);
k = I-1i;

for

end

for i = k-1 : -1 : 1
D(i) = seqg(I-i+1l);

temp = ALL_PARTITIONS(I-1i, :);

temp = sum(temp(i+l : I-1i));
D(i) = D(i) - temp;
end
ALL_PARTITIONS(I, :)= D;
end

D = ALL_PARTITIONS;

o

oe

bN - biggest number in partition
number of times bN is included
— older patterns to use for calculation
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partitions_with_min_part.m
function D = partitions_with_min_part (N)
seq = partition_function_seq (N);

ALL_PARTITIONS = zeros(N);
ALL_PARTITIONS(1,1) = 1;

for I =2 : N
D = zeros(1l,N);
D(I) = 1;
k = floor(I/2);

for i =k : -1 : 1
D(i) = seq(I-i+1);

temp = ALL_PARTITIONS(I-i, :);

temp = sum(temp (1l : i-1));
D(i) = D(i) - temp;

end

ALL_PARTITIONS(I, :)= D;

end

D = ALL_PARTITIONS;

partitions2array.m

function Result = partitions2array (partitions)
N = size(partitions, 2);
P = size(partitions,1);
array = zeros(P,N);
for p =1 P
k =1;
fori=N: -1 :1
for j = 1 : partitions(p,1i)
array(p,k) = 1i;
k =k + 1;
end
end
end
Result = array;

end



number_ partition_random_straight_descending.m
function REZ = number_partition_random_straight_descending (N)

% partitions with biggest number count
D = partitions_with_max_part (N);

cpD = D;
% cumulative probability distribution $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
for i =1 : N

cpD(i,:) = cpD(i,:) / sum(cpD(i,:));

for j =2 : N
cpD(i,j) = cpD(i,3j) + cpD(i,j-1);
end

|
N
0]
n]
O
%
=z
=

partition
part_left = N;
biggest_part

Il
Z

k =1;
while part_left > 0

rand;
cpD(part_left, l:biggest_part)/cpD(part_left, biggest_part);

r
cpDt

if (r <= cpDt (1))
biggest_part = 1;
else
for j =1 : biggest_part-1
if (r > cpDt(j)) && (r <= cpDt (j+1))
biggest_part = j+1;
end
end
end

partition (k) biggest_part;
partition(k) = sort(partition(k));

k =k + 1;

part_left = part_left - biggest_part;

end

temp = length(partition);
for i =1 : temp

if partition(i) == 0;
partition = partition(l : (i-1));
break

end

end

REZ = partition;
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number_ partition_random_analitical_test

function REZ = number_partition_random_analitical_test (N)

P = partition_function_seq(N);

P = P(end);

% partitions with biggest number count $%%%%%%5%%5%%5%5%5%5%5%5%5%5%%%%5%%%%%%5%5%5%%%%%%
D = partitions_with_max_part (N);

pD = D;

% cumulative probability distribution %%%%%%%%3%%3%%%%%%%%%%%%%%%%5%%%5%%%%%
for 1 =1 : N
pD (i,:) = pD(i,:) / sum(pD(i,:));
cpD(i,:) = pD(i,:);

o

probability distribution
% cumulative probability distribution

for j =2 : N
cpD(i,j) = cpD(i,j) + cpD(i,j-1);
end

ALL_PARTITIONS = number_partitioning (N);
ALL_PARTITIONS partitions2array (ALL_PARTITIONS) ;

part_freq = zeros(P, 1);

for i =1 : P

part_left = N;
biggest_part = N;
part_prob =1;

for j =1 : N
pDt = pD(part_left, l:biggest_part)/cpD(part_left, biggest_part);
biggest_part = ALL_PARTITIONS (i, 7);
part_prob = part_prob * pDt(biggest_part);
part_left = part_left - biggest_part;
if part_left == 0; break; end

end

part_freqg(i) = part_prob;

end

REZ = part_freq;



