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SUMMARY

Differential equations often arise in real problems, however, are usually solved only using numerical
methods. Boundary value problem is even more difficult than initial value problem, as in boundary
problems it is neccessary to solve system of equations. In educational literature usually only several
simpler difference schemes are analysed, however, in full spectrum — from theory of stability to
efficiency. But we know that it is possible to implement finite difference schemes using higher order
approximations. In this paper we implement them seeking not efficiency but generality — we analyse broad
accuracy spectrum of finite difference schemes.

Folowing theory, higher order approximations would lead to more accurate solutions, however, in
real simulations, computer’s errors put limits to this. Besides, full theoretical analysis is also not possible
when analyzing higher order schemes. In this paper there are analysed several boundary value problems:
ordinary linear differential equations, partial differential equations of two types: eliptic and parabolic, with
two variables.

In this paper there are implemented some general methods for solving these problems, where one
can choose order of approximation. For analyzing stability of implemented schemes simple numerical
analysis is chosen. For inicializing parabolic problem (initial-boundary problem) extrapolation idea is
applied. For stability analysis some known properties of the solution are used to draw converging
domains. Also, solution with higher order residual terms is found using only extrapolation, and

comparative analysis is provided.



IVADAS

Diferencialinémis lygtimis apraSoma daugelio svarbiy gamtos, technikos, visuomenés reiskiniy
matematiniai modeliai. Taciau $iy uZdaviniy sprendiniai daZniausiai gali biti rasti tik skaitiniais metodais.
Krastinis diferencialiniy lyg¢iy uzdavinys sprendZiamas sudétingiau nei pradinis uZdavinys, nes cia
sprendinys apribojamas i§ krasty, todél jo ieSkant skaitiniu biidu, tenka spresti lygCiy sistemas.
Mokomojoje literatiiroje nagrinéjamos mazy tikslumo eiliy schemos, jos kiek galima giliau iStiriamos
teoriskai ir tuomet, turint konkrety uZdavinj, realizuojamos. Taciau aproksimuoti iS§vestines galima ir
aukStesniy eiliy skirtuminiais santykiais. Moksliniuose straipsniuose taip pat siiilomos konkrecios
schemos, daZnai Zemesniy tikslumo eiliy, tadiau efektyvios. Sio darbo tikslas yra panagrinéti jvairiy
tikslumy skirtumines schemas, nesiekiant efektyvumo, bet siekiant bendrumo — istirti kuo platesnj schemy
tikslumy spektrg.

Aukstesniy tikslumy skirtuminés schemos, jei pilnai paklusty teorijai, leisty dar tiksliau apskaiciuoti
sprendinius, arba skaiCiuojant didesniu Zingsniu (taigi ir sprendZiant lygciy sistemg i§ maziau lygc¢iy) gauti
panasius rezultatus, kaip ir naudojant maZesnio tiksumo schemas. Kompiuterinés skai¢iavimy paklaidos ir
saugojamos skaiiy mantisés baigtinumas apriboja teorijos teikiamas galimybes. O pilnas teorinis tyrimas
sudétingoms schemoms jau yra negalimas. Darbe  nagrinéjami keliy skirtingy tipy kraStiniai
diferencialiniai uzdaviniai — paprastyjy tiesiniy diferencialiny lyg¢iy su vienu- erdvés- kintamuoju,
nestacionarus daliniy iSvestiniy tiesiniy diferencialiniy lygciy su dviem — erdvés ir laiko - kintamaisiais
bei stacionarus daliniy i§vestiniy kraStinis uzdavinys su dviem kintamaisiais.

Sukurti metodai bendru atveju apskaiciuoti iSvestiniy aproksimavimo skirtuminiais santykiais
koeficentams, atliekama paprasta iSvestinés viename taske aproksimavimo analizé, tuomet pereinama prie
vienmacio uzdavinio, jam spresti ir tirti sukurti metodai, kuriuose galima pasirinkti jvairius parametrus,
jskaitant norimg aproksimavimo eilg. Stabilumui tirti skaitiniu biidu pasirinktas paprastas metodas, kurj
galima naudoti ir sprendZiant realy uzdavinj. Tiriamam dvimaciam stacionariam uZdaviniui taip pat
sukurta bendra programa, kurioje galima pasirinkti norimg aproksimavimo eile. Vienmaciam
nestacionariam uZdaviniui — (pradiniam — kraStiniam uzdaviniui) spresti pasiiilyta pasirenkamo tikslumo
schema, kurios inicializavimui pritaikyta ekstrapoliavimo idéja, o konvergavimo sritys surastos
pasinaudojant uzdavinio specifika. Taip pat sukurtas metodas sprendiniui rasti aukStesniu tikslumu,

naudojantis vien ekstrapoliavimo idé¢ja; pateikta lyginamoji analizé.
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1. TEORINE DALIS

1.1. Krastiniai diferencialiniy lygciy uzZdaviniai

Krastiniu uzdaviniu diferencialiniy lyg¢iy teorijoje vadinama diferencialiné lygtis ir su ja susieti
papildomi apribojimai kintamyjy kitimo sri¢iy kraStuose, vadinami kraStinémis sglygomis. Tokio
uzdavinio sprendinys — tai duotos diferencialinés lygites sprendinys, tenkinantis tas sglygas.

Krastinis uZdavinys turi biiti suformuluotas korektiskai, t.y. taip, kad egzistuoty vienintelis
sprendinys, tolydziai priklausantis nuo krastiniy sglygy. Tolydumo reikalavimas svarbus fizikiniuose
modeliuose, nes esant fizikiniy eksperimeny matavimy nedideléms paklaidoms, nepageidaujami esminiai
sprendinio pasikeitimai.

Pradinio wuzdavinio formuluotéje papildomos salygos sprendiniui uZraSomos tai paciai
nepriklausomo kintamojo reikSmei — nagriné¢jamos kintamojo apibréZimo srities pradZiai. Krastiniame

uzdavinyje papildomos salygos uZzraSomos nagriné¢jamos kintamojo apibrézimo srities kraStuose.

1.1.1. Diferencialiniy lygciy klasifikacija

Diferencilinés lygtys skirstomos ] paprastgsias ir daliniy iSvestiniy. Nagrinésime tik tiesiniy
diferencialiniy lyg€iy uzdavinius.
Tiesinés diferencialinés lygtys su dalinémis iSvestinémis
ajUyy + ayUyy, + azlyy, + azuy + aguy +agu = f (1.1)
klasifikuojamos pagal a3 — 4a,a; reikSme srityje Q:
1. a%—4aja; > 0 V(x,y) € Q - hiperboliné
2. a3 —4a;a; = 0 V(x,y) € Q — paraboliné
3. a3 —4aja; < 0V(xy) € Q-elipsiné
Hiperbolinés lygties pavyzdys - bangos lygtis:

ZZT; — 2 327121 (1.2)
Parabolinés lygties pavyzdys — Silumos laidumo lygtis:

N ol (1.3)
Elipsinés lygties pavyzdys — Puasono lygtis

T =fxy) (1.4)
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Uzdaviniai su parabolinémis ir hiperbolinémis lygtimis priskiriami pradiniam-krastiniam uzdaviniui;
kadangi yra laiko kintamasis, tai turima pradiné sglyga — sprendinio reikSmé pradiniu laiko momentu, ir
sprendinio ieSkoma su kraStiniais apribojimais iki norimo laiko momento. UZdaviniai su elipsinémis
lygtimis priskiriami krasStiniam uZdaviniui. KraStiniai uzdaviniai toliau klasifikuojami pagal kraStiniy

salygy tipus.

1.1.2. KrasStiniy uzdaviniy tipai

Dazniausiai i8skiriamos trys lokaliy krastiniy salygy tipai:

1. pirmojo tipo — Dirichle (Dirichlet) — kraStiné salyga. Srities kraSte reikSmé suteikiama sprendiniui.

2. antrojo tipo — Neimano (Neumann)- kraStin¢ saglyga. Srities kraSte reik§mé suteikiama sprendinio
iSvestinei.
3. treciojo tipo — Robin - krasStiné salyga. Srities kraSte apibréZiama sprendinio ir jo iSvestinés

reikSmiy tiesiné kombinacija. Kitaip sakant, tai pirmo ir antro tipo krastiniy salygy tiesinis darinys.

Pavyzdziui, nagrinékime konkrecig PDL (PDL - paprastoji diferencialiné lygtis), apraSanciag strypo
temperatiiros pasiskirstymg. Tegu strypas uzima sritj [0;1] ir Zinoma jo pavirSiaus (arba aplinkos)
temperatiira Ty. Tiriamas temperatiiros pasiskirstymas strypo viduje. Zymékime u(x) - temperatiira taske

x. Si funkcija tenkina diferencialing lygtj

— 2 (k) &) + qGue) = (), 0<x <l 0

Pirmasis narys nusako difuzijg, k(x) - Silumos laidumo koeficientas, antras narys nusako Silumos
mainus su aplinka, q(x) - pavirSiaus Silumos mainy koeficientas, f(x) - iSoriniy Silumos Saltiniy tankis.
Priklausomai nuo to, kokie procesai vyksta strypo galuose, gaunamos jvairios krastinés salygos.
Pavyzdziui,

1. Jei vienas strypo galas x =0 laikomas absoliutaus nulio temperatiiroje, tai Siame kraSte
sprendiniui suteikiama Zinoma reik§meé 0, o kraste x = [ temperatiira y; , tiomet gauname pirmojo
tipo kraStines sglygas: u(0) = 0, u(l) = ;.

2. Jei metalinio strypo gale x = [ yra Sildytuvas, Sildantis strypg pastovia temperatiira y;, tai pati
energija biity neZinoma, taciau jos kitimas tame gale yra Zinomas, tod¢l krastiné sglyga susiejama
su ieskomo sprendinio i§vestine: k(1)u'(l) = y; -tai antrojo tipo krastinés salygos pavyzdys.

3. Jei strypo pradzZioje x = 0 vyksta laisvi Silumos mainai su aplinka, tai temperatiira strypo pradzZioje

apra§oma pirmojo ir antrojo tipo krastiniy salygy tiesiniu dariniu: —k(0)u'(0) + q(0)(u(0) —
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To) = 0 (lygybé nuliui, nes néra iSoriniy Silumg suteikianéiy Saltiniy, pvz Sildytuvo). Tai tre¢iojo

tipo krastinés sglygos pavyzdys.

Tokiy tipy salygos apibréziamos tiek PDL, tiek daliniy iSvestiniy diferencialinéms lygtims.

Daugiamaciu atveju — pavyzdZiui, diferencialinei lygéiai V2y + y = 0, kur V2 - Laplaso operatorius
2
Viy = Zir;l%, y = y(X4, Xz, ...,Xp) — n-maté funkcija apibrézta srityje Q € R™ (n>1 atveju gaunama

daliniy iSvestiniy diferencialiné lygtis) — kraStiniy sglygy pavyzdziai: pirmojo tipo krastinés sglygos

y(x) = f(x), Vx € dQ, f(x) - Zinoma funkcija, apibréZta kraste dQ). Antro tipo krastinés salygos f(x),

.. 0 . . " ) S
Vx € 01, Cia a—i = Vy - n — gradiento ir krasto dQ normalés skaliariné sandauga, X = (X, X3, ..., X).

Treciojo tipo krastinés salygos kraste d{) - tiesinis pirmojo ir antrojo tipy krasStiniy sglygy darinys:
ay(x) +b Z—z = f,Vx € dQ0 bendru atveju a, b, f — x funkcijos. Vienmaciu atveju srities krastas a1 = {0, 1}

- du taskai, dvimaciu atveju — kreive, trimaciu — pavirSius.

Daliniy iSvestiniy lygtims dar gali buiti apibréZiamos miSrios kraStinés salygos, —au _

i |,

L)
/

1.1 pav. Misriy krastiniy sglygy pavyzdys L /

kai vienoje dalyje krasto (lanke) sprendiniui ar jo dalinei iSvestinei priskiriama viena

reikSmé, kitoje krasSto dalyje — kita reikSmeé.

Cia ivardintos krastinés salygos vadinamos lokaliosiomis. Be $iy i§vardinty krastiniy salygu tipy,
sutinkamos ir sudétingesnés - nelokaliosios krastinés saglygos, t.y. tokios, kurios apibréZia sarySj tarp
sprendinio ar jo iSvestinés reikSmiy srities krasStinuose taSkuose ir srities vidiniuose taskuose, t.y. i
kraStiniy saygy iSraiSkas jeina ir ieSkomojo sprendinio reikSmes srities viduje. Gaunama lygciy sistema,

kurig sudaro diferencialiné lygtis ir papildomos krastiniy salygy lygtys.

1.2. Baigtiniy skirtumu metodas

Skirtuminiai - R Sprendimo Sprendinio
santykai rtumine lygtis

Dif ialine lygti imacii
iferencialing lygtis metodas aproksimacija

1.2 pav. Baigtiniy skirtumy metoda aprasanti schema
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1.2.1. Krastinio uzdavinio suvedimas j skirtumine schemg

Baigtiniy skirtumy metodo tikslas yra supaprastinti diferencialinj uzdavinj iSvestines aproksimuojant
baigtiniais skirtumais, tokiu biidu sprendinio radimg suvedant i algebriniy lygciy sistemos sprendima.

Pirmiausia nagrinéjamoje srityje apibréziamas diskretusis tinklas. Tuomet diferencialin¢ lygtis
aproksimuojama baigtiniy skirtumy lygtimi kiekviename gauto tinklo mazge. Antrojo ir treciojo tipo
kraStinés salygose esancios iSvestinés taip pat aproksimuojamos baigtiniais skirtumais. AiSku, ieSkomos
funkcijos verté kiekviename mazge priklausys nuo greta esan¢iy mazgy verciy, todél gaunama lygciy
sistema. Pirmiausia iSsiaiSkinsime, kokiais baigtiniais skirtumais gali biiti aproksimuojamos iSvestinés.

1.2.2. DeSinieji, kairieji ir centriniai skirtumai.
DeSininis (angl. forward) skirtumas apibréZiamas lygybe:

Apf(x) = f(x + h) — f(x) (1.6)
Kairinis (angl. backward) skirtumas:

Vpf(x) = f(x) — f(x — h) (1.7)
Centrinis (angl. central) skirtumas:

Spf(x) = w (1.8)

Nagrinékime funkcijg f(x) — krastinio uzdavinio, apibrézto srityje Q, sprendinj. Kai diskreciojo
tinklo Zingsnis pastovus ir lygus h, tai f(x) iSvestiniy aproksimacijos skirtuminiais santykiais kiekviename

tasSke gaunamos naudojantis f(x) Teiloro eilute:

() = (xp) + £ (x0) (x = x0) + 722 (x — xg)? + %0 (3 — )7 4 - (1.9)

3!

Priklausomai nuo to, kuriuose mazguose imamos funkcijos reikSmeés iSvestinei aproksimuoti,
gaunami kairiniai, centiniai ar deSininiai skirtuminiai santykiai. PavydZiui, jei i-tojo mazgo reikSmé
aproksimuojama i-tojo, i+1-ojo ir t.t. mazgy reikSmémis, gaunami deSininiai skirtuminiai santykiai i-tojo

mazgo iSvestinés aproksimavimui. Funkcijos skleidinys Teiloro eilute i+1-ajame mazge X;41 = X; + h:

(n+1)
f(x; + h) = f(x;) + f (x)h + —2 (Xl) h2 4 .4 1 (lx‘) ho 4+ f (n++11§? o+l (1.10)

Ciax; <E<x; +h.
)
Paskutinis narys R, (x; + h) = (n+1§? h"*1 7ymi liekang, kai f(x; + h) aproksimuojama baigtine
)
suma Yp_ Of (le) hk,

Paéme¢ aproksimacijg iki n=1, t.y.
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£(x; + h) = £(x;) + £ (x)h + =& (‘) h? (1.11)

gauname pirmos eilés iSvestinés mazge x; aproksimacijg antruoju skirtuminiu santykiu (naudojamos 2-y

mazgy reik§meés — i-tojo ir vieno papildomo — i+1-0jo):
f'(x) =
ty. fl(Xi) _ f(x1+h) f(x;)

Panasiai aprok51mu03ama ir kairiniu antruoju skirtuminiu santykiu:

f(x1+h) fx) 2@
2!

h, (1.12)

+ 0(h), jei f® (x) apréita.

f(x)— f(x1 -h) + f(z;(i)

i = h) = fx) — £ (xh + 282 = f'(x)) = (1.13)

Centriniai skirtuminiai santykiai, gauti i§ kairiniy ir deéminiq antryjy skirtuminiy santykiy, duoda
jau aukstesnés eilés paklaida atzvilgiu h, ir be to, juose iSvestinés mazge X; aproksimacijai naudojami

taskai x;_; = x; — hir X417 = X; + h, t.y. gaunama aproksimacija treciuoju skirtuminiu santykiu:
. "(x; () (x;
f(x; +h) = £Gq) + £ G)h + o2h? + 2 he oo (1.14)
. "(xi () (x;
f(x; — h) = f(x) = £ (x)h + —o2h? — 223 4 - (1.15)

Atéme ir iSreiske f'(x;) gauname:

f(x;+h)—f(x;—h) " f3)(x) h24

, (3) ,
f(x +h) — 0 — h) = 26 @h + 250 h3 4 o5 () = L . ty.

F(xy) = TR 4 0(h?), (1.16)

jei f®)(x) apréita.
Centrinis skirtuminis santykis, gautas i§ kairinio ir deSininio, naudoja daugiau tasky iSvestinés
aproksimacijai, bet ir duoda auksStesnés eilés atzvilgiu h paklaidg.

y(x)
Kalrinis

S

centrinis
—_ /
< degininis
I

1.3 pav. Paprasciausiy skirtuminiy santykiy iliustracija
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Galima sudaryti aukStesnés tikslumo eilés aproksimacijas imant daugiau nariy i§ Teiloro eilutés.
Pavydziui, pirmos eilés iSvestinés aproksimacija treCiaisiais deSininiais skirtumais, t,y, naudojant tris

mazgus j priekj, pradedant nuo x; imtinai - f(x;) = y;, f(x; + h) = yj41 ir f(x; + 2h) = yi42:

fx; +h) = () + £ (x)h + 2o gz 4 003 o (1.17)
f( £ (X ) 2 S (X ) 3
x; + 2h) = f(x;) + f (x;)2h + —=4h? + ——=8h - (1.18)
Eliminave f’(x;) gauname:
3 (x:
f(Xl) — 3Y1+432/il+1 Vit2 + f33(X1) h2 + Ly £ (x) = 3Y1+4}2’il+1 Vit2 + O(hz) (1.19)

jei f®)(x) aprézta.

AukStesniy eiliy iSvestinés taip pat gali buti aproksimuojamos jvairiais tikslumais atzvilgiu h.
Ivairiy tikslumy aproksimacijy skirtuminiais santykiais koeficientus bet kurios eilés iSvestinei
rasime naudodami neapibréztyjy koeficienty metoda. Vieno kintamojo funkcijai f(x) bendru atveju

galima uZraSyti lygybe:

—f(d>(x)+o(hd+p) Zimex  Cif(x + ih) (1.20)

Atmetus narj O(hd+p), kai h — mazas, gaunama reikiama aproksimacija. Cia d - aproksimuojamos
iSvestinés eilé, d + p - pasirenkama aproksimavimo tikslumo eilé. Priklausomai nuo tasky inin, imax
pasirinkimo gaunamos aproksimacijos kairiniais, centriniais ar deSininiais skirtuminiais santykiais. (1.20)

formuléje vietoje f(x + ih) jras¢ f(x) skleidinj Teiloro eilute:

d . . n
D) +0(hTP) = Zime € it M () = X (Time inG ) ™ (x) + 0(h®+P) (1.21)

1=lmin 1=lmin
I§ ia:
FD () = SRt (Times ing;) ™) + 0(hP) (1.21)

Ir kad bty tenkinama (1.21), turi biiti tenkinamos tokios lygybés:

i : 0,0<n<d+p-—-1lirn=#d
Imax sne~ _— )Y
Yioax G { 1 n=d } (1.22)

1=Imin

Gavome d+p tiesiniy lyg€iy sistema su iy ax — imin + 1 neZzinomyjy. Kad sistema turéty vienintelj

sprendinj, neZinomyjy skaiCiy prilyginame d+p. Tuomet, kai iy, = 0,ipax =d+p—1, gaunama
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aproksimacija deSininiu skirtuminiu santykiu, kai ipy, = —(d+p—1),ipax = 0 — Kkairiniu, ir kai

: d+p-1 : . . T _ .
Imax = [ +s ] = —imin - centriniu, ¢ia p — lyginis, [ ] Zymi skai¢iaus sveikaja dalj.

Keliy kintamyjy funkcijoms skirtuminiai santykiai randami analogiSkai; Siuo atveju skirtumais
aproksimuojamos dalinés iSvestinés.

Vieno kintamojo funkcijos d-tosios eilés iSvestinés aproksimacija

d .
SEQ@) ~ Zime ¢ Df(x + ih) (1.23)

1=

Tuomet dviejy kintamyjy funkcijai galime du kartus pritaikyti Sig aproksimacija- iSilgai x asSies, po
to iSilgai y aSies:

IOk, y) = S pimax ¢y ih,y) & gimax ghmaxc (MO gy 4k (1.24)

n! gy m! gy™m ann i=imin i=imin “J=jmin

Taigi Ci(;n’n) = Ci(m)C]-(n) — dviejy kintamyjy aproksimacijos skirtuminiais santykiais koeficienty

matrica yra vektoriné sandauga atitinkamy vieno kintamojo funkcijy aproksimacijy koeficienty vektoriy.

PavyzdZziui, maZiausio tikslumo aproksimacijos skirtuminiais santykiais:

fe(x,y) = CEOEY 4 o) (1.25)
fxx(X; Y) _ f(x+2h,y)—2;(;<+h,y)+f(x,y) n O(h) (1.26)

fxy(X, y) _ f(x+h,y+k)—f(x+};(,ﬁ)—f(x,y+k)+f(x,y) n O(h) n O(k) (127)

TeoriSkai, didinant iSvestiniy aproksimavimo tikslumg, t.y. iSvestines keiCiant aukStesniy eiliy
skrtuminiais santykiais, galima tikeétis tikslesniy sprendinio aproksimacijy. Taip pat ta galima pasiekti
maZzinant h, t.y. didinant mazgy skai€iy nagrin¢jamoje srityje. Pirmasis uzZdavinio tikslinimo budas duos
vis sudétingesnes lygCiy sistemas, o antrasis — didins sistemos lygciy skaiCiy, taCiau lygtys bus
paprastesnés. Tod¢l vienas i§ uzdaviniy galéty biti tyrimas, kaip didéja tikslumas mazinant Zingsnj, kaip
didéja tikslumas naudojant aukStesniy tikslumo eiliy skirtuminius santykius, kada atsiranda didesnés
kompiuterinés paklaidos, ar vietoj maZesnio Zingsnio paprastesn¢je skirtumin¢je schemoje galima imti

didesnius Zingsnius aukStesniy tiklsumo eiliy skirtuminése schemose, ir panasiai.
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1.2.3. Skirtuminés schemos sudarymas ir sprendimas

Nagrin¢jamoje srityje apibréZiame tolygyji diskretyji tinklg. Tinklas vadinamas tolygiuoju, jei jo
Zingsnis (atstumas tarp viena kryptimi esan¢iy mazgy) yra pastovus. Tinklo taSkai vadinami mazgais.
Juose iSvestinés pakeiciamos skirtuminiais santykiais (1.20) ir gaunama skirtuminiy lyg€iy sistema, kurios
lyg€iy skaiCius lygus mazgy skaiciui. Jg iSsprende, gauname ieSkomo sprendinio aproksimacijas
mazguose. Radg¢ artinius mazguose, interpoliuodami galétume rasti sprendinio artinius ir visuose kituose
nagrinéjamos srities taskuose.

Taigi krastinio diferencialinio uZdavinio sprendimas suvedamas ] lygCiy sistemos sprendimg. Kai
nagrin¢jamas krastinis uzdavinys yra tiesinis ieSkomos funkcijos atZvilgiu, tai aproksimavus jj baigtiniy
skirtumy schema gaunama tiesiniy lygciy sistema. Kai sprendZiamas kraStinis uZdavinys yra netiesinis,
gaunama netiesiniy lygc€iy sistema, kurig literatiiroje siiloma spresti iteraciniais metodais, kur iteracijos
vykdomos tol, kol gaunamas sprendinio aproksimacijy pasikeitimas yra norimai mazas, t.y. jvykdyta is$
anksto apsibréZta konvergavimo salyga.

Darbe nagrinésime tiesines baigtiniy skirtumy schemas trim atvejais: vieno erdvés kintamojo, dviejy

erdvés kintmyjy stacionariis uzdaviniai bei vieno erdvés kintamojo nestacionarus uzdavys.

1.3. Krastiniai diferencialiniai uzdaviniai

1.3.1. Paprastyjy diferencialiniy lygc¢iy krastinis uzdavinys

Vienmaciu atveju, t.y. paprastajai diferencialinei lygc€iai su kraStinémis sglygomis intervalo [a; b]

galuose, tinklas

{xo =ax =x_,+hi=1.,N, hzg}; (1.28)

¢ia x; - mazgai. Tuomet pakeitus sprendinio iSvestines baigtiniais skirtuminiais santykiais bus gauta N+1

lygciy sistema - skirtuminé schema, aproksimuojanti vienmatj krasStinj uzdavinj.

Programa tyrimui sudarysime tiesinei antros eilés diferencialinei lyg¢iai bendru pavidalu su pirmojo
tipo krastinémis sglygomis;
2100 T2 + 2,00 2+ a3(u+a,() = 0,a < x < by
u(a) = c,u(b) = d.

modifikavus pirmos ir paskutinés lyg€iy sudaryma, metoda lengvai modifikuotume kity tipy krastinéms

(1.29)

salygoms.
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Kai a; (x) = —k(x),a,(x) = —%ix),a?,(x) = q(x),a,(x) = —f(x), gauname Silumos pasiskirstymg

strype kuris uzima sritj [0, 1], aprasantj krastinj uzdavinj:

{—%(k(x) ?) +qu=fx), 0<x<1I; (130)
u(0) = ug, u(l) = u.

Cia u(x) - strypo temperatira taske x, k(x) - Silumos laidumo koeficientas, q(x) - pavirsiaus
Silumos mainy su aplinka koeficientas, f(x) - iSoriniy Silumos $altiniy tankis, o strypo galy temperattra
palaikoma pastovi.

Tarsime, kad diferencialinio uZdavinio koeficientai tenkina eliptiSkumo salyga:

k(x) 2k, >0,q(x) =0 (1.31)

Tuomet yra Zinoma, kad diferencialinis uzdavinys turi vienintelj sprendinj (5 knyga). Suformuluotas
uzdavinys turi turéti vienintelj sprendinj, nes jei netenkinama sprendinio vienatis, sprendZiamos sistemos
matrica bus iSsigimusi.

Sistemg aproksimave maziausio tikslumo skirtuminiais santykiais, gautume tiesiniy algebriniy

lyg¢€iy sistema su trijstriZaine matrica:

/1 o ;
4, By ( 0 ¥y —a,(xy)
A, B, C, ¥a iy (xzj
\ 0 An-1 By-1 Gy R:;_l —ay(xy-1)
1 e d (1.32)

Arba trumpiau AU = F.

Cia A;,B;,C; - koeficientai, priklausantys nuo skirtuminiy santykiy koeficienty (maZiausias
tikslumas antros eilés diferencialinei lygéiai yra O(h?), tad tai biity centriniai skirtuminiai santykiai per 3
taSkus) bei funkcijy reikSmiy tinklelio mazguose a;(x;), j = 1:3 bei tinklelio Zingsnio h. Matome, kad
pirmg ir paskuting eilute biity galima lengvai eliminuoti, taciau iSlaikydami bendrumg to nedarysime, nes
tokiu biidu metodas bus lengviau pritaikomas bet kokio tipo krastinéms sglygoms, ir, be to, lengviau
suprantamas bei realizuojamas.

Metoda baigtiniy skirtumy schemai sudaryti naudojant bet kurios eilés tikslumo skirtuminius

santykius apraSysime tiriamojoje dalyje.
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1.3.2. Lokalioji ir globalioji paklaidos, stabilumas

Kai artiniais pakei¢iame iSvestines visuose tinklelio mazguose, gauname sistema, siejancig visus
nagrin¢jamus taskus, ir galime tikétis, kad ir gautas sprendinys mazguose bus tos pacios eilés tikslumo.
Paklaidos jvertinimui naudosime maksimumo norma:

IVlloo = max;|Vj] (1.33)

Si norma yra patogi tuo, kad palyginus su kitomis daZnai sutinkamomis normomis ji yra stipriausia:
jei nors vienas elementas bus mazesnés tikslumo eilés, tai ir norma bus tos eilés.

Tegu U; = u(x;) — tikrojo sprendinio reik§més tinklelio mazguose, U = (@i, Qiy, ..., iy) - baigtiniy
skirtumy metodu gautos sprendinio aproksimacijos to paties tinklelio mazguose. Tuomet absoliutiné
paklaida kiekviename tinklelio mazge: E = U — U. Tai globalioji paklaida — lyginamas tikrasis sprendinys
su gauta jo aproksimacija.

Reikia parodyti, kad ||E||., yra tos pacios eilés tikslumo, kaip ir sprendinio i§vestinés aproksimacija
kiekviename taske, tuomet biity aiSku, kad gauto sprendinio aproksimacijos tikslumo eil¢ yra nemaZzesné.
Sis tyrimas grindZiamas tokia schema, kuri daznai vadinama fundamentaliaja baigtiniy skirtumy metody
teorema:

O(hP) lokalioji paklaida + stabilumas => 0(hP) globalioji paklaida (1.34)

Kiekviename tinklelio mazge sprendinio i§vesting pakeisdami jos artiniu Zinome, kokios eilés narj
atmetame, taigi lokaligja paklaidg Zinome jau tuomet, kai renkamés schemos tikslumg: t; = O(hP), o
lokaliyjy paklaidy vektoriy nagrin¢jamai schemai galime uZraSyti per skirtuminés schemos matrica, gauta
pasirinkus tinklelio Zingsnj h: 7= AU — F. I§ Sios lygties, ir i§ lygties AU = F, gauname lokaliaja ir
globaligja paklaidas siejancig lygtj: AE = —t su krastinémis saglygomis E; = 0,Ey = 0 (nes krastinés
salygos yra pirmojo tipo, taigi jy neaproksimavome).

Akcentuodami, kad gautoje lygtyje elementai priklauso nuo pasirinkto Zingsnio h, uZraSysime:

AMER = b (1.35)

Sistemos sprendinys (matrica A neiSsigimusi, nes tai ta pati matrica, kaip ir pagrindinio uzdavinio, o

taréme, kad uzdavinys suformuluotas korektiskai):
EPM = —(ah) b (1.36)

[ = [|am) ™" || < [l cam) |l (137)
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Zinome, kad ”Th”w = 0(hP), jei visuose mazguose sprendinio iSvestines aproksimavome maZziausiu
tikslumu O(hP). Matome, kad tokios pacios tikslumo eilés galime tikétis ir globaliajai paklaidai, jeigu

|(a)7|| < cvh <, (1.38)

Sakoma, kad metodas yra stabilus, jei (Ah)_1 egzistuoja ir ”(Ah)_l” yra apréZta visiems

pakankamai maziems tinklelio Zingsniams h.
Sis teiginys galioja visiems tiesiniams krasStiniams uzdaviniams.
Sakoma, kad metodas yra suderinamas (angl. consistent) su krastiniu uzdaviniu, jeigu

[ =3 0 (1.39)

Jei pasirenkame sprendinio iSvestiniy aproksimacijas naudodamiesi skirtuminiais santykiais, tai

metodas bus suderinamas su uzdaviniu, nes ”Th”w = 0O(hP), p-pasirenkamas sudarant skirtuming schema.

Sakoma, kad metodas konverguoja, jei

|EP|| — 0 (1.40)

h-0

Konvergavimg apibtidina schema:

suderinamumas + stabilumas => konvergavimas (1.41)
1§ tikrujy, [[ER]| < || (A%) || )] < cll<]| — 0. $i schema yra analogiska (1.34).

Schemos stabilumg patikrinti teoriSkai net tiesiniams uzdaviniams yra sunku. Literatiiroje stabilumas
tiriamas mazy tikslumo eiliy schemoms, imant sukonkretinta uzdavinj. Pavydziui (5 knyga), naudojantis
maksimumo principu (absoliutine verte didZiausia paklaida jgyjama tinklelio vidiniame taske) iSnagrinéta
(1.30) uzdavinio schema, sudaryta naudojant O(h?) tikslumo skirtuminius santykius. Gauta, kad esant
tenkinamoms eliptiSkumo sglygoms, naudojant maksimumo normg, schema yra stabilioji, taigi globalioji
paklaida yra O(h?) eilés. KraStiniams uzdaviniams su kity tipy kraStinémis sglygomis stabilumg jrodyti
yra dar sunkiau.

Siame darbe teoriSkai stabilumo nevertinsime, nes tiriama didelé skirtuminiy schemy jvairové, ir
didelé¢ dalis jy yra dideliy tikslumo eiliy. Neturint galimybés teoriSkai jrodyti schemos stabiluma,
literaturoje (1 knyga) sitloma patikrinti, ar nagrinéjmos schemos skai€iavimy rezultatai duoda teoriSkai
tikéting konvergavimo greitj. Taip pat stabilumg maksimumo normos prasme galima istirti skaitiskai,
tikrinant salygag (1.38), t.y. skai¢iuojant atvirkStiniy matricy maksimumo normy seka (1 knyga) — tam net
nereikia turéti tikslaus sprendinio, tad toks tyrimas gali biti atliktas ir sprendZiant realy tiesinj (ar
iStiesintg) uzdavinj. Matricos normg skaiciuosime tokiu budu:

Alleo = Max; ciem iy |2y (didZiausia eilutés suma) (1.42)
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Aproksimuojant krastin] uzdavinj esant antros ar treCios eilés krastinéms sglygoms jas reikia
aproksimuoti ne Zemesnés eilés skirtumais nei iSvestines diferencialin¢je lygtyje. Geriausia iSvestines
viename uzdavinyje aproksimuoti tos pacios eilés paklaidas duodanciais skirtumais, nes kaip matéme,
stabiliose schemose aproksimacijos paklaidos eilé priklauso nuo visy dedamyjy paklaidy eiliy.

Imant aukstesnio tikslumo aproksimacijas, sudarant lygtis arti srities krasty iSkyla problema, kad
néra apibréZta pakankamai mazgy. Tokiu atveju naudoti mazesnio tikslumo aproksimacijas yra negerai,
nes atitinkamai iki maZiausios eilés sumazés viso uZzdavinio sprendinio tikslumo eilé — nebus gautas
siekiamas tikslumas, nors uzdavinys sprendzZiamas sudétingesnis. Kad biity gauta maksimali schemos
aproksimuojamo uzdavinio tikslumo eilé, krastinés salygos, jei jos yra ne pirmojo tipo, ir visi vidiniai

tinklelio taskai turi biiti aproksimuojami tos pacios eilés tikslumu.

1.3.3. Ekstrapoliacija

5-toje knygoje nagrinéjant vienmatj tiesinj krastinj uZdavinj pasiiilyti keli btidai O(h*) tikslumo
sprendiniams rasti. Pirmas blidas — jau minéta skirtuminé schema, aproksimuojant O(h*) tikslumo
skirtuminiais santykiais, o antras biidas — pavadintas ekstrapoliacija: i§spresti uzdavinj naudojant O(h?)
tikslumo skirtumines schemas du kartus - Zingsniais h ir h/2; tuomet Zingsnio h tinklelyje ekstrapoliuoti
sprendinj, panaikinant Zemiausios eilés paklaidos dedamaja ir tokiu biidu gauti sprendinj O(h*) tikslumu.

Didesnio Zingsnio tinklelyje:

Uj ~u(jh),i=12,..,m (1.43)

Mazesnio Zingsnio tinklelyje:

V; = u(ih/2),i=1,2,..,2m+ 1 (1.44)
Cia Uj ir V,; aproksimuoja u(jh).

Kadangi U; ir Vy; apskai¢iuoti O(h?) tikslumu, tai paklaidos

U; —u(jh) = C,h? + C4h* + Cgh® + -+ (1.45)

. )2 h\* h\®
Vo —u(h) =€, (5) +Ca(3) +C(3) +-- (1.46)
Koeficientai C,, Cy, ... priklauso nuo aukStesniy eiliy iSvestiniy, bet neprikalauso nuo h kiekviename

fiksuotame taske jh. Tuomet ekstrapoliuotas sprendinys Zingsnio h tinklelyje:
~ 1
Uj =5 (4V — Uj) + 0(h*) (1.47)
Galima ekstrapoliuoti ir toliau, uzdavinj sprendziant Zzingsniu h/4 — gaunama 6-os eilés

aproksimacija, ir t.t. Sia idéja i8plésime ir panaudosime tyrime.
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1.3.4. Skaitiniy sprendiniy paklaidy jvertinimas

Tyrime nagrinésime tik uzdavinius, kuriy tikslius sprendinius Zinome. Tuomet galésime tiksliai
jvertinti, kaip asimptotiSkai keic¢iasi paklaidos, smulkinant Zingsnj arba didinant aproksimavimo tikslumo
eile, jvertinti konvergavimo greitj, palyginti jj su teoriniu. Tegu h Zingsnio tinklelyje spresto uzdavinio

paklaida lyginama su tiksliu sprendiniu to tinklelio mazguose, ir apibréZiama kaip norma:

P(h) = |[uP - TY|. (1.48)
Jei skirtuminé schema yra p-tosios tikslumo eilés, tai galima tikétis, kad
P(h) = ChP + o(hP) (1.49)
ir jei h pakankamai mazas, tai
P(h) = ChP (1.50)
p
ISsprend¢ uZdavinj Zingsniais h; ir h,, gautume EE?; ~ (%) , ir 1§ ¢ia tikslumo eilés jvertis
2 2
.. In(P(hy)/P(hy))
~ " In(hi/hy) (1.51)

Tikslumo eile galima jvertinti ir maziausiy kvadraty metodu:
In(P(H)) = InC + p In(H) (1.52)

Cia H - skirtingy tinklelio Zingsniy vektorius. Reikia i§spresti tiesine lygéiy sistema:

1 In(hy) In(P(hy))
1 In(hy) <lnC): In(P(hy))

' ln(P&hk)) /

Kai neturima tikslaus sprendinio, paklaidas galima jvertinti lyginant sprendinio jvercius,

: (1.53)
1 In(hy)

apskaiciuotus naudojant skirtingy Zingsniy tinklelius.

1.3.5. Dvimatis stacionarus Kkrastinis uzdavinys

Nors programa nesunku parasyti elipsiniam kraStiniam uZdaviniui bendru atveju, jtraukiant kintamus
koeficientus, nagrinéjimui pasirinksime atskirg atvejj - Puasono diferencialing lygti su pirmojo tipo
krasStinémis sglygomis:

0%u 2y

3]
6x2 + W - f(X’ Y)r (X, Y) € Q,
u(X; y) = uO(X’ y), (X, y) e aQ'

(1.54)
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Si diferencialiné lygtis apraSo Silumos pasiskirstyma pavirsiuje, kai kraStuose temperatiira yra
palaikoma pastovi ir yra nusakyta kraStinémis sglygomis, o stacionariy Silumos Saltiniy padétis apraSoma
funkcija f.

EliptiSkumo sglyga Puasono lygciai tenkinama visoje srityje. Tarsime, kad uzdavinys suformuluotas
korektigkai, ir jam egzistuoja vienintelis sprendinys u € C**(Q).

Nagriné¢jimui imsime vienetinj kvadratg (nors programa rasysime bendresniu atveju - staciakampiui)
Q={(xy):0<x<10<y<1}.

Spresdami uzdavinj baigtiniy skirtumy metodu, pirmiausiai srityje Q apibréZiame diskretyji tinkla:

{(xi,yj): x; = ihy; = jk i=0,..,N; = 1,j=0,..,N; —1,,h = —— k= Nzl_l}; (1.55)

N;-1’
¢ia (Xi, y]-) — tinklelio mazgai.

Gauto tinklelio mazgus reikia sunumeruoti tam tikra pasirinkta tvarka; toliau naudosime tokig

numeracija:
M1*MN2-H1+1 M1=NZ
2. Y * - :
RS . .
2N1+1
—
H—..__\_\_\_\_\_\_
Ni+1 | N1+2 \‘ 2N1
L 5 0 1 £
1 2 M1-1 M1
L L L . &
> 1.x

1.4 pav. 2D tinklelio mazgy numeracija

Krastiniame diferencialiniame uZzdavinyje pakeitus sprendinio iSvestines skirtuminiais santykiais
gaunamos N;N, lygciy (bendrumo délei jtraukiami ir kraSto taSkai, tuomet algoritmas lengvai
modifikuojamas ir uZdaviniams su kity tipy kraStinémis sglygomis) - skirtuminé schema, aproksimuojanti
dvimatj Puasono krastinj uzdavinj.

Gautos algebrinés lygtys mazgy numeracijos eilés tvarka suraSomos ] lyg€iy sistemg matricinéje

formoje.
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Sistemg aproksimavus maziausio tikslumo centriniais skirtuminiais santykiais, gaunama:

Ui—1,j=2Ujj+tUiyej | Uij—1—2Ujj+tUjjeq . o
[ j h2] i 4 b kZJ ] =fi;, i=1,..,N;—2,j=1,..,N; = 2 (1.56)
Up; = 8(0' Yj)' UN, -1, = 8(1' Yj):j =0,..,N; =1, yjp = g(x;,0), UiN,-1 = g(x;, 1)

Parinkus vienodus Zingsnius h=k, t.y. N = N; = N, , schema supaprastéja. Gaunama sistema su

tokia trijstrizaine simetrine matrica:

In 0

(i w o \/“O\ e

| 1 11 [[ Uz fy

I N Ty Iy i I : (1.58)
1
Il Tl 11 Un-2 fN—Z
N N N Un-—1 u—,N—l

0 In

¢ia pazyméjome (N) * (N) blokelius:

Tl = 1 |
1 —4 1/
0 1
0 1
/ 1 O\ 1 0
In = 1 . [ In= 1 .
1 / 1
0 0 0 1

T T
— 1 _ P .
uj = (uo'i, ey uN—l,i) s fi = (gO,ifl,ii ""fN—l,i'gN—l,i) , 1= 0, ey N — 1,

U_go U_N-q — sprendinio reikSmés apatiniame ir virSutiniame kraStuose, o vektoriai f apima kraStines

reikSmes srities kairéje ir deSingje.

Sistemg galima uZraSyti glausciau, krastiniy tinklelio tasky nejtraukiant j sistema:

TN—Z ;‘N—Z s O u1 _b1+h2f1
N-2 : N-2 . : u.z _ _b2 +h2f2 (1 59)
IN—2 TN—Z N-2 N-2

¢ia

24



-4 1
/ 1 -4 1 0 \
' I -4 i - trijstrizain€¢ mtrica, aproksimuojanti iSilgai tinklelio eilutés,

Tn-z =

-4 1

0 1 -4

dimensija (N—2)*(N—2); u = (ul,i, ...,uN_z,i)T , fi= (fl,i: ...,fN_Z,i)T ,i=1,..,N—-2, b, =

T T, .
(uO,l + ul'o, uZ,O, ey UN_3,0, uN—Z,O + uN—l,l) . bl = (uO,i, 0, Y 0, uN—l,l) ,1 = 2, ey N-3 ir bN—Z =

(Uo,N—2 + Ut N1, Uz N1 - UN—3,N—2, UN—2 N1 F uN—l,N—Z)T

Cia sistemos sprendinys - vidiniai tinklelio tagkai; krasto tasky svoriai perkelti i laisva stulpelj. Tg
naudinga padaryti, nagrinéjant Sig paprasCiausig schema, nes gaunama maZesnés dimensijos sistema.
Taciau tyrime apraSysime bendrg metoda pasirinktai tikslumo eilei, kuris buty lengvai modifikuojamas bet
kurio tipo krastinéms salygoms, todél krasto tasky iS sistemos neeliminuosime, kaip ir vienmaciame
uzdavinyje.

Stabilumas 2D stacionariu tiesiniu atveju gali biiti tiriamas naudojantis tuo paciu metodu, kaip ir jau
nagrinétu 1D atveju — nagrinéjant ” (Ah)_1 ” apréztuma mazéjant tinklelio Zingsniui h.

Literatiiroje paprastai apsiribojama maziausiy tikslumy schemy analize. Pvz. 5 knygoje stabilumas
iSnagrinétas Puasono dvimaciam krastiniam uZzdaviniui remiantis maksimumo principu (skirtuminéje
schemoje esant tenkinamoms tam tikromis sglygomis apie matrices A koeficientus, sprendinys negali jgyti

ekstremaliy reikSmiy ne tinklelio taSkuose) — tokia schema yra stabili ir jos tikslumo eilé yra 2-0ji.

1.3.6. Vienmatis nestacionarus krastinis uzdavinys

Nagrin¢jimui pasirinksime atskirg pradinio-kraStinio uzdavinio atveji - paraboling diferencialing
lygtj su pirmojo tipo krastinémis sglygomis ir pradine sglyga:
du d%u

E=O(ﬁ, O0<x<Lt>0;

u(0,t) = uy, u(L,t) =ug, ulx,0) = f(x).

(1.60)

Si diferencialiné lygtis apra$o pereinamaji procesa $ilumos pasiskirstymo sritj [0, L] uZiman&iame
strype, kai jo galuose temperatiira yra palaikoma pastovi, kaip nusakyta kraStinémis salygomis, ir néra
iSoriniy $ilumos $altiniy. Pradiniu laiko momentu u(x, 0) = f,(x).

Spresdami uZdavinj baigtiniy skirtumy metodu, pirmiausiai srityje [0, L] * [0, t,.x] apibréZziame

diskretyji tinkla:

{(t)x=iht=jk i=0,.,N-1j=0,.,M-1,h=-" k=" (1.61)

L
N-1’ M-1
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¢ia (Xi, t]-) — tinklelio mazgai.
Tinklelio schemoje apskritimai Zymi vidinius tinklelio mazgus, kuriuose reikia rasti sprendinio

aproksimacijas, uZtusuoti kvadratai Zymi pradines sglygas, o neuZtuSuoti kvadratai — kraStines salygas.

m+1
m

m—|

1.5 pav. 1Dt tinklelis

Pradiniame-krasStiniame diferencialiniame uzdavinyje pakeitus sprendinio iSvestines skirtuminiis
santykiais, priklausomai nuo pasirinkty  skirtuminy santykiy — gaunama skirtuminé schema,
aproksimuojanti §j uzdavinj.

Literatiiroje daZniausiai nagrinéjamos tokios aproksimavimo schemos:

FTICS BTCS Crank-Nicolson

k+1 k+1

o]

1]
]
¥

i—1 [ i+1 i—l i i~ i—1 i i+1

1.6 pav. Paprasciausios 1Dt uzdavinio aproksimavimo schemos

Desininé laiko — centriné erdvés schema (angl. FTCS) — isreikstiné schema:

m+1_,,m m _ oMy ym
u; . uj — Uj_q 2:; +Uj4q + O(k) + O(hz) (1.62)
L = a4 S n _gum ) (163
i — Y h2 i+1 i 1-1 '

Naudojantis Niumano (angl. Neumann) stabilumo analize parodoma, kad $i schema yra stabili, kai

kK 1 oL . . . s ”
r =Z—2<E. Nagrinéjamos lygties sprendiniai, kai kraStinés salygos yra konstantos, yra gestncios
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funkcijos, t.y. sprendinys laikui bégant kis nuo pradinés sglygos iki konstantos - kol nusistovés. Tod¢l kai
r>1/2, t.y. psirinktas laiko Zingsnis tinklelyje salyginai (lyginant su h) didelis, galima tikétis, jog gauti
sprendiniai osciliuos ar augs dél metodo nestbilumo. Sio metodo privalumas tas, kad jis yra isreiktinis, ir
nereikia spresti lygciy sistemos, o sprendinys nujame Zingsnyje apskai¢iuojamas tiesiogiai:
umtlt = Ay™ (1.64)
¢ia
1 0 0 0 0 0]

r (1-2r) r 0 0 0
0 r (1=2r) r 0 0

Kairiné laiko- centrine erdvés schema (angl. BTCS) — visiskai neisreikstinée schema:

A = BT 4 0(k) + O(h?). (1.65)

Siuo atveju kiekviename laiko Zingsnyje reikia spresti lygéiy sistema, nes u™ priklauso nuo alia
esanciy mazgy reikSmiy tuo paciu laiko momentu m. Taigi galima sakyti, kad sprendZiama M-1 krasStiniy
vienmaciy stacionariy uzdaviniy, ] schemos matricg kiekviename Zingsnyje jtraukiant praeities reikSme

m-—1

U

Aproksimavimo paklaidos yra tos pacios eilés kaip ir FTCS schemoje, o uzdavinys sprendziamas
sudétingiau. Taciau jrodoma, kad Si schema nagriné¢jamam uzdaviniui yra besalygiskai stabili.

Kranko Nikolsono (Crank Nicolson) schema.

Si schema, lyginant su ankstesnémis, yra aukstesnés eilés tikslumo laiko atZzvilgiu. Tai taip pat
neiSreikStiné schema. ISvestiné erdvés kintamojo atzvilgiu yra aproksimuojama vidurkiu centriniy

aproksimacijy esamo ir buvusio laiko Zingsnio, o laikas aproksimuojams kairiniu skirtuminiu santykiu:

i+1 ; U1
h2 + h2

k )

m m-—1 m m m m-1 m-1 m-—1
U —u; _a (ui_l—Zui +u —2u;  +Ujy;

)+o&ﬂ+omﬂ. (1.66)

AlgoritmiSkai Kranko-Nikolsono schema yra analogiska BTCS shemai, bet duoda tikslesnius laiko
atzvilgiu rezultatus, be to, parodoma, kad ji taip pat besglygiskai stabili. Taciau tam, kad gautume dar
aukStesnés nei antros eilés laiko atZzvilgiu aproksimacija, reikia ieSkoti kity schemy. Tode¢l Sio darbo
tyrimui pasirinkome BTCS schema, ja modifikuosime aukstesniy eiliy aproksimacijoms.

Stabilumg tirti teoriSkai yra sudétinga, kai schema yra aukStesnés eilés tikslumo. Taciau Siam
uzdaviniui stabilumg galésime jvertinti atsizZvelge 1 sprendinio savybes — esant pastovioms krastinéms
salygoms, sprendiniai slopsta nuo pradinés salygos iki tam tikros pusiausvyros blisenos — nusistovi.

Pereinamasis procesas yra tolydus ir apréztas — sprendinys nejgyja reikSmiy, esanciy uZ pradinio
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sprendinio riby. Tokiu biidu galésime vizualiai patikrinti naujy — aukstesniy eiliy — schemy stabiluma, nes
antros eilés schema yra teoriSkai besalygiskai stabili, o aukStesniy eiliy schemy stabilumas teoriSkai

neistirtas.

1.3.7. Paklaidy eilés patvirtinimas praktiSkai

O(hP) nusako kokiu grei¢iu paklaida atzvilgiu h nyks, kai h mazés. Sakykime, norime jsitikinti, jog
sukurta ir apraSyta schema duoda teoriskai tikimgsi konvergavimo greitj.

Tegu tikroji paklaida, gauta iSsprendus konkrety uzdavinj su konkrecia schema, kai k->0, h->0:
TP = Kk + K h2. K, K},- konstantos, priklausan¢ios nuo sprendZiamo uzdavinio bei parinktos schemos.
Kad TP->0, k,h->0

Kad patikrintuméme, ar aprasyta schema atitinka teorinius rezultatus, galime patikrinti, ar, Siuo
atveju, laiko Zingsnio k tiesinis pakytis duoda tiesinj paklaidos pokytj, ir ar tiesinis Zingsnio h pokytis
duoda kvadratinj paklaidos pokytj. Tam fiksuojame vieng Zingsnj ir kei¢iame kitg bei vertiname paklaidos
pasikeitima.

Sakykime, gauti du skaitiniai sprendiniai: TP; = Kk, + K¢h? ir TP, = Kk, + Kh2.

TP, _ K¢k, +Kxh3
TP; Kk +Kygh? (1.67)
Kad jvertintumém TP priklausomyb¢ nuo k, fiksuojame maza Zingsnj h ir maziname k. Jei h yra

pakankamai mazas, tai Kyh < K¢k ir Kyh « Kik,, todél

TP Kik k
() L Kle (1.68)
TP1/h=const Kiky ka

Paklaida TP vertinama kaip norma skirtumo tarp tikrojo ir aproksimuoto sprendinio
Patogu dirbti Matlab aplinkoje, nes ji orientuota matriciniams uZdaviniams spresti, patogi

vizualizacija.
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2. TIRIAMOJI DALIS IR REZULTATAI

2.1. Schemuy sudarymas

Aprasysime metodg, kuriuo programoje sudaroma matrica bendru atveju. Nagrin¢kime lygt (1.29).

Joje i8vestines pakeiskime pasirinkto tikslumo O(h?™) skirtuminiais santykiais (tikslumo eilé p=2m, nes

antra iSvestiné gali biiti aproksimuojama tik lyginés eilés tikslumo skirtuminiais santykiais):

{31(Xi)ug(hzm)(xi) +a; (Xi)u’o(hzm)(xi) +az(xulx) +as(x) =0, 1<i<N-1 2.1
u(xo) = cu(xy) =d

ug(th)(Xi) ir u'o(hzm)(xi) - aproksimacijos pagal (1.23) formul¢. Vidiniuose tinklelio taskuose

uztenka tasky j abi puses aproksimuoti centriniais skirtuminiais santykiais, kai i = m,N — m

a b
*—eo —————9@ *—o o o ————9
r, T, r . or T Tym T yeme T,

2.1 pav. 1D tinklelis

Taskuose, kur neuZtenka mazgy centriniams skirtuminiams santykiams, imame deSininius (tinklelio
pradzioje) arba kairinius (tinklelio gale) skirtuminius santykius. Svarbiausia laikytis principo, kad visos
aproksimacijos turi biiti atliktos tuo paciu tikslumu. Antroji iSvestiné krasStuose aproksimuojama per 2m-+2
taSkus (kairinis, deSininis skirtuminiai santykiai) Schematiskai gauta tiesiniy lygc€iy sistema pavaizduota
2.2. paveikle.

0 1:m-1 m:N-m N-(m-1):N-1 N

0

I:m-1

m:M-m

N-(m-1):M-1
N L]

2.2 pav. 1D uzdavinio matricos sudarymas bendru atveju
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Norint apskai¢iuoti O(h?™) tikslumu, reikia maZiausiai 3m+1 dalinimo tasky: 2-os eilés iSvesting
aproksimuojanciam centriniam skirtuminiam santykiui pirmiems m taSky centrinio skirtuminio santykio
skaiciuoti negalime, skai¢iuojamas deSininis per 2m+2 taSkus. DeSininiais reikia aproksimuoti iki m-1- ojo

tasko imtinai, taigi bus maziausiai (m-1) + (2m+2) stulpeliy, t.y. maZiausiai 3m+1 tinkelio tasky.

m-1-as pildomas desininiu per
m 2m+2 tagkus

m tasky nes centrinis per 2m+1 tasky

2.3 pav. Minimalaus 1D tinklelio mazgy skaiciaus paieska

Dvimaciu stacionariu atveju skirtuminés schemos lyg€iy sistemos matrica sudaroma analogiskai:
taSkuose, kur neuZtenka mazgy centriniams skirtuminiams santykiams, imame deSininius (tinklelio
pradZzioje) arba kairinius (tinklelio gale) skirtuminius santykius.

Kai didiname schemos aproksimavimo tikslumag, kaip ir vienmaciu atveju, arti kraSty centriniams
skirtuminiams santykiams neuZteks esamy taSky, todél reikés aproksimuoti kairiniais ar deSininiais
skirtuminiais santykiais. Didinant tikslumo eilg¢ matrica taps vis sudétingesné, nebe trijstrizainé, nes reikés
kairiniy ir deSininiy aproksimacijy. Jei esant maZiausiam tikslumui galima taikyti greitesnius algoritmus
sistemos sprendimui, taupiau apraStyti matrica, tai didinant schemy tikslumg prarandami Sie privalumai.

Sudarydami matrica dvimacio stacionaraus uzdavinio sistemai, i§ pradziy uZpildome reikiamus

koeficientus, eidami iSilgai eiluciy - atlieckame N*N mazgy daliniy aproksimacijy, t.y. aproksimuojame

0%u

iSvestine i Siuo atveju visose tinklelio eilutése reikés vienodai kairiniy, deSininiy bei centriniy

aproksimacijy, taigi matricoje jstrizain¢ uzpildoma vienodai i=2:N-1. Kai i=1 ir i=N, eilutése yra krastinés
. . .. . . . d%u . .. . ever o

salygos, tad Cia bus vienetinés matricos. Toliau plldomea—yz aproksimacijas; jos yra iSilgai y aSies, kas

N*N matricoje reiSkia ¢€jimag Zingsniu N, pildant mazgy aproksimacijas gretimais iSilgai y mazgais.

Pildymo schema pavaizduota 2.4. paveiksle.
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gilutés nr.: I I- vieneting matr.

Fingsniu n

i=1

i=2:m

I=m+1:n-m

i=n-m+1:n-1

2.4 pav. 2D uzdavinio matricos sudarymas bendru atveju

Vienmacio nestacionaraus (pradinio-krastinio) uZdavinio atveju norint gauti O(kP) ir O(h?™) eiliy
aproksimacijas nauojant FTBC metodo modifikacijas, tinklelio viduje, kur pakanka taSky kraStuose

centrinei aproksimacijai, naudosime tokig (p+1)*(2m+1) gardele:

i-m i-1 i i+1 i+m

* - - . . —— =% K+p

K+1

2.5 pav. 1Dt uzdavinio apibendrinta aproksimavimo schema

Kairéje ir deSinéje arti kraSto, kur nepakanka taSky centrinei aproksimacijai, atitinkamai naudosime
modifikuotg x atzvilgiu gardel¢ su deSininiais ir kairiniais skirtuminiais santykiais vietoje centriniy.
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2.2. Ekstrapoliacija. Koeficienty radimas

Cia iskyla problema, kaip gauti pradines salygas laiko aproksimacijai, t.y. K+1:K+p-1 sluoksnius,
kai p>1. Jei skaiCiuotume jas maZesniu tikslumu O(k), tai sumazéty ir galutinio sprendinio
tikslumas,nebegautume norimos eilés t atZvilgiu aproksimacijos. Tod¢l reikia gauti pradines salygas
algoritmui O(kP) tikslumu. Tam pasinaudojame ekstrapoliacijos idéja.

K+1:K+p-1 sluoksnius reikia aproksimuoti O(kP) tikslumu, turint K-tgjj sluoksnj O(kP) tikslumu
(K=0 sluoksnis — pradin¢ salyga, duotas tiksliai).

Tegu U]-t Zymi t zingsniu (erdvés kintamojo Zingsnis h fiksuotas) skai¢iuota sprendinio aproksimacija
J-tajame sluoksnyje, o u; - tikroji sprendinio reikSmé t Zingsnio tinklelio tame paciame sluoksnyje. Erdves
kintamojo pozicijos neiSskiriame, nes paklaidy eilé atZvilgiu t nepriklauso nuo erdvés kintamojo mazgo
pozicijos. Sakykime, apskaiCiuojame aproksimacijas vis mazesniu laiko zingsniu (mazesnio laiko Zingsnio
tinklelyje), tuomet pradiniame tinklelyje (kai laiko Zingsnis t) teisingos lygybeés:

U]t - u] +C1t+C2t2 + "‘I*al;

t t t) 2
A R =

t/ 2
2p-1 t t .
Uzp_lj =u+Gpa+ G (2p—1) tolxap;

Reikia su tam tikrais svoriais sudéti gautas lygybes taip, kad pasinaikinty paklaidos prie Zemiausiy
eiliy t laipsniy. Naudojame neapibréztyjy koeficienty metoda. Sprendinio jvertis:

_ 1 1 1)\?

0,=(a;+a,+--+ap)y + (1;;11 +ap+ +2p—_1ap) tC; + <1a1 + (E) a, + -+

12p—12apt2C2+...=uj+0tC1+0t2C2+... (2.3)

Desiniojoje lygybés puséje - siekiamas rezultatas. Kad sistema turéty vienintelj sprendinj,

apribojame lyg¢iy skaiCiy iki tiek, kiek yra nezinomyjy:

(ag +ap + - +ap)y + (1a1 +=a + - +%ap)tc1 +

12 1 )2 2 1\P~1 1 \P1 p—1
(131 + (5) az + -+ (Zp_l) ap>t CZ + -+ (131 + (5) az + -+ (Zp_l) ap>t Cp—l == u] +

0tCy + 0t?Cy + -+ + 0tP~1C,_4 (2.4)
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Tuomet ekstrapoliuoto sprendinio t zingsnio tinklelyje paklaidy dedamosios prasidés nuo nario

CptP, taigi sprendinio jvertis LT] bus O(tP) eilés, ir tokiam tikslumui gauti sprendinio aproksimacija bus

t
= opo1t

Lol Kad

skaiCiuota p karty tikslumu O(t), - Zingsniais t,%,

Ekstapoliacijos koeficientams rasti gauname tiesiniy lygciy sistema, kuri matricinéje formoje yra

tokia:
SR !
L3 22 2p-1 21\ (1)\
(%)2 ) ) || ]=]0 25)
v\l )
ORI S A
Tuomet

U, = a,Uj +a2U/2+ +apU/2p

by » Cla 0, = u; + O(tP). (2.6)
Ekstrapoliacijg taip pat jgyvendinsime ir vienmaciam stacionariam uZdaviniui, tuomet galésime
palyginti sprendimy sudétinguma bei rezultatus, gautus ekstrapoliuojant iki tos pacios eilés tikslumo ir
gautus naudojant skirtumines schemas su aukStesniy eiliy skirtuminiais santykiais. Tam apskai¢iuojamos
sprendiniy aproksimacijos h Zingsnio tinklelyje tikslumu O(h?) — naudojamas maZiausio tikslumo
metodas su centriniais skirtuminiais santykiais. Mazinant Zingsnj gaunamos sprendiniy aproksimacijos:

U] = uj + D,h? + D,h* .| # by;

U2 =40, (8) 40, (1) et o by @)

2)
h/ 4
2m-— 1 h h .
U = uy+ Dy (5o 1) +D4 (575) 1% bim:

V¢l panasiai, ekstapoliacijos koeficientai randami i$ sistemos:
1 1 1 1

NONE) =)\
(

LR E ) || &
(%)Z(m—l). (Ziz)z(m—n (2;_1).2(m—1) bm 0

Tuomet

0, = b,U]' +b,U /2+ +b sz,?“; ', gia U, = uj + 0(h?™). (2.9)
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Taigi tokiam tikslumui gauti sprendinio aproksimacija skai¢iuojama m karty tikslumu O(h?), -
h

.- iais h h h
zimgsniais ,E,Z,...,F.

2.3. Rezultatai

2.3.1. ISvestiniy pakeitimo skirtuminiais santykiais paklaidos

Pirmiausiai panagrinésime ne diferencialiniy lyg¢iy aproksimavimo paklaidas, bet pavieniy
iSvestiniy. Imame konkrecig funkcija, jos iSvestiné Zinoma; fiksuojame tasSka x,, kuriame tirsime
aproksimacijos tikslumg. ISvesting tame taSke pakei¢iame tam tikru pasirinktu skirtuminiu santykiu
(metoda paraséme bendram atvejui). Keisdami tinklelio Zingsnj h, galime stebéti, kaip keiciasi iSvestinés
pakeitimo skirtuminiu santykiu paklaida — paklaidg apskaiCiuojame kaip absoliuting reikSme¢ Zinomos
iSvestinés reikmés taske X, ir aproksimacijos skaitinés reikSmés skirtumo. Teoriskai, jei skirtuminis
santykis yra O(hP) eilés, tai paklaida turéty mazéti proporcingai hP.

Siame tyrime rezultatai kokybine prasme nesiskiria kelioms nagrinétoms skirtingoms funkcijoms
(nes nagrin¢jama sritis labai maza), todél pateiksime rezultatus su viena funkcija:

f = cos(x), x, = 10

Grafikuose 1 parodyta paklaida f'(x,) pakeitus centriniais, kairiniais ir deSininiais keliy tikslumo

eiliy skirtuminiais santykiais. Skalé loglogaritminé, todé¢l nuolydZio tiesiy koeficientas rodo kokiu greiciu

paklaida kinta kintant Zingsniui h.

2 B
O(h”) centr. - O(h“) centr.
ey O(h"} kair. e Wi T O(h?) kair.
O(h"} deZin. . O(h?) dein.

laproksimavimo skirt. santykiu paklaidal
=

2.6 pav. ISvestinés aproksimavimo skirtuminiais santykiais paklaida keiciant Zingsnj h,
loglogaritminéje skaléje.
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Grafike 2.1 parodyta, kaip kinta minéta paklaida, aproksimuojant centriniais jvairiy eiliy
(konkre¢iau- O(h?),0(h%),...,0(h'*)) skirtuminiais santykiais; grafike 2.2 pavaizduota minimalaus
zingsnio (didziausio tinkelio smulkumo) priklausomybé nuo tikslumo parametro m, kur tikslumas
0(h?™),

a_s)roks_ centriniais sk. sant. paklaida keiciant aproksimavimo tiksluma m- m =17 . iki kokio h paklaida monotoniskai mazeja esant ivairiems m - m =17
0 T T T T 10 T T T T T

[2
m
£

|aproksimavimo skirt. santykiu paklaidal
h iki kurio paklaida mazeja

107" 107 107 10 107 10° K 2 3 4 5 6 4
2.7 pav. 1. ISvestinés aproksimavimo jvairiy tikslumy centriniais skirtuminiais santykiais paklaidos
keiciant Zingsnj h, loglogaritminéje skaléje. 2. iki kokio h paklaida monotoniSkai mazéja esant

jvairiems m.

Minimalus Zingsnis pasirinktas apskaiCiuoti taip: tai zingsnis, iki kurio 2.1 grafike pavaizduota
aproksimavimo paklaida monotoniskai maZzéja, t.y. iki kol paklaidos kitimo skaitiSkai apskaiciuota
iSvestiné pirma karta pakeicia Zenkla. 2.2 grafike matome, kad didinant tikslumo parametra m, turime
rinktis vis didesnius Zingsnius, t.y. stambesnj tinklelj, nes nuo tam tikro Zingsnio (kurj ir rodo 2.2.
grafikas) smulkindami tinklelj galime gauti blogesnius rezultatus.

2.6 ir 2.7 grafike pavaizduotos f'(xy) aproksimavimo paklaidos, o grafike 2.8 pavaizduota, kaip
skiriasi f'(xo) , f @ (x,) ir @ (x,) pakeitimo centriniais skirtuminiais santykiais paklaidos. Matome, kad
kaip ir pirmosios iSvestinés aproksimavime, didinant tiksluma, mazéja Zingsnis, iki kurio verta smulkinti
tinklelj, siekiant mazesniy paklaidy. Taip pat matome, kad kuo aukStesné iSvestinés eil¢, tuo minimalus

Zingsnis, iki kurio paklaidos monotoniskai maz¢ja, yra didesnis.
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|aproksirnavimo skirt. santykiu paklaidal

2.8 pav. ISvestiniy aproksimavimo jvairiy tikslumy centriniais skirtuminiais santykiais paklaidos

keiciant Zingsnj h, loglogaritminéje skaléje.

Rezultatus galima paaiSkinti taip. Keiciant i§vesting skirtuminiu santykiu, atsiranda dviejy risiy

paklaidos. Jau minéta lokalioji paklaida, atsirandanti dé¢l begalinés eilutés pakeitimo baigtine suma,

_ (2)
pavyzdziui tikslig funkcijos iSvestinés taske xo iSraiska f'(xo) =2 — —Zh pakeitus apytikslia
iSraiSka
f'(xo) = % (2.10)
gaunama paklaida
(2)
@y, 2.11)

2
t.y. O(h) (jei f® (&) aprézta) — maZinant h, paklaida proporcingai mazés. Tadiau kai h bus tiek maZas,
kad y; = y,, ty. f(x;) = f(xy), tai bet kokia maZza paklaida eps (2.10) formuléje, atsirandanti dél
kompiuterio aritmetikos baigtinumo skai¢iuojant f(x;), tampa Zymi, nes ji padauginama i$ 1/h , taigi kuo
h maZesnis, tuo didesn¢ jtaka turi $i paklaida eps. Be to, i§ Siy samprotavimy iSplaukia, kad egzistuoja

optimalus Zingsnis h, su kuriuo Siy dviejy tipy paklaidy suma yra minimali:

_ (2)
epslhepsz + f 2(5) h N mlnh (2.12)

Aukstesniy eiliy iSvestinéms tas taskas pasiekiamas greiCiau, nes aukStesniy eiliy iSvestiniy
aproksimuojanciy skirtuminiy santykiy vardiklyje yra aukStesnés eilés h laipsnis, todel pirmoji paklaida
1Sauga greiciau.
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Kuo didesnis h laipsnis (kuo teoriskai tikslesné aproksimacija), tuo grei¢iau pasiekiamas tas taskas.
Antroji paklaidos dedamoji turi vis maZesn¢ jtakg esant didesniam h laipsniui, o pirmoji dedamoji iSauga

greiCiau, nes aproksimuojama per daugiau tasky, susikaupia daugiau apvalinimo paklaidy.

2.3.2. 1D stacionarus atvejis

SprendZiami 4 konkretiis uzdaviniai su Zinomais sprendiniais:
1 1
1:a;(0) = 1; 4,00 = 55 a3(0) = — = a,(0 = 0; u(0.5) = G u(4) = 9

2,3,4:a;(x) = —€5; a,(x) = —€5; a3(x) = x5 a,(x) = —x3cos(bx) — e*(bsin(bx) + b?cos(bx));
Xo = 0.5; x; = 4, sprendinys u(x) = cos(bx); b € {1, 6, 24}.

2.1 lentelé. 1D uZdavinio sprendiniy grafikai

1 u(x) =2 2. u(x) = cos(x) 3. u(x) = cos(6x) 4. u(x) = cos(24x)

X

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Gauname paklaidos priklausomybés grafikus kiekvienam uZdaviniui (paklaida skai¢iuojama kaip
maksimumo norma) keiciant tiek schemos tiksluma, tiek Zingsnj — paklaidos pavaizduotos 2.9 paveiksle.
Pirmy trijy uzdaviniy paklaidos maZesnés uz 1, o 4-ojo uzdavinio paklaidos, esant didesniems h, siekia
105.

Randame eil¢ p=2m, su kuria paklaida minimali kiekvieno uZdavinio atveju, t.y. optimalig tikslumo
eile. Rezultatai pavaizduoti 2.10 paveiksle.

Metody stabilumg patikriname kiekvienai nagrin¢jamai schemai. Kaip aprasSyta teorin¢je dalyje,
stabilumg maksimumo normoj tiesiniam uzdaviniui galima patikrinti skai¢iuojant atvirkstiniy matricy
maksimumo normy sekg, mazinant h, ir ji turi biiti apréZta. Visos nagrin¢jamy uzdaviniy skirtuminés
schemos pagal $§j kriterijy yra stabilios — mazéjant h seka nusistovi prie 1, pvz. 4 uzdaviniui gauti grafikai
pateikti 2.11 paveiksle.

Vadinasi, remdamiesi teiginiu (1.34) teoriSkai galima tikétis, kad esant pakankamai maziems h

globalioji paklaida bus tos pacios eilés, kokios yra sudaryta skirtuminé schema.
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2.9 pav. Sprendimo paklaidy priklausomybés grafikai kiekvienam uzdaviniui kei¢iant schemos tikslumo

parametra m ir tinklelio Zingsnj h, loglogaritminéje skaléje.

iy 7 3 i« . 7 3 i

Uzd. \n 22 30~ 100 300 1000 2000

1 10 10 o 10 B 5 - 3

2 10 [ [ 6 6 , 6

3 2 10 / 10 6 6 6

4 2 2 T4 2 10 =r 8 6
| i
- " !
I i
i 1'
| 1

2.10 pav. Tikslumo eilé p=2m, su kuria paklaida minimali Kiekvieno uzdavinio atveju.
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2.11 pav. 1D schemy skaitinis stabilumo tyrimas

Panagrinékime 3 uzdavinj. Apskaic¢iuosime paklaidas esant jvairiems Zingsniams h ir jvertinsime

konvergavimo greit]. Palyginimui rezultatau pateikti 2.2. lenteléje. Pirmame stulpelyje nurodytas n —

intervalo dalinimy skai¢ius. Antrame ir treiame stulpelyje pateikti sprendiniy aproksimavimo grafikai

atitinkamai naudojant maZziausio tikslumo schemg su m=1 ir didelio tikslumo schema su m=4.

2.2 lentelé. 1D uzdavinio nr.3. sprendinio aproksimavimo ir konvergavimo analizé esant kelioms tikslumo
parametro m reikSméms.

n

UZzd3, m=1

Uzd3, m=4

25

u(x)

cos(6 x)

0.5+

u(x)
o

05}

—+— Tikslus diskretus spr.
—6&— FD aproksimacija ||
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Konv. jvertis p = 2.028

Konv. jvertis p = 8.768e

Matome, kad esant per dideliam Zingsniui, lyginant su sprendinio kitimu, maZesnio tikslumo schema

aproksimuoja tiksliau.

T3 galima paaiSkinti taip - aproksimacijoje imami tik artimiausi taskai, todél

40




maziau nuklystama. 2.9 pav. grafike matéme, kad 3-ajam ir ypa¢ 4-ajam uZdaviniui didesnio tikslumo
schemos esant pakankamai dideliems Zingsniams dave didesnes paklaidas nei maZesnio tikslumo
schemos. Todél rinktis didesnio tikslumo schemg ir maZesnj Zingsnj néra saugus biidas spresti uzdaviniui,
kurio sprendinys nezinomas.

Sakykime, tikrojo sprendinio nezinome. Smulkindami tinklelj, galime palyginti sprendinius, gautus
stambesniame ir smulkesniame tinklelivose. Jei zinome, kad skirtuminé schema stabili, tai mazinant h,
sprendinys artés prie tikrojo sprendinio. Vadinasi, jvertinus skirtuma tarp sprendiniy, gauty Zingsniu h ir
h/2, jei skirtumas nebus artimas 0, galima manyti, jog Zingsnis h yra per didelis sprendZiamam uzdaviniui.

Be to, paklaida apskaiGiave tokiu budu P(h) = u? — uh/ 2, galime jvertinti konvergavimo greitj,

neturédami tikrojo sprendinio: P(h) = ChP? — C (g)p, P (g) ~ C (g)p —C G)p, taigi % ~ 2P, ka
2

gauname ir lygindami su tiksliu sprendiniu.

Pvz, 4-ajam uZdaviniui, imdami m=1, gauname gretimais Zingsniais apskaiCiuoty sprendiniy

skirtumy modulius. Tik treCioje iteracijoje, kai skaiCiuota Zingsniais h0/ 41t h0/ g> sprendiniy skirtumo

modulis tapo artimas nuliui, taigi tinklelis tapo pakankamai smulkus nagrin¢jamam uZdaviniui — kurio
sprendinys turi didelj daZnj. Salia pavaizduotame konvergavimo grafike matome, kad, neskaitant pirmojo
tasko, konvergavimo greitis, kaip ir teoriSkai galima tikétis su tokio tikslumo schema, apytiksliai lygus 2.
Tik reikéty pastebeéti, kad paklaida, gauta lyginant gretimais Zingsniais apskaiCiuotus sprendinius, yra

didele, o tai dar vienas poZymis, kad toks maZas dalijimy skaic¢ius Siam uZdaviniui yra netinkamas.
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2.12 pav. Aproksimavimo ir konvergavimo tyrimas, kai sprendinys nezinomas, su parametru m=1
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Be to, aukStesniy eiliy schemos per stambiam tinkleliui yra dar jautresnés, pvz. tas pats uzdavinys su

m=3 — esant netinkamam Zingsniui paklaidos Zymiai didesnés nei su mazesnio tikslumo schema, t.y. m=1
(aproksimuota naudojant daugiau neteisingy tasky).

5000 . : . . . . 10"

4500
4000
3500

§ 3000

Eh = max I\"h - le
1

2.13 pav. Aproksimavimo ir konvergavimo tyrimas, kai sprendinys neZinomas, su parametru m=3

Dabar aiSku, kodél pirmajame grafiky rinkinyje 4 uZzdavinyje aukStesniy tikslumy schemos prie

dideliy Zingsniy duoda didesnes paklaidas nei paprastesnés schemos:

L
s |
of |
RN
oA ¥
s

2.14 pav. 1D uzZdavinio nr.4 sprendimo paklaidy vizualinis tyrimas
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Toliau parodyta, kaip sudétingéja matrica, kai dalinimy skai¢ius yra n=50, o schemos tikslumo

parametras m kei¢iamas nuo 1 iki 5; apacCioje paraSyta, kiek nenuliniy elementy yra matricoje.

2.15 pav. 1D schemos matricos sudétingumas esant jvairioms parametro m reikSméms

ApZvelgsime skaiCiavimy sudétinguma laiko atzvilgiu.

0.7 . - . . . . . 7 . . . . . . .

0.65

0.6
n=1000, Nr. 4

55 1

0.55
5 .

05
- - 45 E

0.45
4 i

0.4
35 E
0.35 3 ]
03 25 i

0-25 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1
1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
m m

2.16 pav. 1D uzdavinio nr. 4 sprendimo laikas, kai dalinimy skai¢ius n=100, n=1000, m- kei¢iamas

2.16 paveiksle galima pastebéti tendencija, kad skai¢iavimy laikas tiesiSkai priklauso nuo schemos
sudétingumo parametro m, be to, priklauso nuo kompiuterio, ir net esant tam paciam kompiuteriui,
priklauso nuo jo procesoriaus uZimtumo — pakartojus programa su tais paciais parametrais, laiko grafikai
Siek tiek skirsis, nors ir skaiiavimai buvo atlikti safe mode aplinkoje. IS Siy grafiky taip pat matome, kad
n padidinus 10 karty, laikas taip pat padidéjo apie 10 karty. Randame laiko priklausomybe nuo dalinimy

skaiCiaus, esant parametro reikSméms m=1, 2. ...,5:
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skaiciavimo laikas keiciant dal. sk n, m=5

m=5

m=2

m=1

. —

L L L L L 1 L 1 L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

2.17 pav. 1D uzdavinio nr. 4 sprendimo laiko priklauomybé nuo dalinimy skaiciaus n ir tikslumo

parametro m

Kadangi nagrinéjamam uZdaviniui realizavome ir vadinamaja sprendinio jvercio ekstrapoliacija, tai
galime palyginti rezultatus, gautus jvairiy tikslumy schemomis ir atitinkamo gylio ekstrapoliavimu.

ISkyla problema, kad norint nubraizyti analogiSkus 2.9 pav. grafikus, to padaryti negalime, nes
pritriksta operatyvinés atminties - Matlab programa leidZia saugoti iki mazdaug 10000*10000 dydZio
double tipo kintamyjy matrica, o norint pasiekti p=2m tiksluma, reikia tg patj uzdavinj spesti Zingsniais

pr—p taigi pvz., jei nagrinétume uzdavinj ilgio L intervale, tai nepriklausomai nuo schemos

. ) .. . e . L o e e .y
tikslumo galétume Zingsnj mazinti iki o © ekstrapoliuojant, kuo aukStesnés eilés tikslumo siekiame, tuo

L ..
Sm—110% taigl

maZiau galime mazinti Zingsnj. Jei siekiame O(h?™) tikslumo, minimalus Zingsnis bus apie
apribojamos Zingsnio mazinimo galimybés (tas ypac aktualu sprendZiant dvimatj uZdavinj, nes jame
matrica yra N? * N2, taigi vieno kintamojo kryptimi galime atlikti tik iki maZdaug 100 dalinimy, o norint
ekstrapoliuoti O(h?™) tikslumu, maksimaly dalinimy skai¢iy tekty dar maZinti 2™~ karty). Todél 2.18
pav. pateiksime analogiSkus grafikus, kai dalinimy skaicius yra pakoreguojamas pagal siekiama tiksluma,

taigi didesnio tikslumo sprendiniy paklaidos pateiktos mazesniame h intervale.
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2.18 pav. Sprendimo paklaidy gauty naudojant ekstrapoliacija priklausomybés grafikai kiekvienam

uzdaviniui kei¢iant m ir h, loglogaritminéje skaléje.

Palyging matome ekstrapoliacijos metodo privalumg — aukstesnés eilés tikslumo metodas per
dideliam pradiniam Zngsniui duoda maZesnes paklaidas; pasirinkdami ekstrapoliacijos metoda didesniam
tislumui gauti, galime biiti tikresni, kad geresnj jvert] ir gausime, prieSingai nei didesniy tikslumy
skirtuminése schemose. AiSku, Cia galimas paprastas paaiSkinimas — nors pradinis Zingsnis maZzesnis,
taciau tam tikslumui pasiekti schema skaiiuojama ir su maZesniais Zingsniais, o tai ir iStaiso pirmyjy
iteracijy — su netinkamais zingsniais — paklaidas. Dar verta pastebéti, kad jei teoriSkai jrodytas
ekstrapoliacijos metode naudojamos mazos tikslumo eilés schemos stabilumas, tai ir ekstrapoliuotas
sprendinys bus stabilus, nes imame stabiliy sprendiniy sumg su tam tikrais svoriais.

Palyginame 3 uzdavinio sprendinio aproksimavimg didesniu tikslumu naudojant didesnio tikslumo
schemg bei nauojant ekstrapoliacija, esant jvairiems intervaly dalinimy skai¢iams. Tam palyginamos 2.2 ir

2.3 lentelés.
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2.3 lentelé. 1D uzdavinio nr.3. sprendinio, gauto ekstrapoliacijos metodu, aproksimavimo ir konvergavimo

analizé esant kelioms tikslumo parametro m reikSméms.

v v
n | Uzd3, m=1 Uzd3, m=4
2 cos(6 x) cos(6 x)
; - —+— Tikslus diskretus spr. —+— Tikslus diskretus spr.
5 T —&— FD aproksimacija || ! —OC— FD aproksimacija ||
0.5 0.5
g o0 E
05 -0.5
16 1%
L . . 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 X
X
3 cos(6 X) cos(6 x)
; —+— Tikslus diskretus spr. | | —#— Tikslus diskretus spr.
7 —&— FD aproksimacija 1 —C— FD aproksimacija ||
05 05
x 0
] z 0
=]
-0.5
-0.5
Rt 4
) ) -1
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 ) )
X 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
X
Log-log grafikas paklaidos E, keiciant zingsni h, esant ekstrapoliacija gautam tikslumui * Log-log grafikas paklaidos E_ keiciant zingsni h, esant ekstrapoliacija gautam tikslumui p*
h h
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IS didesniu tikslumu ekstrapoliacijos biidu apskaiciuoto sprendinio konvergavimo grafiko matyti,
kad paklaidos maZz¢jo tik iki tam tikro Zingsnio, maZesniu greiciu nei turéty teoriSkai (4 eilés metodas
turéty konverguoti su p=8), o véliau ima didéti. Taciau paklaidos vis tiek yra maZesnés, nei skai¢iuojant su
maziausio tikslumo schema, kas ypac aiskiai matosi 2.19 grafike, t.y. ekstrapoliacijos tikslas pasiektas.

o Paklaida ekstrapoliuojant iki norimo tikslumo, kai norimas tikslumas m = 1,4
1[] T T

107 b -

107 Ub(hz} .

107 | .

paklaida inf. norma, ekstrapoliucjant

2.19 pav. Sprendimo paklaidos, gautos sprendinj ekstrapoliuojant iS p=2 tikslumo schemos iki tikslumo p=8,
ir paklaidos, gautos su p=2 tikslumo schema

2.20 pav. palyginame paklaidas tg pacig tikslumo eil¢ bandant gauti ekstrapoliuojant bei naudojant
aukStesnés eilés schemas; tik atkrepsime démesj, kad grafike atidétos paklaidos ties pradiniu
ekstrapoliacijos Zingsniu, tad realiai tai paklaidai gauti buvo naudoti ir smulkesni tinkeliai. IS Sio grafiko
matome, kad didelio tikslumo schemomis galima gauti keliom eilém geresnius rezultatus, tinkamai
parinkus optimalaus tikslumo schema, taciau skirtumas néra didelis turint omeny tai, kad realiai yra
nezinoma, kuri schema nagrinéjamam uzdaviniui bus tiksliausia.

Priede 2.1 pateiktas ekstrapoliacijos biidu ir aukStesniy eiliy schemomis gauty sprendiniy
konvergavimo greidiy jveréiy per 9 iteracijas Zingsniu 2 * 2X + 21, k=1,...9 palyginimas.

Idomu palyginti ekstrapoliacijos metodo sudétingumg laiko prasme. Kai m=1 uzdaviniai sutampa,
nes ekstrapoliacija nevykdoma. Kai ekstrapoliacija vykdoma, tai uzdavinys sprendziamas keletg karty.
Pvz. 1§ 2.17 schemy laiko grafiko matome, kad norint su n=500 gauti m=2 tikslumg ekstrapoliuojant,
reikéty spresti m=1 uzdavinj su Zingsniais n=500 ir n=1000, ir §iy laiky suma buty apytiksle laiko trukme

ekstrapoliaciniam uzdaviniui prie n=500, m=2, kas ir matyti 2.21 pav.
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paklaida keiciant h, kai m =1:1:4
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2.20 pav. Paklaidos, gautos aukStesniy eiliy skirtuminémis schemomis ir paklaidos, gautos

14

12

10

ekstrapoliuojant iki norimo tikslumo.

skaiciadmo laikas keiciant dal. skn

o

1 1 1 1 1 1 1
100 20 300 400 300 600 VOO 800 900 1000
n

tikslumo parametro m

2.21 pav. 1D ekstrapoliacinio metodo sprendimo laiko priklauomybé nuo dalinimy skaiciaus n ir
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Taigi atsizvelge ] tai, kad su ekstrapoliacijos biidu gauty aproksimacijy paklaidos i§ esmés néra

geresnés, o laiko sgnaudos didesnés, galime daryti prielaidg, kad vienmaciam stacionariam uZdaviniui

geriau rinktis aukStesnés tikslumo eilés schemas, ypa¢ tuomet, kai sprendinio aproksimacijos reikia kuo

smulkesniame tinklelyje (pvz., kad bty galima véliau interpoliuoti didesniu tikslumu). Taciau kaip jau

minéta, ekstrapoliacija pravers vienmacio nestacionaraus uzdavinio inicializavimui.

2.3.3. 2D stacionarus atvejis

SprendZiami 3 konkretiis Puasono krastinio uzdavinio (1.54) vienetiniame kvadrate Q =[0, 1]*[0, 1]

atvejai, kai tikslus sprendiniai yra Zinomi.

2.4 lentelé. Nagrinéjami 2D krastiniai uzdaviniai ir jy sprendiniai.

Nr. uzdavinys sprendinys

1 f(x,y) = 4m?sin(2mx)y2(1 u(x,y) = sin(2mx)y?(1 — y)?
— y)Z Tikslus spr.
— sin(2mx) (2 0.1
— 12y + 12y?) q

u(x,0) =0,u(x1) =0,
u(0,y) =0,u(1,y) = 0.

~La 06

e
¥ H
2 | fxy) u(xy) = [x— 1/1/3|3cos(21'ty2)
= —6|x — /1/3|cos(2my?) Tikslus spr.

— J172|’ (~16m2y?cos(2my?)
— 4msin(2my?))

ux,0) = |x — /173",

u(x, 1) = |x—/173],

u(0,y) = (v 1/3)3cos(2ny2),
u(l,y)

=[1- 1/3|3cos(21'ty2)
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u(x,0) = sin(2nx) ,

sin(2mx), u(0,y) =0,u(1,y) =
0.

f(x,y)
= 4msin(2mx) (reos(2my?) (1
+ 4y?) + sin(2my?))

u(x, 1) =

u(x,y) = sin(2mx)cos(2my?).

Tikslus spr.

)
A et
L !

e o
A
R e
B e

Gauname paklaidy priklausomybés grafikus kiekvienam uZdaviniui (paklaida skaiiuojama kaip

tikslaus ir apytikslio sprendiniy skirtumo maksimumo norma) keiciant tiek schemos tiksluma, tiek Zingsnj:

paklaidos maks norma

paklaidos maks norma

10

T u T T T T
MNr. 2
10° __
o min paklaida keiciant m - m =1:5 E N E
10 U E@(he}
_, min paklaida keiciant m - m =1:5
5 .
107G 10 h
5 1]
107" : . L .
1 107" 1077 10
10"51 o 107"

2 3 4 5
1 m

_min paklaida keiciant m - m =1:5

0

10"

10°

L 10°

2.22 pav. 2D uzdaviniy paklaidy grafikai loglogaritminéje skaléje
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Matome, kad 1 ir 3 uzdaviniy paklados mazéja mazinant Zingsnj ir didinant schemy tiksluma, ko ir

tikejomes pagal teorija, taCiau 2 uZdaviniui teorinés prielaidos nepasitvirtina. Panagrinékime, kokio

pavidalo paklaidos lieka 2 ir 3 uzdaviniuose.

2.5 lentelé. 2D uzdavinio nr.2 sprendinio aproksimavimo ir konvergavimo analizé esant kelioms tikslumo
parametro m reikSméms.

L Tikslus spr
Sprendlnlo Tikslus spr .
projekcijos .
X-Z.
0.1
y-z:
0.2
n
-1 =3
24, 26 P L 0.02 :
"’—m:: y 0
0wt e .
naE H : ¥ H 004k
T =3 ST SOUROOY SRS N R : :// .......... 0
TS oz 05 02 05 05 07 05 03 1 0.08 ¥
: : : . : "o 01 02 03 04 05 0B 07 08 03 1
E
0.02p :
ooz I - : o
0.04 \ B |12 : ; 5 oo e : :
4 b b Iz - -
DB M oo .W. : : : : : : !
08 ; - ; : . ; : ; . ; v 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1
u] 0.1 0.z 0.3 0.4 0s 06 0.7 0.s 0.9 1 ¥
¥
54, 56
94, 96
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Gauto
Sprendinio
projekcijos
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paskutiniu

n

Tikslus spr.

04 05 06 07 08 09 1

Tikslus spr

03 04 05 06 07

¥
FD aproksimacija

03 04 05 06 07
¥

Tikslus spr.

paklaidos
priklaus.

nuo h

Log-log grafikas paklaida-zingsnis

nom (Uyd - Ugegy o)

Err

Log-log grafikas paklaida-zingsnis

o,

n0rm(ugd - Ugjus)

Emr

10" 10" 10
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2.6 lentelé. 2D uzdavinio nr.3 sprendinio aproksimavimo ir konvergavimo analizé esant kelioms tikslumo
parametro m reikSméms.

Sprendinio Tikslus spr.
d : : Tikslus spr,

projekcijos

X-Z:

y-Z:

24, 26

54, 56




94, 96

Gauto
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paskutiniu n

Tikslu

Tikslus spr.

A i

1} 01 0z 03

i i i

0.1

04 05 06 07 08 09

FD aproksimacij
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Paklald()s 1o ‘ Lﬂg-\cg grafikas pakl‘a\da-zmgsms ‘ o Log-log grafikas paklaida-zingsnis

priklaus. o’ 7

nuo h

Err =norm(ud - Ugque)
>
Err =nom(y,d - Uy

IS 2-0jo uZdavinio sprendinio aproksimacijy 2.5 lentel¢je matyti, kad aproksimuotas sprendinys y-z
projekcijoje yra iSgaubtas, o tikslus — jgaubtas. Galima bty atlikti platesnj tyrima, ar tikslumg jtakoja
sprendinio funkcijos jgaubtumas.

Nagrinéjamy schemy stabilumg patvirtina atvirksStiniy matricy maksimumo normy sekos, kai
Zingsnis maZinamas — jos apréZtos (Sios sekos nepriklauso nuo to, kurj i§ uZdaviniy nagrinésime, nes
koeficientai prie iSvestiniy pastoviis, todél matricos sutampa visiems nagrinétiems uzdaviniams, kai
Zingsnis ir schemos tikslumo parametras fiksuoti):

TUU T T T T T

600 .

M
o}
—
T
|

100 m=2 ]

['] 1 1 1 1 1
0.0 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 p=y 007
h

2.23 pav. 2D uzdavinio schemy skaitinis stabilumo tyrimas
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Toliau pateikiamas laiko grafikas jvairiy tikslumy schemoms ir dalinimy skai¢iams. Cia laikas nebe

tiesiSkai priklauso nuo dalinimy skaiCiaus, kaip vienmaciu atveju, ir to buvo galima tikétis, nes matricos

dydis did¢ja kvadratiSkai nuo dalinimy skaiciaus n

skaiciaino laikas kaciant dal. sk nx
3.5 T T T T T T T T

2.24 pav. 2D uzdavinio sprendimo laiko priklausomybé nuo tikslumo parametro m ir tinklelio

dalinimy iSilgai vienos asSies skai¢iaus nx

Ir kaip sudétingéja matricos, kai m didinamas:

M=1 M=2 ... M=5
2 \\\\ NN . \\k\\\
TN
. AN\
120 \\:\\ 200 :::
190 \\\\ 250 N\ * \\\\\\
N\ N\ T I

0 50 100 150 nz - 2149

2.25 pav. 2D schemos matricos sudétingumas esant jvairioms parametro m reikSméms
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Gauti rezultatai rodo, kad tikslinant schemg nebiitinai gausime atitinkamai geresnius rezultatus,
taCiau galima tikétis bent jau ne blogesniy rezultaty. 2 uzdavinio sprendimo paklaidos beveik nesikeite
tiek tikslinant Zingsnj, tiek schemg, o kity nagrinéty uzdaviniy paklaidos maZ&jo maZinant Zingsnj.
Kadangi sistemos matricos dydis auga labai greitai smulkinant tinkelj, tai galime nagrinéti tik iki 100
dalinimo tasky, D¢l Sios priezasties negaléjome pastebéti paklaidos didéjimo dar labiau smulkinant
tinklelj, kaip stebéjome vienmaciu stacionariu atveju. Galima biity daryti prielaida, kad jei reikia
tikslesnio psrendinio ir néra labai brangus sprendimo laikas, dvimaciame stacionariame uZdavinyje verta
smulkinti tinklelj. Tikslinant schemas, 1 ir 3 uzdaviniuose taip pat matéme, jog galima gauti maZesnes
paklaidas, ir verta tikslinti mazdaug iki m=4, nes Zingsnio toliau mazinti negalime d¢l kompiuterio
operatyvinés atminties vienam kintamajam (sistemos matricai) saugoti ribojimui programoje, o grafikuose
esant jvairiy tikslumy schemoms paklaidy didéjimo maZinant Zingsnj nepastebéta. 2 uzdavinys iSsiskyré
tuo, kad jis nejautrus nei zZingsnio mazinimui, nei schemos tikslumo didinimui; ¢ia problema tokia, kad
neturédami tikslaus sprendinio, naudodami didesnio tikslumo schemg tikétumémeés geresnio tikslumo

rezultato, nors realiai jo nepasiektume.

2.3.4. 1Dt atvejis
Sprendziamas toks pradinio-krastinio uzdavinio atvejis su parametru o

Jdu 0%u
=055, 0<x<L, t>0

u(0,t) = 0,u(L,t) =0, t>0 (2.13)
u(x,0) =fy(x) 0<x<1

Tokio uzdavinio bendrasis sprendinys uzraSomas begaline eilute:

u(x,t) =Y, by sm( )e p( annt) (2.14)

L2

Ciab, = %fOL fo(x)sin (?) dx (2.15)
Tuomet su pradine salyga: u(x,0) = sm( ) pasinaudodami tuo, kad f sin ( o ) sm( )dx =

L2, kai n=10, kitu atveju, gauname sprendinj

u(x,t) = sin ( C ) exp ( a:;t). (2.16)

Matome, kad su teigiamu o sprendinys gesta, t.y. strypui Silumos nesuteikiama laikui bégant, o jo
galuose temperatiira palaikoma lygi 0, todél laikui bégant Siluma sklaidosi j aplinka. Pagal Sig savybe
matysime, kada metodas nestabilus ir jvertinsime su kuriais tikslumo parametrais p ir m nagrin¢jama

schema yra stabili.
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Sprendinio grafikas jvairiais laiko momentais:

2.26 pav. 1Dt uzdavinio sprendiniai jvairiais laiko momentais

Sj uzdavinj sprendéme dviem badais. Pirmas - daugiaZingsnis skirtuminiy schemy metodas; jam
inicializuoti panaudojome ekstrapoliacijg. Tolesnius Zingsnius skaiiuojame jau pagal pateikta schemg
metody skyriuje. Antras - metodas su vienazingsne schema laiko atZvilgiu, tiksluma t atzvilgiu i§gaunant
tik naudojant ekstrapoliacijg. Kadangi pagal teorijg naudojamos O(k?) tikslumo kairinio laiko - centrinés
erdvés schema yra besalygiskai stabili, tai teoriSkai, kad ir kokius t ir h parinktume, ekstrapoliuotas
sprendinys taip pat turi biiti stabilus (ekstrapoliacijai naudojama vieno laiko Zingsnio skirtuminé schema).
Pirmojo metodo su aukStesnémis tikslumo eilémis stabilumui triiksta teoriniy nagrinéjimy. Kad
pastebétume nestabilumg, simuliavimo laikas turi biiti pakankamai ilgas, nes pirmuose zingsniuose ir
nestabilus metodas nesukaupia pastebimai daug paklaidy. Nagrinékime laikg tmax=20. PavydZziui, su

parametrais dx=0,25, t=0.25, p=6, m=2:

2.27 pav. 1Dt uzdavinio schemos nestabilumas
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Parinke jvairius Zingsniy parametrus dx ir dt, gauname konvergavimo sritis (-1 reiskia, kad
paklaidos nebuvo galima apskaiciuoti, nes skaiciai virSija kompiuterio limitus, o +1 reiSkia, kad paklaida
buvo didesné uz 1 — abu Sie atvejai reiSkia metodo nekonvergavima).

IS konvergavimo grafiky 2.7 lenteléje matome, kad esant mazoms parametro m reikSméms su visais
nagrin¢jamais p schemos konverguoja, ko ir tikéjomeés iS ekstrapoliacijos metodo, kuriame naudota
vienazingsné laiko schema, kuri yra besalygiskai stabili , kai m=2, p=1. Matome, kad 1§ tikryjy, kaip ir

buvo galima tikétis, su m=2 schema stabili visiems p, ekstrapoliavus i§ p reikSmiy, apskaiciuoty su p=1.

Taciau su didelém parametro m reikSmém schemos gali ir nekonverguoti

2.7 lentelé. 1Dt uzdavinio sprendinio konvergavimo sritys esant kelioms laiko ir erdvés Zingsniy reikSméms,
tikslumui pasiekti naudojant ekstrapoliacija.

Metodas tik ekstrapoliuojant iki norimo tikslumo p

0.25 : : :
1 1 1
08 08 0.8
0.6 2 0.6 2 0.6
o4 3 0.4 3 0.4
02
< . ~ 0.2
S <4 02 <4
5 0 o 0 2 0
£ 2 is
& 02 p 02 o 02
o 6 0.4 6 04
0.6
7 0.6 7 06
0.8 o8
0.8 0.
4 8 8
25 3 85 4 45 A
A
n, kur O(2™ 05 1 15 25 05 1 15 2 25 i 3 35 4 45
m
m, kur O(h2™ m, kur O(h?™
0.125 : | ;
1 1 1
08 0.8 08
2 0.6 2 0.6 2 0.6
3 04 3 0.4 3 0.4
— 02 — 02
€4 <4 02 o
¢) s ¢)
E 0 g 0 E 0
B 0.2 % a® 0.2
g < 0.2 0.
6 0.4 6 04 6 0.4
7 0.6 , 06 7 0.6
0.8
. 0.8 \ 08 .
- -
05 15 2 25 45 ! — s 25 - 05 1 15 2 25 3 35 4 45
m, kur O(h2™ ) . km'o(hz,“) m, kur O(h2™)
0.062 | : ‘
1 1
08 08 08
5 06 2 06 2 06
0.4 3 0.4 3 0.4
0.2
- 02 e 02 T4
T < 5
o o = 0
< 0 ] 0 5
2 El =5
a *5 @ 0.2
02 o 02
6 04
04 6 04
7 06
06 7 0.6
0.8
08 08 8
8 -1
4 , 05 1 15 2 25 8 35 4 45
25 3854 4s 05 1 15 2 25 3 35 45 : m, kur O™
m, kur O(h®™) m, kur O(R2™)
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Kaip vienmaciame stacionariame uzdavinyje pasteb¢jome, didesnio tikslumo schemos su dideliais
Zingsniais (retais tinkleliais) gali duoti dideles paklaidas (nors ir yra stabilios). Ir matome i8S
konvergavimo sri¢iy grafiky, kad mazinant dx, nekonvergavimo sritis maz¢ja (Zitréti lentel¢je pagal

eilutes: iSilgai abscisiy aSies- parametro m reikSmés, iSilgai ordinaciy aSies — parametro p reikSmés).

2.8 lentelé. 1Dt uzdavinio sprendinio konvergavimo sritys esant kelioms laiko ir erdvés Zingsniy reikSméms,
ekstrapoliacija naudojant tik daugiazZingsnio metodo inicializacijai.

Metodas su ekstrapoliacija inicializavimui, daugiazingsnis

dx-> | 0.25 0.125 0.0625
dt

0.25 : ; :

1 1 1
08 08 08
2 06 2 0.6 2 0.6
3 04 3 0.4 3 0.4
_ 02
o <4 02 <4 02
3 0 2 0 2 0
= 5] 2 2
= 02 a® 02 a® 02
6
0.4 6 04 6 04
7 08 7 06 7 0.6
0.8
0.8 08
8 8 8
05 1 15 2 25 3 a5 4 45 -

2 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45
m, kur O(r™) o 2m
m, kur O(h®™) m, kur O(h®™

0.125 ‘ : |
! 1
1
0s 0.8 08
06 2 06 2 06
0.4
3 04 3 04
< 0.2 02
<3 < — 0.2
H o s . <
o 02 2 5 o
< 0.2 "
04 d -0.2
-0.4
08 0.4
o8 o8 0.6
4 0.8
05 1 15 2 25 3 35 4 45 -0.8
2m 4
m kur O o5 1 15 2 25 3 35 4 45 4
m, kur O(h?™) 05 1 15 2 25 3 35 4 45
m, kur O(h?™)
0.062 ‘ 1 ‘

1 1

08 08 08
06 2 06 2 06
04 0.4 3 04
02 02 02
o 5 0 ; 0

02 3 02 : 02
04 0.4 04
06 06 08
08 0.8 08
4 B -

25 05 1 15 2 25 3 35 4 45
m, kur O™ m, kur Oh?")

Kaip ir metode vien su ekstrapoliacija, dideliy tikslumy schemoms reikia smulkesnio tinklelio —
maZzinant dx, esant fiksuotam laiko Zingsniui, konvergavimo sritis did¢ja. Patikriname, ar gauty schemy
tikslumai atitinka teorinj konvergavimo greitj. Nagriné¢jame didesniy tikslumy skirtuminiy schemy
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metodg. Fiksuojame maza reikSme¢ dx, pvz dx=0.0625/4, ir tmax=10, dt=0.0625, tuomet konvergavimo

sritis:

40.2

p, kur O(t°)

1-0.2

0.4

7L | -0.6

-0.8
8

0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5
m, kur O(h2™)

2.28 pav. 1Dt daugiazingsnio metodo su dx=0.0625/4, ir tmax=10, dt=0.0625 konvergavimo sritis

Matome, kad su S$iais parametrais, konvergavimo sritis [m,p]=[1:4, 1:7]. Fiksavus tikslumo
parametrg m erdvés kintamojo atzvilgiu m=1,...,4, gauname, kaip paklaida kinta keiciant laiko kintamojo
tikslumo parametrg p. Kadangi schemos tikslumas teoriskai yra O(dx?™) + O(dtP), tai paklaida turéty

keisti tikslumo eile iki kol p=2m, po to teoriskai kitimas turéty biiti nepastebimas.

paklaida Edt keiciant tikslumo eile

Ep = nom(Yep - Yigsius)

10’ I I I I I
1 2 3 4 5 6 7

laiko tikslumo eile p

2.29 pav. 1Dt daugiazingsnio metodo paklaidos pastebimai mazéja iki kol laiko ir erdvés kintamyjy

tikslumo eilés susilygina: p=2m
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Gautasis grafikas rodo, kad i$ tikryjy, paklaida maZéjo iki kol p=2m, tadiau toliau didinant p,
paklaida didesniy tikslumy schemose iSaugo. IS Sio pavyzdzio galima biity daryti prielaidg, kad kaip ir
teoriSkai, taip ir Siame metode verta imti p=2m.

Analogiskas tyrimas su pilnai ekstrapoliaciniu metodu; fiksuojame reikSme dx, pvz dx=0.0625, ir

tmax=10, dt=0.0625, tuomet konvergavimo sritis:

p, kur O(tP)

1-0.2

0.5 ‘1 115 é 2.5 3 3.5 4 4.5
m, kur O(h®™)
2.30 pav. 1Dt schemos ekstrapoliacinio metodo su dx=0.0625/4, ir tmax=10, dt=0.0625

konvergavimo sritis

Gaunama konvergavimo sritis [m,p]=[1:2, 1:8]. 2.31pav. grafikas atkartoja teorinius samprotavimus:

iki p=2m paklaidos eil¢ maZéja, véliau beveik nekinta dél didesnés paklaidos dedamosios O(h?™).

paklaida Edt keiciant tikslumo eile

10°
10°} 4
=1
SE 10 |
|D
.
z
£ s
S 10°} .
I
o
10°} 4
10'7 1 1 1 1 1 1 =2
1 2 3 4 5 6 7 8

laiko tikslumo eile p

2.31 pav. 1Dt ekstrapoliacinio metodo paklaidos pastebimai mazéja iki kol laiko ir erdvés
kintamyju tikslumo eilés susilygina: p=2m
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Fiksave pakankamai mazg dx bei keisdami dt, skai¢iuojame konvergavimo grei¢io parametrg p,

pasinaudodami apytikslia lygybe

de\P
TP, Kt(7) +Kydx?m
TP;  KidtP+Kydx2m

Imdami dx=0.0625/8, dt=0.0625*%16, tmax=20 ir imdami 5 skaiCiavimo iteracijas dt:=dt/2 (dx-

= (dx < dv) ~ (2)". 2.17)

fiksuotas, m fikuotas: m=ceil(p/2)) gauname tokius konvergavimo greicio jvercius :

2.9 lentelé. 1Dt uzdavinio sprendinio konvergavimo greiciy palyginimas esant ekstrapoliaciniam metodui ir
daugiazZingsniam metodui.

p ekstrapoliacinio schemy
1 0.997 0.997
2 1.842 2.057
3 2917 3.009
4 4.304 4.010

Didesniems p su parinktais parametrais toliau mazinant dt, paklaidos ima didéti.

Pirma eiluté sutampa, nes kai p=1, metodai sutampa — naudojamas vienazingsnis BTCS metodas.

Pagal metody skai¢iavimo eigg aiSku, kaip ir vienmaciame stacionariame uZzdavinyje, kad laiko
sgnaudos pilnai ekstrapoliaciniam sprendimui yra didesnés, nes tas pats uzdavinys sprendZiamas
pakartotinai tuo daugiau karty, kuo didesnio tikslumo siekiama. Laiko grafikams gauti imame h:=dx=dt ir
p=2m, tmax=4.

skaiciavimo laikas keiciant dal. sk n, m=4 skaiciamo laikas keiciant dal. sk n, m=4
T T T T T T . . . . . .

m=4

i

m=3

// 10} m=2
0 | | | | 0 /

n 4 I L L L
50 100 150 200 250 300 3% 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
n n

2.32 pav. 1Dt uzdavinio sprendimo laikai sprendziant a) daugiazingsniu ir b) ekstrapoliaciniu

metodu.
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ISVADOS

IS nagrinéty pavyzdziy aiSku, kad néra bendry taisykliy optimaliam skirtuminés schemos
pasirinkimui: ar pasitvirtins teoriSkai laukiamas rezultatas, priklauso nuo sprendinio specifikos. Tod¢l
gavus uzdavinj, prie§ renkantis skirtuming schemg bei Zingsnj, reikia atlikti jo tyrimg. Tinkamai parinkus
schemos parametrus, aukStesniy tikslumy skirtuminémis schemomis galima gauti tikslesnius rezultatus.

Mazesnio tinklelio Zingsnio pasirinkimas ir didesnio tikslumo schemos pasirinkimas nebitinai
pakeicia vienas kitg. Yra uzdaviniy, kuriems parinkus netinkama Zingsnij ir didesnio tikslumo schema,
gaunama dar didesné paklaida. Aptartas biidas, kaip tg pastebéti sprendziant realy uzdavin;.

Parabolinio tipo pradiniam-krastiniam uzdaviniui jgyvendinta ekstrapoliacijos idé¢ja didesnio
tikslumo skirtuminéms schemoms inicializuoti; tai leido pasiekti norimg schemos tikslumo eilg.
Konvergavimo sritims patikrinti pasitlytas vizualinis biidas, pagristas nagrinéjamo uZdavinio sprendinio

savybémis.

Rekomendacijos tolesniam tyrimui:

Galima ieskoti sgsajy tarp sprendinio savybiy ir schemy parametry tinkamumo.

Siame darbe paprasti schemy sudarymo metodai adaptuoti didesniy tikslumy schemoms sudaryti,
nesiekiant didZiausio efektyvumo. Galima ieSkoti efektyviy algortitmy schemoms su pasirinktais -

konkretizuotais- parametrais realizuoti.
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PRIEDAI

1 priedas. Kai kurios 2.3.1 skyriaus programos

Skirtuminiy santykiy koeficienty apskaiciavimas Matlab:

function C=koeficientai (pts,order, bcf)
$pts— points - per kiek tasku skirtuminis santykis

%order - isvestines eile
5555555555555 55555555555555%5%55%5%5%%%
% h - atstumas tarp mazgu parenkamas 1, tuomet gaunami koeficientai

% skirtumams kuriuos dar reikia padalinti is atitinkamo h laispnio

% pts - tasku, per kuriuos skirtuminio santykio ieskom, skaicius

% pts=tikslumo eile + order

% order - 1isvestines eile order<pts-1

% bcf = backward jei -1, central jei O(arba else nei -1 ar 1) ir forward jei 1

switch bcf
case 1 % forward
imin=0;
imax=pts-1;
case -1
imin=-(pts-1);
imax=0;
otherwise
imin=-floor ((pts-1)/2);
imax=—imin;
end
ivekt=(imin:1:imax) ;
A=ones (pts,pts);
for i=l:pts-1
A(i+l,:)= ivekt."i;
end
B=zeros(pts,1);
B(order+1l)=1;
C=A\B;
C=C.*factorial (order);
Cc=C.";

Vienas i§ tyrimo metody:

% pasirenkama tiriamos isvestines eile N, centrinio, kairinio/desininio
% skirt sant aproksimaciju eiles, ir keiciant zingsni pavaizduojamos
% isvestiniu pakeitimo skirt santykiais paklaidos

clc

clear all

kiek=28; % kiek skirtingu zingsniu tarp 107-1 ir 107-16

h = logspace(-0.5,-10,kiek);

x0 = 10;

% N — isvestines eile
N=1;
m=1; % centrinio skirtuminio santykio tikslumo eile m=1 O(h"2), m=2 O(h"4) ir t.t. O(h”"2m)
m2=2; % kairinio ir desininio sk sant tikslumas O(h”m)
5555555555555 5555555555555 555555555555555555555%55555555%555%5%5%%%%
Nr=2;
5555555555555 5555555555555 555555555555555555555%55555555%5%55%5%5%%5%%
switch Nr
case 1
fija = @(x) 2.*x+4./x;
syms x;
isvestine= matlabFunction(diff (2.*x+4./x,N));
case 2
fja= @(x) cos(x);
syms x;

isvestine= matlabFunction(diff (cos(x),N));
case 3



syms x;
isvestine= matlabFunction(diff (cos(6*x),N));
fja=@(x) cos(6*x);
end
kai tikslumas O(h”2m), tai central approx reikia 2m+1 tasku, taigi koef
vektorius bus 2m+l ilgio
lyg = (mod(N,2)==0); % =1 jei N lyginis, =0 jei N nelyginis
koefl = koeficientai (2*m+N-1lyg, N, 0); % £7(N) skirt santykio central koef
% forward ir backward koef.:
koeffl = koeficientai (m2+N, N, 1); % £7(N) skirt santykio forward koef
koefbl = koeficientai (m2+N, N, -1); % £ (N) skirt santykio backward koef
yDcl=zeros(1l,kiek);
c=ceil ((2*m+N-1yg) /2);
mm=floor ((2*m+N-1yg) /2) ;
for ii=-mm:mm
yDcl=yDcl+ fja(x0+ii*h).*koefl(1,c+ii);
end
yDcl=yDcl./ (h.”N);
yDfl=zeros(1l,kiek);
yDbl=zeros(1l,kiek);
for 1i=0: (m2+N-1)
yDfl=yDfl+ fja(x0+ii*h).*koeffl(1,1ii+1);
yDbl=yDbl+ fja(x0-ii*h).*koefbl (1, m2+N-1ii);

o

o\

end

yDfl=yDfl./ (h.”N);
yDbl=yDbl./ (h.”N);
yDe = isvestine (x0
eDf = abs(yDfl-yDe
eDb = abs (yDbl-yDe
eDc = abs(yDcl-yDe

’

I

’

I

figure(1l)

loglog(h,eDc, 'r',h,eDb, "b—-",h,eDf, '"g:");
nr=find(diff (eDc)>0, 1,'first'); % kada ji keicia zenkla, ima dideti, t.y. tampa teigiama-
pazymet kvadraciuka, iki to tinka pagal teorija
hm=h (nr) ;

hold on;

st = sprintf(['O(h"',num2str(2*m), ') centr.']);
legstr = st;

loglog (hm,eDc(nr), 's")

nr=find(diff(eDb)>0, 1, 'first');

hm=h (nr) ;

hold on;

st = sprintf(['O(h"',num2str(m2),"') kair.']l);
legstr=strvcat (legstr,st);

loglog (hm,eDb(nr), 's")

nr=find(diff (eDf)>0, 1, 'first');

hm=h (nr) ;

hold on;

st = sprintf (['O(h"{',num2str(m2),"'}) desin.']);
legstr = strvcat(legstr,st);

loglog (hm,eDf (nr), 's")

legend(legstr, 2)

xlabel('h'");

vlabel (' |aproksimavimo skirt. santykiu paklaidal');
title('Log-log: isvestines aproksimavimo skirtuminiais santykiais paklaida keiciant Zingsni
h')

set (gcf, 'Color', [1 1 11);



2 priedas. 2.3.2 skyriaus papildoma medZiaga

2.1. Konvergavimo greicio jverciy palyginimas
Ekstrapoliacijos biidu ir aukStesniy eiliy schemomis gauty sprendiniy konvergavimo greiciy jverciai per 9

iteracijas Zingsniu 2 * 2% + 21, k=1,..,9.

Siekiamo tikslumo | Aukstesniy eiliy schemos

eilé

ekstrapoliacija

p=2m

Uzd 1

Uzd3

Uzdl

Uzd3

2

1.973

2.024

1.973

2.024

4.396

5.365

3.730

4.035

7.474

7.915

f
=\\ /4
\
\ f
\ [
R
\/
¥

2.2. Kai kurios 2.3.2 skyriaus programos
Paklaidy skai¢iavimas, kei¢iant Zingsnj ir tikslumo eilg:

clc
clear all

% al(x) d/dx(dy/dx) + a2(x) dy/dx + a3(x)

Nr=3;
switch Nr

vy + ad(x)

al=inline('1
a2=inline('1l/x'
a3=inline('-1
a4=inline('0




% krastines reiksmes

yE=9 ;

% 2.

al=inline
a2=inline
a3=inline
a4=inline

'—exp (x
'—exp (x
Al A3V Al

)
) !
x") ;
Al ( /\3)*

cos (x)-exp(x)*(sin(x)+cos(x))"','x") ;

sprendinys = @(x) cos(x);
% krastines reiksmes
x0=0.5 ;
yO0=sprendinys (x0) ;

xf=4 ;

yvif=sprendinys(xf) ;

% 3.

al=inline('-exp(x)"',
az=inline('-exp(x)"',
a3=inline('x A3' "x")
ad4=inline('- 3)*cos (6*x)—exp (x) *(6*sin(6*x)+(672)*cos(6*x))"','x") ;

sprendinys = @(x) cos(6*x);
% krastines reiksmes
x0=0.5 ;

yO0=sprendinys (x0) ;

xf=4 ;

yvif=sprendinys(xf) ;

% 3.

al=inline
a2=inline
a3=inline
a4=inline

P X)) g

'—exp(x 14 X')

Al /\3' lxl) -
’ ’

'—(x73) *cos (24*x) —exp (x) * (24*sin (24*x)+(2472) *cos (24*x)) "', 'x") ;

sprendinys = @(x) cos(24*x);
% krastines reiksmes

x0=0.5 ;

yO0=sprendinys (x0) ;

xf=4 ;

yf sprendinys (xf) ;

mmax=>5;

hhh=zeros (mmax, 1) ;

ttt=zeros (mmax,1);

sumt=zeros (mmax, 1) ;

for m=1:mmax

$m=7; % tikslumo eile m=1 O(h"2), m=2 O0(h"4) ir t.t. -> max m = 8, toliau skirtumu koef
apskaiciuojami netiksliai

koefl = koeficientai(2*m+1, 1, 0); % £7(1) skirt santykio central koef
koef2 = koeficientai (2*m+1l, 2, 0); % £7(2) skirt santykio central koef

if m>1 % tuomet reikia forward ir backward koef.
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koeffl = koeficientai(2*m+1, 1, 1); % £7(1) skirt santykio forward koef

koefbl = koeficientai(2*m+1, 1, -1); % £7(1) skirt santykio backward koef

koeff2 = koeficientai(2*m+2, 2, 1); % £7(2) skirt santykio forward koef

koefb2 = koeficientai(2*m+2, 2, -1); % £7(2) skirt santykio backward koef
end

%*‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k***********************

% tiriama paklaidos priklausomybe nuo dalinimu skaiciaus
kmax=9;

sz = kmax;

T=zeros(sz,1l);

RMSE=zeros(sz,1);

laikas=zeros(sz,1);

MaxPakl=zeros(sz,1);

H=zeros (sz,1);

%*‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k‘k'k***********************

for k=1:kmax-m

n = 2*2"k + 21; % pradinis (reikiamas apskaiciuoti norimu tikslumu)tinklelio tasku
skaicius
h=(xf-x0)/ (n-1) % pradinis zingsnis, su kuriuo skaiciuojama m=1 tikslumo aprox, su

h/2 skaiciuojama 2k aukstesnes eiles aprox

clear A B Y x;
% zingsnis
h=(xf-x0)/(n-1) ;
% lygciu sistemos sudarymas

for i = 1:n
X (1)=x0+(i-1)*h;
end

A=zeros (n,n);
B=zeros(n,1);
B(1)=y0;
B(n)=yf;
A(l,1)=1;
A(n,n)=1;

)

c=m+l; % centrinio elemento pozicija koef vektoriuje
% % O(h), centrinis antrai ir desininis pirmai
iki= n-m;
dum=2*m;
ilgis=2*m+1;
ilgis2=ilgis+1;
tstart=tic;
% kai krastuose nepakanka tasku centriniam skirt, naudojam forward prdzioj,
% per 2m+1 taskus £7 (1) ir 2m+2 taskus £7(2)
for i=2:m

A(i,1) = al(x(i))*koeff2(1,1)/h/h+a2(x(1i))*koeffl(1l,1)/h+a3(x(1i)); % diagonalinis
elementas

B(i)=-a4(x(1));

for ii=1:dum

A(i,i+ii)= al(x(i))*koeff2(1l,1+ii)/h/h+a2(x(i))*koeffl(1,1+ii)/h;

end

A(i,i+ilgis)= al(x(i))*koeff2(1,ilgis2)/h/h; %tik £7(2) skirtum santykio koef
end

% kur centriniai skirt santykiai jau gali buti taikomi aproksimacijai, t.y.
% pakanka elementu i prieki ir atgal:
for i=c:iki

A(i,i) = al(x(i))*koef2(l,c)/h/h+a2(x(1i))*koefl(1l,c)/h+a3(x(1i)); % centrinis elementas

m+1
B(i)=-ad(x(1));
for ii=l:m
A(i,i-1i)= al(x(i))*koef2(1l,c-1ii)/h/h+a2(x(i))*koefl(1l,c—-1ii)/h;
A(i,i+ii)= al(x(1i))*koef2(1l,c+ii)/h/h+a2(x(i))*koefl(1l,c+ii)/h;
end
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end
% ir backward gale:
for i=iki+l:n-1

A(i,1) = al(x(i))*koefb2(1l,ilgis2)/h/h+a2(x(1))*koefbl(1l,ilgis)/h+a3(x(1));
diagonalinis elementas

B(i)=-ad(x(1));

for ii=1:dum

A(i,i-11)= al(x(1))*koefb2(1,ilgis2-1i)/h/h+a2(x(1i))*koefbl(1l,ilgis-1ii)/h;

end

A(i,i-ilgis)= al(x(i))*koefb2(1,1)/h/h; %$tik £7(2) skirtum santykio koef
end

A=sparse (A);
Y=A\B;

laikas(k,1) = toc(tstart);
Pakl (k,1l)=norm(Y-sprendinys(x).',inf);
sumt (m)=sumt (m)+laikas(k,1);
H(k,1)=h;

end

disp (m)

disp (k)

laikas

[RMSEmin, nr]=min(Pakl);
hmin=H(nr,1);

hhh (m) =RMSEmin;
ttt(m)=laikas(nr,1);

kk=1/(2*m+2) ;
loglog(H,Pakl, 'Color', [kk mod(m,2)==1 mod(m,2)==0]);

hold on;

loglog (hmin, RMSEmin, 's', 'Color', 'r')

hold on;

text (hmin/1.5,RMSEmin/2, ['O(h"{"',num2str (2*m), '})"'] )
hold on;

xlabel ('h');
ylabel ('paklaidos inf. norma');
title(['paklaida keiciant h, kai m =1:1:", num2str (mmax)]);
set (gcf, "Color', [1 1 11);
end

Ekstrapoliacijos koeficienty apskaic¢iavimas Matlab:

function C=koeficientaiExtra?2 (k)
randami koeficientai extrapoliavimui, k - koeficientu vektoriaus ilgis,
tuo paciu ir puse norimos tikslumo eiles O(h”"2k)
A=ones (k, k) ;
for i=1:k-1

for j=1:k-1

A(i+l, 3+1)=(1/27(2%1))~(3);

end
end
A
B=zeros(k,1);
B(l,1)=1;
C=A\B;
C=C.";

o\

o

Ekstrapoliacinis metodas:

<.>

o
°
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mn = input ('Norima tikslumo eile/2
if mn < 1

Il
~

mn=1;
end
m=1;
koefl = koeficientai(2*m+1, 1, 0); % £7(1) skirt santykio central koef
koef2 = koeficientai(2*m+1l, 2, 0); $ £7(2) skirt santykio central koef
if m>1 % tuomet reikia forward ir backward koef.
koeffl = koeficientai(2*m+1, 1, 1); % £7(1) skirt santykio forward koef
koefbl = koeficientai (2*m+1, 1, -1); % £7(1) skirt santykio backward koef
koeff2 = koeficientai(2*m+2, 2, 1); % £7(2) skirt santykio forward koef
koefb2 = koeficientai(2*m+2, 2, -1); % £7(2) skirt santykio forward koef
end
koefextra?2 = koeficientaiExtra2(mn)."';
nlevels = input (' Iteraciju skaicius = ');
for k = l:nlevels % grafikui paklaidu priklausomybei nuo pradinio zingsnio ekstrapoliacijoj
n0 = 2*2"k + 21 % pradinis (reikiamas apskaiciuoti norimu tikslumu)tinklelio
tasku skaicius
hO=(xf-x0)/(n0-1) % pradinis zingsnis, su kuriuo skaiciuojama m=1 tikslumo aprox,

su h/2 skaiciuojama 2k aukstesnes eiles aprox
% lygciu sistemos sudarymas
Yextra=zeros(n0,1);

dd=1; n=n0; h=h0;

for i = 1:n
x0 (1)=x0+(i-1)*h;
end
Ytikras = sprendinys(xo).';
for mm=1:mn % ekstrapoliacija per mn zingsniu
if mm>1, n=(n-1)*2+1; dd=dd*2; h=h/2;end % zingsnio daliklis: 1, 2, 4, ... extrapoliacijos
elementams
clear x
for i = 1:n
x(1)=x0+(i-1) *h;
end
Ytikras2 = sprendinys(x)."';

A=zeros(n,n); B=zeros(n,1l); B(l)=y0;
B(n)=yf; A(1,1)=1; A(n,n)=1;
c=m+l; % centrinio elemento pozicija koef vektoriuje
% centrinis antrai ir desininis pirmai
iki= n-m; dum=2*m; ilgis=2*m+1; ilgis2=ilgis+l;
% kur centriniai skirt santykiai jau gali buti taikomi aproksimacijai, t.y.
% pakanka elementu i prieki ir atgal:
for i=c:iki
A(i,i) = al(x(i))*koef2(l,c)/h/h+a2(x(1i))*koefl(1l,c)/h+a3(x(i)); % centrinis elementas
m+1
B(i)=-ad(x(1));
for ii=1:m
A(i,i-1i1)= al(x(1i))*koef2(1l,c—1ii)/h/h+a2(x(1))*koefl(l,c-ii)/h;
A(i,i+ii)= al(x(i))*koef2(1l,c+ii)/h/h+a2(x(1))*koefl(1l,c+ii)/h;
end
end

A=sparse (A);

Y=A\B;
Y
if mm==

Yextra=koefextral2 (mm) *Y;
koefextra2 (mm)

end

if mm>1
koefextra2 (mm)
Y=koefextra2 (mm) *Y;
ind=1;
for ii=1:n0
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if 1i>1 ind=ind+dd; end
Yextra(ii)=Yextra(ii)+Y (ind) ;
end

end

length(Y)

length(Ytikras?2)

Eh = norm(Y - Ytikras2,inf);

end

Ehextr = norm(Yextra - Ytikras, inf);

Ehvec (k)=Ehextr;

hvec (k)=h0;

figure(l)

plot( xo,Ytikras, '*-',x0, Yextra,'o-');

xlabel ('x")

ylabel ('u(x)")

title_str = ['zingsnis h = ', num2str (h0), 'tikslumas O (h"2*',num2str (mn)];

title(title_str);
legend('Tikslus diskretus spr.', 'FD aproksimacija')
hold on;
set (gcf, "Color', [1 1 11);
ezplot (sprendinys, [x0 xf]);
hold off;
disp('any key’);
pause
end
figure(2)
loglog (hvec,Ehvec, 'o', hvec,Ehvec)
xlabel('h'")
ylabel ('E_h = max |Y_{FD} - Y_{tikslus}|")

title('Log-log grafikas paklaidos E_h keiciant zingsni h, esant ekstrapoliacija gautam

tikslumui 2*m')
set (gcf, 'Color', [1 1 11);
% Konvergavimo greitis
conv_rate = mean( diff(log(Ehvec)) ./ diff(log(hvec)) );
fprintf ('Gautas konvergavimo greicio ivertis h”p, kur p = %$4.3e\n',conv_rate);

3 priedas. Kai kurios 2.3.3 skyriaus programos

clear all

m=5;

Nr=3; % uzdavinio nr, zr. switch-case
% -u_xx - u_yy = f(x,y), 0<x,y<1,
switch Nr

case 1

s 1.

sprendinys = @(x,y) sin(2*pi*x).*y."2.*%(l-y)."2;

f= Q(x,y) 4*pit2*sin(2*pi*x).*y."2.%*(1-y)."2 — sin(2*pi*x).*(2-12*y+12*y."2);
maxx=1;

maxy=1;

$krastines reiksmes:

ba = @(x) sprendinys(x,0) ; % apatinis krastas y=0, x=0:maxx

bv = @(x) sprendinys(x, maxy); % virsutinis krastas y=maxy, x=0:maxx

)
bk = @(y) sprendinys (0, y);% kairysis krastas x=0, y=0:maxy
)

bd = @(y) sprendinys(maxx, y);% desinysis krastas x=maxx, y=0:mxy
case 2
maxx=1;
maxy=1;

f = Q(x,y) —-6*abs(x-sqrt(1/3)).*cos(2*pi*y."2)-abs(x-sqrt(1/2))."3.* (-
16*pit2*y."2.%cos (2*pi*y."2)-4*pi*sin(2*pi*y."2));

sprendinys=0Q(x,y) abs(x-sqrt(1/3))."3*cos(2*pi*y."2);

ba = @(x) sprendinys(x,0) ; % apatinis krastas y=0, x=0:maxx
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bv = @(x) sprendinys(x, maxy); % virsutinis krastas y=maxy, x=0:maxx
bk = @(y) sprendinys (0, y);% kairysis krastas x=0, y=0:maxy

bd = @(y) sprendinys(maxx, y);% desinysis krastas x=maxx, y=0:mxy
case 3
maxx=1;
maxy=1;
f =inline('4*pi*sin(2*pi*x)*( pi*cos(2*pi*y"2)* (1+4*y"2)+sin(2*pi*y*2) )"');

sprendinys=Q@(x,y)sin(2*pi*x).*cos(2*pi*y."2);
%$krastines reiksmes:

ba = @(x) sprendinys(x,0) ; % apatinis krastas y=0, x=0:maxx

bv = @(x) sprendinys(x, maxy); % virsutinis krastas y=maxy, x=0:maxx
bk = @(y) sprendinys (0, y);% kairysis krastas x=0, y=0:maxy

bd = @(y) sprendinys(maxx, y);% desinysis krastas x=maxx, y=0:mxy
end

nlevels = input (' Iteraciju skaicius = "); % max 10

if nlevels>10, nlevels=10; end
for kk = l:nlevels

% nx=20;

nx = 1+3*m+kk*10; % Tinklelio tasku skaicius, programa pavilks iki mazdaug 100
ny=nx;

dx = maxx/ (nx-1)

x=linspace (0, maxx,nx) ;
dy = maxy/(ny-1) ;
y=linspace (0, maxy,ny) ;

if m< 1
m=1;
end
koef2 = koeficientai(2*m+1l, 2, 0); $ £7(2) skirt santykio central koef

if m>1 % tuomet reikia forward ir backward koef.
koeff2 = koeficientai(2*m+2, 2, 1); % £7(2) skirt santykio forward koef
koefb2 = koeficientai(2*m+2, 2, -1); % £7(2) skirt santykio backward koef
end
nxny=nx*ny;
A=zeros (nxny,nxny) ;
B=zeros (nxny,1l);

% laisvas stulpelis
k=nx;
for j=2:ny-1
for i=2:nx-1
k=k+1;
if i== k=k+1; end
B(k,1)=-f(x(i),y(3));
if i==nx-1, k=k+1; end
end
end

% Krastines salygos:

% krastines salygos staciakampes srities kairej ir desinej:
0

for i = nx:nx:nxny
k=k+1;
B(i)=bd(y(k));
end
% krastines salygos staciakampes srities apacioj ir virsuj:



for i = 2:1:nx-1
B(i)=ba(x(i));

end

k=1;

for i = nxny-nx+2:1:nxny-1
k=k+1;

B(i)=bv(x(k));

end

% krastines salygos staciakampes srities kairej ir desinej:

for i = l:nx:nxny
A(i,i)= 1;
end
for i = nx:nx:nxny
A(i,i)=1;
end
% krastines salygos staciakampes srities apacioj ir virsuj:
for i = 2:1:nx-1
A(i,i)=1;
end
for i = nxny-nx+2:1:nxny-1
A(i,i)=1;
end
%$1. Sudarom forward, central, backward isilgai x asies, t.y. pagal gardeles
%eilutes, gausim matrica - busimos dideles matricos blokeli istrizainini

Ap=zeros (nx, nx) ;

)

c=m+l; % centrinio elemento pozicija koef vektoriuje
% centrinis antrai ir desininis pirmai
iki= nx-m;
dum=2*m;
ilgis=2*m+1;
ilgis2=ilgis+1;
% kai krastuose nepakanka tasku centriniam skirt, naudojam forward prdzioj,
% per 2m+2 taskus £7(2)
for i=2:m
Ap(i,i) = koeff2(l); % diagonalinis elementas
for ii=1l:ilgis
Ap(i,i+ii)= koeff2(1l+ii);
end
end
% kur centriniai skirt santykiai jau gali buti taikomi aproksimacijai, t.y.
% pakanka elementu i prieki ir atgal:
for i=c:iki
Ap(i,i) = koef2(c); % centrinis elementas m+1l
for ii=1:m
Ap(i,i-ii)= koef2(c-ii);
Ap(i,i+ii)= koef2(c+ii);
end
end
% 1ir backward gale:
for i=iki+l:nx-1
Ap(i,i) = koefb2(1l,ilgis2); % diagonalinis elementas
for ii=1l:ilgis
Ap(i,i-ii)= koefb2(ilgis2-ii);
end
end
Ap=Ap/dx/dx;
% pridedame gauta diagonalini elementa (matrica Ap) prie pagrindines
% matricos A diagonales
for j=nx+l:nx:nxny-nx
A(j:j+nx-1,j:j+nx-1)=A(j:j+nx-1, j:j+nx-1) +Ap;
end
dy2=dy”"2;

o)

% Gavome A, kur FD aproksimacija atlikta tik u_xx, dabar pridesime u_yy
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% j — per gardeles eilutes, kuriose reikia forward, i - per visus gardeles tskus
isilgai x (isskyrus krasta), kraste padidinam k, kad k butu matricos A
% eilutes nr

k=nx; % pildomos A eilutes nr, atitinkantis omega_k gardeles taska,
% cia k prasideda nuo 2-os gardeles eilutes, nes pirma jau uzpildyta krastinese
salygose.
for j=2:m
for i=2:nx-1
k=k+1;
if i==2, k=k+1; end
A(k,k) =A(k,k)+ koeff2(1l)/dy2; % diagonalinis elementas
for ii=1l:ilgis
A(k,k+nx*ii)=A(k,k+nx*ii)+ koeff2(1+ii)/dy2;
end
if i==nx-1, k=k+1; end
end
end
% kur centriniai skirt santykiai jau gali buti taikomi aproksimacijai, t.y.
% pakanka elementu i prieki ir atgal:
for j=c:iki
for i=2:nx-1

k=k+1;
if i==2, k=k+1; end
A(k,k) = A(k,k)+koef2(c)/dy2; % centrinis elementas m+1

for ii=1:m
A(k,k-nx*ii)= A(k,k-nx*ii)+ koef2(c-ii)/dy2;
A(k,k+nx*ii)= A(k,k+nx*ii)+ koef2(c+ii)/dy2;
end
if i==nx-1, k=k+1; end
end
end
% 1ir backward gale:
for j=iki+l:ny-1
for i=2:nx-1
k=k+1;
if i==2 , k=k+1; end
A(k,k) =A(k,k)+ koefb2(ilgis2)/dy2; % diagonalinis elementas
for ii=1l:ilgis
A(k,k-nx*ii)=A(k,k-nx*ii)+ koefb2(ilgis2-ii)/dy2;
end
if i==nx-1, k=k+1; end
end
end
A=sparse (A);
figure(1l)
spy (A~=0); % vizualizuojamas matricos elementu issidestymas
set (gcf, 'Color', [1 1 11);
ufd = A\B;
paklaida_sistemos=norm(A*ufd-B)
% sprendini is vektoriaus Ufd perrasom 1 matrica, kurioje bus gardeles
% taskus atitinkantys sprendiniu iverciai

Utikslus = zeros(nxny,1l);
k=0;
for j=l:ny
for i=l:nx
k=k+1;
Utikslus (k, 1l)=sprendinys(x(i),v(3));
end
end

Ufd = reshape (ufd,nx,ny);
Utikslus=reshape (Utikslus, nx,ny) ;
Eh = norm(Ufd(:)-Utikslus(:), "inf")

$Eh = norm(Ufd(:)-Utikslus(:))
Ehvec (kk) = Eh;
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hvec (kk) = dx;
figure(2)
subplot (321)
mesh (x,y,Utikslus)
xlabel('x")
ylabel('y")
title('Tikslus spr.")
subplot (322)
imagesc (Utikslus)
colormap (hsv), colorbar
xlabel('x")
ylabel('y")
title('Tikslus spr.")
subplot (323)
mesh (x,y,Ufd)
xlabel ('x")
ylabel ('y")
title('FD aproksimacija')
subplot (324)
imagesc (Ufd)
colormap (hsv),
colorbar
xlabel('x")
ylabel('y")
title('FD aproksimacija')
subplot (325)
mesh (x,y,Ufd-Utikslus)
xlabel('x")
ylabel('y")
title('paklaida')
subplot (326)
imagesc (Ufd-Utikslus)
colormap (hsv),
colorbar
xlabel ('x")
ylabel ('y")
title('paklaida')
set (gcf, 'Color', [1 1 117)
disp('any key to continue'

)

pause
end
figure(3)
loglog (hvec,Ehvec, 'o', hvec,Ehvec)
xlabel ('dx")

ylabel ('Err =norm(u_fd - u_{tikslus})")
title('Log-log grafikas paklaida-zingsnis')
set (gcf, "Color', [1 1 11);

conv_rate = mean( diff(log(Ehvec)) ./ diff(log(hvec)) );
fprintf ('Konv. greicio ivertis h”p, cia p = %4.3e\n',conv_rate);

4 priedas. Kai kurios 2.3.4 skyriaus programos

function C=koeficientaiExtra (k)
randami koeficientai extrapoliavimui, k - koeficientu vektoriaus ilgis,
tuo paciu ir norima tikslumo eile O(h"k)
A=ones (k, k) ;
for i=1:k-1

for j=1:k-1

A(it+l, 3+1)=(1/2%1) " (§);

end

end

o\

o
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B=zeros(k,1);

B(1,1)=1;

C=A\B;

C=C.";

function [U] = daugiazBTCS(dt,t0,tmax,dx,nx,m,p,alpha,x,x0,xf, U, nuo) % O(h*2m)+0(t"p)
funkcija perduot ir nekartot uzdavinio

% p - eile per kiek sluoksniu t atzvilgiu skaiciuojama, p=1 - vienazingsnis

% ——— daugiazingsnis metodas backward time central space

s 5555555555055 55555%555%%5555%5%55%%5%%%

L=xf-x0;

nt=ceil ((tmax-t0)/dt +1);

% kai tikslumas O(h”2m), tai central approx reikia 2m+1 tasku, taigi koef
% vektorius bus 2m+1 ilgio

koef2 = koeficientai(2*m+1l, 2, 0); % £7(2) skirt santykio central koef
if m>1 % tuomet reikia forward ir backward koef.
koeff2 = koeficientai(2*m+2, 2, 1); % £7(2) skirt santykio forward koef

koefb2 = koeficientai(2*m+2, 2, -1); % £7(2) skirt santykio backward koef
end
koefbl = koeficientai (p+1l, 1, -1) ;% £7(2) skirt santykio backward koef
c=m+1l; % centrinio elemento pozicija koef vektoriuje
% % O(h), centrinis antrai ir desininis pirmai
iki= nx-m;
ilgis=2*m+1;
ilgis2=ilgis+1;
r = alpha*dt/dx"2;
ik=nuo+nt-2;
for k=nuo:ik % nuo+nt
A=zeros (nx,nx);
B=zeros (nx,1);
B(1)=0;
B(nx)=0;
% per 2m+2 taskus £7(2)
for i=2:m

A(i,i) = koeff2(l); % diagonalinis elementas

for ii=1l:ilgis
A(i,i+ii)= koeff2(1l+ii);
end
end

% kur centriniai skirt santykiai jau gali buti taikomi aproksimacijai, t.y.
% pakanka elementu i prieki ir atgal:
for i=c:iki
A(i,1i) = koef2(c); % diagonalinis elementas
for ii=1l:m
A(i,i-ii)=koef2(c-11);
A(i,i+ii)=koef2(c+ii);
end
end
% ir backward gale:
for i=iki+l:nx-1
A(i,i) = koefb2(ilgis2);
for ii=1l:ilgis
A(i,i-ii)=koefb2(ilgis2-ii);
end
end

for pp=l:p

B(2:nx-1)=B(2:nx-1)+koefbl (p-pp+1)*U(2:nx-1,k-pp); %p-pp+l k-pp
end

A=r*A;

A(l,1)=1;

% kai krastuose nepakanka tasku centriniam skirt, naudojam forward prdzioj,
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A(nx,nx)=1;
for j= 2:nx-1

A(J,3)=A(],J)-koefbl (p+l);

end

A=sparse (A);
U(:,k)=A\B;

$errsist=norm(A*U(:,k)-B(:))

%$U(nx,k)=0;

end

% grazina matrica U(:,t0:dt:tmax)

function [err,x,t,U] = heatBTCSextra(dt,dx,tmax,m,p)
inicializavimui

clc

if nargin<2, dx = 0.25; end

if nargin<3, tmax = 20; end

if nargin<4, m = 2; end %0 (h”2m)

if nargin<5, p=4; end %0 (t"p)

if nargin<l, dt = dx; end

% tikslumo eile m=1 O(h"2), m=2 O(h"4)

Nr=1; % uzdavinio nr, zr. switch-case

% sprendziamas nestacionarus silumos laidumo uzdavinys:

% du/dt= alpha*d”~2u/dx"2

xf=4; x0=0;

L=xf-x0;

nx=ceil (L/dx +1);
nt=ceil (tmax/dt +1);

if 3*m+1> nx
m=floor ((nx-1)/3);
end

x = linspace(0,L,nx)"';

% imsim t0=0;

t = linspace(0,tmax,nt);
U = zeros(nx,nt);

switch Nr

case 1

s 1.

alpha = 0.2;

o

% krastines reiksmes

sprendinys = @(x,t) sin(pi*x/L).*exp(-t*alpha* (pi/L)"2);

+f(x,t)

ir t.t.

U(:,1) = sprendinys(x,0);% pradine salyga t=0

U(1,1)=0; U(nx,1)=0;

u0=0; % krastines salygos

o
°

tikslus dif.

uL=0;
S
s

end

m;

%%%%%%%%%%%%%Inicializacija tikslumu O(t"2m)%$%%
©£9090000000000000000000000000000000000000000000

S s s 5555555555555 55555555%%5%5%5%5%%

% —--- daugiazingsnis metodas backward time central space

koefextra = koeficientaiExtra(p).';

%$if pp>nt

schema su extrapoliacija

lygties sprendinys



for pp=2:p
%$1f pp>=nt
%$pildom pp-taji busimos inicializacijos sluoksni
%$1*0(t), veliau +koef*0O(t"2)+...

U(:,pp) = zeros(nx,1);

for i=1:p %skaiciuojam 1/2 zingsnio buvusio
ni=i-1;
ni2=2"ni;
dtnaujas=dt/ni2;
% leskot klaidos cia:
Un=daugiazBTCS (dtnaujas,dt* (pp-2),dt* (pp-1),dx,nx,m,1,alpha,x,x0, x£f, U(:,l:pp-1),

pp);%(:,ni2); U(:.pp-1) - buves sluoksnis yra naujo pradine salyga
% (dt, ,t0, tmax, dx,nx,m,p,alpha, x,x0,xf, U, nuo)
%Un(:,size(Un,2));%pasiimam sprendini paskutiniu laiko momentu, Jjis
%apskaiciuotas tikslumu O(t"pp)
U(:,pp) = U(:,pp)+koefextra(i).*Un(:,size(Un,2));
err = norm(Un(:,size(Un,2))-sprendinys(x, (pp-1)*dt));
end
% disp('-—— ")
err = norm(U(:,pp)-sprendinys (x, (pp-1)*dt));
% disp('-—— ")
end
U;
% gavome pradines salygas - p sluoksniu daugiazingsniam metodui pradeti
% toliau U(:,1l:p) naudojami daugiazingsnio metodo inicializacijai

U=daugiazBTCS(dt, 0, tmax,dx,nx,m,p,alpha,x,x0,xf,U(:,1:p),p+1l);
% paklaidos

c

’
ue=sprendinys (x, tmax) ;
sprendinys (x (nx), tmax) ;
%ue (nx)=0;

%ue (nx)=ulL;

U(:,nt)-ue;

err = norm(U(:,nt)-ue);

function [err,x,t,U] = heatBTCS_extrapol_vienazingsnis(dt,dx,tmax,m,p) % tikslumui pasiekti
vien ekstrapoliacija, schema O(t)

clc

if nargin<2, dx = 0.25; end
if nargin<l, dt = dx; end

if nargin<3, tmax = 20; end
if nargin<4, m = 4; end %0 (h”2m)
if nargin<5, p=2; end %0 (t"p)

% tikslumo eile m=1 O(h"2), m=2 O(h"4) ir t.t.
Nr=1; % uzdavinio nr, zr. switch-case
% sprendziamas nestacionarus silumos laidumo uzdavinys:
% du/dt= alpha*d”2u/dx"2 +f(x,t)

xf=4; x0=0;

L=xf-x0;

nx=ceil (L/dx +1);
nt=ceil (tmax/dt +1);

if 3*m+1> nx
m=floor ((nx-1)/3);

end

x = linspace(0,L,nx)"';

% imsim t0=0;

t = linspace(0,tmax,nt);
U = zeros(nx,nt);

switch Nr
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$ 1.

f=inline('0"', 'x',"'t") ;

alpha = 0.2;

% krastines reiksmes

sprendinys = @(x,t) sin(pi*x/L).*exp(-t*alpha* (pi/L)"2); % tikslus dif. lygties sprendinys
U(:,1) = sprendinys(x,0);% pradine salyga t=0

U(l,1)=0; U(nx,1)=0;

u0=0; % krastines salygos

uL=0;

%ue = sprendinys(x,tmax);

°o ________________________________________________________________
end

$%%%%%%%%%%%%Inicializacija tikslumu O(t"2m) $%%%%5%%%%%5%%5%%%5%%5%%%%
9090090000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000C0
R R e R R R R R R R R R R R R R R L e
% —--- daugiazingsnis metodas backward time central space

koefextra = koeficientaiExtra(p)."';

for pp=2:nt

%$1f pp>=nt

$pildom pp-taji busimos inicializacijos sluoksni

%$1*0(t), veliau +koef*O(t"2)+...

U(:,pp) = zeros(nx,1l);

for i=1l:p % skaiciuojam 1/2 zingsnio buvusio
ni=i-1;
ni2=2"ni;
dtnaujas=dt/ni2;
% ileskot klaidos cia:
Un=daugiazBTCS (dtnaujas,dt* (pp-2),dt* (pp-1),dx,nx,m,1,alpha,x,x0, xf, U(:,l:pp-1),
ni2); U(:.pp-1) - buves sluoksnis yra naujo pradine salyga
2 (dt, ,t0, tmax, dx,nx,m,p,alpha, x,x0,xf, U, nuo)

e}

o

~

o
a0 o\

o\

Un(:,size(Un,2));%pasiimam sprendini paskutiniu laiko momentu, jis
%$apskaiciuotas tikslumu O (t”pp)
U(:,pp) = U(:,pp)+koefextra(i).*Un(:,size(Un,2));
err = norm(Un(:,size(Un,2))-sprendinys(x, (pp-1)*dt));

end

errextr = norm(U(:,pp)-sprendinys (x, (pp-1)*dt));
%sk=U(:,pp)-U(:,pp-1)

5 U(:,ppP);

$ disp('——mmm ")
end
U;

ue=sprendinys (x, tmax) ;

sprendinys (x (nx), tmax) ;

%ue (nx)=0;

%ue (nx)=ul;

U(:,nt)-ue;

err = norm(U(:,nt)-ue);

function XTkeiciant_m_ir_p(maxp, maxm) % rodo su kokiais parametru rinkiniais konverguoja
metodas konkreciam uzdaviniui konkretiems h it t
if nargin<l, maxp = 8; end

if nargin<l, maxm = 4; end

clc

dx=4/500;

dt=4/500;

tmax=4;

%$[P,M] = meshgrid(l:1:maxp,l:1:maxm);



P=1:1:maxp;

M=1:1:maxm;

for p=l:maxp
for m=1:maxm

$[err, x,t,U]l=heatBTCS_extrapol_vienazingsnis (dt,dx,tmax,m,p);
[

err, x,t,U]l=heatBTCSextra (dt,dx,tmax,m,p);
if err>1

err=1;

end

if isnan(err)
err=-1;

end

ERR(p,m) = err;

end
end
ERR

imagesc(M,P,ERR, [-1,11])
colormap (jet)

colorbar;

xlabel('m, kur O(h"{2m})")
ylabel ('p, kur O(t"p)")
set (gcf, "Color', [1 1 11);
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