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SUMMARY

Since the introduction of Diffie-Hellman key agreement protocol in 1976 computer technology
has made a giant step forward. Nowadays there is not much time left before quantum computers will
be in every home. However it was theoretically proven that discrete logarithm problem which is the
basis for Diffie-Hellman protocol could be solved in polynomial time using such computers. Such
possibility would make D-H protocol insecure. Thus cryptologists are searching for different ways to
improve the security of the protocol by using hard problems. One of the ways to do so is to introduce

secure one-way functions (OWF).

In this paper a new kind of OWF called the matrix power function will be analyzed. Professor
Eligijus Sakalauskas introduced this function in 2007 and later used this function to construct a Diffie-
Hellman type key agreement protocol using square matrices. This protocol is not only based on matrix
power function but also on commutative matrices which are defined in finite fields or rings. Thus an
algebraic non-linear system of equations is formed. The security of this system will be analyzed. It will
be shown that we can use matrix power function in cryptography. We will also be analyzing how does
the solution of the system depend on system parameters: the order of matrices and a parameter p which

defines a finite group Z,. We will also briefly discuss the usage of this system in real life and the

algebraic properties of the suggested OWF.
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IVADAS

Kriptografija yra viena i§ seniausiy matematikos Saky. Pirmg kartg kriptografiniai algoritmai
buvo panaudoti IV tikstantmetyje pries Kristy senovés Egipte. Véliau kriptografinius algoritmus
naudojo ir kitos pasaulio civilizacijos. Daugiausiai Sie algoritmai buvo taikomi Sifruojant karinius
praneSimus. Vienas i§ labiausiai Zinomy senovés algoritmy — Cezario Sifras — buvo naudojamas
senovés Romoje I amziuje pries Kristy. Sifro esme sudaré tai, kad kiekviena abecelés raidé buvo
paslenkima per tam tikrg skaiciy pozicijy. Dabartiniai mokslininkai traktuoty §j poslinkj kaip vartotojy
slapta rakta. Cezaris naudojo trijy pozicijy poslinkj.

Kriptografijos kaip matematinés $akos vystymas prasidéjo XIV amziuje, kai buvo paskelbti
pirmieji kriptografiniai darbai. Siuose darbuose buvo desifruoti senovés Egipto bei kiti $ifrai. 1883
metais olandy kriptografas Auguste'as Kerckhoffs‘as savo darbe ,,Kariné kriptografija“ paskelbé Sesis
reikalavimus kuriy turi prisilaikyti saugi sistema. Sie reikalavimai yra Zinomi kaip Kerckhoffs‘o

principas.

Siuolaiking kriptografija atsirado jau XX amziuje kai buvo galutinai suformuoti tokios
matematikos Sakos kaip algebra, skaiCiy teorija, tikimybiy teorija, matematiné¢ statistika ir kitos.
Atsiradus kompiuteriams reikéjo naujy Sifravimo algoritmy. Nuo 1940 mety jvairiy Saliy mokslininkai
kurdavo daugybe naujy Sifravimo algoritmy. 1975 metais Whitfield*as Diffie ir Martin‘as Hellman*as
paskelbé savo darbg ,,Naujos kryptys kriptografijoje* (angl. ,,New directions in cryptography*). Taip

atsirado asimetriné kriptografija [6].

Vienas i§ svarbiausiy Siuolaikinés kriptografijos uzdaviniy yra saugiy vienkrypc¢iy funkcijy
paie3ka. Dabartiniai mokslininkai skiria §iam klausimui ypatinga demésj. Siame darbe yra nagrinéjama
viena i§ naujausiy vienkrypéiy funkcijy — matricinio laipsnio funkcija. Si funkcija yra panaudota
netiesinés algebrinés lygéiy sistemos sudarymui. Pagrindinis demésys darbe yra skirtas Sios lygciy
sistemos analizei bei jos praktiniam taikymui. Nustatysime ar matricinio laipsnio funkcija gali bati
panaudota kriptografijoje. Taip pat nustatysime lygciy sistemos sprendiniy skaiciaus priklausomybe

nuo jos parametry: matricy eilés m bei grupes Z,, parametro p.



1. BENDROJI DALIS

1.1 KAI KURIOS GRUPIU TEORIJOS SAVOKOS

Siame skyrelyje apibrésime svarbiausias magistro darbe naudojamas savokas. Pradésime nuo

grupés apibrézimo.

Apibrézimas: Aibé G su joje apibrézta operacija * vadinama grupe jeigu yra tenkinamos Sios

aksiomos:

1. Operacija * yra uzdara, t.y bet kuriems grupés elementams a ir b elementas a * b € G

2. Operacija * yra asociatyvi, t.y bet kuriems grupés elementams a, b ir ¢ galioja lygybé (a * b) *
c=ax(bxc)

3. Operacijos * atzvilgiu egzistuoja toks elementas e, kad bet kuriam grupés elementui a yra teisinga
lygybé a * e = e * a = a. Toks elementas e vadinamas neutraliuoju elementu

4. Operacijos * atzvilgiu bet kuriam aibés G elementui a egzistuoja toks elementas a, kad yra

teisinga lygybé a * @ = @ * a = e. Toks elementas @ vadinamas atvirkstiniu elementu

Pastaba: Jeigu 4 aksioma yra netenkinama, tai aibé G su joje apibrézta operacija * vadinama

pusgrupe

Pavyzdys: Sveikyjy skaiCiy aibé Z su sudéties operacija + sudaro grupe, nes yra tenkinamos
visos keturios aksiomos. Taciau naturaliyjy skai¢iy aibé su N daugybos operacija - sudaro tiktai

pusgrupe, nes paskutiné aksioma yra netenkinama.

Apibrézimas: Jeigu grupés G operacija yra komutatyvi, t.y bet kuriems grupés G elementams a
ir b galioja lygybé a * b = b * a, tai grupé G yra vadinama Abelio grupe.

Pavyzdys: Sveikyjy skaiciy aibé Z su sudéties operacija + sudaro Abelio grupe, nes sudéties

operacija yra komutatyvi.
Darbe yra placiai naudojamos ziedo bei lauko sgvokos. Apibrézkime jas:

Apibrézimas: Aibé R su dviejomis apibréztomis joje operacijomis + ir - yra vadinama Ziedu,

jeigu aibé R su operacija + sudaro Abelio grupe, o su operacija - sudaro pusgrupe.

Apibrézimas: Aibé [F su dviejomis apibréztomis joje operacijomis + ir - yra vadinama lauku,

jeigu aibé F su kiekviena i$ §iy operacijy sudaro Abelio grupes.



Pastaba: Operacijas + ir - daznai paprastumo délei vadina atitinkamai sudétimi ir daugyba, nors
Sios operacijos bendruoju atvéju nebiitinai sutampa su mums jprastomis sudéties bei daugybos

operacijomis.

Kaip zinome nuo mokylos laiky dviejy lyginiy ska¢iy sandauga yra lyginis skaicius, 0 i$ to, kad
dviejy skai¢iy sandauga yra nelyginis skaicius iSplaukia iSvada, kad Sie skaiciai yra nelyginiai. Lyginiy

(1) ir nelyginiy (n) skai¢iy sudéties bei daugybos lentelés atrodo taip:

1.1 lentelé
Lyginiy ir nelyginiy skaiciy sudéties lentelé
+ I n
I I n
n n I
1.2 lentelé

Matome, kad lyginius ir nelyginius skaiCius galima sutapatinti atitinkamai su skaiciais O ir 1.
Nesunku jsitikinti, kad aibé G = {0,1} su sudéties ir daugybos operacijomis sudaro lauka. Sis

elementarus pavyzdys parodo, kad sveikyjy skaiciy aibés elementus galima suskirstyti j dvi skirtingas

klases, kurias galima trumpai pazyméti 0 ir 1. Prisiminkime, kad:

Apibrézimas: Sveikas skai¢ius r vadinamas skaic¢iaus a dalybos i$ p liekana, jeigu 0 <r <p ir

p dalija skaiciy a — .

Tokiu budu kiekvieng sveika skaiCiy galima priskirti vienai i§ $iy klasiy naudojant liekanos
funkcija mod:

e Skaigius a priklauso klasei 0 jeigu a mod 2 = 0

e Skaitius a priklauso klasei 1 jeigu a mod 2 = 1

¢ia a mod 2 — yra dalybos i$ 2 liekana.
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Sias i§vadas galima apibendrinti bet kokiam teigiamam skaiéiui p. Tai reiskia, kad kiekvieng

sveika skai¢iy galima priskirti vienai i§ klasiy 0, 1, ..., p — 1.
Apibrézimas: Klas¢ @ (0 < a < p — 1) vadinama liekany klase.

Taigi skai¢ius n priklauso lickany klasei @ jeigu n mod p = a. Dvi lickany klasés @ ir b yra

lygios jeigu a mod p = b mod p. Be to yra teisingi tokie teiginiai:
Teorema: Jeigu @ # b tai:
1. anb=¢
2. Egzistuoja lygiai p skirtingy liekany klasiy
Sios teoremos jrodyma galima rasti $altinyje [5].
Apibrézimas: Liekany klasés 0, 1, ..., p — 1 sudaro pilngjq lickany sistemg

Liekany klasiy aib¢ moduliu p Zymésime Z,. BrukSneliy virS liekany klasiy neraSysime. Aibg
Z,, toliau vadinsime grupe laikydami, kad Sioje aibéje sudéties ir daugybos operacijos yra apibréztos

tokiu budu:

a+b=(a+b)modp (1.2)

a-b=(a-b)ymodp (1.2)

Nagrin¢kime ar aibé Z, su sudeéties ir daugybos operacijomis, apibréZtomis formulémis (1.1) ir

(1.2) sudaro ziedg arba lauka. Kaip jau gal¢jome matyti aibé Z, su sudéties ir daugybos operacijomis
sudaro lauka. Dabar nagrinékime aibe Z,. Sudéties ir daugybos lentelés atrodo taip:

1.3 lentelé

Grupés Z, sudéties lentelé

2 3
2 3
3 0
0 1
1 2

wW| N k| O +
w| N k| O O
O Wl N |

11



1.4 lentelé

Grupés Z, daugybos lentelé

o O o] ol o
W N | O -
N O N O N

3
0
3
2
1

w| N | O

Matome, kad aibé Z, su sudéties ir daugybos operacijomis sudaro ziedg, nes neegzistuoja
atvikstinio elemento skaiiui 2. Sias i§vadas galima apibendrinti tokiu biidu: grupé Z,, yra laukas, jeigu

p yra pirminis skaicius; grupé Z,, yra Ziedas, jeigu p yra sudeétinis skaiCius.

Atkreipkime demésj dar | tai, kad ziede Z, 2 -2 = 0. Matome, kad sudauging du nenulinius

elementus gauname nulinj elementy.
Apibrézimas: Skaiciy a vadinsime nulio dalikliu jeigu egzistuoja toks skai¢ius b, kad a - b = 0.
Pavyzdys: Ziede Z egzistuoja tris nulio dalikliai: 2, 3 ir 4.
Kadangi grupéje Z,, daugyba yra asociatyvi, tai galima apibréZti kélimo laipsniu operacija.
a*=a-a-..-amodp (1.3)
n

Apibrézkime dar vieng svarbig sagvoka, susijusig su kélimo laipsniu operacija.

Apibrézimas: Natiiraliyjy skai€iy, mazesniy uz p ir tarpusavyje pirminiy su p skaiCius yra

vadinamas Oilerio funkcija nuo p ir Zymimas ¢ (p).

Oilerio funkcija ir kélimo laipsniu operacija sieja Oilerio teorema. Zymékime ged(a, p) skaiéiy

a ir p didZiausig bendrag daliklj.

Teorema (Qilerio): Jeigu ged(a, p) = 1, tai a?® = 1.

Si teorema taip pat leidZia lengvai surasti atvirkstinj elementa, nesa™! = a? ®)~1

Sudarykime kélimo laipsniu lentele lauke Zs. Nulinio elemento nenagrinésime, nes Siam

1, kaia=0

1 a ——
elementui 0¢ = {0' kaia =0

Grupg Z,, be nulinio elemento Zymésime Z,, .

12



1.5 lentelé

Lauko Zg kélimo laipsniu lentelé

A 1 2 3 4
1 1 1 1 1
2 2 4 3 1
3 3 4 2 1
4 4 1 4 1

Atkreipkime demésj | elementus 2 ir 3. Matome, kad keliant Siuos skaiCius laipsniais gaunami

visi lauko Zg elementai.

Apibrézimas: Elementas g vadinamas grupés generatoriumi, jeigu kiekvieng grupés elementa

galima iSreiksti kaip fiksuotg elemento g laipsnj. Tokiu biidu sugeneruota grupé vadinama cikline.

Taigi skaiciai 2 ir 3 yra lauko Zz generatoriai. Generatoriy paieSka grupéje yra labai svarbi, nes

Sie elementai yra naudojami Diffie-Hellman*o rakto apsikeitimo protokolo konstravimui.

1.2 DIFFIE-HELLMAN*‘O RAKTU APSIKEITIMO PROTOKOLAS

Diffie-Hellman*o (D-H) protokolas — vienas i$ placiausiai praktikoje taikomy algoritmy. Savo
protokola Whitfield‘as Diffie ir Martin‘as Hellman‘as paskelbé 1976 metais. Tac¢iau nuo to laiko
technika padaré didelj zingnj pirmyn. Praéjus jau daugiau kaip 30 mety nuo pratokolo atsiradimo
paaiskéjo, kad jo esminis trikumas yra dideli vieSieji bei slaptieji raktai (praktikoje raktai yra apie
1024 bity ilgio).

D-H protokolas remiasi diskretinio logaritmo uzdaviniu, kuris yra formuluojamas taip: lauke FF

rasti tokj skaiciy x, kad galioty lygybé
g =a (1.4)
¢ia g — yra lauko [F generatorius, a — bet koks nenulinis lauko F elementas. Todél yra biitina
efektyviai apskaiciuoti lauko [F generatorius. Daznai lauko F vaidmen; atlicka laukas Z, . Pateiksime

dvi teoremas ir jy jrodymus, leidziancias efektyviai surasti generatorius bei patikrinti, ar duotasis

skaicius yra generatorius.

13
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Teorema: Tegu @ (p) = p; 'p, ...p:k. Skaicius g yra lauko Z, generatorius jeigu negalioja nei

viena i§ lygybiy

o) — (1.5)

gri =1, i=1k
[rodymas: Akivaizdu, kad jeigu galioja bent viena i§ lygybiy (1.5), tai g — néra generatorius.
Atviksciai, jeigu skaiCiui g negalioja nei viena i§ lygybiy (1.5), tai padare prielaida, jog egzistuoja toks
sveikas skaiCius a@ < @(p) kad g* = 1 gautume priestara, nes tokiu atvéju egzistuoty skaiciusp toks,

kad g®¥ = 1. Taéiau i§ ¢ia iSplaukia, kad a = %. Kadangi o — sveikas skaicius, tai yra lygus
vienam i$ skai¢iy p;. Teorema jrodyta [4].

Teorema: Tegu g yra grupés Z, generatorius. Tada skaicius g' yra grupés Z, generatorius
tada ir tik tada, kai gcd(i,p — 1) = 1.

[rodymas: Jrodykime biitinuma, t.y tegu g' yra grupés Z, generatorius. Jrodykime, kad tokiu
atvéjuged(i,p — 1) = 1.
Tarkime prieSingai, t.y gcd(i,p — 1) # 1. Tada egzistuoja du skaiCiai k <p—lirm<p-—1
tokie, kad ik = (p — 1)m. Pakeliame skaiciy g* laipsniu k. Tada turime:
(gi)k = gik = gm(P_l) =1 (16)
Tadiau pagal (1.6) lygybe g' néra grupés Zy, generatorius. Gavome prieStarg.

Irodykime pakankamumg, t.y tegu gcd(i,p — 1) = 1. Jrodykime, kad g' yra grupés Z;
generatorius.

Tarkime priesingai, t.y g' néra grupés Z, generatorius. Tada egzistuoja toks skaiGius k < p —

1, kad (gi)k = g'* = 1. Tadiau kadangi gP~! = 1, tai egzistuoja toks skai¢ius m < p — 1, kad biity
teisinga (1.6) lygybé. Tada sulygine laipsnius gauname ik = (p — 1)m. Taciau §i lygybé reiskia, kad
gcd(i,p — 1) # 1. Gavome priestara. Teorema jrodyta.

ISvada: Bendras generatoriy skaicius lauke yra ¢ (¢ (p)) .

Pavyzdys: Nagrinékime laukg Z,,. Kadangi ¢(41) = 40 = 23 . 5, tai skaidius g yra lauko Z,,
generatorius, jeigu g8 # 1 ir g2° # 1. MaZiausias toks skaic¢ius §iame lauke yra 6. Skai¢ius 63 = 11

taip pat yra generatorius, nes gcd(3,40) = 1.

Kadangi g yra grupés generatorius, tai lygtis (1.4) visada turi bent vieng sprendinj.
Paprasciausias §io sprendinio paieSkos biidas yra pilnas perrinkimas. Taciau kai skaicius p yra didelis
atlikti tokig paieska yra pakankamai sudétinga, nes tam prireikty daug laiko. Trumpai apZvelgsime

kitus lygties (1.4) sprendimo algoritmus [7].
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1
Tokio sprendimo algoritmo sudétingumas yra O(p2z logp)

o Priskirti b = [p7] +1
e Rastic = g"

e Sudaryti reisknio c* kai 1 < u < h reikSmiy lentel¢ ir ja surusiuoti

e Sudaryti reisknio a - g¥ kai 0 < u < h reikSmiy lentel¢ ir ja surusiuoti

e Rasti vienodus elementus i§ abiejy lenteliy. Siems elementams c* = a - g¥

e Grazinti x = (hu — v)mod (p — 1)

Taip pat yra zinomi ir kiti lygties (1.4) sprendimo algoritmai. Sie algoritmai dazniausiai yra
eksponentiniai arba subeksponentiniai. Eksponentiniy algoritmy pavyzdziai yra Shanks‘o algoritmas
(angl. baby-step giant-step), kurio sudétingumas yra O(\/E) ir Pohling‘o ir Hellman‘o algoritmas,
kuris yra ypa¢ efektyvus, kai skai¢iaus p Oilerio funkcijos faktorizacijos ¢@(p) = p? 1p; z ...p,r(”‘
pirminiai skaiciai p; yra pakankamai mazi. Pohling‘o ir Hellman‘o algoritmo sudétingumas yra
0¥ n;(logp + p;)). Subeksponentiniai algoritmai turi sudétinguma O (c(log p loglog p)?), ¢ia c ir
d yra tam tikros konstantos. Algoritmas yra tuo efektyvesnis, kuo aréiau ¢ yra prie 1, o d — prie 0.
Tokiy algoritmy pavyzdziai yra COS (autoriai — Don Coppersmith, Andrew Odlyzko, Richard
Schroeppel) algoritmas ir skai¢iy lauko gardelés algoritmas, kuris Siuo metu yra placiausiai taikomas

pirminiams skai¢iams p = 10199,

D-H rakty apsikeitimy protokolas atrodo taip:

Aldona ir Bronius susitaria dé¢l vieSyjy parametry: lauko Z, ir Sio lauko generatoriaus g

Aldona pasirenka skai€iy X ir apskai¢iuoja a = g*. Skaiciy a Aldona siunc¢ia Broniui

Bronius pasirenka skaiciy y ir apskai¢iuoja b = g”. Skai¢iy b Bronius siunc¢ia Aldonai

Aldona ir Bronius apskai¢iuoja bendra slapta rakta K = (g%)? = (g?)*¢

Taigi nors Siuolaikiniai lygties (1.4) sprendimo algoritmai negali surasti sprendinio per
polinominj laikg teoriSkai yra jrodyta, kad naudojant kvantinius kompiuterius toks algoritmas gali butj
realizuotas, o tai reikSty, jog D-H protokolas bei Kiti kriptografiniai uzdaviniai, paremti diskretinio

logaritmo uzdaviniu tapty neefektyvas.

Dél $iy priezaséiy jau nuo pacio D-H algoritmo atsiradimo Lietuvos ir uZsienio kriptografai
bando jvairiais budais jj tobulinti. Mokslininky keliami tikslai yra ne tik rakty ilgio sumazinimas, bet ir
didesnio protokolo saugumo uztikrinimas. Taip 1985 metais atsirado eliptiniy kreiviy D-H protokolas

kuris remiasi diskretinio logaritmo uzdaviniu ant eliptiniy kreiviy. Siuo metu laikoma, kad toks D-H
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protokolas pasizymi didesniu saugumu, nes subeksponentiniy algoritmy, leidzianciy efektyviai spresti

tokj uzdavinj iki Siol néra [7].

Vienas 1§ galimy D-H protokolo tobulinimo biidy yra naujy patikimy vienkrypciy funkcijy

kiirimas. Siame darbe nagrinésime vieng i3 neseniai pasiiilyty vienkrypéiy funkcijy.

1.3 MATRICINIO LAIPSNIO FUNKCIJA

Profesorius Eligijus Sakalauskas 2007 metais pasitlé nauja funkcija kvadratiniy matricy
algebroje, kuria pavadino matricinio laipsnio funkcija [1]. Si funkcija yra Zymima

B=A<X! (1.7)

Matricos B elementai yra apskai¢iuojami pagal formule (1.8)

ad (1.8)

b = ik

m
k=1
¢ia m — matricy eilé.

Pastebékime, kad matricinio laipsnio funkcija tenkina Sias lygybes:

A (XY)=A<(X<Y)=A<X <Y (1.9
A<X<X1T=4A< XX H=4<1=4 (1.10)
Lygybés (1.9) ir (1.10) parodo, kad matricinio laipsnio operacija yra apibrézta korektiskai.

Kaip matome matricinio laipsnio funkcija yra vienkrypté, nes ji tam tikra prasme apibendrina
diskretinio logaritmo uzdavinj. Taciau jrodymo, jog Si funkcija priklauso NP-pilnyjy funkcijy klasei

dar néra. Esminiai matricinio laipsnio privalumai yra $ie [2]:

1. Matricinio laipsnio funkcija yra atspari pilno perrinkimo atakai. Sis rezultatas pasiekiamas Zymiai
greiciau lyginant su skaiciais.
2. Funkcija yra apskaic¢iuojama pakankamai greitai

3. Nereikia atlikti veiksmy su labai dideliais skaiciais

Matricinio laipsnio funkcija pirma karta buvo panaudota Eligijaus Sakalausko ir Kgstucio
LukSio darbe [1] S-bloky (angl. S-box) konstravimui. Sis darbas buvo pristatytas 2008 mety

konferencijoje Varnos mieste (Bulgarija).

! Darbe lygybe (1.7) turi dvi interpretacijas: funkcija ir lygtis
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Panagrinékime kai kurias matricinio laipsnio funkcijos algebrines savybes. Kaip jau mateme
egzistuoja neutralusis elementas X = I. Be to egzistuoja elementai A = 1 ir X = 0, ¢ia 1 — matrica,

kurios visi elementai yra lygis vienetui, 0 — nuliné matrica, kuriems yra teisingos lygybés:
1 - 1 1 - 1
(S ) <X = ( ) (1.11)
1 - 1 1 - 1
0 - 0 1 - 1
Aal: -~ :i]= ( wood (1.12)
0 - 0 1 - 1

Dabar paanalizuokime (1.7) funkcijos elementg b;;, kuris yra apskai¢iuojamas pagal lygybe

ij
(1.8). Kadangi $is elementas yra apskai¢iuojamas naudojant tik daugybos bei kélimo laipsniu

operacijas, tai jeigu nors vienas i§ daugikliy yra lygus 0, tai ir b; = 0. Gavome dvi labai svarbias

iSvadas:

1 Jeigu bent vienas i§ matricos A elementy yra lygus 0, tai visi matricos B atsitinkamos eilutés
elementai yra lygiis 0

2 Jeigu kiekvienoje matricos A eilutéje yra bent vienas 0, tai matrica B yra nuliné

Sios dvi i§vados galioja kiekvienoje grupéje Z,. Taciau jeigu p yra sudétinis skaiCius, tai ziede

Z,, egzistuoja nulio dalikliai. Apibrézkime tokig sgvoka:
Apibrézimas: Elementy (a, b) pora vadinama nulio dalikliy pora, jeigu (ab)mod(p) = 0.

Pavyzdys: Ziedas Zg turi tris nulio daliklius: 2, 4, 6. (2, 4) ir (4, 6) yra nulio dalikliy poros, bet
(2, 6) néra nulio dalikliy pora, nes (2 - 6)mod(8) = 4.

Pastebékime, kad nulio dalikliy poros vienoje matricos A cilutéje jtakoja matricos B elementus

taip pat kaip ir nuliniai elementai.

Pastaba: Kadangi 0° = 1, tai gautos i§vados galioja, jeigu matrica X neturi nuliniy elementy

tose vietose, kad naudojant funkcija (1.7) nulinis elementas biity keliamas nuliniu laipsniu.
Pavyzdziai: 1) Nagrinékime lauka Zs.

a) Matrica A turi nulinj elements, o matrica X neturi

1 0 2 3 4 4 0 0 O
4 3 1|<({2 1 3)=(1 3 2
2 3 4 3 2 1 3 3 3

Matome, kad visi pirmos eilutés elementai yra lygts 0
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b) Matrica A turi nulinj elementa, o matricos X elementas x,; = 0.
1 0 2 3 4 4 3 00
4 3 1]<|0 1 3|=(4 3 2
2 3 4 3 2 1 2 3 3

2) Nagrinékime Zieda Z¢. Siame Ziede egzistuoja nulio dalikliy pora (2, 3)

Matome, kad b;; = 3

a) Matrica A turi nulio dalikliy pora kiekvienoje eilutéje, 0 matrica X neturi nuliniy elementy

1 2 3 4 1 4 0 0 O
<2 3 1) < <5 5 4) = <O 0 0)
31 2 3 5 4 0 0 O

Matome, kad matrica B yra nuliné.

b) Matrica A turi nulio dalikliy pora kiekvienoje eilutéje, 0 matrica X turi nulinj elementa

1 2 3 4 1 4 0 0 3

2 3 1|<(5 5 0)|=|0 0 4

31 2 3 5 4 0 0 O
|\/|at0me, kad b13 = 3 il’ b23 = 4

Ziede Z,, sudarykime visas jmanomas nulio dalikliy poras. Kiekvienoje poroje iSbraukime tg

elementa, kuris dazniau pasitaiko porose.

Apibrézimas: I$braukty elementy aibe vadinsime nulio dalikliy branduoliu

Pavyzdys: Nagrinékime zieda Z;5. Turime tokias nulio dalikliy poras: (3, 5), (3, 10), (6, 5), (6,

10), (9, 5), (9, 10), (12, 5), (12, 10). Matome, kad dazniausiai Siose porose pasitaiko skai¢iai 5 ir 10.

Taigi nulio dalikliy branduolys yra aib¢ (5, 10).

Pastebékime, kad pasalinus nulio dalikliy branduolj i§ grupés Z,, joje jau nebeegzistuoja nulio

dalikliai.

Matome, jog skirtingai nuo jprasto D-H protokolo norint konstruoti D-H protokola, paremts

matricinio laipsnio funkcija reikalavimas, kad grupés Z, parametras butu pirminis skaiCius néra

butinas.
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1.4 DIFFIE-HELLMAN‘O PROTOKOLAS, PAREMTAS MATRICINIO LAIPSNIO
FUNKCIJA

2007 metais Sakalauskas panaudojo matricinio laipsnio funkcija D-H tipo protokolo

konstravimui [2]. Algoritmas atrodo taip:

e Aldona ir Bronius susitaria dél vieSyjy parametry: grupés Z,, matricos A ir aibés R, kurios
elementai yra komutuojancios tarpusavyje matricos

e Aldona pasirenka matrica X € R ir apskai¢iuoja matrica By = A < X. Matrica By Aldona
siuncia Broniui

e Bronius pasirenka matrica Y € R ir apskaiCiuoja matrica By = A < Y. Matricag By Bronius
siuncia Aldonai

¢ Aldona ir Bronius apskaiciuoja bendrg slaptag raktg K =A< X <YV =A<V <X

Matome, kad norint nulauzti protokols, t.y apskai¢iuoti slapta raktg K reikia spresti (1.7) lygt;.
Taciau teoriniai metodai, leidZiantys apskaic¢iuoti matricag X yra nezinomi. Dar viena problema yra ta,
kad ne visi (1.7) lygties sprendiniai priklauso aibei R. Tai reiSkia, kad reikia spresti papildoma lygtj

MX = XM (1.13)

¢ia M yra matrica, generuojanti aibe R.

1.5 DARBO UZDUOTIS

Sio darbo pagrindinis uzdavinys yra istirti lygéiy sistema

w<X:B (1.14)
MX = XM

Darbo tikslai yra Sie:

1. Atlikti lygc¢iy sistemos (1.14) sprendiniy skaiciaus analize
2. Nustatyti kaip priklauso sprendiniy skaiCius nuo grupés Z,, parametro p

3. Nustatyti kaip priklauso sprendiniy skai¢ius nuo matricy eilés m
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1.6 DARBO UZDUOTIES ANALIZE

Lygciy sistema (1.14) galima spresti dviem budais: pirmiausia spresti matricinio laipsnio lygti,
o véliau tikrinti kurie i§ gauty sprendiniy tenkina komutatyvumo salyga, arba spresti komutatyvumo

lygti, o véliau tikrinti kurie i§ gauty sprendiniy tenkina matricinio laipsnio funkcija.

1.6.1 MATRICINIO LAIPSNIO LYGTIS

Nagrin¢kime matricinio laipsnio lygti. Tiesiogiai i§ apibrézimo turime, kad matricos B
stulpeliai gali buti apskaic¢iuojami atskirai. Taigi lygties (1.7) sprendimas yra ekvivalentus lygéiy

sistemai, sudarytai i§ m lyg¢iy, ¢ia m — matricy eilé

A<X;=B;, j=1m (1.15)
Cia taSkas reiskia, kad nagring¢jamas j-asis stulpelis.

Lygties (1.15) sprendiniy aib¢ prie fiksuotos j reikSmés pazymékime S;. Tada visus lygties

(1.7) sprendinius galima gauti naudojant sajungos operacija

S = Osj (1.16)

j=1

Pastaba: Atliekant sajungos operacijg reikia i kiekvienos aibés S; imti po vieng elementg.

Matome, kad (1.7) lyéiai i$spresti turime du kartus atlikti pilng perrikimg: vieng karta
skaiiuodami aibes S; ir antrg karta formuodami galuting sprendiniy aib¢ S. Turime, kad visoms
aibéms §; apskaiciuoti reikia m karty patikrinti p™ skirtingy varianty. Taciau toks lygciy sistemos

(1.14) sprendimo biuidas yra neracionalus, nes jam atlikti prireikty daug laiko.

1.6.2 KOMUTATYVUMO LYGTIS

Prie$ nagrinéjant komutatyvumo lygti (1.13) prisiminkime kai kurias matricy teorijos sgvokas.
Apibrézimas: Matrica A(4) vadinama A-matrica jeigu visi jos elementai yra daugianariai nuo A.

Tegu A-matrica turi rangg r. Visy i-0sios eilés minory didziausig bendra daliklj Zymékime
D; (). Taip pat tegu Dy (1) = 1.
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D;(4)

Apibrézimas: Daugianariai E;(1) = - )’
i—1

i =1,r vadinami invariantiniais matricos A(4)

daugianariais.
Lygties (1.7) sprendiniy skai¢iy galima apskai¢iuoti naudojant teoremg [3]:

Teorema: Tiesiskai nepriklausomy matricy, tenkinanciy lygtj (1.7), skaicius yra lygus

N=my+3my+ -+ 2k —-1)m, (1.17)
¢ia my,m,, ..., m; — invariantiniy matricos M daugianariy laipsniai ir my > my, = -+ > m;, >

My4q = 0.

Pastebékime, kad

k
Zmi —m (1.18)
i=1

Teoremos jrodymas yra pateiktas [3] Saltinyje.

Reikia pabrézti, kad pateiktas jrodymas parodo, kad lygybé (1.17) galioja bet kuriame
uZdarame algebriniame lauke, o tai reiSkia kad $i lygybé galioja ir lauke Z,. Taip pat i$ lygybés (1.17)
iSplaukia, kad

N=>=m (1.19)
Nelygybé (1.19) tampa lygybe tada ir tik tada kai k = 1. Tai reiskia, kad N = m tada ir tik

tada kai visi invariantiniai matricos M daugianariai yra poromis pirminiai.

Tegu turime daugianarj P(x). Tada matricos M ir P(M) komutuoja. Kyla klausimas: kokiu
atvéju galima visas matricas, komutuojancias su matrica M, iSreiksti daugianariais nuo M? Atreipkime
demésj j tai, kad tokiu atvéju bet kuri matrica, tenkinanti lygtj (1.13) biity matricy I, M, M?, ..., M™171

tiesinis darinys. Taciau tada

N<m (1.20)
Palyging (1.19) ir (1.20) turime, kad N = m, t.y visas matricas, komutuojancias su matrica M,
galima iSreiks$ti daugianariais nuo M tik tuo atvéju, kai visi invariantiniai matricos M daugianariai yra

poromis pirminiai. Si lygybé tenkinama, kai visos matricos M tikrinés reik§més yra skirtingos.

Tarkime, kad Z,, yra laukas ir pareikalaukime, kad visos matricos M tikrinés reikSmeés yra
skirtingos. Lauke Z, galima sudaryti lygiai p™ skirtingy (m — 1)-osios eilés polinomy. Taigi tiek yra
ir lygties (1.13) sprendiniy.
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Reikia pastebéti, kad gauti rezultatai galioja ir tuo atvéju, kai Z,, yra ziedas, jeigu matrica M
tenkina minéta salyga. Taciau prieSingu atvéju skirtingy matricy, komutuojanciy su M, skaiCius
nebitinai yra lygus p™.

;)L i) Si matrica turi antro kartotinumo tikrine

reikSme A = 4. Matricy, komutuojanciy su M, skaicius yra lygus 144.

Pavyzdys: Nagrinékime ziedg Zg. Tegu M = (

Grjzkime prie lygéiy sistemos (1.14) bei prisiminkime skyrelio 1.6.1 iSvadas. Pradedant
sprendimg nuo lygties (1.13) turime atlikti vieng pilno perrinkimo operacija sudarant visus jmanomus
(m — 1)-osios eilés polinomus, o véliau patikrinti ar yra tenkinama (1.7) lygybé. Siam bidui atlikti

reikia zymiai maziau laiko todél darbe buvo pasirinktas butent Sis biidas.

1.6.3 LYGCIU SISTEMOS PARAMETRU APRIBOJIMAI

Apibendrinkime gautas teorines iSvadas ir suformuluokime reikalavimus lygciy sistemos

parametrams: matricoms A ir M, o taip pat grupés Z,, parametrui p.

1. Parametras p turi biiti arba pirminis skaicius, arba dviejy pirminiy skai¢iy sandauga, .y p = pp;.
2. Matrica A turi buti pilnai uZpildyta, t.y Vi,Vja; # 0. Taip pat matrica A neturi turéti nulio
dalikliy branduolio elementy, jeigu Sie elementai egzistuoja.

3. Matricos M visos tikrinés reikSmés turi biiti skirtingos

Pirmasis apribojimas yra reikalingas nes tokiu atvéju kai p — piminis skaicius, grupé Z, yra
laukas, o kai p — sudétinis skaicius Z, yra Ziedas. Be to sudétiniai skaiCiai, turintys minétg pavidalg,

yra sunkiausiai faktorizuojami kai p; = p,. Taip pat lengvai surandamas nulio dalikliy branduolys.
Treciojo apribojimo salygas iSpildysime naudojant spektrinj matricos iSdéstyma:

M =TAT™? (1.21)

¢ia A — diagonalioji tikriniy reik§miy matrica, T — tikriniy vektoriy matrica.

I$ treciojo apribojimo salygy taip pat iSplaukia akivaizdi iSvada, kad m < p.
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1.6.4 PROGRAMINES JRANGOS PASIRINKIMAS

Darbo uZduoties sprendimui buvo pasirinktas matematinis paketas MATLAB R2007b. Sis
paketas yra ypaC patogus tuo, kad yra specialiai skirtas darbui su matricomis. MATLAB‘o terpéje
galima greitai generuoti matricas bei atlikinéti jvairiausius veiksmus su jomis (pvz. atvirksStinés

matricos skai¢iavimas). Tai yra pasiekiama standartiniy funkcijy pagalba, kuriy sarasas yra pateiktas

1.6 lentelgje.

1.6 lentelé

Kai kurios standartinés MATLAB‘o funkcijos

Funkcija ApraSymas
size(A) Grazina matricos A eiluciy ir stulpeliy skaiciy
length(A) Grazina vektoriaus A ilgj

transpose(A) arba A’

Transponuoja matricg A

Grazina matricos A atvirk$ting matricg, jeigu ji egzistuoja, prieSingu atvéju

inv(A)
grazina klaida
mod(4,p) Grazina matricg A, kurios elementai priklauso grupei Z,
[4; B] Apjungia matricas A ir B vertikaliai
[A B] Apjungia matricas A ir B horizontaliai

randint(n,n,p)

Generuoja sveikyjy skai¢iy matricg, kurios formatas yra n X n, 0 elementai

nuo 0 iki p-1
zeros(n) Generuoja n-tos eilés nuling matrica
eye(n) Generuoja n-tos eilés vieneting matricg
A(i,0) ISskiria matricos A i-taja eilutg

Taip pat Sis programinis paketas leidzia lengvai raSyti funkcijas, perziuréti jau paraSytas

funkcijas ir atlikti jy testavimg. Visus duomenis ir rezultatus galima i§ karto pamatyti komandiniame
lange. Visa sgsaja su vartotoju gali biiti vykdoma naudojant tik komandinj langa, todél programai

nereikalingas interfeisas.
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2. TIRIAMOJI DALIS

2.1 LYGCIU SISTEMOS SPRENDINIU PAIESKOS ALGORITMAS

Sudarykime darbo uzduoties sprendimo algoritma. Sj algoritmg padalinsime j dvi dalis: pirmoji
dalis bus skirta lygciy sistemos (1.14) parametry generavimui (punktai 1-5), o atroje dalyje

apraSysime lyg¢iy sistemos (1.14) sprendimo algoritmg (punktai 6-9).

1. Pasirenkame grupés Z,, parametra, tenkinantj skirelio 1.6.3 apribojimus.

2. Grupéje Z,, generuojame matricg A, tenkinancig skirelio 1.6.3 apribojimus.

3. Grupé¢je Z,, generuojame matricg X.

4. Apskai¢iuojame matricg B naudojant lygybe (1.7).

5. Apskaic¢iuojame matrica M kaip m-tos eilés polinoma P(X). Polinomo koeficientai priklauso
grupei Z, ir yra atsitiktiniai.

Altiekame m-tos eilés polinomo koeficienty pilng perrinkima.

Prie kiekvieno polinomo koeficienty rinkinio apskai¢iuojame matricag P(M).

Tikriname, ar yra tenkinama lygybé (1.7). Jeigu lygyb¢ yra tenkinama, tai P(M) yra sprendinys.

© 0 N o

Jeigu dar ne visi koeficienty rinkiniai buvo perrinkti, tai grjztame prie 7 punkto. PrieSingu atvéju

turime visus lyg¢iy sistemos (1.14) sprendinius.

2.2 MATRICINIO LAIPSNIO LYGTIS

PrieS nagrinédami lygCiy sistema (1.14) panagrinékime kaip priklauso lygties (1.7) sprendiniy
skai¢ius nuo matricos formato. Generuokime 100 ketvirtos eilés matricy, bei nagrinékime jy viena,
dvi, tris, keturias matricos eilutes. Matrica X Siuo atvéju yra vektorius stulpelis. Stebékime sprendiniy
skai¢iaus vidurkio santykj su bendru varianty skai¢iumi. Sj santykj isreiskime procentais. T.y 3iuo
atvéju nagrinéjame lygtj (1.15) prie fiksuotos j reikSmés. Nagrinékime du atvéjus: pirmuoju atvéju

tirsime lygtj (1.15) lauke Zs, o antruoju atvéju — Ziede Zg. Gautus rezultatus surasykime j lentele 2.1.
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2.1 lentelé

Sprendiniy skai¢iaus priklausomybé nuo matricos A eiluciy skaiciaus

Eiluciy skaicius p=>5 p==©6
1 26.0160 53.6165
2 7.7856 32.6003
3 2.9200 21.1173
4 1.2880 14.5123

Grafinis vaizdas yra pateiktas 2.1a ir 2.1b paveisluose. Abscisiy aSyje pavaizduotos matricos A

eiluciy skaiciaus reikSmés, o ordinaciy asSyje — procentin¢ dalis.
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2.1 pav. Sprendiniy skai¢iaus priklausomybé nuo matricos A eilu¢iy skaiciaus, kai

a) p=5 b) p=6

Grafikai 2.1a ir 2.1b parodo formulés (1.16) praktinj neefektyvuma. Taip yra nes lygties (1.15)
sprendiniy skaicius prie fiksuotos j reikSmeés yra didelis, todél didéjant matricos A eilei sgjungos

operacija yra atliekama labai ilgai.
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2.3DARBO UZDUOTIES SPRENDIMAS

Kaip jau buvo parodyta skyreliuose 1.6.1 ir 1.6.2 lygéiy sistemg (1.14) pradésime spresti nuo
komutatyvumo lygties. Siame skyrelyje parodysime kaip priklauso nagrinéjamos lygéiy sistemos
sprendiniy skaiCius nuo esminiy parametry: matricy eilés m bei grupés Z, parametro p. Taip pat
nubraizysime priklausomybiy grafikus ir maziausiy kvadraty metodu jvertinsime aproksimacijy
parametrus. Nagrinésime trijy tipy aproksimacijas:

1. f(x) = ax?
2. f(x) = aexp(=b(x = c))
3. f(x) = aexp(=b(x — 0)9)

2.3.1 LYGCIU SISTEMOS SPRENDINIU SKAICIAUS PRIKLAUSOMYBE NUO
MATRICU EILES

Nagrin¢kime kaip priklauso lygciy sistemos (1.14) sprendiniy skaiCius nuo matricy A ir M
eilés. ISskirkime du atvéjus: kai parametras p yra pirminis skaicius ir kai p yra sudétinis. Generuokime
lygciy sistemos parametrus A ir M 100 karty prie kiekvienos m reik§més (nuo 2 iki 4) kai p = 5 ir kali
p = 6. Spreskime gautas lygCiy sistemas. Nagrinékime sprendiniy skaiciaus santykj su bendry
komutuojanCiy matricy skai¢iumi. Nagrinéjama santykj iSreiSkime procentais. Abscisiy aSyje

vaizduosime matricy eilés reikSmes, o ordinaciy asyje vaizduosime nagriné¢jamg santykj.

40 - 401
B s
E a0
25 251

D 2ar

) L 1 1 * 1 'y 1 1 ] L L 1 L L 1 1 1
1 15 2 25 3 £H 4 45 5 1 15 2 25 3 345 4 45 1

2.2 pav. Sprendiniy skaiciaus priklausomybé nuo matricos eilés
a)kaip=5 b) kaip=6
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Nagrin¢kime atvéjj, kai p = 5. Atlikime minétg tyrimg 10 karty ir sudarykime paklaidy lentele,

kuri leisty i§ nagrinéjamy trijy tipy aproksimacijy isrinkti tiksliausig. Vidutiniy kvadratiniy paklaidy

lentelé atrodo taip:

2.2 lentelé

Vidutiniy kvadratiniy paklaidy kai p = 5 reikSmes lentelé

Bandymo numeris

Aproksimacijos

b

ax aexp(—b(x —c)) aexp(—b(x —c)%)
1 5.0822e-004 8.8619e-004 0.0196
2 2.7310e-006 0.0022 0.0230
3 1.1075e-004 0.0013 0.0122
4 1.7151e-005 0.0018 0.0152
5) 6.0127e-006 0.0023 0.0218
6 1.3546e-004 0.0014 0.0207
7 7.0144e-005 0.0016 0.0198
8 1.6708e-004 0.0013 0.0183
9 0.0010 5.4225e-004 0.0194
10 8.1588e-005 0.0016 0.0188
Vidurkis 2.10e-004 0.00149 0.01888

Pastaba: Lenteléje uzrasas 5.0822e-004 reiskia skai¢iy 5.0822 x 10™*

Matome, kad Siuo atvéju maziausig viduting kvadrating paklaidg turi pirmoji aproksimacija.

Taciau pasirinksime bei nubraizysime antraja aproksimacija. Tokio pasirinkimo priezastj paaiskinsime,

kai iSnagrinésime antrajj atvéji.
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2.3 pav. Sprendiniy skai¢iaus priklausomybé nuo matricy eilés kai p = 5. Aproksimacija

aexp(—b(x —c))

Turime tokius aproksimacijos parametry jveréius: @ = 8.4766, b = 2.1641. ¢ = 1.9913.
Vidutiné kvadratiné paklaida yra 8.8619 x 10~

Nagrin¢kime atvéjj, kai p = 6. Atlikime minétg tyrimg 10 karty ir sudarykime paklaidy lentele,

kuri leisty i§ nagrinéjamy trijy tipy aproksimacijy isrinkti tiksliausig. Vidutiniy kvadratiniy paklaidy

lentelé atrodo taip:

2.3 lentelé

Vidutiniy kvadratiniy paklaidy kai p = 6 reikSmes lentelé

Bandymo numeris

Aproksimacijos

ax aexp(—b(x —c)) aexp(—b(x — c)%)
1 2.8832 5.4792 2.2079%e-014
2 0.9099 2.3427 5.0446e-016
3 2.9475 5.7010 1.6447e-012
4 1.3855 3.3790 4.1328e-016
5) 1.6254 3.6816 3.2339%-016
6 1.8606 4.0675 1.7189¢-014
7 1.3470 3.1728 1.3670e-014
8 2.1337 4.4230 2.5571e-012
9 0.4974 1.4639 6.6141e-015
10 1.9538 4.1859 8.1717e-015
Vidurkis 1.7544 3.78966 4.27e-013
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Siuo atvéju maziausia paklaida duoda tre¢ioji aproksimacija. Nubraizykime $ia aproksimacija.
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2.4 pav. Sprendiniy skai¢iaus priklausomybé nuo matricy eilés kai p = 6. Aproksimacija

aexp(—b(x — c)?)

Turime tokius aproksimacijos parametry jveréius: @ = 2.5362, b = —1.4057. ¢ = 1.9652 ir
d = —0.1712. Vidutin¢ kvadratin¢ paklaida yra 6.5098 x 1078,

Trumpai paaisSkinsime, kodél pirmuoju atvéju buvo pasirinkta antroji aproksimacija. Kaip jau
gal¢jome jsitikinti antruoju atvéju trec¢ioji aproksimacija duoda maziausig viduting kvadrating paklaida.
Be to Sios aproksimacijos vidutiné kvadratiné paklaida rySkiai skiriasi nuo kity dviejy aproksimacijy.
Taigi yra akivaizdu, jog norint palyginti Siuos du atvéjus tarpusavyje Zymiai geriau yra naudoti bitent

eksponentinj désninguma.

2.3.2 LYGCIU SISTEMOS SPRENDINIU SKAICIAUS PRIKLAUSOMYBE NUO
PARAMETRO P

Nagrin¢kime kaip priklauso lygCiy sistemos (1.14) sprendiniy skaiius nuo parametro p.
ISskirkime du atvéjus: kai parametras p yra pirminis skaiius ir kai p yra sudétinis. Generuokime
lygéiy sistemos parametrus A ir M 100 karty prie kiekvienos p reik§més kai m = 2. Spreskime gautas
lyg€iy sistemas. Nagrin¢kime sprendiniy skaiCiaus santyki su bendry komutuojanciy matricy
skai¢iumi. Nagrinéjamg santykj iSreiSkime procentais. Abscisiy aSyje vaizduosime matricy eilés

reikSmes, o ordinaciy aSyje vaizduosime nagrinéjama santykj.
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2.5a pav. Sprendiniy skaiciaus priklausomybé 2.5b pav. Sprendiniy skai¢iaus priklausomybé

nuo pirminiy p, kain =2 nuo sudétiniy p, kai n=2

Nagriné¢kime atv¢jj, kai parametro p reiSmeés yra pirminiai skaiciai. Atlikime minétg tyrimg 10
karty ir sudarykime paklaidy lentele, kuri leisty i§ nagring¢jamy trijy tipy aproksimacijy iSrinkti
tiksliausig. Vidutiniy kvadratiniy paklaidy lentelé atrodo taip:

2.4 lentelé
Vidutiniy kvadratiniy paklaidy kai p igyja pirmines reikSmes lentelé
Bandymo numeris Aproksimacijos
axb aexp(—=b(x — ¢)) aexp(—b(x —c)?)
1 0.0372 0.0099 0.1771
2 0.0042 0.0345 0.0518
3 0.0011 0.0368 0.0654
4 0.0450 0.0069 0.1839
5 0.0075 0.0264 0.1114
6 0.0027 0.0201 0.0792
7 0.0126 0.0900 0.0314
8 0.0128 0.0117 0.0755
9 0.0038 0.0644 0.0363
10 0.0053 0.0667 0.0322
Vidurkis 0.01322 0.03674 0.08442

Siuo atvéju maziausia paklaida duoda pirmoji aproksimacija. Nubraizykime $ia aproksimacija.
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2.6 pav. Sprendiniy skaic¢iaus priklausomybé nuo pirminiy p. Aproksimacija ax
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b

Turime tokius aproksimacijos parametry jveréius: @ = 446.8542, b = —2.4064. Vidutiné

kvadratiné paklaida yra 0.0253.

Nagrinékime atvéjj, kai parametro p reiSmés yra sudétiniai skaiciai. Atlikime minétg tyrima 10

karty ir sudarykime paklaidy lentelg, kuri leisty 1S nagrinéjamy trijy tipy aproksimacijy iSrinkti

tiksliausig. Vidutiniy kvadratiniy paklaidy lentelé atrodo taip:

2.5 lentelé

Vidutiniy kvadratiniy paklaidy kai p jgyja sudétines reikSmes lentelé

Bandymo numeris

Aproksimacijos

b

ax aexp(—b(x — ¢)) aexp(—b(x —c)?)
1 0.3647 0.9307 1.0589
2 0.4870 1.1123 1.0667
3 0.2786 0.7236 0.1757
4 0.3386 0.9551 1.2289
5 0.4675 1.0955 0.8327
6 0.4389 1.0504 1.2429
7 0.5395 1.1643 1.4097
8 0.4379 1.0091 1.0591
9 0.2419 0.7268 0.0776
10 0.5339 1.1348 1.8766
Vidurkis 0.41285 0.99026 1.00288

Siuo atvéju maziausia paklaida duoda pirmoji aproksimacija. Nubraizykime $ia aproksimacija.
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2.7 pav. Sprendiniy skai¢iaus priklausomybé nuo sudétiniy p. Aproksimacija ax?

Turime tokius aproksimacijos parametry jveréius: @ = 9.7203 x 10%, b = —3.2. Vidutiné
kvadratiné paklaida yra 0.3986.
2.4 PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI
2.41 MATLAB R2007b DARBO APLINKOS APRASYMAS
Kaip jau buvo minéta skyrelyje 1.6.4 darbo uzduoties realizacijai buvo pasirinktas matematinis

paketas MATLAB R2007b. Viena i$ Sios programinés jrangos pasirenkimo priezas¢iy yra ta, kad visa

sasaja su vartotoju yra vykdoma per komandinj langa. MATLAB o darbo aplinka atrodo taip

2.8 pav. MATLAB R2007b darbo aplinka

1 - Siame lange parodomi visi vartotojo sukurti failai. Pagrindiniai faily tipai yra $ie:
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e M-file yra vartotojo sukurtos funkcijos

e asv failai yra vartotojo sukurty funkcijy automatiskai i$saugotas kodas. Tai programinés
irangos apsauga nuo energijos Suoliy

o Kiti failai (pvz MS Excel failai)

2 - Sis langas yra skirtas funkcijy kurimui. Lango vir§uje yra panelé, kurios pagalba galima sukurti
nauja m-faila, atsidaryti jau sukurta m-failg arba atlikti kitokius veiksmus (pvz. paleisti failg).
Lango apacioje yra juosta, kurioje korteliy principu yra suraSytos funkcijy vardai. PaspaudZius
pelés kairiuoju klavisu ant funkcijos vardo atitinkamos funkcijos kodas yra parodomas lange.

3 - Siame lange rodomi visi vartotojo atlikti veiksmai komandiniame lange

4 - Komandinis langas. Per §j langa vykdoma sasaja su vartotoju.

2.4.2 SUKURTU FUNKCIJU APRASYMAS

MATLAB‘o terpéje buvo sukurtos funkcijos, leidZianCios atlikti darbo uzduotj. Galutiné
magistrinio darbo programa yra $iy funkcijy rinkinys. Siame skyrelyje apraSysime pagrindines

funkcijas, kurios buvo naudojamos uzduoties sprendimui.

1. matrix_exp(A, B, p) — kelia matricag A matriciniu laipsniu B. Rezultatas priklauso grupei Z,.
Ivestis: matricos A ir B ir grupés parametras p. Matricy A ir B formatai turi biti suderinti, p —
teigiamas skaicius.

Rezultatas: matrica A < B

2. brute_force(n, p) — atlieka vektoriy, kuriy ilgis yra n, o elementai jgyja reikSmes nuo 1 iki p — 1,

pilng perrinkima.
Ivestis: teigiami skaiciai n ir p.
Rezultatas: visi vektoriainuo (1,1, ...,.1) iki(p—1,p—1,..,p — 1).

3. exp_equation_sist(A, D, mas, p) — sprendziama lygtis (1.15), kai j reik§mé fiksuota.

Jvestis: matrica A, vektorius-stulpelis D, pilno perrinkimo masyvas mas, grupés parametras p.
Matrica A ir vektorius-stulpelis D turi bati suderinti.

Rezultatas: sprendiniy vektorius [Sy; Sy; ...; S ], ¢ia S; - i-tasis sprendinys vektorius-stulpelis, k —
sprendiniy skaicius.

4. exp_equation_matrix(A, B, M, p) — sprendziama lyg¢iy sistema (1.14) naudojant algoritmg, kuris
yra apraSytas skyrelyje 2.1 punktuose 6 — 9.

Ivestis: kvadratinés matricos A, B ir M bei grupés parametras p. Reikalavimai parametrams yra

pateikti skyrelyje 1.6.3.

33



Rezultatas: sprendiniy skaicius

solution_graph(m, n, p) — 100 karty generuojami lygties (1.15) parametrai: matrica A, kurios
formatas yra m x n ir vektorius-stulpelis B. Atliekamas tyrimas, aprasytas skyrelyje 2.2.

Ivestis: matricos A eiluciy skaicius m, stulpeliy skai¢ius n, grupés parametras p.

Rezultatai: grafikas, kuris pavaizduoja sprendiniy skai¢iaus priklausomybe¢ nuo matricos A eiluciy
skaiciaus, komandiniame lange parodomi gauti procentiniai santykiai.

graph_mod_count — 100 karty generuojami lyg¢iy sistemos (1.14) parametrai prie Kiekvienos p
reikSmes ir ieSkoma gautos lygciy sitemos sprendiniy. Atliekamas tyrimas, kuris yra apraSytas
skyrelyje 2.3.1.

Jvestis: néra.

Rezultatai: grafikas, kuris pavaizduoja sprendiniy skaiciaus pryklausomybe nuo parametro p.
Komandiniame lange pateikiama informacija apie pasirinktg aproksimacijos modelj, pateikiami
MKM metodu gauti aproksimacijos parametry jverciai ir parodoma aproksimacijos vidutiné
kvadratine paklaida

graph_size_count — 100 karty generuojami lygciy sistemos (1.8) parametrai prie kiekvienos m
reikSmés ir ieSkoma gautos lygCiy sitemos sprendiniy. Atliekamas tyrimas, kuris yra apraSytas
skyrelyje 2.3.2.

vestis: néra.

Rezultatai: grafikas, kuris pavaizduoja sprendiniy skaiciaus pryklausomybe nuo matricy eilés m.
Komandiniame lange pateikiama informacija apie pasirinktg aproksimacijos modelj, pateikiami
MKM metodu gauti aproksimacijos parametry jverciai ir parodoma aproksimacijos vidutiné

kvadratine paklaida.

25 REZULTATU ANALIZE

Siame skyrelyje trumpai paanalizuosime gautus rezultatus bei pasigylinsime j praktinio

uzdavinio taikymo ypatumus.

Rezultatai akivaizdziai rodo, jog, kai parametras p yra pirminis skaicius, lygciy sistemos (1.14)

sprendiniai sudaro mazesn¢ dalj visy varianty aibéje. Taip pat biitina paminéti tg fakta, jog grafiky 2.2a

ir 2.2b braizymas uzima daugiau laiko, negu grafiky 2.5a ir 2.5b. Reikia pabrézti, jog didelé laiko dalis

yra sunaudojama paskutinio taSko braizymui (kai m = 4). Taip yra dél to, kad reikia atlikti vsiy trecios

eilés daugianariy pilng perrinkima, o, kaip mes jau Zinome, Sios operacijos laiko sgnaudas stipriai

jtakoja pradiniai parametrai. Biitent dél Sios priezasties nebuvo nagriné¢jamos penktos eilés matricos.

Toks mazas nagrinéjamy tasSky skaifius sudaré sunkumus skaiCiuojant aproksimacijas. Ypac reikia
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paminéti aproksimacija f(x) = a exp(—b(x — c))d, nes S§iuo atvéju naudojant MKM parametry
vertinimui lyg€iy skaiCius yra didesnis, nei tasky skaiCius. PraneSimas apie tai parodomas ir
MATLAB0 komandiniame lange. Taciau, kaip gal¢jome matyti, $iS sunkumas nebuvo esminis ir leido
efektyviai jvertinti sprendiniy skai¢iaus priklausomybe nuo matricy eilés kai p = 6. Taip pat didesnis
nagrin¢jamy taSky skaiCius galéty patvirtinti arba paneigti miisy prielaidg apie eksponentinés
aproksimacijos pasirinkimg atliekant sprendiniy skaiciaus priklausomybés nuo m vertinimg kai p = 5.

Taikant Siuos rezultatus praktikoje reikia atsizvelgti i tai, kad kadangi parametro p reikSme néra
didelis skaicius, tai nagringjant lygéiy sistemg (1.14) lauke diskretinio logaritmo uzdavinys yra lengvai
sprendziamas. Parodysime kaip galima netiesing lygti (1.7) paversti tiesine lygtimi.

Apibrézkime matricos A diskretinj logaritmag

loggall 1Oggalm
log, A = : : (2.1)
loggam1 -+ loggamm

¢ia g — lauko Z, generatorius. Kaip jau buvo minéta skyrelyje 1.2 generatorius lauke galima

rasti naudojant dvi pateiktas teoremas. Tokiu atvéju prisiming matricinio laipsnio elemento apibrézimag

(1.8) turime

m

log, b;; = z Xy logg a;, (2.2)
k=1

Atsizvelge j formules (2.1) ir (2.2) turime, kad

(log, A) - X =log, B (2.3)

Matome, kad logaritmuodami lygybe (1.7) gauname tiesing matricing lygti (2.3). Nors Siuo

atvéju reikia spresti m? lyggiy (1.4) tadiau vertinant diskretinio logaritmo uzdavinio ypatumus toks
peréjimas gali biti realizuotas per polinominj laikg. Taigi, nors pirminés parametro p reikSmés duoda
geresnius rezultatus, yra patartina naudoti sudétinius skaicius, nes Siuo atvéju diskretinis

logaritmavimas yra neefektyvus.
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ISVADOS

Rezultaty analizé parodé, jog, nors lyg¢iy sistemos sprendiniy skai¢ius sudaro mazesne dalj
visy galimy varianty aib¢je kai parametro p reikSmés yra pirmings, yra patartina naudoti sudétines
parametro p reikSmes. Tokiu biidu yra iSvengiama diskretinio logaritmavimo, kuris netiesing lygciy

sistemg (1.14) pavercia tiesing.

Darbe buvo nagrin¢jama, kaip priklauso lyg€iy sistemos sprendiniy skai¢ius nuo dviejy
sistemos parametry: grupés Z, parametro p bei nuo matricy A ir M eilés m. Buvo parodyta, kad
sprendiniy skaiciaus dalis visy galimy varianty aibéje didé¢jant matricy eilei m mazéja eksponentiskai,
t.y O(aexp(—b(m — c))), kai parametras p yra pirminis, ir O (a exp(—b(m - c))d) , kai parametras

p yra sudétinis skaicius, o didéjant parametro p reik§mei — hiperboliskai, t.y O(ap™).

Matematinio modeliavimo biidu gauti sprendiniy skaiciaus procentinés dalies jvertinimas
leidzia juos ekstrapoliuoti ir parinkti tokius matricinio laipsnio funkcijos parametrus, prie kuriy
nejmanoma rasti sprendinius atsitiktinés paieskos biidu. Parinke lyg€iy sistemos parametry reikSmes

p = 33 ir m = 16 jau gauname butent tokj rezultata.

Kadangi Sios funkcijos determinuoti apgr¢zimo algoritmai néra zinomi, tai leidzia daryti
i§vadg, jog matricinio lapsnio funkcija ir su ja susieta lygciy sistema (1.14) apibrézta Ziede Z,, gali buti

panaudota kriptografijoje Diffie-Hellman‘o rakty apsikeitimy protokolo konstravimui.
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DARBO UZDUOTIES ATEITIES PERSPEKTYVOS

Darbe buvo nagrinéjami sveikyjy skaiciy ziedai ir laukai. Taciau lygCiy sistema (1.14) gali buti
apibrézta ir kituose algebrinése strukttiruose. Viena i§ tokiy struktiiry yra kompleksiniai Ziedai
Ly + iZ,. Nors matricinio laipsnio funkcija negali buti iSplésta | kompleksiniy skaiCiy Ziedus (taip yra
nes ziedas Z, néra metrin¢ erdvé), ty matricos X elementai yra sveikieji skaiciai, Sie Ziedai yra
naudingi tuo, kad sprendiniy paieSka yra vykdoma aibéje Z,2.Tai reiskia, jog parinkus sistemos
parametrus p =15 ir m =11 jau nebejmanoma rasti sprendinius atsitiktinés paieskos budu.
Kriptografinio lygéiy sistemos (1.14), apibréztos kompleksiniame ziede, saugumo tyrimas liko uzZ Sio

darbo riby.
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PRIEDAS

Funkcija bin.m. Skai¢iuoja skai¢iaus dvejataing iSraiSkg. Grazina 0 ir 1 masyva

function Dig = bin(p)

pstr = dec2bin(p);
pbin = str2num(pstr);
k = 1;
while 2~k + 1) <= p
k =k + 1;
end
k =k + 1;
for n = 0:k - 1
pbin = pbin/10;
if pbin - round(pbin) ==
Dig(k - n) = 0;
else
Dig(k - n) = 1;
end
pbin = round(pbin);
end
end
Funkcija exp_num.m. Skai¢iuoja moduling eksponent¢. Si funkcija yra efektyvesné uz
standartine funkcija mod.

function answer = exp_num(a, b, p)

end

function M

B = bin(b);
n = length(B);
answer = 1;
tmp(1l) = a;
for 1 = 2:n
tmp(i) = mod(tmp(i - 1) ~ 2, p);

end
for 1 = 1:n
ifB(n-1+1)==1
answer = mod(answer * tmp(i), p);
end
end

Funkcija matrix_exp.m

= matrix_exp(A, B, p)

% Skaiciuoja A™B moduliu p

[n1 n2] = size(A);

[m1 m2] = size(B);

for i = 1:nl
for j = 1:

m2
M(i, jz
P
i

1;
n2
exp_num(A(i, k), B(k, J), p);
) = mod(M(i, j) * tmp, p);

for k
tm
M(

Il

. 3

end
end
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end

Funkcija is_in.m. Funkcija atlicka elemento paieska struktiiroje A.

function answer = is_in(elem, A)
answer = 0;
[m, n, p] = size(A);
it ~isempty(A)
for i = 1:m

for j = 1:n
id = 0;
for k = 1:p
it A, j, k) == elem(1, k)
id = id + 1;
end
end
ifid==p
answer = answer + 1;
end
end
end
end

end

Funkcija brute_force.m.

function mas brute_force(n, p)
max = (p - 1)™n;

for k = 1:n
for j = 1:p-1
fori =g -1 *max/(p - D™k + 1 * max/(p - ™K
form =0:(p - D™k -1) -1
mas(i + m * max/(p - D™k - 1), k) = j;
end
end
end
end

end

Funkcija nulio_dalikliai.m.

function zero_div = nulio_dalikliai(p)
% Skaiciuoja ziedo Zp nulio dalikliu branduoli
P = factor(p);
len = length(P);
zero_div = [];
if len ~= 1 % Jeigu skaicius yra sudetinis
if P(1) == P(len) % Jeigu skaicius p = P(1) ~ len
z = P(1) » ceil(len/2);
h = p/z;
for 1 = 1:h - 1
zero_div = [zero_div i*z];
end
else
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M = multi_periodai(p);
for j = 1:length(M);
it Mg) <= sqrt(p)
z = p/M();
for i = 1:M(g) - 1
if is_in(i*z, zero_div) ==
zero_div = [zero_div i*z];
end
end
end
end
end
end
end

function P = multi_periodai(n)
N = factor(n);
P = NaN;
tmp = NaN;
len = length(N);
= brute_force(len, 3) - ones(2™len, len);
index = 1;
for 1 = 2:2"en
tmp(i - 1) = 1;
for j = 1:l1en
tmp(i - 1) = tmp(i - 1) * N{) " mas(id, j);
end

if is_in(tmp(i - 1), P) ==
P(index) = tmp(i - 1);
index = index + 1;
end
end
end

Funkcija pusgrupe.m. Formuoja pusgrupe be nulio dalikliy

function Z = pusgrupe(p)
P = factor(p);
len = length(P);

Z = NaN;

if len == 1
Z = 1:(p-1);

else
nuliai = nulio_dalikliai(p);
index 1;

for i = 1:(p-1)
if is_in(i, nuliail) ==
Z(index) = 1;
index = index + 1;
end
end
end
end



Funkcija gen_matrix_pusgrupe.m. Generuoja matricg pusgrupéje

function A = gen_matrix_pusgrupe(n, m, p)

Z = pusgrupe(p);
len = length(2);

A = NaN;
for 1 = 1:n
for j = 1:m
ind = 1 + randint(l, 1, len - 1);
AT, J) = Z(ind)
end
end

Funkcija exp_equation_sist.m

function S = exp_equation_sist(A, D, mas, p)

% Lygties AX = D sprendimas, cia D ir X - yra vektoriai-stulpeliai.

Rezultatas -
% sprendiniu vektorius S

len = length(mas(:, 1));
S =1[1; % Sprendiniu vektorius siuo momentu yra tuscias
ind = 0O; % Rastu sprendiniu skaicius duotuoju momentu;

for i = 1:len
if matrix_exp(A, transpose(mas(i, :)), p) ==
ind = ind + 1;
S(:, ind) = transpose(mas(i, :));
end
end

end

Funkcija kom matrix.m. Skai¢iuoja komutuojancig matricg

function B = kom _matrix(A, p)
n = length(A(1, :));

% Generuojami koeficientai:

a =1+ randint(1, 1, p-1);
b =1+ randint(1, 1, p-1);
c =1 + randint(l, 1, p-1);

% Apskaiciuojama matrica B:
T = mod(A * A, p);
B mod(mod(a * eye(n) + b * A, p) + c * T, p);

end

Funkcija exp_equation_matrix.m

function sk = exp_equation_matrix(A, B, M, p)
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% Lygciu sistemos

% ANX = B

% M*X = X*M

% sprendimas. Rezultatas - sprendiniu skaicius sk

n = size(A); % matricos eile
sk = 0; % sprendiniu skaicius
mas = brute_force(n(2), p + 1) - ones(p™n(2), n(2));

len = length(mas(:, 1));
for 1 = 1:len

X = zeros(n);

L = eye(n);

for =1:n

mod(X + mas(i, j) * L, p);

mod(M * L, p);

<
ol

end

if matrix_exp(A, X, p) ==
sk = sk + 1;
end
end
end

Funkcija solution_graph.m

function avg_spr_count = solution_graph(m, n, p)

mas = brute_force(n, p + 1) - ones(p™n, n);
spr_count = NaN; % rastu sprendiniu kiekis
avg_spr_count = NaN;

for j = 1:100
A = gen_matrix_pusgrupe(m, n, p); % Matricos formatas
X = randint(n, 1, p);
B = matrix_exp(A, X, p);

for 1 = 1:m
% Sprendziama sistema is i lygciu

M A(l:i, 1:n);

K B(1:1);

if ~isempty(mas)
tmp = size(exp_equation_sist(M, K, mas, p));
spr_count(i, j) = tmp(2);

else
spr_count(i, j) = 0;

end
end

end
for i = 1:m

avg_spr_count(i) = mean(spr_count(i, :)) * 100/p”™n;
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% Grafiko braizymas

h = line(0, 0, “erase®, "none");

axis([0 m 0 avg_spr_count(L)D;

set(h, "xdata®, 1, “ydata®, avg_spr_count(i), “"Marker®, "*%);
drawnow;

end
end

Funkcija least_squares_hyp.m. Jvertina aproksimacijos ax” parametrus.

function teta = least squares_hyp(xdata, ydata)
start = [1, -3];
teta = Isgcurvefit(@fun, start, xdata, ydata);
end

function y = fun(x, mas)
y = x(1) * mas.™x(2);
end

Funkcija least_squares_exp.m. [vertina aproksimacijos a exp(—b(x — c¢)) parametrus.

function teta = least squares_exp(xdata, ydata)
start = [1, 1, 0];
teta = Isqgcurvefit(@fun, start, xdata, ydata);
end

function y = fun(x, mas)
g y = x(1) * exp(-x(2) * (mas - x(3))):
en

Funkcija least_squares_exp_pow.m. Jvertina aproksimacijos a exp(—b(x — c))d parametrus.

function teta = least _squares_exp_pow(xdata, ydata)
start = [1, 1, 0, 1];
teta = Isgcurvefit(@fun, start, xdata, ydata);
end

function y = fun(x, mas)

y = x(1) * exp(-x(2) * (mas - x(3))."x(4));
end

Failas graph_mod_count.m

% Pradiniail parametrai:

n 2; % Matricos eile
P [6 ,10, 14, 15, 21, 22, 26];

%P = [5 ,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29];
len_p = length(P);

test_count = 100;
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% G

eneruojami lygciu sistemos

% AMX = B

% M
% p

mas
len

for

end

X = XM
arametrai

= brute_force(n, p + 1) - ones(p™n, n);
= length(mas(:, 1));

k = 1l:test count

% Generuojami lygciu sistemos
% ANX = B

% MX = XM

% parametrai

A = gen_matrix_pusgrupe(n, n, p);
while 1
T = gen_matrix_pusgrupe(n, n, p);
T inv = mod_inv(T, p);
it ~isempty(T_inv)
M = mod(mod(T * diag(l:n), p) * T_inv, p);
break;
end

= kom_matrix(M, p);
B = matrix_exp(A, X, p);

sk(k)

I
o

for

=X -
TINTINT

N

)

=

o)

%)

~

=)

N

j=
X = mod(X + mas(i, J) * L, p);
L =mod(M * L, p);

it matrix_exp(A, X, p) ==
sk(k) = sk(k) + 1;
end
end

proc(Jj) = (mean(sk)/len) * 100;
=131 +1;

end

h =
axi

% Grafiko braizymas
line(0, 0, “erase”, “none%);
s([1 30 0 401);

set(h, "xdata®, p , “ydata®, proc(Jj - 1), “Marker®, "*7);
drawnow;
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paklaida = 0;
teta = least_squares_hyp(P, proc);
disp("Modelis: a/x™n (raudonas grafikas).");
disp(“Parametrai:*)
disp(teta);
for x = 0.1:0.01:30

y = teta(l) * x"teta(2);

set(h, "xdata®, x , “ydata®, y, "Marker®, ".", "Color-,
for i = 1:len_p
if x == P(i)
paklaida = paklaida + (proc(i) - y)"2;
break;
end

end
end
disp("Vidutine kvadratine paklaida®);
disp(paklaidaZlen_p);

paklaida = O;
teta = least_squares_exp(P, proc);
disp("Modelis: a*exp(-b(x - ¢)) (zalias grafikas).");
disp(“Parametrai:*)
disp(teta);
for x = 0.1:0.1:30
y = teta(l) * exp(-teta(2) * (x - teta(d)));

set(h, "xdata®, x , “ydata®, y, "Marker®, ".", "Color-,
for i = 1:len_p
if x == P(i)
paklaida = paklaida + (proc(i) - y)"2;
break;
end

end
end
disp("Vidutine kvadratine paklaida®);
disp(paklaidaZlen_p);

paklaida = 0;
teta = least _squares_exp_pow(P, proc);
disp("Modelis: a*exp(-b(x - c)”d) (geltonas grafikas).");
disp(“Parametrai:");
disp(teta);
for x = 0.1:0.1:30
y = teta(l) * exp(-teta(2) * (x - teta(l3)) ™ teta(4));

set(h, "xdata®, x , “ydata®, y, “Marker®, *.", "Color-,
for i = 1:len_p
if x == P(i)
paklaida = paklaida + (proc(i) - y)"2;
break;
end

end
end
disp("Vidutine kvadratine paklaida®);
disp(paklaidaZlen_p);

Failas graph_size_count.m

% Pradinial parametrai:
p = 6; % Ziedo Zp parametras
n_max = 4; % Matricos eile

"red");

"green®);

“yellow®);
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test _count = 100; % Bandymu skaicius

end

paklaida

end

b

% G
% A
% M
% p

A =
whi

end
X =
B =
sk(

for

end

rute_force(n, p + 1) - ones(p™n, n);
ength(mas(:, 1));

= l:test_count

eneruojami lygciu sistemos

"X =B
X = XM
arametrai

gen_matrix_pusgrupe(n, n, p);

le 1

T = gen_matrix_pusgrupe(n, n, p);
T_inv = mod_inv(T, p);

it ~isempty(T_inv)

M = mod(mod(T * diag(l:n), p) * T_inv, p);

break;
end

kom_matrix(M, p);
matrix_exp(A, X, p):

k) = 0;

i =1:len

X = zeros(n);

L = eye(n);

for j = 1:n
X = mod(X + mas(i, j) * L, p);
L = mod(M * L, p);

end

if matrix_exp(A, X, p) == B
sk(k) = sk(k) + 1;
end

roc(ii) = (mean(sk)/len) * 100;
i = i1 + 1;

h =
axi
set

drawnow;

% Grafiko braizymas

line(0, 0, “erase”, "none%);
s([1 5 0 40]D);

(h, "xdata®, n , “ydata®, proc(ii - 1),

0;

"Marker®, "*%);
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teta = least_squares_hyp(2:n_max, proc);

disp("Modelis: a/x™n (raudonas grafikas).");

disp("Parametrai:")

disp(teta);

for x = 1:0.01:5
y = teta(l) * x~"teta(2);
set(h, "xdata®, x , “ydata®, y, “Marker®, ".", "Color®, "red");
for 1 = 2:n_max

it x == i
paklaida = paklaida + (proc(i - 1) - y)"2;
break;

end

end
end
disp("Vidutine kvadratine paklaida®);
disp(paklaidaZ/(n_max - 1));

paklaida = 0;

teta = least_squares_exp(2:n_max, proc);

disp("Modelis: a*exp(-b(x - c)) (zalias grafikas).");

disp("Parametrai:")

disp(teta);

for x = 1:0.01:5
y = teta(l) * exp(-teta(2) * (x - teta(d)));
set(h, "xdata®, x , “ydata®, y, “Marker®, "_°
for 1 = 2:n_max

, "Color®, “green-);

if x ==
paklaida = paklaida + (proc(i - 1) - y)"2;
break;

end

end
end
disp("Vidutine kvadratine paklaida®);
disp(paklaidaZ/(n_max - 1));

paklaida = 0;
teta = least_squares_exp_pow(2:n_max, proc);
disp("Modelis: a*exp(-b(x - c)”d) (geltonas grafikas).");
disp("Parametrai:");
disp(teta);
for x = 1:0.01:5
y = teta(l) * exp(-teta(2) * (x - teta(l3)) ™ teta(4));
set(h, "xdata®, x , “ydata®, y, “Marker®, "_.", "Color®, "red");
for 1 = 2:n_max

it x =1
paklaida = paklaida + (proc(i - 1) - y)"2;
break;

end

end
end
disp("Vidutine kvadratine paklaida®);
disp(paklaidaZ/(n_max - 1));
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