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SANTRAUKA

Daznai praktikoje tenka skaiCiuoti nepriklausomy ir vienodai pasiskirsCiusiy atsitiktiniy dydziy
X,,X,,....X ... ekstremumy reikSmes. Ekstremumy reikSmés yra matematiniai modeliai daugelio
techniniy ir ekonomikos moksly tyrimo objektai.

Siame magistriniame darbe tiriamas Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumy momenty
konvergavimas, kai imties didumas n yra fiksuotas, ir kai N, yra atsitiktinis su geometriniu skirstinio
désniu. Apskai¢iavome maksimumy momentus Pareto skirstiniams, kai x >0, ir kitu atveju, kai x <0.
Pasinaudojome ribinémis teoremomis, kad rastume maksimumy momentus, kai imties didumas
n— oo, iSvesti jy konvergavimo greicio jverciai. Kai imties didumas N, yra atsitiktinis geometrinis
dydis, Pareto atsitiktiniai dydZiai yra geometriSkai max-stabiliis. IS geometrinio max-stabilumo seka,
kad gauti maksimumy momentai yra tikslas.

Atlikta kompiuteriné analizé su Matlab.



Rancaité S. Maximums Moments Convergence of Random Variables : Master‘s work in applied
mathematics / supervisor prof. dr. J. A. Aksomaitis; Department of Applied mathematics,

Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2010. — 62 p.

SUMMARY

In practice we often have to calculate extreme values of a sequence X, X,,..., X, ,... of random

variables. Extreme values are mathematical models of objects in many technical and economical
sciences.

In this master’s work, maximums moments convergence of Pareto random variables is analyzed.
Results are presented in two cases, when sample size n is fixed, and when it is accidental - N, and is
distributed geometrically. We calculate maximums moments for Pareto distribution, when x>0, and
when x <0. We use limited theorems for maximums moments when the sample size n is large and
find the estimates of convergence rate for Pareto random variables. When the sample size N, is
geometric random number, Pareto random variables is geometric max-stables. From the geometric

max-stable follows, that obtained maximums moments are accurate.

Computation was developed using MatLab.
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IVADAS

Ekstremaliy reik§miy teorija tiria atsitiktiniy dydZiy maksimumus ir minimumus. Si teorija yra
taikoma jvairiose srityse, kuriose dideli nukrypimai yra reikSmingi. Ekstremaliis jvykiai arba reti
ivykiai turi labai svarbig jtaka (blogg ar gera) realiajame pasaulyje. Pavyzdziui, didele Zalg sukeliantis
katastrofiskas jvykis, didelés sumos laiméjimas loterijoje. Tokie reti jvykiai yra miisy gyvenimo dalis.
Mes turime pripaZinti, suprasti ir iStirti Siuos fenomenalius reiSkinius ir problemas, sukeltas rety
ivykiy. I§ tikryjy ekstremaliy jvykiy analizé tapo labai svarbia ir teikiama jai vis daugiau démesio
tikimybiniuose ir statistiniuose tyrin¢jimuose.

Taikant matematinius modelius daznai tenka skaiCiuoti ekstremaliyjy reikSmiy skaitines
charakteristikas. Taip pat sudétingesniais atvejais, kai nejmanoma nustatyti ekstremumy pasiskirstymo
désnio, skaitinés charakteristikos yra vienintelis biidas reiSkiniui apraSyti. Tikslios atsitiktiniy dydZiy
maksimumy ir minimumy momenty iSraiSkos yra taikomos modeliavime ekonomikos, genetikos,
ekologijos, meteorologijos srityse. Taip pat, kai ekstremumy pasiskirstymo funkcija turi sudétinga
iSraiSka, kurig néra patogu naudoti, yra naudinga Zinoti kitais metodais apskaiCiuotus ekstremumy
momentus.

Pareto skirstinys, pavadintas italy ekonomisto ir sociologo Vilfredo Pareto (1848-1923 m.)
garbei, yra laipsninio kitimo tikimybinis skirstinys. Jis buvo pastebétas daugelyje gyvenimo sriciy.
Pirma kartg V. Paretas ji panaudojo apraSydamas pajamy pasiskirstymg tarp asmeny (didelé¢ dalis
gyventojy turi mazas pajamas, taciau tik labai nedaug Zmoniy turi labai dideles pajamas). Jei turime
Pareto atsitiktiniy dydziy imtj, reiSkia, kad imtyje bus (gal nedaug, bet) ,dideliy* reikSmiy. Pareto

skirstinys taip pat taikomas draudime, klimatologijoje, jis naudojamas apibiidinti ekstremalias oro

salygas.
Darbo tikslas: atsitiktiniy dydziy maksimumy k -tosios eilés momenty konvergavimo analize.
UZdaviniai:
o Rasti tikslias maksimumy k -tosios eilés momenty reikSmes, kai imties didumas yra

fiksuotas arba atsitiktinis su geometriniu skirstinio désniu;

o IStirti maksimumy k -tosios eilés momenty ribinj elgesi, kai n — oo ;

o Suformuluoti ir jrodyti teoremas apie maksimumy k -tosios eilés momenty konvergavimo

greicio jvercius;

o Atlikti maksimumy momenty kompiutering analizg.

Sia tematika skaityti prane$imai Siose konferencijose: Matematika ir matematikos déstymas —
2010, VIII studenty konferencija ,,Taikomoji matematika“. PraneSimy medZiaga pateikta 3 ir 4

prieduose.
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1. TEORINE DALIS

1. 1. MAKSIMUMU STRUKTUROS

Tarkime, X,,X,,...,X,,... — nepriklausomi, vienodai pasiskirst¢ atsitiktiniai dydZiai su
skirstinio funkcija F(x) = P(X; <x), j=1.
Siy dydziy maksimumga pazymésime:
Z =max(X,,X,,..X,),
Z,=max(X,X,,..X,),
¢ia N yra atsitiktinis dydis, jgyjantis sveikas teigiamas reikSmes (N =N,k € N) ir nepriklausantis nuo

visy X, j=1.

Asimptotinéje maksimumy teorijoje nagrin€¢jami tiesiSkai normalizuoti maksimumy skirstiniai,

zZ - .
t.y. P( ”b il <x}, kai n—>oo. Zinoma [1], jog egzistuoja tokia centravimo seka {an,nzl} ir

n

normavimo seka {bn >0,n2> 1} su kuriomis

Z —a
P( ”b 1 <x} ——> H(x), (1.1.1)

¢ia H (x)— neiSsigimusi skirstinio funkcija.
IS misy prielaidy iSplaukia, kad
H,(x)=P(Z, <x)=F"(x). (1.1.2)
Ieskome tokiy funkcijos F(x) apribojimy, su kuriais biity uZtikrinamas egzistavimas tokiy
konstanty a, ir b, >0, kad lygybé:
lim H, (xb, +a,) = H(x) (1.1.3)

egzistuoty tolydZioms funkcijoms H(x). Toks konvergavimas vadinamas silpnuoju skirstinio
funkcijos konvergavimu [1].

Tokiu biidu sudaroma skirstinio funkcijos F(x) apribojimo salyga, kuriai esant dydis Z  gali

n_an

buti normalizuojamas konstantomis a, ir b, >0 taip, kad silpnai konverguoty j neiSsigimusj

skirstinj H(x).
Remiantis (1.1.2) iSraiska, (1.1.3) sarysj galima perraSyti taip:
lim F"(xb, +a,)=H(x). (1.1.4)

n—0
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Yra pateiktos taisyklés, kaip sukonstruoti konstanty sekas {an N2> 1} , {bn >0,n2> 1}, ir randamas

kriterijus funkcijai F(x), kuriam esant tenkinamas (1.1.4) sarysis [1].

1. 2. MAKSIMUMU RIBINIAI SKIRSTINIAI

o(F) =sup{x: F(x) <1}.
Suformuluosime teoremas [1], apibiidinanc¢ias ribinius maksimumy skirstinius, ir kokius
kriterijus turi tenkinti F(x), kad skirstinio funkcija tenkinty ir (1.1.3) sary$i. Taip pat nurodysime

centravimo ir normavimo konstanty galimus parinkimo algoritmus.

1. 1 Teorema. Tarkime, w(F) =+, ir egzistuoja tokia konstanta a >0, kad su Vx>0 yra

tenkinama lygybe:
. 1-F(x) s
im——=x"". 1.2.1
e 1= F(f) ( )
Tuomet egzistuoja centravimo ir normavimo konstantos a,ir b, > 0, kad
lim P(Z, <xb, +a,)=H,,(x), (1.2.2)
.. 0,x<0
Cia H, ,(x) = - (1.2.3)
' exp(—x ), x>0
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
1
an=0,bn=inf{x:1—F(x)£—}. (1.2.4)
n

1. 2 Teorema. Tarkime, w(F') < oo, ir egzistuoja tokia konstanta « > 0, kad tenkinama lygybé:

lim l—F**(tx) _
oo 1= F (1)

x, (1.2.5)
. R 1
¢ia skirstinio funkcija F (x) =F| o(F)—— |, x>0.
x
Tuomet egzistuoja centravimo ir normavimo konstantos a, ir b, , kad

lim P(Z, <xb, +a,)=H, ,(x), (1.2.6)

n—o0



exp(—(—x)*),x <0

dia H, (x)=
20 (%) {1,)(20

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a, =aw(F), b, =a)(F)—inf{x:1—F(x)£l}.

n

1. 3 Teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta a integralas

w(F)

[(=F)My <o

Intervale (a(F ), o(F )) apibrézkime funkcija

1 w(F)

_F Q) [(1—F(y))dy.

R(t) =

Jei Vx € R egzistuoja riba

—X
b

lim 1-F(t+xR(1)) _
d 1-F()

tuomet egzistuoja centravimo ir normavimo konstantos a,ir b, , kad

lim P(Z, < xb, +a,)=H,,(x),

n—>0

Cia H, (x) =exp(—e "), xeR.

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a, =inf{x:1—F(x)£l},bn =R(a,).
n

1.1, 1. 21ir 1. 3 teoremy jrodymai pateikti [1].

12

(1.2.7)

(1.2.8)

(1.2.9)

(1.2.10)

(1.2.11)

(1.2.12)

(1.2.13)

(1.2.149)

Pastaba. Siose teoremose pateiktas centravimo ir normavimo konstanty a, ir b, parinkimo

biidas néra vienintelis. Mes net negalime teigti, kad tai yra pats paprasCiausias konstanty parinkimo

bidas ir, kad taip parinktos konstantos yra geriausios, taciau jy parinkimo algoritmai yra geri tuo, kad

yra paprasti ir konstruktyvis.
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1. 3. STABILIEJI MAKSIMUMO SKIRSTINIAI

Apibrézimas. Jei egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstantos a,, b, >0, su kuriomis
skirstinio funkcijai F(x) galioja lygybeé
F"(xb, +a,)=F(x), (1.3.1)
tuomet skirstinys F'(x)vadinamas stabiliuoju maksimumo skirstiniu [1].

Irodyta [2], jog stabilieji maksimumo skirstiniai yra tik Sie:

H (0 0,x<0 (Frechet)
X) = ; reche
b exp(—x ), x>0
exp(—(—x)*),x <0 )
H = ; Weibul
2, (X) {l,xZO (Weibul)
H,,(x)=exp(-e "), xeR; (Gumbel)

1. 4. GEOMETRISKAI STABILIEJI MAKSIMUMO SKIRSTINIAI

Tarkime, kad {X X s X N, } yra paprastoji atsitiktiné imtis su skirstinio funkcija F(x). Imties

didumas N, nepriklauso nuo visy X i J= I, N, ir yra atsitiktinis su geometriniu skirstinio désniu

PN, =k) = p(i—p)**  &ia p=—, k>1. (1.4.1)
n
Pazymékime

Z, =max(X,,X,,..Xy ).

Apibrézimas. Jei egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstantos a,, b, >0, su kuriomis
skirstinio funkcijai F(x) galioja lygybe:

ZN _an
P(b— < xj =F(x), (1.4.2)

n

tuomet skirstinys F'(x) vadinamas geometriSkai stabiliuoju maksimumo skirstiniu [3].
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1. 5. KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS PERKELIMO TEOREMOJE

Nagrinésime struktirg Z, , kai N yra atsitiktinis dydis, nepriklausantis nuo X ;, j>1.

1. 4 Teorema (Perkélimo teorema maks-stabiliesiems skirstiniams). ([4])

Jeigu
Z —a "
P( "b "< xj =H"(xb, +a,)=H(x) (1.5.1)
ir
Nﬂ
P[ < xJTA(x), (1.5.2)
n
tada
Z., —a
P( ”"b L < xj —>¥(x), (1.5.3)
Cia skirstinio funkcija
W(x) = [ H(x)dA(2). (1.5.4)
0

Teoremos jrodymas pateiktas [4]. Mus domina netolygusis konvergavimo greifio jvertis

perkélimo teoremoje, t.y.

ZN - an
P("b— < xj - lP(x){ <A, (x). (1.5.5)
Pazymékime:
5, (x)= max(F" (xb, +a,), H(x)); (1.5.6)
u,(x)=n(l-F(xb, +a,)); (1.5.7)
u(x) = mun (x); (1.5.8)
P, (x)=u,(x) —u(x); (1.5.9)

n al‘l

1. 5 Teorema. Tarkime, H yra atsitiktiniy dydZiy ribinis  skirstinys, ir

n

u,(x)

lim P( N, < xj = A(x), A(+0)=0. Tada Vx, tenkinan¢iam salyga

n—0 n

| o
< 5 , teisingas jvertis:
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(1.5.10)

A, (x)< (MT(X) +|p, (x)lj

Teorema ir jrodymas pateikti [5].
- 1
1. 1 Pavyzdys. Tarkime, kad N, skirstinys yra geometrinis (1.4.1) su parametru p =—. Tada
n

skirstinio funkcija

P(N, <x)= EP i(l—p)“:[q:l—p]:l—p ZqH:l—pq —1—¢4l
k=[x]+1 l-g¢
N 1 1 ﬂX*{ﬂX}
P( j P(N, <xn)= P 1-¢" = [p:_}l_[l__j —l-e
n n
taigi, A(x)=1—e’x.
Dabar ribiné skirstinio funkcija
[H(x)jz ’
7 K .. HHWNY e 1
Y(x)=|H (x)dA(z)= |H (x)dA(l1—e )= || ——= | dz = = .
(x) j (X)dA(2) j ()dA(—e ™) j[ ej ChAG

(")
e

0

Turime tris maks-stabilias skirstinio funkcijas:

exp(—x ), x>0,
H(x) =<exp(—(—x)*),x <0,

exp(—e *),—o < x < 40,

ir tris ribines skirstinio funkcijas Perkélimo teoremoje:

! — , x>0,
I+x 1+4+x°
Y(x)= ;,x<0,
1+ (—x)”
17 ,—00 < X < +00,
I+e™

Pirmieji du skirstiniai yra Pareto, treciasis — logistinis.
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2. TIRIAMOJI DALIS IR REZULTATAI

2.1. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU RIBINIAI

SKIRSTINIAI
Tarkime, kad nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai X,,X,,...,X, turi
Pareto skirstinj, kai x — teigiamas, t.y.

1 x”

F(x)=1- = ,a>0,x20, (2.1.1)

I+x%  1+x"
C— (21.2)
PO ey o

Sios funkcijos grafikas létai artéja j 1, kai x — oo (sunkios uodegos).

T

0.8T

0.2T

X

2.1.1 pav. Pareto skirstinio funkcijos grafikas, kai o =2

Pareto skirstinio tankio funkcijos grafikas:

o

0.8T

0.27

X

2.1.2 pav. Pareto skirstinio tankio funkcijos grafikas, kai o =2
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Rasime $iy atsitiktiniy dydZiy maksimumy ribinj skirstinj. Kadangi @(F)=+o, tai galima

taikyti 1. 1 teoremos salyga (1.2.1):

1 F 1—1+1 1 o 1 o a-1 1
fim 1= Ux):h‘m + (tx) ~lim ML A L4=h‘m—=x”
Srl=F@) o L el @) e a) T ot
1+t

Kadangi $i salyga tenkinama, tai lim P(Z, <xb, +a,)=H, ,(x).

n—0

Tiesiogiai rasime centravimo ir normavimo konstantas:

P(Z"b_“" <xj=P(Zn <xb, +a,)=F"(xb, +an)=( (b, +“")aajn ={1+(;)ajn _

; 1+(xbn+an)

a,=0 Xa - b,=n* xa - —a
= 1+b - = 1+— —HE—)eix =H1,a(x), XZO,

n
n
¢ia centravimo ir normavimo konstantos:
a, =0, 2.1.3)

b =ne (2.1.4)

Tarkime, kad nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydziai X, X, ,..., X turi Pareto

skirstinj, kai x — neigiamas, t.y.

1
Fx)=—, a>0, x<0, .
(x) Y (2.1.5)
al—x a-1
pvy =20 (2.1.6)
(1+(=0°)
Sios funkcijos grafikas:
1
tren®

~10 R "6 4 P 0

2.1.3 pav. Pareto skirstinio funkcijos grafikas, kai oo =2
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Pareto skirstinio tankio funkcijos grafikas:

0.8r

(= x)oc—l

Lo

1o P
2.1.4 pav. Pareto skirstinio tankio funkcijos grafikas, kai o =2

Rasime Siy atsitiktiniy dydZiy maksimumy ribinj skirstinj. Kadangi @(F)=0<o0, tai galima
taikyti 1. 2 teoremos salyga (1.2.5):
lim 1-F *(tx) I
oo 1 —F (t)

. 1
Cia skirstinio funkcija F (x) = F[a)(F) ——j S —, x>0.
X 1+x

Kadangi sglyga tenkinama, tai lim P(Z, <xb, +a,)=H, ,(x).

n—0

Tiesiogiai rasime centravimo ir normavimo konstantas:

P(Zﬂb_“" <xj=P(Zn <xb, +a,)=F"(xb, +an):( 1 v j U

; 1+(—xbn—an

1

a,=0 W\ e - bn=n7; _v\¥ N o
=(l+ij = (l+( *) J ——e ™ =H, (x), x<0,

—a
b, n

¢ia centravimo ir normavimo konstantos:

a =0, 2.1.7)

A (2.1.8)
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2. 2. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO MOMENTAI

Tarkime, {X X senX n} - nepriklausomy Pareto atsitiktiniy dydZiy imtis, ne N . IS salygos
(1.1.2) (maksimumo skirstinio funkcija):
P(zZ, < x)=P(max(X,,X,,....X,)<x)=P(X, <x)-.... P(X, <x)=F"(x)

ir momenty apibrézimo turime, kad maksimumy k -tosios eilés momentas:

Mz, = [x'dP(z, <x)= [x"dF"(x). (2.2.1)

—0

Apskaic¢iuokime Pareto atsitiktiniy dydziy, kai x>0, (2.1.1) maksimumy &k -tosios eilés

momentus:
o o 1 nooow 1 n-1 OLXOH ® xan+/<71
Man:jxde"(X)=jxkd[l— j =jxkn[1— j de:najgldx:
0 0 1+ x“ 0 1+ x“ 1+ x%) o (L+x")™
! =t x>0=t->1, x>0o=r—>0
1+ x“

1 1
Ll 4
x:[—l_tja dx:—l[—l_tja izdt
1 (04 1 1

L {1 e )
1-—-1 n+—-1 k k a a
:njt “« (I-1) ¢ dtzn-B[l— j—
0

(2.2.2)

ApskaiCiuokime Pareto atsitiktiniy dydziy, kai x <0, (2.1.5) maksimumy k -tosios eilés

momentus:

0 0 1 nog 1 n-l a(=x)*" 0 Lk (—x) !
Mz = kadF”(x)z kad(—aJ = kan( aj 2dx=naj—’mdx=
2, 1+ (=x) 1+(=0 ) (1+(=0°) 1+ (07)
;=t x>-0=t—>0, x>0=>r->1

1+ (—x)*

= 1 =

1
1 —-1
1—1)\e 1({1=¢t\ae 1
x=—[—tj dx=—[—tj —zdt
L t (04 t t

—0 -0
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(2.2.3)

Momenty skai¢iavimams naudojama Beta funkcija (arba pirmojo tipo Oilerio integralas):
1
B(p,q) = J.x”fl (1-x)"dx,
0

B(p.q) = —Fr(fg f;q))

ir Gamma funkcija (arba antrojo tipo Oilerio integralas):

I'(p)= J.x”flefxdx .
0

40y

40
204

o )

A g T ﬂD 5 10
doot

—40
dag

2oy X 10

2.2.1 pav. Gamma funkcijos grafikas
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2. 3. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIY MAKSIMUMU MOMENTU
KONVERGAVIMAS

Tarkime X ,X,,...,X, , n>1 yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai dydZiai su
skirstinio funkcija F, maksimumy ribinis skirstinys — H . Tuomet egzistuoja centravimo ir

normavimo konstantos a, e R ir b, >0, kad Z, = max(X,,X,,...,X ) galioja

P(Z"b_ L xJ =F"(xb, +a,)——=—H(x).

n

Ieskosime, kokiai reikSmei k > 0 yra teisingas sarySis:

n—0

limM(Z"b_ “"j - kadH(x). 2.3.1)

n —00

Yra jrodyta [6], kad i§ atsitiktiniy dydZiy sekos konvergavimo dar neiSplaukia, kad momentai
konverguoja. Salyga, kuri kontroliuoja skirstinio ,,uodegos* tikimybes ir tokiu budu neleidZia ypac

dideléms reikSméms trikdyti momenty konvergavima, yra biitina.

2. 1 Teorema (Momenty konvergavimo teorema). ([7]) Tarkime, kad atsitiktiniy dydZiy

maksimumy skirstinys H yra:
1
1.) H = H,,, centravimo ir normavimo konstantos:a, =0, b, =inf {x 1-F(x)< —} . Jei kiekvienam
n
sveikajam skai€iui 0 < k <  tenkinama sglyga
e k
[ dF (x) <o, (2.3.2)

tada

limM(Z"j - kadHla(x)zr[l—ﬁj. 2.3.3)
n— b ’ a

n —00

) 1
2.) H=H,,, centravimo ir normavimo konstantos: a, = o(F), b, = o(F) —inf {x 1-F(x) < —} .
n

Jei kiekvienam sveikajam skaiCiui £ > 0 tenkinama salyga

o(F)

[ dF () < o0, (2.3.4)

tada

0

limM(Z”b_ “"j = [x*aH, , (0 = (-1) r[uﬁj. (2.3.5)

n—0 (04

n —00
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. . 1 .
3.) H=H,,, centravimo ir normavimo Konstantos: a, =inf {x 1-F(x) < —},bn =R(a,). Jei
n

kiekvienam sveikajam skaiCiui k > 0 tenkinama sglyga

0
[l dF (x) < o0, (2.3.6)
tada
z Lo
an( "b_“"j = [x*aH, (0 = (-1)'T(1), (2.3.7)

¢ia T®(1) yra k -toji Gamma funkcijos i§vestiné taske x=1.

Patikrinkime biitinas momenty konvergavimo sglygas Pareto skirstiniams ir raskime, su kokia
reikSme k& maksimumy momentai konverguoja (2.3.1). Kai x -teigiamas (2.1.1), maksimumy ribinis

skirstinys yra H, ,(x), (2.3.2) sglyga tenkinama

0 0 a
J;O|x|de(x)= I|x|kd(ljan:O,ﬁ a>k.

—00

Kai x -neigiamas (2.1.5), maksimumy ribinis skirstinys yra H, ,(x), (2.3.4) sglyga tenkinama

o b 1 e a=0"t
'[o|x| areo= 'ﬂx| d(“(—x)“J_'U)d (1+(—x)a)2dx_

—00

1 —
1+(=x)%

= | 1 =
1 —-1
-1\« I(1-t)e 1
=2 elE) La
| t a\ t t
1 1

| . ~(a-1) . Lok X
T T e e e a1 R -
7 t t a\ t t 7 a «

:F[l—kj-r 1+£j<oo Jkai o > k.
a a

t x—>-0=t—>0 x—>0=>t->1
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2. 4. ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU MOMENTU KONVERGAVIMO
GREITIS

Tiksliy maksimumy momenty skaiiavimas yra pakankamai sudétingas, todel daZnai, kai imties
didumas n neapréZtai didéja, tikslus skirstiniai yra kei¢iami ribiniais skirstiniais. Todél svarbu jvertinti
konvergavimo greicius: maksimumy skirstinio bei jo ribinio skirstinio, ir maksimumy momenty bei jy
jverCiy. Suformuluosiu teorema apie atsitiktiniy dydziy maksimumy £ -tosios eilés momenty
konvergavimo greicio jvert].

2. 2 Teorema. Tarkime {X,X,,.,X,}, n>1 yra nepriklausomy ir vienodai pasiskirs¢iusiy
atsitiktiniy dydziy imtis su skirstinio funkcija F, maksimumy ribinis skirstinys — H(x). Tada
maksimumy k -tosios eilés momenty konvergavimo greicio jvertis:

k
M(an_ a, J _ Mx*

n

k ka’lAn (x)dx

—0

< 24.1)

¢ia A, (x) — maksimumy skirstinio ir jo ribinio skirstinio netolygusis konvergavimo greitis.

Irodymas.

Tegu X — turi ribinj maksimumy skirstinj. Pritaike k -tosios eilés momenty apibréZima, turime
k
Z _ +0o0 Z _
M| Ze=S | x| =| [xtd| P2 < |- H(x)
b J b,

n
+00

(integruojame dalimis)

_ x{P[Z”b—:a”<xJ—H(x)}

P(Z"b_“" < xj - H(x){ <A (x))

n

—00

(kadangi

k[x*A, (x)dx

—00

< <

E) Tkxk‘lAn (x)dx

Teorema jrodyta.

Atvejis, kai k =1, yra iStirtas magistro darbe [9].
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2.4.1PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU, KAI x - TEIGIAMAS,
MAKSIMUMU MOMENTU KONVERGAVIMO GREICIO IVERTIS

Zinodami Pareto atsitiktiniy dydZiy, kai x -teigiamas (2.1.1), maksimumy skirstinio ir jo ribinio
skirstinio (t.y. Fre$¢) netolygyji konvergavimo greitj, galime apskaiciuoti maksimumy k -tosios eilés
momenty konvergavimo greicio jvertj (2.4.1).

2. 3 Teorema. Tarkime X,,X,,...,X ,..., n>1 yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste

n’*

atsitiktiniai dydziai su Pareto skirstinio funkcija, kai x -teigiamas (2.1.1). Tada

k
M| 2= | oy er(z—ﬁj. (2.4.2)
b, 2(n-Da a

Irodymas.

IS 2.2 teoremos turime, kad nagrinéjamiems atsitiktiniams dydZziams galioja konvergavimo
greicio jvertis (2.4.1).

Ieskosime konvergavimo grei¢io jvercio, kai nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydZiai turi (2.1.1) skirstinj. Jeigu u, (x) =u(x) (ty. salygos (1.5.7) ir (1.5.8) lygios), tai normuoty
maksimumy skirstinio ir jo ribinio skirstinio netolygiam konvergavimo greiCiui rasti galime
pasinaudoti [8] rezultatu:

Z —a wn o (x)e
Pl ——- -H(x)<A = 4.
[ - < xj (x* (x) e (2.4.3)

n

IS (1.5.7) 1r (1.5.8):

(2.1.3),(2.1.4)
u, (x) = n(l - F(xb, +an)):n(1—l+;j &

(xb, +a, )" B =v =l

Isistatome j (2.4.3) ir gaunamas §iy skirstiniy netolygusis konvergavimo greicio jvertis yra:

a

2a —-x

x ‘e
A - -
n('x) 2(n-1) , x>0, a>0.
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0.041

2.4.1 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumy skirstinio ir ju ribinio skirstinio netolygusis

konvergavimo greitis, kai n =10 ir o =2

Skai€iuojame integralg (2.4.1):

k —a —a
Z _ +00 +00 —2a —x +0  k-1-2a —x
M| — 4, -MX*| < k-[xk’lAn(x)dx =ijk’1de=kjidx=
b, . 0 2(n-1) o 2(n-1)
x =t x—>0=>t—>+0, x>40=1r—>0
= R R =
x=t° dxz——t“ldt
o
ko F e k k
=—It“ e'di=—T|2-—— |, a>k.
2(n-Da 3 2(n-Da o

Teorema jrodyta.

2.4.2 PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU, KAI x - NEIGIAMAS,
MAKSIMUMU MOMENTU KONVERGAVIMO GREICIO IVERTIS

Zinodami Pareto atsitiktiniy dydZiy, kai x -neigiamas (2.1.5), maksimumy skirstinio ir jo ribinio
skirstinio (t.y. Veibulo) netolyguji konvergavimo greitj, galime apskaiiuoti maksimumy k -tosios

eilés momenty konvergavimo greicio jvertj (2.4.1).

2. 4 Teorema. Tarkime X,,X,,...,X ,..., n>1 yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste

atsitiktiniai dydZiai su Pareto pasiskirstymo funkcija, kai x -neigiamas (2.1.5). Tada
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‘ . zn_kr(n—k—ljr(mkj
vl 2= ) ekl < K a a a) (2.4.4)
a n+1 [(n+1)

Irodymas.

IS 2.2 teoremos turime, kad nagrinéjamiems atsitiktiniams dydZziams galioja konvergavimo
greicio jvertis (2.4.1).

Ieskosime konvergavimo grei¢io jvercio, kai nepriklausomi ir vienodai pasiskirste atsitiktiniai
dydziai turi (2.1.5) skirstinj. Nagrinékime konvergavimo grei¢io jvert] Perkélimo teoremoje (1. 5
teorema), kai

P(N,=n)=1. (2.4.5)

Tuomet 1. 5 teoremos salygos:

1
lim P[N" < xj = lim P(Nn < nx) = A(nx): {O’ s X
n—o n n—oo

I, nx>n, x>1’
A(+ O) =0 ir turime, kad A(x) yra iSsigimes skirstinys.

IS 1. 4 Perkélimo teoremos (1.5.4) salygos turime, kad

+00

¥(x)= J‘HMZ (x)dA(z)=H, , (x).

0

Tada Vx, tenkinan¢iam sglyga u,(x) < %, (1.5.5) salygai
n

P( z "b_ D < xj ~H,, (x){ <A (x) (2.4.6)

n

galioja (1.5.10) ivertis. Gauname, kad (2.4.6) salyga yra Pareto atsitiktiniy dydZiy, kai x -neigiamas,
normuoty maksimumy skirstinio ir Veibulo skirstinio netolygusis konvergavimo greitis.

Apskaiciuojame Sio netolygiojo konvergavimo greicio jvertj:

[ 26,7 (x)dA, (n2) =5, (x);

A (nz)— A(zl =0;

1+(xbn +a,

T R (e )aj-anl Gy




lim

(o) = limu, () = lim ==

istatome 1 (1.5.10):

A, (x)< H(H(x)ajﬁn(;)a(x)“ [1+ ; jn:
B T ) S ) | 1

0.11

0.051

2.4.2 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumy skirstinio ir ju ribinio skirstinio netolygusis

konvergavimo greitis, kai n =10 ir a =2

SkaiCiuojame integralg (2.4.1):

+00

<[k [x'A, (x)dx

—00

k
‘M[Zn_anJ _MXk <

0
k ka_l
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1 1-t (1-1\a
—=t, (-x)“=n , x=—n“[—)
X t

= x>-0=t—>0, x>0=>r->1 =
1

1 L1\« '1
dxz—n“[—j —-dt
o 1 1

1 ]kt 1
U s —tY -1\’ HEACE
el () Huj Lo (120 1,}”;,“(1_? 1l
0 t t ) n t ) n | « t t

k1 k 1

k k
e [ ) e Cap e [ )
o 0 0

o
k

- E(—l)"’ln“ I[B(n—£,2+£j+3(n—£—l,2+£ J‘:

o o o o o

. F(n—kjl"[2+kj r[n—k—ljr[mkj . zn_kr[n—k—ljr[mkj

k a a a a k a a a
=—nNn + =—n s
a T(n+2) I(n+1) a n+1 T(n+1)
a>k

Teorema jrodyta.

2. 6 MAKSIMUMU MOMENTU KONVERGAVIMO GREICIO IVERCIO
KOMPIUTERINE ANALIZE

Pareto atsitiktiniy dydziy maksimumy k -tosios eilés momenty konvergavimo grei¢io bei jo
jverCio priklausomybe nuo imties didumo n, momenty eilés k ir skirstinio parametro « tirsime

naudodami kompiuterinius skai¢iavimus. Bendruoju atveju, maksimumy momenty konvergavimo

k
7 —
M( nb anj _MXk

Sios paklaidos jvertis (2.4.1), kuriuos ir nagrinésime bei pavaizduosime grafiskai.

greit] apibuidina paklaidos

kitimas, o konvergavimo grei¢io jvertj apibiidina

Nagrinékime Pareto atsitiktiniy dydZiy, kai x>0, (2.1.1) maksimumy k -tosios eilés momentus.
Tuomet momenty konvergavimo greit]j bei jo jvert] apibiidina sarySis (2.4.2). Pateikiame keleta

paveiksly, kurie atspindi konvergavimo greiti bei jo jverti nuo minéty parametry.
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konvergavimo greitis

vertis
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2.6.1 pav. Maksimumuy momenty konvergav

konvergavimo greitis

ivertis
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2.6.2 pav. Maksimumy momenty konvergav

n=30
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0018 i i T e e e e T e e o Tl e el Tk s s i e AR Lo e
; H : : : ; konvergavimo greitis |:
vertis

0.016

0.014

0.012

0.00g

0.0086

0.004

0.002

2.6.3 pav. Maksimumy momenty konvergavimo grei€io ir jo ivercio grafikai, kai kinta &,

a =10, n=30

Nagrin¢kime Pareto atsitiktiniy dydZiy, kai x <0, (2.1.5) maksimumy & -tosios eilés momentus.
Tuomet momenty konvergavimo greitj bei jo jvert] apibiidina sarySis (2.4.4). Pateikiame keleta

paveiksly, kurie atspindi konvergavimo greitj bei jo jvertj nuo minéty parametry.
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konvergavimo greitis
jvertis

............................................................................................

2.6.6 pav. Maksimumy momenty konvergavimo greifio ir jo ivercio grafikai, kai kinta &,

a =10, n=30

IS paveiksly matome, kad abiems nagrin¢jamiems skirstiniams momenty paklaidy reikSmeés
maZz¢ja, kai imties didumas n didéja ir skirstiniy parametras « did¢ja. Did¢jant maksimumy momenty
eilei k, paklaidos didé¢ja, taCiau nagrinéjamiems skirstiniams k yra apribotas ir negali virSyti o,

prieSingu atveju momentai neegzistuos.
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2.7 ATSITIKTINIO KOMPONENTU SKAICIAUS MAKSIMUMU MOMENTAI

Tarkime, {X 1 X5 X N, } - nepriklausomy ir vienodai pasiskirsc¢iusiy atsitiktiniy dydZiy imtis,

su skirstinio funkcija F(x). Imties dydis N, nepriklauso nuo visy X ;, j=1,N, ir yra atsitiktinis su
geometriniu skirstinio désniu (1.4.1).
Nagrinésime maksimumy struktirg Z, = max(X,X,,....X ).

Pagal momenty apibréZima, tokios nagrin¢jamos imties maksimumy k -tosios eilés momentas:

C T o PF(x)
MZ, —j@x dP(z,,, < x)= J d(l—(l—p)F(x)J

— sunku tiesiogiai iSspresti. Taciau galime pasinaudoti 1.4 Perkélimo teorema. Suformuluosiu teorema,

—00

apie geometriskai maks-stabiliyjy skirstiniy maksimumy k -tosios eilés momentus.

2. 5 Teorema. Tarkime, kad {X 1 Xosen X Nn} yra nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy imtis su
skirstinio funkcija F(x) ir galioja geometriSkai maks-stabilaus skirstinio salyga (1.4.2), tuomet
nagrinéjamy atsitiktiniy dydziy maksimumy k -tosios eilés momentai lygiis:

ZN” _an ‘ o k
M = - j x*dF (x). (2.7.1)

—0

Irodymas.

IS 1. 4 Perkélimo teoremos ir geometriskai stabilaus maksimumo skirstinio saglygos (1. 4. 2):

ZN _an
P("b—< xj =¥(x)=F(x);

n

Pagal momenty apibrézima:

ZN,, ~a, +00
M| =t = j xdF (x),

—00

tuomet k -tosios eilés momentas:

Z —a k 400
N, n _ k
M(Tj —jx dF(x).

—00

Teorema jrodyta.

2. 6 Teorema. Jei turime nepriklausomy Pareto atsitiktiniy dydziy imtj {X . ST, ¢ N, }, kai x-

teigiamas (2.1.1), kurios dydis N, nepriklauso nuo visy X ;, j=1,N, ir yra atsitiktinis su

geometriniu skirstinio désniu (1.4.1), tuomet maksimumo k -tosios eilés momentas yra
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£ k k
Mz, " = nar[l ——jr[l +—j ,a>k. (2.7.2)
! o o

Irodymas.

Remiantis (1.5.2) ir (1.5.4) saglygomis:

xn—1
A(x):lij[N” <xj:1ij(Nn <xn):1jm{l—[l—lj j=1—€x, x>0;
n—ow n n—0

n—0 n

Y(x) = ]oH‘"'(x)dA(z) = T(e Td(l —e™) =]o e edz z]o L M = x —=F(x);
° o 0 0 1+ 1+x

a

X

Gauname, kad tenkinama geometriSkai stabilaus maksimumo skirstinio salyga (1. 4. 2). Todeél

galima pritaikyti 2. 5 teorema ir
k

Zy, —a <

M| | = [x*dF (x).
b, 0
Integruojame 2-3j3 lygybés puse:
1

—p =t x—>0=>r—>1, x>0o=1r—>0
0 0 a1+k + X
J.xde(x)zf v X ————dx f dx = 1 1 =
0 0 (1+ o(1+x ) (l—l‘ja l(l—l‘ja 1
xX=|—— dx=——| — —zdt
t a t t

PR LA L k k
=jt « (A-t) @ dt=T|1-=|-T| 1+~ |, a>k.
a a

Istatome apskai€iuotas centravimo ir normavimo konstantas (2. 1. 3), (2.1.4), t.y.

k

Z, 0] =

M| | = [x*dF () =
n; 0
k
Mz, " =n -F(I—EJ-F(1+EJ, a>k.
! (04 (04

Teorema jrodyta.

2.7 Teorema. Jei turime nepriklausomy Pareto atsitiktiniy dydziy imtj {X X Xy }, kai x-

neigiamas, (2.1.5), kurios dydis N, nepriklauso nuo visy X, j=LN, ir yra atsitiktinis su

geometriniu skirstinio désniu (1.4.1), tuomet maksimumo k -tosios eilés momentas yra
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Mz, " =b, j x*dF(x)=n «(-1) r[1 ——jr[uﬁj ,a>k. (2.7.3)
0

Irodymas.

Remiantis (1.5.2) ir (1.5.4) saglygomis:

xn—1
A(x) :lij[N” < xj :lij(Nn < xn):ﬁm{l—[l—lj j=1—€x, x>0;
n—o0 n n—oo n—oo n
W) = [ HF (0dAG) = [e T d1-e ) =[e T et =[ e V=L = oy
! 0 ! 0 1+ (—x)

Gauname, kad tenkinama geometriSkai stabilaus maksimumo skirstinio salyga (1. 4. 2). Todél
galima pritaikyti 2. 5 teorema ir
k
ZN _an . k
M(b—j = [x*dF ().

n —00

Integruojame 2-3j3 lygybés puse:
1

—— =1 x—>-0=t—>0 x>0=>r—>1
5 s A+ =09 (1—z)a 1(1—z)a‘1 1
x=—— dx=—| — — dt
t al\ t t

1\ ¥

1
p 1—t)\a 1=\ 1 (1=t)e" 1 L F ko
=£ _[ ' j a[ ' j IZZ[ ' j = e -0 ar

=(_1)k3[1—£,1+5j =(—1)kr(1—5j-r[1+5j, a>k.

a a a a

Istatome apskai€iuotas centravimo ir normavimo konstantas (2. 1. 7), (2.1.8), t.y.

k

Z, 0|
N"71 = jxde(x):
ne¢ w
k
MZ,"=n -(—1)kr(1—5)r(1+5}, a>k.
! (04 (04

Teorema jrodyta.
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Darbe tiriamas atsitiktiniy dydZiy maksimumy momenty konvergavimas, kai imties didumas n
yra fiksuotas ir atsitiktinis, pasiskirstes pagal geometrinj skirstinj. Tyrimui pasirinkti du skirstiniai:
Pareto skirstinys, kai x>0, ir Pareto skirstinys, kai x <0. Sukurta Matlab programiné jranga tiria
maksimumy momenty konvergavima, kai imties didumas yra fiksuotas. Kai imties didumas yra
atsitiktinis su geometriniu skirstinio désniu, nagriné¢jamiems skirstiniams maksimumy momentai
gaunami tikslus, o paklaidos visais atvejais lygios nuliui.

Matlab terpéje algoritmai realizuojami naudojant viding Matlab programavimo kalbg, kurios
objektai yra visi operatoriai bei funkcijos, naudojamos komandiniu réZimu. Matlab terpéje paraSyta
programa vadinama M failu.

Programos vartotojui sukurtas M failas pavadinimu programa.m, o programos langas failu
programa.fig. Vartotojas norédamas pradéti darbg su programa turi:

1. Nurodyti kelig iki programos failo, t.y. Current directory pasirinkti kataloga, kuriame yra
programos failas.

Current Directony

C:WMATLAERL1l'work Browse. .. |

2. Matlab darbo lauko lange reikéty paraSyti Zodelj ,,programa“ ir spausti ,.,Enter”. Tuomet, kai

jis viska jvykdys, atsidarys toks programos langas:

MAKSIMUMU MOMENTL) KONVERGAVIMAS
Pasirinkite skirstinj:
Pareto skirstinys, kai x-teigiamas
parametras alfa

momenty eilé k

imties dydis n

l Konvergavimo greitis, kai kinta n

Konvergavimo greitis, kai kinta alfa

Konvergavimo greitis, kai kinta k

Baigti

\ \
I
| |

3.1 pav. Programos langas
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Programos lange reikia pasirinkti, koki skirstinj norime nagrinéti, jvesti duomenis (&, k, n).
Kiekvienam parametrui yra priskirta pradiné reikSmeé (n =30, a =5, k =1). Vartotojas gali braiZyti
grafikus jy nekeisdamas arba jvedes naujas reikSmes. Programoje yra padaryta apsauga. Jei vartotojas
per klaida iveda ne skaiCiy, o kokij nors simbolj, ar reikSme, kuri nepatenka i nagrinéjamus intervalus
(n>2, a>0, k>1, a > k), programa atidaro langa, kuris informuoja vartotoja, jog buvo padaryta
klaida, ir vartotojas gali jvesti nauja reikSme.

Tarkime, kad vartotojas suklydo jvesdamas n reikSm¢ . Tada bus matomas toks langas:

e Meteizinga n reikimel

3.2 pav. Klaidos langas

Tarkime, kad vartotojas jvesdamas reikSmes nesilaiké maksimumy momenty konvergavimo

salygos ir jvedé skirstinio parametra & mazesnj uZ momenty eil¢ k& . Tada bus matomas langas:

e komentai egzistunja, kai k<alfal

3.3 pav. Klaidos langas

Ivedus norimas parametry reikSmes, reikia pasirinkti, kokio tipo priklausomybe¢ braizyti.
Mygtukas ,,Konvergavimo greitis, kai kinta n* braizo pasirinkto skirstinio maksimumy momenty
konvergavimo greitj bei jverti, kai n kinta nuo 2 iki jvestos n reikSmeés. Parametrai ¢ ir k yra

fiksuoti.



1 programa

MAKSIMUML MOMENTL KONVERGAVIMAS

o — ! Pasirinkite skirstinj:
konvergavimo greitis

ivertis Pareto skirstinys, kai x-teigiamas

parametras alfa
momenty eilé k

imties dydis n

=
=
=]
o
£
=
m
=]
@
=
=
=]
R~

3.4 pav. Programos vykdymo langas

Mygtukas ,,Konvergavimo greitis, kai kinta alfa* braizo pasirinkto skirstinio maksimumy
momenty konvergavimo greitj bei jvertj, kai « kinta nuo jvestos k reikSmes iki jvestos « reikSmés

(kadangi momentai egzistuoja, kai « > k). Parametrai n ir k yra fiksuoti.



1 programa

MAKSIMUML MOMENTL KONVERGAVIMAS

. e — ! Pasirinkite skirstinj:
konvergavimo greitis

ivertis Pareto skirstinys, kai x-teigiamas

parametras alfa 10
momenty eilé k 2

imties dydis n 30

B
e
=]
o
E
=
]
(2
@
=
=
=1
o

3.5 pav. Programos vykdymo langas

Mygtukas ,,Konvergavimo greitis, kai kinta k* braizo pasirinkto skirstinio maksimumy momenty
konvergavimo greitj bei jvert], kai k kinta nuo 1 iki jvestos « reikSmés (kadangi momentai

egzistuoja, kai @ >k, 0 k>1). Parametrai n ir  yra fiksuoti.



==

MAKSIMUML MOMENTL KONVERGAVIMAS

konvergavimo greitis
ivertis ;

ki
T
=]
o
E
=
m
=]
@
=
E
o
=]

3.6 pav. Programos vykdymo langas

Pasirinkite skirstinj:
Pareto skirstinys, kai x-teigiamas
parametras alfa 10

momenty eilé k 1

imties dydis n

Norint nagrinéti vis kitg priklausomybe, arba jvesti naujus parametrus, reikia paspausti mygtuka

LWvalytic.
Programos tekstas pateiktas 2 priede (Zr. 48 psl).
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DISKUSIJA

Darbo tikslas buvo sukonstruoti nepriklausomy atsitiktiniy dydZziy maksimumy k -tosios eilés
momentus, kai duoti Pareto skirstiniai, atlikti asimptoting maksimumy momenty analiz¢ bei iStirti jy
konvergavimo greiCio jvert] bei paklaidas, kai imties didumas yra fiksuotas ir kitu atveju, kai
atsitiktinis.

IS gauty maksimumy £ -tosios eilés momenty iSraiSky gauname, kad momentai egzistuoja, kai
Pareto skirstinio, x>0, parametras didesnis uz momenty eilg, t.y. « > k. PrieSingu atveju momentai
neegzistuos, kadangi iSraiSkoje gauname Gammg funkcija nuliniame taske, kuri yra lygi begalybei.
Pareto skirstinio, kai x <0 atveju, Sios salygos reikalaujama, kad momentai konverguoty (i§ 1.5
teoremos) 1 maksimumy ribinio skirstinio (Veibulo) momentus.

Kai imties dydis determinuotas, normuoty maksimumy ir maksimumy ribinio skirstinio
netolygusis konvergavimo greitis rastas remiantis Leadbetter rezultatu (Pareto skirstiniui, kai x>0) ir

prof. A. Aksomaicio rezultatu (Pareto skirstiniui, kai x <0 ). Maksimumy momenty konvergavimo
e e v 1 . . . . .
greiCio jvercio eile n atzvilgiu lygi —. Jvertintos paklaidos, kurios yra maZesnés uz konvergavimo
n

greiio jverti. Kai n=100, maksimumy momenty paklaidos apytiksliai lygios 0.0009319, o
konvergavimo greicio jvertis 0.0009405 (Pareto skirstiniui, kai x>0, k=1, a=5). Su tokiomis
paciomis parametry reikSmémis kitu nagrinétu skirstinio atveju, maksimumy momenty paklaidos
apytiksliai lygios 0.001105, o konvergavimo grei¢io jvertis 0.004417. Tai iliustruota ir 1 priede
pateiktos reikSmiy lentelés.

Kai imties didumas atsitiktinis, turintis geometrinj skirstinj, gavome netikéta rezultata. Abu
nagrinéti skirstiniai yra geometriSkai maks-stabilts, todél pasinaudojus Perkélimo teorema, gaunami
maksimumy k -tosios eilés momentai yra tikslis. Tai reiSkia, kad paklaidos visais atvejais lygios
nuliui. Pareto atsitiktiniy dydZiy normuoty maksimumy k -tosios eilés momentai lygiis Pareto

atsitiktiniy dydZiy pirmojo imties nario k -tosios eilés momentui.
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ISVADOS

1. Kai imties didumas yra neatsitiktinis ir n — oo, Pareto skirstinio, kai x>0, maksimumy k -

tosios eilés momentus galima aproksimuoti Fre$é skirstinio momentais ir jvertinti paklaidas. [verciy
. N v .1
konvergavimo greicio eilé n atzvilgiu lygi —.
n

2. Kai imties didumas yra neatsitiktinis ir n — oo, Pareto skirstinio, kai x <0, maksimumy k -

tosios eilés momentus galima aproksimuoti Veibulo skirstinio momentais ir jvertinti paklaidas. [verciy
. N v .1
konvergavimo greicio eilé n atzvilgiu lygi —.
n

3. Didéjant Pareto skirstinio parametrui « , maksimumy k -tosios eilés momentai (abiem atvejais)
grei¢iau konverguoja j ribiniy skirstiniy momentus.

4.  Didéjant momenty eilei k — paklaidos did¢ja, taCiau k yra apribotas ir k < « .

5. Kai imties didumas yra atsitiktinis su geometriniu skirstinio désniu, Pareto atsitiktiniai dydZziai
(abiem skirstiniam) yra geometriSkai maks-stabilts ir maksimumy &k -tosios eilés momentai gaunami

tikslus.
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REKOMENDACILJOS

Siame darbe atliktas nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy tyrimas tik maksimumy & - tosios eilés
momentams. Galima atlikti analogiSka analiz¢ minimumams.

Galima pratesti tolimesnius momenty asimptotinius tyrimus su kitomis skirstinio funkcijomis
(kai ribinis skirstinys yra Gumbelio).

Gal galima pratgsti momenty asimptoting analiz¢ daugiamaciu atveju, kai vektoriy koordinatés

priklausomos arba nepriklausomos.
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1 PRIEDAS. TYRIMO REZULTATU REIKSMIU LENTELES

1) Pareto skirstinys, kai x>0:

1 lentelé
Maksimumu momentuy konvergavimo greitis, kai k£ =1
) “ 1,1 2 5 10
2 0.2 0.106 0.048 0.025
5 0.084 0.044 0.019 9.822e-3
10 0.043 0.022 9.366e-3 4.861e-3
20 0.022 0.011 4.67e-3 2.418e-3
50 8.655¢e-3 4.426e-3 1.865e-3 9.639¢-4
100 4.334e-3 2.214e-3 9.319¢-4 4.814e-4
150 2.891e-3 1.476e-3 6.212¢-4 3.208e-4
2 lentelé
Maksimumuy momenty konvergavimo greitis ivertis, kai k=1
) “ 1,1 2 5 10
2 0.434 0.222 0.093 0.048
5 0.109 0.055 0.023 0.012
10 0.048 0.025 0.01 5.343e-3
20 0.023 0.012 4.67e-3 2.531e-3
50 8.86e-3 4.522e-3 1.901e-3 9.814e-4
100 4.385e-3 2.238e-3 9.408e-4 4.857e-4
150 2.914e-3 1.487¢e-3 6.251e-4 3.227e-4
2) Pareto skirstinys, kai x<0:
3 lentelé
Maksimumu momentuy konvergavimo greitis, kai k£ =1
) “ 1,1 2 5 10
2 0.766 0.224 0.064 0.029
5 0.204 0.074 0.023 0.011
10 0.092 0.035 0.011 4.861e-3
20 0.044 0.017 5.591e-3 2.646e-3
50 0.017 6.717e-3 2.217e-3 1.051e-3
100 8.45¢e-3 3.341e-3 1.105e-3 5.244e-4
150 5.616e-3 2.223e-3 7.36e-4 3.494e-4




Maksimumy momenty konvergavimo greitis jvertis, kai k=1

) * 1.1 2 5 10
2 34.039 1.944 0373 0.156
5 0.995 0.326 0.097 0.045
10 0.393 0.144 0.046 0.021
20 0.18 0.069 0.022 0.011
50 0.069 0.027 8.858¢-3 4.197¢-3
100 0.034 0.013 4.417e-3 2.095¢-3
150 0.023 8.9¢-3 2.943¢-3 1.396¢-3
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4 lentelé



2 PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS.

Programa.m

function varargout = programa(varargin)

gui_Singleton = 1;

gui_State = struct('gui_Name', mfilename,
'gui_Singleton', gui_Singleton,
'gui_OpeningFcn', @programa_OpeningFcn,
'gui_OutputFcn', @programa_OutputFcn,

'gui_LayoutFcn', 1,
'gui_Callback', [1);
if nargin && ischar (varargin{l})
gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
end
% ——— Executes just before programa is made visible.

function programa_OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)

handles.output = hObject;

a =5;

k =1;

n = 30;
skirstinys = 1;
imtis = 1;

handles.a = a;

handles.n = n;
handles.k = k;
handles.skirstinys = skirstinys;

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'on');

guidata (hObject, handles);
% -—— Pradinés reiksmés -----—-—————------————
function varargout = programa_OutputFcn (hObject, eventdata, handles)

varargout{l} = handles.output;
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% ——— Ivedamas imties dydis n —————--------—————
function edit3_Callback (hObject, eventdata, handles)
n_string = str2double(get (hObject, 'string'));
if (isnan(n_string) | (n_string < 1))
set (hObject, 'String',30);
errordlg('Neteisinga n reiksmeée!', 'Klaida!');
else
n = n_string;
handles.n = n;
guidata (hObject, handles);
end
% ——— Executes during object creation, after setting all properties.
function edit3_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

% —-—— Ivedama parametro alfa reiksmé¢ ---------- - - - - - - - - - —— - " ————————
function editl_Callback (hObject, eventdata, handles)
a_string = str2double(get (hObject, 'string'));
if (isnan(a_string) | (a_string <= 0))
set (hObject, 'String',5);
errordlg('Neteisinga alfa reiksmé!', 'Klaida!');
else
a = a_string;
handles.a = a;
guidata (hObject, handles);
end
% —-—— Executes during object creation, after setting all properties.
function editl_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

% —-—— JIvedama momenty eile kK ~———————"—--""-""""""""""""""——
function edit2_Callback (hObject, eventdata, handles)
k_string = str2double(get (hObject, 'string'));
if (isnan(k_string) | (k_string < 1))
set (hObject, 'String',1);

errordlg('Neteisinga k reiksmé!', 'Klaida!');
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else
k = k_string;
handles.k = k;
guidata (hObject, handles);
end
% ——— Executes during object creation, after setting all properties.
function edit2_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end

function popupmenul_Callback (hObject, eventdata, handles)
skirstinys = get (hObject, 'Value');
handles.skirstinys = skirstinys;
guidata (hObject, handles);
% ——— Executes during object creation, after setting all properties.
function popupmenul_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');

end
%$ -——— Mygtukai -1+
% ——— Konvergavimo greitis, kai kinta imties dydis n -~

function pushbuttonl_Callback (hObject, eventdata, handles)

n = handles.n;

a handles.a;
k = handles.k;
skirstinys = handles.skirstinys;
if (k >= a)
errordlg('Momentai egzistuoja, kai k<alfa !', 'Klaida!');
end

switch skirstinys

case 1
konv_greitis = @konv_greitisl
ivertis = (@ivertisl

case 2
konv_greitis = @konv_greitis2

ivertis = @ivertis2



end
hold on

for i = 2:.01:n;
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line([i,1+.01], [konv_greitis(k,a,i),konv_greitis(k,a,i+.01)], 'Color', 'r', 'LineWidt

h',2);

line([i,1i+.01], [ivertis(k,a,i),ivertis(k,a,i+.01)], 'Color', 'b', "'LineWidth', 2);

end

grid

hold off
xlabel('n'");

ylabel ('konvergavimo greitis');

legend ('konvergavimo greitis', 'ivertis');

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', "off");

set (handles.pushbutton2, 'Visible', "off");

set (handles.pushbutton3, 'Visible', "off");

% ——— Konvergavimo greitis, kai kinta skirstinio parametras alfa

function pushbutton2_Callback (hObject,
n = handles.n;

a = handles.a;

k = handles.k;

skirstinys = handles.skirstinys;

if (k >= a)

eventdata, handles)

errordlg('Momentai egzistuoja, kai k<alfa !', 'Klaida!');

end

switch skirstinys

case 1
konv_greitis = @konv_greitisl
ivertis = @ivertisl
case 2
konv_greitis = @konv_greitis2
ivertis = (@ivertis2
end
hold on

for i = k:.01:a;

line([i,1+.01], [konv_greitis(k,i,n),konv_greitis(k,i+.01,n)], 'Color', 'r', 'LineWidt

h',2);

line([i,1i+.01], [ivertis(k,i,n),ivertis(k,i+.01,n)], 'Color', 'b', "'LineWidth', 2);

end
grid
hold off
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xlabel('alfa');
ylabel ('konvergavimo greitis');

legend('konvergavimo greitis', 'ivertis');

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', "off");
set (handles.pushbutton2, 'Visible', "off");
set (handles.pushbutton3, 'Visible', "off"');

% ——— Konvergavimo greitis, kai kinta momenty eilé k -~

function pushbutton3_Callback (hObject, eventdata, handles)

n handles.n;
a = handles.a;
k = handles.k;
skirstinys = handles.skirstinys;
if (k >= a)
errordlg('Momentai egzistuoja, kai k<alfa !', 'Klaida!');

end

switch skirstinys

case 1
konv_greitis = @konv_greitisl
ivertis = @ivertisl
case 2
konv_greitis = @konv_greitis?2
ivertis = @Qivertis2
end
hold on

for i = 1:.01:a-1;

line([i,1+.01], [konv_greitis(i,a,n),konv_greitis(i+.01,a,n)], 'Color', 'r', 'LineWidt
h',2);

line([i,1i+.01], [ivertis(i,a,n),ivertis(i+.01,a,n)], 'Color', 'b', 'LineWidth', 2);

end

grid

hold off

xlabel('k");

ylabel ('konvergavimo greitis');

legend ('konvergavimo greitis', 'ivertis');

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', "off"');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', '"off");
set (handles.pushbutton3, 'Visible', "off"');



[o)

% —-—-— Mygtukas "Valyti" -
function pushbutton4_Callback (hObject, eventdata, handles)
cla(handles.axesl, 'reset');

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'on');

%$set (handles.editl, 'reset');

[o)

% --- Mygtukas "Baigti" -
function pushbutton5_Callback (hObject, eventdata, handles)

delete (handles.figurel);

konv_greitisl.m

function f=konv_greitisl(k,a,n)

f=abs (gamma (1-k/a) *gamma (n+k/a) / (gamma (n) *n” (k/a) ) —gamma (1-k/a)) ;

konv_greitis2.m

function f=konv_greitis2(k,a,n)

f=abs (gamma (n-k/a) *gamma (1+k/a) / (gamma (n) *n” (-k/a) ) —gamma (1+k/a)) ;

ivertisl.m

function f=ivertisl(k,a,n)

f=gamma (2-k/a)*k/ (2* (n-1) *a) ;

ivertis2.m

function f=ivertis2(k,a,n)

f=gamma (n-1-k/a) *gamma (2+k/a) * (n" (1+k/a) ) *k* (2*n-k/a) / (gamma (n+1) *a* (n+1) ) ;
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3 PRIEDAS. STRAIPSNIS. MAXIMUMS MOMENTS CONVERGENCE OF
RANDOM VARIABLES

Sigita Rancaité, Algimantas Aksomaitis

Kaunas University of Technology

1. Introduction. Let X, X,,...,X,,... be a sequence of independent and identically distributed

random variables with Pareto distribution function

o

Fx)=—>— x>0, a>0.
1+ x*

Let us define a structure
Z = max(Xl,Xz,...,Xn).
Distribution function of maximum
P(Z,<x)=F(x)".

k-th maximum moment:

© © nw an+k-1
Mz * :jxde"(x)=jxkd[l— ! j :jnax—ldx:

0 0 +x 0

=t x—>0=>t—>1, x—>0o=t—>0

1 1
- —1
x:[ﬁja dx:—l[ﬁja izdt
t a\ t t

1
here B(p,q) :J‘x”’l(l—x)qfldx, [(p)=
0

r[l_"j.r[m"j
MZ* = & 2 ask.
r(n)

2. Limited distribution function and moments. We get limited distribution function

O ey 8
-
S ]
~
8
S

We get

immediately

Z, - )
mnP( b a"sx}ﬁmp(znbeﬁan):ﬁmF"(an+“n):hm(l+x J i

n—»o0 n—»o0 n—»o0 n—>0
n



7X7(l >
“H,,(x)= e’ ,x2>20
0, x<0

1
Here, normalizing constants: a, =0 ,b, =n“.

We get, that

N}

Z - x>
lj.mP l‘l<x =H1,a(x):{e ,x O

<
no® " 0, x<0

The limited distribution function is called Frechet distribution function.

It is well known that convergence of a sequence of random variables does not imply that

moments convergence [1]. A condition which controls tail probabilities and thus prevents improbable

large values from disturbing moment convergence is needed.

Moments convergence theorem [1]. For an extreme value distribution H = H

1
b, =inf{x:1—F(x)£—}.Iffor some integer 0 <k < &
n

0
[l dF (x) < o0,
then

+00

o (z,) o,k
PESOM(;, j =[x de(x)_r[l——j.

n —00 a

Let us verify condition of maximum convergence theorem

0 0 a
I|x|de(x)=I|x|kd( a j:O,Vk.

1+ x“

So we get that

Z k
= a
na
3. The analysis of convergence rate. The asymptotical analysis result that Pareto maximum

distribution can be approximated by Frechet distribution, when n is large. Having non-uniform
estimates of convergence rate [2]

P(2, <xb,+a,)-H,,(x|<A,.
We get convergence rate of k-th moment:

k
[z -4
b, a

< [l ™A, (x)dx
0

La» S€t a, =0,

55



Proof:

Let us denote that X is distributed by Frechet distribution function.

k
7 —
‘M( n anj _MXk

—00

.[xkd(P(Zn <xb, +an)—H1,a (x)* =

n —00

0

< [k A, (x)dx.

0

(P2, <xb, +a,)-H,, ()] - T(P(Zn <xb,+a,)-H,,(x)x"

—00

Ref. [2] result that

An(x)SM, x>0,
2(n-1)

here

z,(x) =n(1- F(xb, +a,)) and lim z, (x) = z(x).

When distribution function is Pareto distribution function we have

zn(x)=r{1—1+ ! J: m = (%)

(xb, +a,)” ) x°n
and
2a -x*
A()s=—%
2(n—1)

By calculating k-th maximum moment convergence rate we get:

x %=t x=0=>t—> o
0 0 -2a -x % s
.[kx"’lAn(x)de.[kxk*Idez x=t ¢« x—>0=>t—>0|=
0 0 2(”—1) 1 7l71
dx=——1t % dt
L a _
ko oo k k
= .[t a “dt = F[Z——j,a>k
2(n-Da 2(n—-Da a
So, the result is
z* k k k

mZs —F[l——js—F[Z——j,owk.
- a 2(n-Da a
na

The graphical comparison of speed of convergence is given in Fig. 1.



57

0.40

1-t)r{2) 1ok

e =
Qlw;_/

n -I'(n)

k k 0.21:
.| 2— !
2:(n—1)-a a \
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n

Fig. 1. Speed of convergence, when k=1, a =5.

4. The estimation of maximums moments convergence rate, when sample size is accidental.

Let {X . ST, Nﬂ} be a sequence of independent and identically distributed random variables with
Pareto distribution function. We form random variables

Z, = max(Xl,Xz,...,XN” ),
where {N L2 1} is a sequence of positive integer — valued random variables and independent of X ,,

j=1.Let N, is geometric random variables with distribution
k-1 1
P(N, =k)=p(-p)~, p=—, k2>1.
n

Definition. Distribution F is geometric max-stable if

ZN _an
P ”b—<x =F"(xb, +a,)=F(x),

where a, € R and b, >0 are suitable normalizing constants.
Transfer theorem of maximum [3] implies that

im P(Z, <xb, +a,)="Y(x),

n—o0

where distributions functions ¥ (x) = .[ H*(x)dA(z) and A(x) =lim P[ N, < xj .
n—»00 n
0

We obtain

n—>0 n—00 n—»00

xn—1
A(x)zlij[N” <xj=1ij(Nn <xn)=ﬁm{l—[l—lj j=1—€x, x>0,
n
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and limited distribution function

0 ) 0 o\ ) 0 - ) 0 I 1 a
V) = [H @A) = [l Jaa-e) [ e e = s = = = F(w),

0 0 0 0 1 1 I+ x

+
xa
which is geometric max-stable.
Now we will estimate k-th maximum moment
1 =t x—>0=r—>1, x>0o=r—>0
a—-1+k 1 + xa

k
Z _ o0 o0 .
M( Z “”J = [x*dF (x) = [ 55— dx = 1 | S
0

1+x%) t\a 1(1=1\a " 1
0 xz(lJ dxz—(J —zdt
t al t t

Lok 1+£—1
[ a-n dtzr@—ﬁj-r[nﬁj, ask.
0 a [04

k
MZ, k_ e ,F(l_kj.r(l_,_kj, a>k;
! o (24

From the geometric max-stable follows, that obtained maximums moments are accurate. And it‘s

imply that errors are zero.
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ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU MOMENTU KONVERGAVIMAS.
S. Rancaité, A. Aksomaitis
Straipsnyje tiriamas Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumy momenty konvergavimas, kai imties dydis

yra fiksuotas, ir kai atsitiktinis su geometriniu pasiskirstymo désniu.

MAXIMUMS MOMENTS CONVERGENCE OF RANDOM VARIABLES.
S. Rancaité, A. Aksomaitis (Kaunas University of Technology)
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In this paper, maximums moments convergence of Pareto random variables is analyzed. Results are

presented in two cases, when sample size n is fixed, and when it is accidental - N, and is distributed

n

geometrically.
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4 PRIEDAS. STRAIPSNIS. ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU
MOMENTU ASIMPTOTINE ANALIZE

Sigita Rancaité, prof. dr. Algimantas Aksomaitis

Kauno technologijos universitetas

Tarkime, kad X,,X,,..., X, ,... nepriklausomy, vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydZiy

seka su Pareto skirstinio funkcija

F(x)=———, x>0, a>0.
I+x

Sudarome struktiirg
Z, =max(X1,X2,...,Xn).

SkaiCiuosime k-tosios eilés maksimumy momentus, patikrinsime biiting maksimumy momenty
konvergavimo salyga ir iSvesime bei apskaiiuosime maksimumy momenty konvergavimo greicio
jvert].

Maksimumo skirstinio funkcija

P(Z,<x)=F(x)".

k-tasis maksimumo momentas:

© 0 a n F[l—kjF[n+kj
MZ,,kz_[xde"(x):_[xkd[ X ] -~ @ a),a>k,

a
0 0 1+x

Tiesiogiai randame, kad maksimumy ribinis skirstinys yra Fresé skirstinio funkcija.

Z, - , "
limP( ”b % SxJ:limF"(xb,,+a,,)=hrn(1+x J =
n—w " n—w n—>o0! n

1

e
e x>0 .. -
’ , ¢ia konstantos: a, =0 ,b, =n“.

:Hl,a(x):
0, x<0

Yra iStirta, kad i§ atsitiktiniy dydziy sekos konvergavimo dar neiSplaukia, kad momentai

konverguoja [1]. Momenty konvergavimo teoremoje yra suformuluotos biitinos momenty

konvergavimo salygos.

Momentuy konvergavimo teorema [1]. Tarkime, kad ekstremaliy reikSmiy skirstinys yra
H=H, ir a, =0, b":inf{x;l_F(x)gl}. Jei kiekvienam sveikajam skaiiui 0<k < a,
n

tenkinama salyga
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0 ko
[ dF (x) < o, tada limM(Z”j = jxdela(x)=r[1—5j.
. n—® b i a

n —00

Patikrinkime btiting momenty konvergavimo salyga:
0 0
[ dr () = j|x|kd(

Taigi turime, kad

al JZO’W'
1+ x°

z' k
M~ — T 1=~
- (24

Rasime k-tosios eilés maksimumo momenty konvergavimo greitj. Tegu X yra pasiskirstgs pagal
Fres¢é skirstinj.

k
7 —
M( nb anJ —MXk

n

kad(P(Zn <xb,+a, )— H,_, (x)# =

<.

x* (P(Zn <xb,+a, ) -H,, (x)]: - T(P(Zn <xb,+a, ) -H,, (x))dxk

< J.kaAn (x)dx ;
0

Cia A, maksimumy skirstinio ir Fresé skirstinio netolygusis konvergavimo greitis, kuris pasinaudojant

[2] monografijos rezultatu yra

2a -x*

X

An(x)ﬁm.

Apskaiciave k-tosios eilés konvergavimo greitj, turime:

Zk
M%—F(l—kj gLr(z_ﬁj, o>k
a 2(n-Da a

a

Grafinis konvergavimo greiio palyginimas yra pateiktas 1 paveiksle.
Kai atsitiktiniai dydziai turi Pareto skirstinj, jy maksimumy k-tosios eilés momentus galima

aproksimuoti Frese¢ skirstinio momentais ir jvertinti paklaidas. Jver¢iy konvergavimo greicio eile n

o o1
atzvilgiu lygi —.
n
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(2]
r| 1— | T| n+—
¢ “/ rf 1K
T /|09
n%T(n)
K ( kj 0.4
r|2——
2(n—-1)-a o

5 10 15 20

n

1 pav. Konvergavimo greitis, kai k =1, a =3.
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