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SANTRAUKA

Siame darbe nagrinéjau vienmaciy ir dvima¢iy Pareto atsitiktiniy dydZiy geometrini maks
stabiluma. [rodZiau, kad vienmatis Pareto skirstinys yra geometriS8kai maks stabilus, kai @ =1. Taciau
néra geometriSkai maks stabilus, kai « #1. Naudodamasi geometrinio maks stabilumo kriterijumi
dvimaciams Pareto atsitiktiniams dydziams, irodZiau, kad dvimaté Pareto skirstinio funkcija néra
geometriS$kai maks stabili, kai vektoriaus komponentés nepriklausomos (kai a=1,F=1 ir
a #1, 4 #1). Taip pat dvimaté Pareto skirstinio funkcija néra geometriskai maks stabili, kai vektoriaus
komponentés priklausomos (kai a=1,=1 ir a#1,f#1). Dvimaciy Pareto skirstiniy tyrimas
pateiké nelauktus rezultatus. Gauta, kad dvimaté Pareto skirstinio funkcija néra geometriSkai maks

stabili, kai o =1, =1. Taciau vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos yra geometriSkai

maks stabilios, kai ¢ =1, =1.
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SUMMARY

In this work I analyzed geometric max stability of univariate and bivariate Pareto random
variables. I have proved, that univariate Pareto distribution is geometrically max stable when a =1.
But it is not geometrically max stable when « # 1. Using the criterion of geometric max stability for
bivariate Pareto random variables, I have proved, that bivariate Pareto distribution function is not
geometrically max stable, when vectors’ components are independent (when a=1,f=1 and
a #1,#1). Also bivariate Pareto distribution function is not geometrically max stable, when vectors’
components are dependent (when a=1,=1 and a#1,[+#1). Research of bivariate Pareto
distributions submitted unexpected results. Bivariate Pareto distribution function is not geometrically
max stable, when o =1, # =1. But marginal Pareto distribution functions are geometrically max stable,

when =1,/ =1.
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IVADAS

Ekstremaliyjy reik§Smiy teorija — tai derinys, jtraukiantis nattralius reiskinius, taip pat sudétingus
matematinius rezultatus {vairiy procesy ir ivairiy funkcijy.

Apskritai ekstremaliosios reikSmeés yra nejprastai didelés ar maZos kintamyjy reikSmes.
Pavyzdziui, upés ar juros vandens pakilimo lygis, krituliy kiekis, nenormaliai aukSta ar Zema
temperatiira, didelis véjo greitis ir pan.

Statistine ekstremaliyjy reikSmiy analizé taikoma analizuoti ju paplitima ir dydj, siekiant
geriausiai panaudoti turima informacija, suprasti vykstancius procesus ir numatyti biisimas reikSmes.

Siuo metu ekstremaliujy reikmiy teorijos taikymai apima socialinius mokslus, medicina,
finansus, draudima, ekonomika, inZinerijg ir netgi astronomija.

Siame darbe nagrin¢jau vienmaciy ir dvimaciy Pareto skirstiniy geometrini maks stabiluma.

Pareto skirstinys pavadintas italy ekonomisto ir sociologo Vilfredo Pareto (1848-1923) garbei.
Pirma karta Paretas ji panaudojo apraSydamas pajamy pasiskirstyma. V. Paretas paaiskino, kad didelé
dalis gyventojy turi mazas pajamas, taciau tik maza dalis gyventojy turi dideles pajamas. Ekonomikoje
yra naudojami tie skirstiniai, kuriy uodegos yra sunkios. D¢l Sios priezasties V. Paretas pasiilé
skirstinius, kurie vadinami Pareto vardu. Pareto skirstinys taip pat taikomas draudime, finansuose,
klimatologijoje, naftos ir dujy telkiniy modeliavime. Pareto skirstinys naudojamas apibudinti
ekstremalias oro salygas.

Darbo tikslas: vienmaciy ir dvimaciy Pareto atsitiktiniy dydziy geometrinio maks stabilumo
tyrimas.

Darbo uzdaviniai:

e [Stirti vienmaciy Pareto atsitiktiniy dydZiy geometrini maks stabiluma, kai ¢ =1 ir o #1. Jeigu
geometrinio maks stabilumo néra, iStirti asimptotini maks stabiluma.

e I[Stirti dvimaciy Pareto atsitiktiniy dydZiy geometrini maks stabiluma, kai vektoriaus
komponentés nepriklausomos ir, kai vektoriaus komponentés priklausomos (kai ¢ =1, =1 ir
a#1,#1). Jeigu geometrinio maks stabilumo néra, iStirti asimptotini maks stabiluma.

e Dvimaciy Pareto skirstiniy atveju jvertinti konvergavimo greiti ribinése teoremose.

o Atlikti konvergavimo grei¢io iver¢iy kompiutering analizg.

Sia tematika skaitytas praneSimas VIII studenty mokslin¢je konferencijoje ,,Taikomoji

matematika®. PraneSimo medZiaga pateikta 3 priede.



1. TEORINE DALIS
1.1. MAKSIMUMU SCHEMOS SAVOKA

Sakykime, kad X, X,,..., X, - vienmaciai atsitiktiniai dydziai. Apibrézkime n pirmyjy sekos
nariy maksimumo struktiirg
Z = max(Xl,Xz,...,Xn).
Tarkime, u, =u, (x), n>1 - tokia realaus kintamojo funkcijy seka, kad skirstinio funkcijy seka
H (u,(x))=P(Z, <u,(x))
silpnai konverguoja i neiSsigimusia skirstinio funkcija H(x). Taip apibréZta struktira Z  kartu su
prielaidomis apie atsitiktiniy dydZiy seka {X = 1} bei funkcijy seka {un N2 1} sudaro maksimumuy
schema.
Jei atsitiktiniai dydZziai {X L2 1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg su skirstinio funkcija
F(x), o normavimo funkcija u, tiesing, t.y.
u (x)y=a,+bx, a €R, b >0.

tai tokia maksimumuy schema vadinama klasikine.

1.2. RIBINES MAKSIMUMU TEOREMOS

Sakykime, {X )2 1} — nepriklausomy, vienodai pasiskirs€iusiy atsitiktiniy dydziy seka su
skirstinio funkcija
F(x)=P(X, <x) vj>1.
Pazymékime
Z, :max(Xl,Xz,...,Xn).
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {an,n > 1} ir

{b, >0,n>1}, kad

lim P(Z, <a, +b x)=H(x) (1.1)

kiekviename funkcijos H(x) tolydumo taSke (¢ia H(x) — neiSsigimusi skirstinio funkcija). Toks

konvergavimas vadinamas silpnuoju skirstinio funkcijos konvergavimu [5].
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Sakysime, kad skirstinys F priklauso ribinio skirstinio H traukos sri¢iai (Zymésime

F e D(H)), jei egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé

(1.1).
o(F) = sup{x F(x) < 1}.
Suformuluosime teoremas [5], kurias turi tenkinti skirstinys F, kad jis priklausyty kurio nors
neissigimusio ribinio skirstinio traukos sri€iai. Taip pat pateiksime centravimo ir normavimo konstanty
parinkimo buida.

1.1 Teorema. Tarkime, @w(F) = +o0, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta o, kad Vx>0 yra

tenkinama lygybe:
hmﬂ =x“. (1.2)
oo 1= F(t)
Tuomet F e D(H, ). Cia
0,x<0;
H, , (x)= .
exp(—x"“), x> 0.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
1
a, =0, b, =inf{x:1—F(x)£—}.
n
1.2 Teorema. Tarkime @(F) < o, o skirstinio funkcija
R 1
F (x) = F(a(F) —;)
tenkina salyga (1.2). Tuomet F € D(H, ). Cia
exp(—(=x)"),x <0;
H,, (x)={""
1,x>0.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
1
a,=w(F), b, =a)(F)—inf{x:1—F(x)£—}.
n
1.3 Teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta a integralas
o(F)
[a-Fydy (1.3)

yra baigtinis. Intervale (a(F),w(F)) apibrézkime funkcija

o(F)

RO=1—p0 j (1= F(y)dy.
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Jei Vx € R egzistuoja riba

1-F@+xR@)) _
t—>a(F) 1- F(t)

e, 14

tai F e D(H,,).Cia
H,,(x)=exp(-e "), xeR

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
. 1
a, =1nf{x:1—F(x) S—}, b =R(a,).
n

Pastaba. Siose teoremose pateiktas centravimo ir normavimo konstanty a, ir b, parinkimo

biidas néra vienintelis. Mes net negalime teigti, kad tai yra pats paprasCiausias konstanty parinkimo
budas ir, kad taip parinktos konstantos yra geriausios, taciau jis yra geras tuo, kad yra paprastas ir
konstruktyvus.

1.4 Teorema. Klasikin¢je maksimumuy schemoje egzistuoja tik trys (H,,,H,, ,H;,)
neissigimusio ribinio skirstinio tipai.

1.1, 1.2, 1.3 ir 1.4 teoremy irodymai pateikti [5].

1.3. MAKS STABILIEJI SKIRSTINIAI

1.1 Apibrézimas. Skirstinio funkcija F (x) vadinama maks stabiligja, jeigu egzistuoja tokios
normalizavimo konstantos a, ir b, >0, su kuriomis galioja lygybé
F"(xb, +a,)=F(x).

Yra tik trys maks stabilieji skirstiniai:

H () 0,x<0;
X) =
b exp(—x "), x>0.
exp(—(—x)"),x<0;
H =
2 ) {1, x=>0.

H,(x)=exp(—e "), xeR.

Tai irodyta [5].
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1.4. GEOMETRISKAI MAKS STABILIEJI SKIRSTINIAI

1.2 Apibrézimas [8]. Skirstinio funkcija F(x) vadinama geometriS$kai maks stabiligja, jeigu

egzistuoja tokios normalizavimo konstantos a, ir b, >0, su kuriomis galioja lygybé

ZN _an
P —”b <x|=F(x),

n

Cia imties dydis N, nepriklauso nuo visy X ; ir jo skirstinys yra geometrinis:

P(N,=k)=p,(1-p,) ", k=1,

Kadangi N, generuojancioji funkcija

Z —
P[N”Ta"< xj =gy (F(xbn +an)) ,

tai geometrinio maks stabilumo kriterijus yra:

p.F (xb, +a,) B
(1= p)F (b, +a) )

AnalogiSkai apibréZiama asimptotiSkai maks stabili skirstinio funkcija F(x), kai p=p —0,

(n—> o).
1.5. MAKSIMUMO PERKELIMO TEOREMA

Tarkime, kad yra dvi atsitiktiniy dydZiy sekos: {X iz 1} - nepriklausomieji atsitiktiniai dydziai
su skirstinio funkcija F(x)=P(X;<x),j2L {N=N,.n21}- atsitiktiniai dydziai, igyjantis tik
sveikas teigiamas reikSmes ir nepriklausantys nuo visy {X )2 1}.

Pazymékime

Zy =max(X,.... Xy ).
1.5 Teorema. Tarkime, kad egzistuoja tokios normalizavimo konstanty sekos {an,n > 1} ir

{b,,n =1}, su kuriomis
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hm P( 5 ) = H(x), 1.5)
= A(x). (1.6)
Tada
Z, —a, I
lim P(——") = ¥(x) = [ H* (0dA(2) (1.7)

Teoremos formulavimas ir irodymas pateiktas [1] ir [6].

1.6. DVIMACIO VEKTORIAUS SKIRSTINIO FUNKCIJA

Tarkime, kad (X Y, ) , ( X,.Y, ) ,...,(X LY ) yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste vektoriai su

skirstinio funkcija

F(x,y)=P(X,<x,Y,<y),Vi=1ln.

Pazymeékime vektoriy maksimuma [5]:

Cia Z,g) ir Z 2 yra koordinaciy maksimumai:

Z,gl) =max(X,, X,,....X,),
Z,(f) =max(},,Y,,...,Y).

Skirstinio funkcija:
PZ,<(xy) =P(2)) <x,2) < y)=P(X, <% X, SX Y <y, Y, € y) =
=P((X,.3) 2 (2.5),(X,.%,) £ (x,7)) = F"(x.)

Dvimacio atsitiktinio dydzio skirstinio funkcijos savybés:
1. Skirstinio funkcijos F(x, y) reikSmes:
0<F(x,y)<I.

2. lim F(x;y) = F(x), lim F(x;y)=F,(x) arba
P(X, < x;40)=F (x)=P(X <x), P(+:Y,<y)=F,(x)=P(Y<y).

3. lim F(x;y)=1 arba F (+o0;+00)=1.

X—>00
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4. lim F(x;y)=lim F(x;y)=lim F(x;y)=0.

5. Skirstinio funkcija F(x,y) yra nemazéjanti:
F(x;y)2F(x3y), kai  x,>x
F(xy,)2F(x;y,), kai  y,>y.
6. Skirstinio funkcija F(x,y) yra tolydi i§ deSines:

F(x+0,y+0)=F(x,y).

1.7. NEPRIKLAUSOMIEJI IR PRIKLAUSOMIEJT ATSITIKTINIAI
DYDZIAI

Tarkime, kad F(x,y), F (x) ir F,(y) yra atsitiktinio vektoriaus (X,Y) ir jo koordinagiy X

bei Y skirstinio funkcijos.

1.3 Apibrézimas. Atsitiktinius dydzius X ir Y vadiname nepriklausomais, jei su visais
(x,y)eR®
P(X <x,Y< y) =P(X <x)P(Y < y)

t.y., jei
F(x,y)zFl(x)-Fz(y). (1.8)

Jeigu nors vienai skai¢iy porai (%, 7)€ R?

F(55)%R(7)-F(5) 19)

tai atsitiktiniai dydZiai X ir Y vadinami priklausomais [3].

1.8. GEOMETRINIO MAKS STABILUMO KRITERILJUS

1.4 Apibrézimas [4]. Dvimate skirstinio funkcija F(x,y) vadiname geometriskai maks

stabiligja, jeigu egzistuoja tokios normalizavimo konstantos {a pl,bpl} ir {a ,,z,b,,z}, su kuriomis

5 <zx, <y =F(x,y),

P{ZI(\;)_apl ZI(VZ)_apZ
b

p2 p2

¢ia N yra geometrinis atsitiktinis dydis su parametru p :

P(N=k)=p(1-p)" k=1, 0<p<L.
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Pasinaudojg pilnosios tikimybés formule gauname:

(1) ()
P{ZN _ap1< Zy _ang

y =ZP(Z,£1) <xb, +ap1,Z,£2) <yb,, +ap2)P(N =k) =
k

<x,
b b

pl p2

=ZP(X1 Sxb, +a, . X, Sxb, +a,, Y <yb, +a,,,...Y, <yb,, +ap2k)P(N :k) =
k
k .
= ZF ()cbp1 +a,,yb, +ap2)P(N = k) =8y (F()cbp1 +a,,yb,, +ap2)),
k
Gia g, (z) yra geometrinio atsitiktinio dydZio generuojan¢ioji funkcija:

SRR N

Taigi, geometrinio maks stabilumo kriterijus dvimatei skirstinio funkcijai yra:

pF()cbp1 +a,, ybp2 +ap2)

=F(x,y). (1.10)
1—(1—p)F(xbp1+ap1,ybp2+ap2) (x.)

1.9. KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS

Tarkime, kad (X,.Y,),(X,.Y,),...(X,.Y,) yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg dvimadiai
atsitiktiniai dydziai su skirstinio funkcija
F(x,y) =P(Xl. <xY < y),Vi=1,_n.
Tarkime, kad egzistuoja tokios normalizavimo konstantos:

{a,.a,;nl,n22>1}, {b,.b,>0;nl,n22>1},

1°

su kuriomis

lim P

n—>0

o (2 _
(Zﬂ Gy ¢ ¢ Lo~ o yj “H(xy): (1.11)
2

¢ia H (x,y) yra neidsigimusi dvimaté skirstinio funkcija.
Pazymékime
u, (x,y) =n(1—F(xbn1 +a,,yb, +an2)), (1.12)
o tiems (x,y) su kuriais H (x,y)>0, paZymékime
v.(x,y)=u,(x,y)+InH(x,y). (1.13)
Reikia pastebeti, kad lygybé (1.11) yra ekvivalenti lygybei
,{L‘{}”n (x,y)=u(x,y)>0, (1.14)

ir Sivo atveju H ( X, y) _ ey



1.6 Teorema. Tarkime, tenkinama (1.11) lygybé. Visiems (x,y) su kuriais

H (x,y)>0, teisingas konvergavimo greigio ivertis

<A, (x,y)=

n nle, n _anZSyj_H(x,y)
bn2

= H(x,y)(R,,(x. )+ R, (x, )+ R, (x,y) R, ,(x,)),

¢ia
2ut(x,y) 2ut(x,y) 1
R, (x)= 5 Y) n(z y ,
n n 1-¢q
viix,y) 1

R X =|V X, |+ ’
2 (X)) =1V, (X, y) S 1o,

0 0<gq, s<1 parenkami taip, kad

2ul(x,y) 1
—— <, —lv (x,y)Ks.
3 93 L (X, )

Teoremos irodymas pateiktas [7].

16

u,(6y) 1
n 2

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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2. TIRIAMOJI DALIS IR REZULTATAI

2.1. VIENMACIU PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU
ANALIZE

Tarkime, kad X,,X,,..., X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai su Pareto skirstinio funkcija

F(x)zl—xia, x>1, a>0. 2.1
Atsitiktinis dydis N pasiskirstes pagal geometrini skirstini:
P(N = k) = p(l—p)ki1 , k>1.
Atsitiktiniai dydziai X ;, j=1ir N yra tarpusavyje nepriklausomi.
Rasime Pareto atsitiktiniy dydziy maksimumo ribini skirstini, kai « #1, bei centravimo ir

normavimo konstantas. Kadangi @ (F') =400, tai galima taikyti 1.1 teorema. Tikriname 1.1 teoremos

salyga (1.2):

1 1
I-1+—1 »
— t L
im 1 F(IX) — 1im ( x) = lim ( x) - x—a
T N A B
t* t*

Parenkame centravimo ir normavimo konstantas:

1
a, =0, 018 salygos: b, =inf {x 1-F(x) < —} gauname, kad b, =n*.
n

Gauname ribinj maksimumo skirstinj:

‘ 1 0,x<0;
imP|Z, <n*x |=H, (x)=
i ' exp(—x“),x>0.

Nagrinésime maksimumo
Z, = max(Xl, XZ,...,XN)
geometrini stabiluma.

2.1 Teorema. Jeigu o =1, tai

P(ZNbe(p)+a(p)):P(ZNle+p—_lj:1—l, x=1. (2.2)
p p X

Jeigu a #1, tai

p—0 p—0

limP(ZN be(p)+a(p)):1imP(ZN Sxp“jz‘l’(x), 2.3



¢ia ribin¢ skirstinio funkcija

o

W)=t =1 x>0,
1+ x° 1+ x“°

Kai a #1, galioja tolygusis konvergavimo greicio jvertis:
P o .
- <supA ’(x)<0;
I+p xp " ( )

1

Cia AS) (x)= P[ZN < xp“j—‘l‘(x).

-1
Irodymas. Kai o =1, parenkame normalizavimo konstantas a(p)= P b(p)=—.

Normalizuodami maksimumg Z, gauname:

_ 1
P(pZN—p+1£x)=P[ZN < “1’)’ 1j=gN[F(x+p D

Kadangi geometrinio skirstinio generuojancioji funkcija

= <1
gy (2) —(-p)e’ 7 <1,
tai
P[ZNngLp—lj: D 1: xX+p-— =p(x )=1——,x>1
p X+p- p pX x
1-(1-p)F I-(1-p)| 1-
(1=) [ p j ( p)( Hp—J

Pirmoji teoremos dalis jrodyta.

Tada

1
* "o p X -p a
P[p“ZNéxj:P[ZNéxp“j: = = X" 2
1

Tuomet

18

24

2.5)

2.7
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Pazymékime:
1 a a a 2a a 2a a a
A(l) _plz < 2 _y _ X —p . X =X —pF+XT —px —XT+px —Xx _
- (%) (N P j (x) x“=p+1 1+x” (x“—p+1)(x“+1)
2.8
—-P

(x“ —p+1)(x“ +1)
Gauname, kad

—ﬁ < sgp AS) (x) <0,

1
Cia AS) (x)= P[ZN < xp“j—‘l’(x).

Antroji teoremos dalis jrodyta.
Kai a =1, Pareto skirstinio funkcija (2.1) yra geometriSkai maks stabili (2.2). Tai irodéme
pirmoje teoremos dalyje (2.6). Kai « #1, Pareto skirstinio funkcija (2.1) yra asimptotiSkai ,,pusiau

maks stabili (2.3), kai p — 0. Tai irodéme antroje teoremos dalyje (2.7).

Zinodami Pareto skirstinj (2.1) ir ribing skirstinio funkcija (2.4), bei normalizavimo konstantas

1
a(p)=0ir b(p)=p «, gauname tolyguji konvergavimo greicio jverti (2.5).

Ivertinsime paklaida (2.8):

|:| //_4—— T T T
— p=0.05

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

0.1

Paklaida

012

-0.14

016

_D']B 1 1 1 1 1
1

2.1 pav. Paklaidos A" (x) grafikas, kai p-fiksuotas, o x-kintantis.
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% 10

et .

Faklaida
[}

25 .

-3.4

T
= =

__4 | | | 1 | | | | 1
1l 0.1 n.z2 03 04 os 0B 07 g 089 1

p
2.2 pav. Paklaidos A’ (x) grafikas, kai x-fiksuotas, o p-kintantis.

IS 2.1 pav. matome, kai x artéja { +oo, paklaida artéja prie nulio. IS 2.2 pav. matome, kai p artéja

prie nulio, paklaida taip pat artéja prie nulio.

2.2. DVIMACIO PARETO SKIRSTINIO GEOMETRINIO MAKS STABILUMO
TYRIMAS, KAI VEKTORIAUS KOMPONENTES NEPRIKLAUSOMOS

Tarkime, turime dvimacius nepriklausomus vektorius (X,,Y;),(X,.Y,),....(Xy.Yy), kuriy

skirstinio funkcija yra dvimate Pareto:

F(x,y)=(1—ij(l—iﬁj =1—%—Lﬁ+%, xy2>2l a,f>0. 2.9

x* x*y" X%y

Vektoriy koordinatés yra taip pat nepriklausomos.

Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos yra:

F(x)=1-— x>La>0; (2.10)
X

1
Fz(y)=1—7,y21,ﬁ>o. (2.11)
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2.1 Teiginys. Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.9) néra geometriSkai maks stabili, kai
vektoriaus komponentés nepriklausomos ir ¢ =1, f=1.
Irodymas. Dvimatés Pareto skirstinio funkcijos (2.9) geometrini maks stabiluma tikrinsime

naudodamiesi geometrinio maks stabilumo kriterijumi (1.10):

pF (xbp1 +a,.yb,, + apz)

1_(1—P)F(xbp1+ap1,ybp2+ap2):
NS R SR 1 X
u (xb +a ) ( b ,+a ) (xbp +a )( b .+a ) b, 2a, =0
1 1 1 b=l a -0
1-(1-p)| 1= _ ,
( p)[ (xbp1+ap1) (ybp2+ap2)+(xbp1+ap1)(ybp2+ap2)} " p "
p(l » PI’PJ 1P P pp
_ Xy xy _ Xy Xx-y ~
@ p_ PPJ Ll PP PP PP PP PP
x oy oxy x oy oxy x oy o xvy

(1 PJ @_P_P+P4q

Xy X oy Xy
{ 1. p ,p P, qu (1+1_AP+4_P_P+P47
X y x-y X y xy X y x-y X y x-y

j;tF(x,y)

2.1 teiginys jrodytas.

Kadangi dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.9) néra geometriS8kai maks stabili, tai tikriname

dvimatés Pareto skirstinio funkcijos (2.9) asimptotini maks stabiluma, kai p >0 (a=1, =1 ):

@_P_P+PWJ
lim £y T -

-0 . T lax ey
, (1+1_ P P D, D pj +x+y
y

X

x-y X 'y x-y

Negauname asimptotinio maks stabilumo, kai p — 0.

2.2 Teiginys. Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.9) néra geometriSkai maks stabili, kai
vektoriaus komponentés nepriklausomos ir ¢ #1, f #1.
Irodymas. Dvimatés Pareto skirstinio funkcijos (2.9) geometrini maks stabiluma tikrinsime

naudodamiesi geometrinio maks stabilumo kriterijumi (1.10):
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pF(Xbpl +a,5 90, +a”2)
1=(1=p)F (xb,, +a,, yb,, +a,,)

p _p p-p p _p p-p
-2 L4 -2 -2 4
~ p( xaf yﬁ’ xa_yﬁ} ~ p( xaf yﬁ’ xa_yﬁ}
p p  pp P, P _ PP _pp_pp _ppPPp
I-(I-p)| 1= =+ 1 1+x t s e st a F T o s
X y X'y y Xy X y Xy
Xy Xy X y Xy
= = ¢F(x,y)
Y Ly NS VR SN0 ANV A0 I IR S AN D A Y A0
Xy xys Xy xyf X yP oy X yP eyt
2.2 teiginys jrodytas.

Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.9) néra geometriSkai maks stabili. Tikrinsime dvimatés

Pareto skirstinio funkcijos (2.9) asimptotini maks stabiluma, kai p >0 (a#1, f#1):

(1 i_”ﬂ+ﬁ’;j 1
lim Ly 2 =
o0 ] 1 p p p pp I+x%+y
—+—— +l-———+
xa yﬂ xayﬁ xﬂl yﬁ Xayﬁ

Negauname asimptotinio maks stabilumo, kai p — 0.

2.3. DVIMACIO PARETO SKIRSTINIO GEOMETRINIO MAKS STABILUMO
TYRIMAS, KAI VEKTORIAUS KOMPONENTES PRIKLAUSOMOS

Tarkime, kad vektoriaus (X Y ) komponentés yra priklausomos. Tirsime atveji, kai

1 1 1
F(x,y)zl_y_y_{_xa-{-—yﬂ—l, x,y>1; CZ,,B>0. (2.12)
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Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos yra:

F(x)=1-— x>La>0; (2.13)
X

1
Fz(y)=1—7,y21,,8>0. (2.14)

2.3 Teiginys. Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.12) néra geometriskai maks stabili, kai

vektoriaus komponentés priklausomos ir =1, f=1.
Irodymas. Dvimatés Pareto skirstinio funkcijos (2.12) geometrini maks stabiluma tikrinsime

naudodamiesi geometrinio maks stabilumo kriterijumi (1.10):

pF(xbp1 +a,, ybp2 + apz)
1—(l—p)F(xbp1 +a,.yb,, +ap2)

p|1= 1 B : 1 b —l,a =0
~ (xbp1+ap1) (ybp2+ap2) (xbp1+ap1)+(ybp2+ap2)_1 ) pl 1
! 1 1 b _ a,=0
1-(1- 1- - )
( p){ (xbp1+ap1) (ybp2+ap2)+(xbp1+ap1)+(ybp2+ap2)—lJ ” "
p 1_£_£+ p pl p p+ p
- X Yy x+y-p X y x+y-p _
(1—p)1-P_P, P s PP P _pp_pp, PP
1-(1 P)(l . y+x+y_pJ e R e

; ;_x+y—p X y x+y—p X y x+y—p X y

p(l+l 1+1_p_p+pJ (1+1_1+1_p_p+p
x+y—p
2.3 teiginys jrodytas.

Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.12) néra geometriSkai maks stabili. Taigi tikriname

asimptotini maks stabiluma (o =1, =1 ):

P _pr, P
X y x+y—-p B 1

lin% = R T
P> [1 1 1 L_pP_rP. P j I+ x+y" —(x+y)

x y x+ty-p Xy xty-p

Negauname asimptotinio maks stabilumo, kai p — 0.
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2.4 Teiginys. Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.12) néra geometriskai maks stabili, kai
vektoriaus komponentés priklausomos ir  #1, S #1.
Irodymas. Dvimatés Pareto skirstinio funkcijos (2.12) geometrini maks stabiluma tikrinsime
naudodamiesi geometrinio maks stabilumo kriterijumi (1.10):
pF (xbp1 +a,.,yb,,+ apz)
l—(l— p)F(xbp1 +a,.yb,, +ap2) -

1 1 1
p|l- - + o i
~ (xbp1+ap1) (ybp2+ap2) (xbp1+ap1) +(ybp2+ap2) -1 ~ b,=p *.a,=0 ~
= = 1 =
1-(1-p)| 1- ! - ! + " ! b=p “.a,=0
(xbp1+ap1) (ybp2+ap2) (xbp1+ap1) +(ybp2+ap2) -1
p_ P 14 p_ P 14
o + - +
p( x* yﬂ x”+yﬁ—p} 3 p( x* yﬂ x”+yﬁ—p} 3
p_p p 1 1 p_p p
1-(1- 1-— -+ —+— +1-———+
( p){ x X“+yﬁ—pJ (X“ Yooxtey-p o xt Y X“+yﬁ—pj
(L]
+ —
= " ); y X ¥y P ;tF(x,y)
(ﬁ T e F +1—%—%+ » pﬁ J
X yo x +y -p Xy X +y —p

2.4 teiginys jrodytas.

Tikrinsime dvimatés Pareto skirstinio funkcijos (2.12) asimptotini maks stabiluma (o #1,

p#1):

1

—0 —a 4 a B -
» (1+1_aﬁ+1_p_p+ P j I+x“+y —(x +y )
X +y —p

VR
(SN
— RQ ‘v-ﬁ
%m‘ﬁ
+
=
+
< S
[
S
N—

Dvimaté Pareto skirstinio funkcija (2.12) néra asimptotiskai maks stabili, kai p — 0.
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2.4. KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS, KAI VEKTORIAUS
KOMPONENTES NEPRIKLAUSOMOS

Tarkime, turime dvimacius nepriklausomus vektorius (X,,Y;),(X,.Y,),....(Xy.Yy), kuriy

skirstinio funkcija yra dvimate Pareto:

1 1 1 1 1

F(X, y) = (1__(1)(1—7} =1__a__ﬁ+a—ﬁ’ X,y > 1, a,ﬂ > 0. (2.15)
X y X y Xy

Rasime dvimaciy Pareto atsitiktiniy dydziy maksimumo ribinj skirstini, kai ¢ #1, # # 1.

1
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstantas: a, =0, b, =n* ir

1

a,=0,b,=n%,sukuriomis (1.11):

b b n—so0

nl n2

20 _ 700 _ -
P( n T L T <y 5 H(xy)=e Y, (2.16)

¢ia H (x,y) yra neidsigimusi dvimaté skirstinio funkcija.

Gauname (1.12):

1 1 1 1 1 1
un(x,y)zn —+ e ” i e e 2.17)
()cbn1 +an1) ()cbn2 +an2) ()cbn1 +an1) ()cbn2 +an2) X y nx-y
Maksimumo ribinj skirstinj (2.16) ir iSraiSka (2.17) jstatome | (1.13):
1 1
1 1 1 R 1 1 1 1 1 1
Vn(x,y)=—a+—pr+1n{e ) yﬁ}—ﬁ_pa—p—a_ﬂ: « F (2.18)
x“ vy %y x“ y7 o mx®y” x% oy nx“y
) ) .. Loou(xy) 1 ) .
Taikydami 1.6 teorema, visiems (x,y) su kuriais ———-2<— ir H(x,y)>0, jvertinsime

konvergavimo greiti (1.15) lygybéje.
Istatg (2.17) 1(1.16), 0 (2.18) i (1.17) gauname:

X
R, (xy)= + . , (2.19)

[ )

L)

- jﬁ|+ ey ) b (2.20)
nxy|

Rz,n (x, y) =

0 0<gq,s <1 parenkami taip, kad
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1

nx” yﬂ

i+i_# 2
Xa yﬁ nxayﬂ < 1

2
z . )
3

b

n _q3

Istatg (2.19) ir (2.20) iSraiSkas gauname konvergavimo greicio iverti (1.15) lygybéje:

70 _ o) _
PL SR Ty = H ()

<A, (xy)=

n n2 l—q nx yﬂ| 2 l_s
1 2 1 | 4 | |
2 T 5 ﬂ ) o ﬂ B
+ x“ y nx“y x* y nxay 1 _ 1 | nx“y 1
n n2 l—q nxayﬁ| 2 l_s

BraiZzome paklaidos ir konvergavimo greicio ivercio pavirsius, kai n-fiksuotas, n=50, a =2,

B =2 (2.3 pav.).

0 oy
0024

A

. T
iy

e A
) M

I
\'I!-é

Paklaida, lvertis

I

2.3 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n=50,a =2, =2.
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BraiZzome paklaidos ir konvergavimo grei¢io ivercio pavirsius, kai n-fiksuotas, n=20, a =1,

B=1(2.4pav.).

005 .o
|:||:I.'-"_ :
Q06 o

005 i

,
=
[
E

!

D-DS_..........:.._.... :

Paklaida. Ivertis

002 o

0ol i

2.4 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n=20,a =1,/ =1.
BraiZzome paklaidos ir konvergavimo greicio ivercio grafika, kai n=50, y=4, =2, f=2,0

x-kintamas (2.5 pav.).

I:II:I1E T T T T T T T T

0.016 _

0.014

0.012

0.m

0.005

Paklaida. Ivertis

0.00&

0.004

0.002

E ? ° J 10

2.5 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai n=50,y=4,a0=2,=2.
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BraiZzome paklaidos ir konvergavimo greicio ivercio grafika, kai x=10, y=4,a=2, f=2,0

n-kintamas (2.6 pav.).

I:II:I12 T T T T T T T T T

0.01 j .

0.005 .

0.006 .

Paklaida, lvertis

0.004 - .

0.002 .

D I i L L I I I i i
0 10 20 ad 40 ad &0 0 ad =l 100

n
2.6 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai x=10,y=4,a =2, =2.

IS 2.3 pav. ir 2.4 pav. matome, kai x ir y didéja, paklaida ir ivertis artéja prie nulio. IS 2.5 pav.
matome, kai x didéja, paklaida ir ivertis taip pat artéja prie nulio. IS 2.6 pav. matome, kai n didéja,
paklaida ir ivertis artéja prie nulio.

Daugiau paklaidos ir konvergavimo grei€io jvercio grafiky pateikta 1 priede (kai vektoriaus

komponentés nepriklausomos).

2.5. KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS, KAI VEKTORIAUS
KOMPONENTES PRIKLAUSOMOS

Tarkime, kad vektoriaus (X Y ) komponentés yra priklausomos. Tirsime atveji, kai

1 1 1
F(x,y)=-———+—F—, x,y21; a, 5 >0. 2.21
( y) xa yﬂ xa+yﬂ_1 y IB ( )

Rasime dvimaciy Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo ribinj skirstini, kai ¢ #1, # # 1.
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1
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstantas: a, =0, b,=n% ir

1
a,=0, b,=n*,sukuriomis (1.11):

b

nl

70 _ Z _ T
P( s e S T <yl 5 H(xy)=e ¥ Y, (2.22)

¢ia H (x,y) yra nei§sigimusi dvimaté skirstinio funkcija.

Gauname (1.12):

1 1 1 1 1 1
u,(x,y)=n —+ 5 - Flm et 2.23)
(xb,+a,) (xb,+a,) (xb,+a,) (xb,+a,,) Y ey o
n
Maksimumo ribinj skirstinj (2.22) ir iSraiska (2.23) jstatome | (1.13):
11 1 i 1 1
vn(x,)’):_a+_p_—+ln PG t (2.29)
S R S X yf oL Xy
) ) .. Loou(xy) 1, ) ..
Taikydami 1.6 teorema, visiems (x,y) su kuriais ———-2<— ir H(x,y)>0, jvertinsime
n
konvergavimo greiti (1.15) lygybéje.
Istate (2.23) 1 (1.16), 0 (2.24) 1 (1.17) gauname:
2 4
2 ia+ lﬁ, - ! 2| — +i— !
YOV xr ey = YOV xS |
R, (x.y)= oy ; L , (2.25)
n n 1-¢g
2
B 1 N 1
a B
| | xa+yﬂ 1 X +y |
R,,(x.y)=|- e ke > : (2.26)
X pyfot X +y 2 I-s
n
0 0<gq,s <1 parenkami taip, kad
2
1.1 1
a B
X y a p__
2 Ay 1 1 1
= <q, —|- I t—— <.
3 n 3 pyfoo X +y
n

Istatg (2.25) ir (2.26) iSraiSkas gauname konvergavimo greicio iverti (1.15) lygybéje:
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Z(l)_ Z(z)_
P n anl < X, n anZ < y _H(x’y) < An(x’y) —
bnl n2
2 4
2 —+L— ! 2 i-ﬁ-i— !
a p a s
BT I )C”‘erﬂ—1 v )c”‘erﬂ—1
. 1 1 1
=e + > " +|— + ks
n n —-q X ayf ot x“+y
2 2 4
PR T S O Y (O S
X4y I x*+y 1 ¥y e L oy e L |
+ n + n. oy - L
2 I-s n n 1-¢q
2
I R
1 SRV
xa+yﬂ X +y
1 1 " 1
- 5|t
RV 2 1-s
n

BraiZzome paklaidos ir konvergavimo greiio {verCio pavirSius, kai n-fiksuotas,

n=100, 2 =2, =2 (2.7 pav.).
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Paklaida, lvertis

o024

2.7 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n =100, =2, =2.

BraiZzome paklaidos ir konvergavimo greicio ivercio grafika, kai n=20, y=10,a=2, f=2,0

x-kintamas (2.8 pav.).

I:I':I"‘l | T T T T T T T T

0.035 .

0.03 .

0.025 .

0.02 .

0.015 .

Faklaida, Ivertis

0.0 .

0.005 - .

1 2 3 4 ) B 7 g o 10
X

2.8 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai n=20,y=10,0=2,=2.
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BraiZzome paklaidos ir konvergavimo greicio ivercio grafika, kai x=5, y=4, =2, f=2,0

n-kintamas (2.9 pav.).

I:I':I"IE T T T T T T T T T

0.01 .

0.003 .

0.006 .

Paklaida, lvertis

0.004 - .

0.002 1 .

|:II:I 1 :ZI 2;] 3;] 4;] 5;] E;:I ?’i] Bi:l Bi] 100
n
2.9 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai x=5,y=4,0=2,=2.

I8 2.7 pav. matome, kai x ir y did¢ja, paklaida ir jvertis artéja prie nulio. IS 2.8 pav. matome, kai x
didé¢ja, paklaida ir ivertis taip pat artéja prie nulio. IS 2.9 pav. matome, kai n didéja, paklaida ir ivertis
artéja prie nulio.

Daugiau paklaidos ir konvergavimo grei€io jvercio grafiky pateikta 2 priede (kai vektoriaus

komponentés priklausomos).
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Vartotojo sasaja yra sukurta naudojant Matlab 6.5.1 programini paketa. Matlab 6.5.1 paketas
remiasi nesudétinga ir lanks¢ia programavimo kalba, kuria patogu apraSyti sprendZiamus matematinius
uzdavinius ir juos pavaizduoti grafiSkai. Sukurtas programos M failas pavadinimu programa.m, o
programos langas pavadinimu programa.fig. Vartotojas norédamas pradéti darba su programa turi
nurodyti kataloga, kuriame yra programos failas (Current directory). Vartotojo sasaja sukurta
naudojantis Matlab moduli ,,Guide*.

Current Directory: | SR TLABGRSRT weark b E]

Norint atidaryti programos langa (3.1 pav.), Matlab darbo lauke reikia parasyti Zodeli

programa‘ ir paspausti ,,Enter*.

) programa
Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir
konvergavimo greicio jvertis, kai konvergavimo greicio jvertis,
kai vektoriaus komponentés kai vektoriaus komponentés
nepriklausomos priklausomos
Paklaidos i1 ivercio pavirsius, kai n fiksuotas ‘ Paklaidos ir ivercio pavirsius, kai n fiksuotas

Paklaidos ir ivercio grafikas, kai y ir n fiksuoti

Paklaidos ir ivercio grafikas, kai y ir n fiksuoti

Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir n fiksuoti Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir n fiksuoti

Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir y fiksuoti Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir y fiksuoti

Baigti

3.1 pav. Pagrindinis programos langas.

Pagrindiniame programos lange (3.1 pav.) reikia pasirinkti, kurio dvimacio Pareto skirstinio
paklaida ir konvergavimo greicio jverti nagrinésime (kai vektoriaus komponentés priklausomos ar, kai

vektoriaus komponentés nepriklausomos).
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Pasirenkame dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir konvergavimo grei¢io iverti, kai vektoriaus
komponentés nepriklausomos. Galimi keturi atvejai (3.1 pav.). Pasirenkame pirma atveji. Paspaude

mygtuka ,,Paklaidos ir iver¢io pavirsius, kai n fiksuotas* atsidaro langas (3.2 pav.)

} programa

Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir
konvergavimo greicio jvertis, kai
kai vektoriaus komponentés

nepriklausomos

1r
ol Iveskite parametrus:
08t
07
06|
05
04t n= |
03f
ook alfa= ’7
01

0 : : : : : : ; : : ! beta =’—

1] 01 b2 OmE 04 o GF by OF D 1

Braizyti | Valyti ‘ Grizti ‘ Baigti ‘

3.2 pav. Paklaidos ir jvercio pavirsius, kai n-fiksuotas.

Pirmiausia jvedame pradinius parametrus. Jeigu vartotojas iveda neteisinga parametro reikSme,
jis yra informuojamas apie padaryta klaida (3.3 pav.). Jeigu parametrai teisingai ivesti, paspaudZiame
mygtuka ,,Braizyti“. Nubraizomi paklaidos ir konvergavimo greifio {vercio pavirSiai (3.4 pav.).
Norédami jvesti naujus parametrus ir nubraiZyti nauja grafika, paspaudZiame mygtuka ,,Valyti®.
Norédami sugrizti i pagrindini programos langa, paspaudziame mygtuka ,,Grizti“. Norédami baigti

programos darba, paspaudziame mygtuka ,.Baigti‘.

) Klaida =3

6 Meteisingai jvesta n reikéme [meHH1
Ok,

3.3 pav. Klaida.
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) programa

Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir
konvergavimo greicio jvertis, kai
kai vektoriaus komponentés
nepriklausomos

Iveskite parametrus:

——
o2
;00154

001 o

Paklaida, lvertis

=
o
]
o
I

o
"

alfa = 1

beta=| 1

Braiiyti‘ Valyti ‘ Grizti ‘ Baigti ‘

3.4 pav. Paklaidos ir jverc¢io pavirsius, kai n=50,a=1,4=1.

Kiti galimi dvimacio Pareto skirstinio paklaidos ir konvergavimo grei¢io jvercio atvejai,

kai

vektoriy komponentés nepriklausomos. Paspaudus mygtuka ,,Paklaidos ir iver¢io grafikas, kai y ir n

fiksuoti“ atsidaro langas, kuriame ivedus pradinius parametrus nubraizomas grafikas (3.5 pav.).

Paspaudus mygtuka ,,Paklaidos ir jverCio grafikas, kai x ir n fiksuoti* atsidaro langas (3.6 pa
Paspaudus mygtuka ,,Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir y fiksuoti* atsidaro langas (3.7 pav.).

v.).



) programa Z| |§| FE

Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir
konvergavimo greicio ivertis, kai
kai vektoriaus komponentes

nepriklausomos
0.0s T T T T T T T T
ooa ] Iveskite parametrus:
0.o7 5
© 006 i
= y=[ 4
E 0.05 il
<
= 0.04
© ! i T =
% n= 10
O o3t i
002k b alfa=| =
001k il

0 - . ! L : - beta=| 3
1 2 & 4 g B i g 9 10
X
Braizyti Valyti ‘ Griiti ‘ Baigti ‘

3.5 pav. Paklaidos ir jverc¢io grafikas, kai y=4,n=10,a =3,/ =3.
) programa E|§|@

Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir
konvergavimo greicio jvertis, kai
kai vektoriaus komponentées
nepriklausomos
1 -
nol Iveskite parametrus:
08f X
07t
06|
05t
04t S
03F
ook alfa=
01t
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ] b t =
0 0.1 (g 0.3 0.4 05 0B 07 0.8 0.9 1 et
Braizyti Valyti ‘ Grizti ‘ Baigti ‘

3.6 pav. Paklaidos ir jverc¢io grafikas, kai x ir n fiksuoti.
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J | programa
Dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir
konvergavimo greicio jvertis, kai
kai vektoriaus komponentes
nepriklausomos

1r
ool Iveskite parametrus:
nat == ‘
07t
06} y= ’7
05f
0.4t
03f
ook alfa=
01t

] | | | 1 | | | 1 | | 'b ta=

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 e

Braizyti Valyti ‘ Grizti ‘ Baigti ‘

3.7 pav. Paklaidos ir jvercio grafikas, kai x ir y fiksuoti.

Analogiskai pasirenkame dvimacio Pareto skirstinio paklaida ir konvergavimo greicio iverti, kai

vektoriaus komponentés priklausomos. Taip pat galimi keturi atvejai (3.1 pav.).
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DISKUSIJA

Atlikdami vienmacio Pareto skirstinio

F(x)zl—ia, x>1, >0,
X

geometrinio maks stabilumo tyrima, kai a =1, gavome, kad vienmatis Pareto skirstinys yra
geometriSkai maks stabilus. Taciau, kai « #1, vienmatis Pareto skirstinys néra geometriSkai maks
stabilus. Gavome, kad vienmaté Pareto skirstinio funkcija yra asimptotiSkai ,,pusiau* maks stabili, kai
p — 0. Atlikdama geometrinio maks stabilumo tyrima vienmaciui Pareto skirstiniui, rémiausi prof. A.
Aksomaicio straipsniu ,,Perkélimo teorema ir geometriskai maks-stabilieji atsitiktiniai dydZiai‘.

Atlikome geometrinio maks stabilumo tyrima dvimaciams Pareto skirstiniams, kai vektoriaus
komponentés nepriklausomos ir, kai vektoriaus komponentés priklausomos.

Gavome, kad dvimatis Pareto skirstinys, kai vektoriaus komponentés nepriklausomos

I 1

1
Flx,y)=l-————+——, x,y21; a,[>0,
( y) xa yﬂ xa+yﬂ_1 y /B

néra geometriSkai maks stabilus (kai a=1,=1 ir a#1,4#1). Taip pat néra asimptotiSkai maks
stabilus, kai p — 0.

Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos yra:

Fl(x)zl—ia,le,a >0;
X

1
Fz(y)zl—y,y21,,8>0.

[rodémé,kad vienmaté Pareto skirstinio funkcija F, (x) yra geometriskai maks stabili, kai o =1.
Tai skirstinio funkcija F,(y) taip pat bus geometriskai maks stabili, kai £ =1. Tatiau gaunamas

nelauktas rezultatas. Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos F (x) ir F,(y) yra

geometriSkai maks stabilios, o dvimaté Pareto skirstinio funkcija, kai vektoriaus komponentés

nepriklausomos, néra geometriSkai maks stabili (kai ¢ =1, =1).

Kai a #1, vienmaté Pareto skirstinio funkcija F (x) néra geometriSkai maks stabili. Gaunamas
asimptotinis ,,pusiau” maks stabilumas, kai p—0. Tai skirstinio funkcija F,(y) taip pat néra
geometriskai maks stabili, ir asimptotinis ,,pusiau* maks stabilumas gaunamas, kai p —> 0 (kai g #1).
Taigi vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos F(x) ir F,(y) néra geometriskai maks

stabilios. Dvimaté Pareto skirstinio funkcija, kai vektoriaus komponentés nepriklausomos, taip pat néra

geometriSkai maks stabili (kaia #1, #1). Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos
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F(x) ir F,(y) yra asimptotiSkai ,,pusiau maks stabilios. Tatiau dvimaté Pareto skirstinio funkcija,

kai vektoriaus komponentés nepriklausomos, néra asimptotiSkai maks stabili, kai p—0
(kaia=1,B#1).
Kai vektoriaus komponentés yra priklausomos, tyréme atveji, kai
1 1 1

F(X,y)zl——a——ﬂ-i‘ B

——, x,y2L a,B>0,
x“ 0y X +yT -1

néra geometriS$kai maks stabili (kai a=1,=1 ir a#1,#1). Taip pat néra asimptotiSkai maks
stabili, kai p — 0.

Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos, kai vektoriaus komponentés priklausomos
sutampa su vienmatémis marginaliosiomis Pareto skirstinio funkcijomis, kai vektoriaus komponentés
nepriklausomis. Taigi priklausomy komponenciy atveju gauname analogiSkus rezultatus, kaip ir
nepriklausomy komponenciy atveju.

Literatiiroje neradau dvimatés Pareto skirstinio funkcijos, kuri biity geometriSkai maks stabili,
kai vektoriaus komponentés nepriklausomos. Taciau yra atveju, kai dvimaté Pareto skirstinio funkcija
yra geometriSkai maks stabili, kai vektoriaus komponentés priklausomos. Prof. A. Aksomaicio ir I.
Ivanovienés straipsnyje ,Atsitiktiniy vektoriy geometrinis maks (min) stabilumas® yra pateikta
dvimaté Pareto skirstinio funkcija, kuri yra geometriSkai maks stabili, kai vektoriaus komponentés

priklausomos:

F(x,y)= x>0,y>0,a>0,8>0.

l+x%+y?’

Vienmatés marginaliosios Pareto skirstinio funkcijos

1
Fl(x):1+x’ ,x>0,a>0;
Fl(x)—1+1yﬂ,x>0,a>0,

taip pat yra geometriSkai maks stabilios.



40
ISVADOS

Kai o =1, vienmate¢ Pareto skirstinio funkcija yra geometriSkai maks stabili.

Kai a #1, vienmaté Pareto skirstinio funkcija néra geometriSkai maks stabili. Ribin¢ skirstinio
funkcija (kai p — 0) yra taip pat Pareto. Gaunamas asimptotinis maks stabilumas.
Konvergavimo greitis p atzvilgiu yra p eilés, kai p = 0.

Dvimatés Pareto skirstinio funkcijos néra geometriSkai maks stabilios, kai vektoriaus
komponentés nepriklausomos ir, kai vektoriaus komponentés priklausomos. Taip pat dvimatés
Pareto skirstinio funkcijos néra asimptotiSkai maks stabilios, kai p = 0.

Dvimacio Pareto skirstinio atveju, kai komponenciy skaiCius yra neatsitiktinis, konvergavimo

e N 1
greiio eilé n atzvilgiu yra —.
n
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REKOMENDACILJOS

Gaires tolesniems §ios temos tyrimams:

Atlikti geometrinio min stabilumo tyrima vienmaciams Pareto skirstiniams.
Atlikti geometrinio min stabilumo tyrima dvimaciams Pareto skirstiniams, kai vektoriaus
komponentés nepriklausomos ir, kai vektoriaus komponentés priklausomos.
Ivertinti konvergavimo grei¢io {verti minimumo ribinéje teoremoje. Atlikti kompiutering

ivercio analizg.
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1 PRIEDAS. PAKLAIDA IR JVERTIS (NEPRIKLAUSOMU KOMPONENCIU
ATVEJU)

Paklaida, lvertis

1 pav. Paklaidos ir konvergavimo grei¢io ivercio pavirsius, kai n=20,a =3, f=3.

TR I

002

Paklaida, Ivertis
=
=
m

2 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n=50,a =1, f =1.
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Paklaida, Ivertis
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0014 _

0.01
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0.00&

Paklaida, lvertis

0.004

0.002

4 5 a] = : : |

4 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai x=10,n =50, =3, =3.
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0.15 .

FPaklaida, Ivertis
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n
5 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai x=4,y=8,a=1,4=1.

2 PRIEDAS. PAKLAIDA IR [VERTIS (PRIKLAUSOMU KOMPONENCIU
ATVEJU)

Paklaida, Ivertis
=

— . o

— i [

! ! |'

i

—_
g}
!
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X

6 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n=10,a =3, =3.
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7 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n=100,a =1,/ =1.

00es ..

: il 'ﬂl‘l'l"l‘l'l'ﬂl'lIl L
et
e mm\m1\1}&&&3‘%&%&“‘ .

1.\1. W

oos ..

Faklaida, Iverts

10

8 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio pavirsius, kai n=50,a =4, =4.
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0.035 f .

003 .

0.025 ¢ .

0.0z .
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Paklaida, Ivertis

0.o1 .

0.005 F .

1 2 3 4 ) b 7 g o 10
Y

I:|1 T T T T T T T T T

0.09 o .

0.08 F .

0.0v .

0.06 .

0.0s - .

0.04 - .

FPaklaida, Ivertis

0.03 - .

0.02 F .

0.01 F .

|:| 1 i 1 L L I T i i
a 10 20 30 40 a0 alll 7 a1l 0 100

n

10 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jverc¢io grafikas, kai x=10,y=5,a0=1,f=1.
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0.0z

0.07 .

0.06

0.05

0.04

Faklaida, Ivertis

0.03

0.02

0.01 .

1 2 3 4 ) 2] 7 g o 10

11 pav. Paklaidos ir konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai y=5,n=10,a =2, f=2.

3 PRIEDAS. STRAIPSNIS “VIENMACIU IR DVIMACIU PARETO
ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO ASIMPTOTINE ANALIZE”

8-OJI STUDENTU TAIKOMOSIOS MATEMATIKOS KONFERENCIJA

VIENMACIU IR DVIMACIU PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU
ASIMPTOTINE ANALIZE

Gintaré Juozulynaité, Algimantas Aksomaitis
Kauno technologijos universitetas

Sakykime, kad X, X,,..., X, yranepriklausomi atsitiktiniai dydZiai su Pareto skirstinio funkcija
1
F(x)=1-—, x21, a>0.

X

Atsitiktinis dydis N pasiskirstgs pagal geometrinj skirstini:
P(N=k)=p(1-p) . k21.
Atsitiktiniai dydZiai X, j=1ir N yra tarpusavyje nepriklausomi.
Nagrinésime maksimumy
Z, =max(X,,X,,...Xy)

geometrinj stabiluma.

49
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Teorema. Jeigu « =1, tai

1
P(ZN < xb(p)+a(p))=1—;, x>1.
Jeigu o #1, tai
. x“ 1
ngép(zN <xb(p))= =l =Y (), x20.
Kai a # 1, galioja tolygusis konvergavimo greicio jvertis:

1+ p = SlipAfﬂl) (x)<0;

1

gia A (x) = P[ZN < xp‘”}— ‘I’(x) .

Irodymas. Kai o =1, parenkame a(p) =p_—1’ b(p)=—.
p p

Normalizuodami maksimuma Z, gauname:

P(pz, _p+1gx):p(zN SHT]HJ:&V(F(L]HH'

p

Kadangi geometrinio skirstinio generuojancioji funkcija yra
24

gN(Z)=m s |Z|S1,

tai

Pirmoji teoremos dalis jrodyta.

Kai o # 1, parenkame normavimo konstantas a(p)=0, b(p)=p “.

Tada
1
1 N
P|peZ,<x|=P|Z ,<xp “ |= S p,“Zp
LYy xf-p+l
1—(1—p)F xp “

Tuomet

. 1 “ 1

limP| p*Z, <x |= =1- =‘I’(x) x20

p=0 1+ x* 1+ x”
Pazymékime:

1 a

~ - B xa—p _ X _ —p
AS)(’C)_P(ZNS’CP J lII(x)_x‘”—pﬂ Fex (2= p+1)(142°)

Gauname, kad

P )
— <supA)’(x)=<0.
1+ P xp " ( )
Antroji teoremos dalis jrodyta.
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3. Tamamb6or SI. AcHMIITOTHYECKAst TEOPHS SKCTPEMAIIBHBIX MOPSAKOBBIX CTAaTHCTHK. - MockBa: Hayka, 1984, 304 c.



4 PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS.

function varargout = programa(varargin)
gui_Singleton = 1;
gui_State = struct('gui_Name', mfilename,
'gui_Singleton', gui_Singleton,
'gui_OpeningFcn', @programa_OpeningFcn,
'gui_OutputFcn', @programa_OutputFcn,
'gui_LayoutFcn', (1,
'gui_Callback', [1);
if nargin & isstr(varargin{l})
gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{l});
end
if nargout
[varargout{l:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});

end

% ———-—-Atidaro programos langa.

function programa_OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)
handles.output = hObject;

axes (handles.axesl);

cla

set (handles.axesl, 'Visible', 'off"'");

set (handles.editl, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit?2, 'Visible', 'off"'");

set (handles.edit3, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit4, 'Visible', 'off'");

set (handles.edith, 'Visible', 'off'");

set (handles.textl, 'Visible', 'off'");

set (handles.text2, 'Visible', 'off'");

set (handles.text3, 'Visible', 'off'");

set (handles.text4, 'Visible', 'off'");

set (handles.text5, 'Visible', 'off'");

set (handles.text6, 'Visible', 'on');

set (handles.text7, 'Visible', 'on');

set (handles.text8, 'Visible', 'off'");

set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
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set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl?7, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'off'");
guidata (hObject, handles);

function varargout = programa_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)

varargout{l} = handles.output;

function popupmenul_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'));

end

% ——- Baigia programos darba.
function pushbuttonl_Callback (hObject, eventdata, handles)

delete (handles.figurel);

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio pavirsiu, kai n fiksuotas (nepriklausomos)
function pushbutton2_Callback (hObject, eventdata, handles)
n=handles.n;
alfa=handles.alfa;
beta=handles.beta;
[x,y]=meshgrid(1:0.1:10, 1:0.1:10);
for i=l:length(x);

for j=l:length(y);

f=(1-x(i,3) " (-alfa)/n-y(i,J) " (~beta) /n+(x(i,J) " (-alfa)*y(i,3)" (-
beta))/(n"2))"n;

H=exp (-x(1,J) " (-alfa)-y(i,]) " (-beta));

paklaida (i, j)=abs (f-H);

u=n*(1-(l-x(i,j)"(-alfa)/n-y(i, j) " (-beta)/n+(x(i,j) " (-alfa)*y (i, )" (-
beta))/(n"2)));

v=u+log (H);

g=2*u”2/(3*n) ;

s=abs (v)/3;

if (u/n<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & g<1
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R1=2*u"2/n+2*u”4/(n"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-5s);
delta (i, j)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
end
surf (x,y,paklaida);
xlabel ('x', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
ylabel('y', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
zlabel ('Paklaida, Ivertis', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
hold on

surf (x,y,delta);

function editl_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white') ;
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'));

end

% ———-Ivedama x reiksme.
function editl_Callback (hObject, eventdata, handles)
x_string=str2double (get (hObject, 'string'));
if (isnan(x_string) | (x_string < 1))
set (hObject, 'String',1);
errordlg('Neteisingai ivesta x reiksdmé (x>=1)!!!"','Klaida'");
else
x=%x_string;
handles.x=x;
guidata (hObject,handles);

end

function edit2_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white') ;
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'));

end

% ———-Ivedama y reiksme.
function edit2_Callback (hObject, eventdata, handles)
y_string=str2double (get (hObject, 'string'));
if (isnan(y_string) | (y_string < 1))
set (hObject, 'String',1);

errordlg('Neteisingai ivesta y reiksdmé (y>=1)!!!"','Klaida'");



else
y=y_string;
handles.y=y;
guidata (hObject,handles);

end

function edit3_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'));

end

% ———-Ivedama n reiksme.
function edit3_Callback (hObject, eventdata, handles)
n_string=str2double (get (hObject, 'string'));
if (isnan(n_string) | (n_string < 5))
set (hObject, 'String',1);
errordlg('Neteisingai jivesta n reiksmé (n>5)!!!"','Klaida"');
else
n=n_string;
handles.n=n;
guidata (hObject,handles);

end

function edit4_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'));

end

% ———-Ivedama alfa reiksme.
function edit4_Callback (hObject, eventdata, handles)
alfa_string=str2double (get (hObject, 'string'));
if (isnan(alfa_string) | (alfa_string < 0))
set (hObject, 'String',1);
errordlg('Neteisingai jivesta alfa reiksSmé (alfa>0)!!!','Klaida');
else
alfa=alfa_string;
handles.alfa=alfa;
guidata (hObject,handles);

end
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function edit5_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
else
set (hObject, 'BackgroundColor',get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'));

end

% ———-Ivedama beta reiksme.
function edit5_Callback (hObject, eventdata, handles)
beta_string=str2double (get (hObject, 'string'));
if (isnan(beta_string) | (beta_string < 0))
set (hObject, 'String',1);
errordlg('Neteisingai jivesta beta reiksSmé (beta>0)!!!','Klaida');
else
beta=beta_string;
handles.beta=beta;
guidata (hObject,handles);
end
% ——— Paklaidos ir ivercio pavirsius, kai n fiksuotas (nepriklausomos) .
function pushbutton3_Callback (hObject, eventdata, handles)
set (handles.editl, 'Visible', 'off'");
set (handles.edit2, 'Visible', 'off'");
set (handles.edit3, 'Visible', 'on');
set (handles.edit4, 'Visible', 'on');
set (handles.edith, '"Visible', 'on');
set (handles.textl, 'Visible', 'off'");
set (handles.text2, 'Visible', 'off'");
set (handles.text3, 'Visible', 'on');
set (handles.text4, 'Visible', 'on');
set (handles.text5, 'Visible', 'on');
set (handles.axesl, 'Visible', 'on');
set (handles.text6, 'Visible', 'on');
set (handles.text7, 'Visible', 'off'");
set (handles.text8, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");



set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.

o)

pushbuttonl?2, 'Visible', 'off");
pushbuttonl3, 'Visible', 'off");
pushbuttonl4, 'Visible', 'off");
pushbuttonl5, 'Visible', "off");
pushbuttonl6, 'Visible', 'off");
pushbuttonl?, 'Visible', 'off"');
pushbuttonl8, 'Visible', '"off");
pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——- Grazina i pradinini langa.

function pushbutton4_Callback (hObject, eventdata,

axes (handles.axesl);

cla

set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.

axesl, 'Visible', '"off");

editl, 'Visible', 'off"'");

edit?2, 'Visible', 'off"'");

edit3, 'Visible', 'off"');

edit4, 'Visible', 'off"'");

edith, 'Visible', 'off"'");

textl, 'Visible', 'off'");

text?2, 'Visible', 'off'");

text3, 'Visible', 'off"');

text4, 'Visible', 'off"');

text5, 'Visible', 'off");
pushbutton?2, 'Visible', 'off"'");
pushbutton4, 'Visible', 'off"'");
pushbutton3, 'Visible', 'on');
pushbutton?2, 'Visible', 'off"'");
pushbuttonl, 'Visible', 'on');
pushbutton5, 'Visible', 'on');
pushbutton6, 'Visible', 'on');
pushbutton?7, 'Visible', 'on');
pushbutton8, 'Visible', 'off"'");
pushbutton9, 'Visible', 'on');
pushbuttonlO, 'Visible', '"off");
pushbuttonll, 'Visible', 'on');
pushbuttonl?2, 'Visible', 'off");
pushbuttonl3, 'Visible', 'on');
pushbuttonl4, 'Visible', 'off");
pushbuttonl5, 'Visible', 'on');
pushbuttonl6, 'Visible', '"off");
pushbuttonl?, 'Visible', 'on');
pushbuttonl8, 'Visible', '"off");
text6, 'Visible', 'on');

text7, 'Visible', 'on');

text8, 'Visible', 'off"');
pushbuttonl9, 'Visible', 'off");

handles)
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3 ——— Paklaidos ir ivercio grafikas, kai y ir n fiksuoti(nepriklausomos).
function pushbutton5_Callback (hObject, eventdata, handles)
set (handles.editl, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit2, 'Visible', 'on');

set (handles.edit3, '"Visible', 'on');

set (handles.edit4, 'Visible', 'on');

set (handles.edith, '"Visible', 'on');

set (handles.textl, 'Visible', 'off'");

set (handles.text?2, 'Visible', 'on');

set (handles.text3, 'Visible', 'on');

set (handles.text4, 'Visible', 'on');

set (handles.text5, 'Visible', 'on');

set (handles.axesl, 'Visible', 'on');

set (handles.text6, 'Visible', 'on');

set (handles.text7, 'Visible', 'off'");

set (handles.text8, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off'");

set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off'");

set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");

set (handles.pushbuttonl?, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off'");

set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio grafika, kai y ir n fiksuoti(nepriklausomos).
function pushbutton6_Callback (hObject, eventdata, handles)
y=handles.y;

n=handles.n;

alfa=handles.alfa;

beta=handles.beta;

x=1:0.1:10;

for i=1:length(x)

f=(1-x (i)~ (-alfa)/n-y" (-beta) /n+(x (i)~ (-alfa)*y” (-beta))/(n"2))"n;



H=exp (-x (1) " (-alfa)-y”" (-beta));
paklaida(i)=abs (f-H);
u=n*(1l-(1l-x(i)"(-alfa)/n-y” (-beta) /n+(x (1)~ (-alfa)*y” (-beta))/(n"2)));
v=u+log (H) ;
g=2*u”2/(3*n);
s=abs (v)/3;
if (u/n<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & 9<1
R1=2*u"2/n+2*u”4/(n"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-5s);
delta (i)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
plot(x(l:length(x)),paklaida, 'g', 'Linewidth',2)
Xlabel ('x', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida, Ivertis','Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold’");
hold on
plot(x(l:length(x)),delta, 'm', 'Linewidth', 2)

% ——— Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir n fiksuoti(nepriklausomos).
function pushbutton7_Callback (hObject, eventdata, handles)
set (handles.editl, '"Visible', 'on');

set (handles.edit2, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit3, 'Visible', 'on');

set (handles.edit4, 'Visible', 'on');

set (handles.edith, '"Visible', 'on');

set (handles.textl, 'Visible', 'on');

set (handles.text2, 'Visible', 'off'");

set (handles.text3, 'Visible', 'on');

set (handles.text4, 'Visible', 'on');

set (handles.text5, 'Visible', 'on');

set (handles.axesl, 'Visible', 'on');

set (handles.text6, 'Visible', 'on');

set (handles.text7, 'Visible', 'off'");

set (handles.text8, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off'");
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set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl?7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio grafika, kai x ir n fiksuoti(nepriklausomos).
function pushbutton8_Callback (hObject, eventdata, handles)
x=handles.x;
n=handles.n;
alfa=handles.alfa;
beta=handles.beta;
y=1:0.1:10;
for i=1:length(y)
f=(1-x"(-alfa)/n-y (i)~ (-beta)/n+(x"(-alfa)*y (i)~ (-beta))/(n"2))"n;
H=exp (-x" (-alfa)-y (i) " (-beta));
paklaida(i)=abs (f-H);
u=n*(1l-(1-x"(-alfa)/n-y (i) " (-beta) /n+(x" (-alfa)*y (i)~ (-beta))/(n"2)));
v=u+log (H) ;
g=2*u”2/(3*n);
s=abs (v)/3;
if (u/n<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & 9<1
R1=2*u"2/n+2*u”4/(n"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-5s);
delta (i)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
plot(y(l:length(y)),paklaida, 'g', 'Linewidth', 2)
Xlabel ('y', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida, Ivertis','Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold’");
hold on
plot(y(l:length(y)),delta, 'm', 'Linewidth', 2)

% ——— Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir y fiksuoti (nepriklausomos).
function pushbutton9_Callback (hObject, eventdata, handles)
set (handles.editl, '"Visible', 'on');

set (handles.edit2, 'Visible', 'on');

set (handles.edit3, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit4, 'Visible', 'on');

set (handles.edith, 'Visible', 'on');

set (handles.textl, 'Visible', 'on');

set (handles.text2, 'Visible', 'on');

set (handles.text3, 'Visible', 'off'");

set (handles.text4, 'Visible', 'on');

set (handles.text5, 'Visible', 'on');



set (handles.axesl, 'Visible', 'on');

set (handles.text6, 'Visible', 'on');

set (handles.text7, 'Visible', 'off'");

set (handles.text8, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl0O, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl?7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio grafika, kai x ir y fiksuoti(nepriklausomos).
function pushbuttonlO_Callback (hObject, eventdata, handles)
x=handles.x;
y=handles.y;
alfa=handles.alfa;
beta=handles.beta;
n=1:0.1:100;
for i=1:length(n)
f=(1-x"(-alfa)/n(i)-y"(-beta)/n(i)+(x"(-alfa)*y”~(-beta))/(n(i)"2))"n(1);
H=exp (-x" (-alfa)-y" (-beta));
paklaida(i)=abs (f-H);
u=n(i)*(1-(1l-x"(-alfa)/n(i)-y”~(-beta)/n(i)+(x"(-alfa)*y” (-beta))/(n(i)"2)));
v=u+log (H) ;
g=2*u"2/(3*n(1i));
s=abs (v)/3;
if (u/n(i)<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & g<1
R1=2*u"2/n(i)+2*u™4/(n(i)"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-s);
delta(i)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end

plot(n(l:length(n)),paklaida, 'g', 'Linewidth', 2)
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Xlabel ('n', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida, Ivertis','Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold’");
hold on

plot(n(l:length(n)),delta, 'm', 'Linewidth', 2)

% ——— Paklaidos ir ivercio pavirsius, kai n fiksuotas (priklausomos) .
function pushbuttonll_Callback (hObject, eventdata, handles)
set (handles.editl, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit2, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit3, 'Visible', 'on');

set (handles.edit4, 'Visible', 'on');

set (handles.edith, '"Visible', 'on');

set (handles.textl, 'Visible', 'off'");

set (handles.text2, 'Visible', 'off'");

set (handles.text3, 'Visible', 'on');

set (handles.text4, 'Visible', 'on');

set (handles.text5, 'Visible', 'on');

set (handles.axesl, 'Visible', 'on');

set (handles.text6, 'Visible', 'off'");

set (handles.text7, 'Visible', 'on');

set (handles.text8, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl?, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');
% ——— Braizo paklaidos ir ivercio pavirsiu, kai n fiksuotas (priklausomos) .
function pushbuttonl2_Callback (hObject, eventdata, handles)
n=handles.n;

alfa=handles.alfa;

beta=handles.beta;



[x,y]=meshgrid(1:0.1:10,1:0.1:10);

for i=l:length(x);
for j=l:length(y);
f=(1-x(i, )~ (-alfa)/n-y (i, J) "~ (-beta) /n+1l/(x(i, J)~alfa*n+y (i, j) “beta*n-1))"n;
H=exp (-x(1i,j)"(-alfa)-y(i,J) " (-beta)+(1/(x(i,])"alfa+y(i,J) beta)));
paklaida (i, j)=abs (f-H);
u=n*(1-(1-x(i,J) " (-alfa)/n-y (i, 3) "~ (-beta)/n+1/(x(i,j) “alfa*n+y(i,]) “beta*n-

1))

o

°

v=u+log (H) ;
g=2*u”2/(3*n);
s=abs (v)/3;
if (u/n<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & g<1
R1=2*u"2/n+2*u”4/(n"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-s);
delta (i, j)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
end
surf (x,vy,paklaida);
xlabel ('x', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
ylabel('y', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
zlabel ('Paklaida, Ivertis', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
hold on

surf (x,y,delta)

—-—— Paklaidos ir ivercio grafikas, kai y ir n fiksuoti(priklausomos).

function pushbuttonl3_Callback (hObject, eventdata, handles)

set (handles.editl, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit2, '"Visible', 'on');

set (handles.edit3, '"Visible', 'on');

set (handles.edit4, 'Visible', 'on');

set (handles.edith, '"Visible', 'on');

set (handles.textl, 'Visible', 'off'");

set (handles.text?2, 'Visible', 'on');

set (handles.text3, 'Visible', 'on');

set (handles.text4, 'Visible', 'on');

set (handles.text5, 'Visible', 'on');

set (handles.axesl, 'Visible', 'on');

set (handles.text6, 'Visible', 'off'");

set (handles.text7, 'Visible', 'on');

set (handles.text8, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");

set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
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set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl?7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio grafika, kai y ir n fiksuoti(priklausomos).
function pushbuttonl4_Callback (hObject, eventdata, handles)
y=handles.y;
n=handles.n;
alfa=handles.alfa;
beta=handles.beta;
x=1:0.1:10;
for i=1:length(x)
f=(1-x(1i)" (-alfa)/n-y” (-beta)/n+1/(x(i)~alfa*n+y*beta*n-1)) "n;
H=exp (-x (1) " (-alfa)-y" (-beta)+(x (i) alfa+y~beta)”(-1));
paklaida(i)=abs (f-H);
u=n*(1l-(1l-x(i)"(-alfa)/n-y” (-beta) /n+1/(x (i) ~alfa*n+y~beta*n-1)));
v=u+log (H) ;
g=2*u”2/(3*n);
s=abs (v)/3;
if (u/n<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & g<l1
R1=2*u"2/n+2*u”4/(n"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-5s);
delta (i)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
plot(x,paklaida, 'm', 'Linewidth', 2)
Xlabel ('x', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida, Ivertis','Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold’");
hold on
plot(x,delta, 'g', 'Linewidth', 2)

% ——- Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir n fiksuoti(priklausomos).
function pushbuttonl5_Callback (hObject, eventdata, handles)

set (handles.editl, '"Visible', 'on');

set (handles.edit2, 'Visible', 'off'");

set (handles.edit3, '"Visible', 'on');



set (handles.edit4, 'Visible', 'on');

set (handles.edith, 'Visible', 'on');

set (handles.textl, 'Visible', 'on');

set (handles.text2, 'Visible', 'off'");

set (handles.text3, 'Visible', 'on');

set (handles.text4, 'Visible', 'on');

set (handles.text5, 'Visible', 'on');

set (handles.axesl, 'Visible', 'on');

set (handles.text6, 'Visible', 'off'");

set (handles.text7, 'Visible', 'on');

set (handles.text8, 'Visible', 'on');

set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbuttonl?, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio grafika, kai x ir n fiksuoti(priklausomos) .
function pushbuttonl6_Callback (hObject, eventdata, handles)
x=handles. x;
n=handles.n;
alfa=handles.alfa;
beta=handles.beta;
y=1:0.1:10;
for i=1:length(y)
f=(1-x"(-alfa)/n-y (i) " (-beta)/n+l/(x"alfa*n+y (i) beta*n-1)) "n;
H=exp (-x" (-alfa)-y (i) " (-beta)+(x"alfa+y (i) “beta)”~(-1));
paklaida(i)=abs (f-H);
u=n*(1l-(1-x"(-alfa)/n-y (i) " (-beta) /n+l/(x"alfa*n+y (i) “beta*n-1)));
v=u+log (H) ;
g=2*u”2/(3*n);
s=abs (v) /3;
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if (u/n<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & g<1
R1=2*u"2/n+2*u™4/ (n"2)*1/(1-q) ;
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-s);
delta(i)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
plot(y,paklaida, 'm', 'Linewidth', 2)
Xlabel ('y', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida, Ivertis','Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold’");
hold on
plot(y,delta, 'g', 'Linewidth', 2)
% ——- Paklaidos ir ivercio grafikas, kai x ir y fiksuoti(priklausomos).
function pushbuttonl7_Callback (hObject, eventdata, handles)
set (handles.editl, '"Visible', 'on');
set (handles.edit2, '"Visible', 'on');
set (handles.edit3, 'Visible', 'off'");
set (handles.edit4, 'Visible', 'on');
set (handles.edith, 'Visible', 'on');
set (handles.textl, 'Visible', 'on');
set (handles.text?2, 'Visible', 'on');
set (handles.text3, 'Visible', 'off'");
set (handles.text4, 'Visible', 'on');
set (handles.text5, 'Visible', 'on');
set (handles.axesl, 'Visible', 'on');
set (handles.text6, 'Visible', 'off'");
set (handles.text7, 'Visible', 'on');
set (handles.text8, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton4, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton2, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl, 'Visible', 'on');
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton5, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton6, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton7, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton8, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbutton9, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonlQ, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonll, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonl2, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl3, 'Visible', 'off");
set (handles.pushbuttonld4, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl5, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl6, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl?, 'Visible', 'off'");
set (handles.pushbuttonl8, 'Visible', 'on');
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set (handles.pushbuttonl9, 'Visible', 'on');

% ——— Braizo paklaidos ir ivercio grafika, kai x ir y fiksuoti(priklausomos).
function pushbuttonl8_Callback (hObject, eventdata, handles)
x=handles.x;
y=handles.y;
alfa=handles.alfa;
beta=handles.beta;
n=1:0.1:100;
for i=1:length(n)
f=(1-x"(-alfa)/n(i)-y~ (-beta)/n(i)+1/(x"alfa*n(i)+y"beta*n(i)-1))" n(i);
H=exp (-x" (-alfa)-y” (-beta)+(x~alfa+y~beta)”(-1));
paklaida(i)=abs (f-H);
u=n(i)*(1-(1l-x"(-alfa)/n(i)-y”~(-beta)/n(i)+1/(x*alfa*n(i)+y"beta*n(i)-1)));
v=u+log (H) ;
g=2*u”2/(3*n(i));
s=abs (v)/3;
if (u/n(i)<1/2) & g>=0 & g<l & s>=0 & g<1
R1=2*u”2/n(i)+2*u™4/(n(i)"2)*1/(1-q);
R2=abs (v)+v"2/2*1/(1-s);
delta (i)=H* (R1+R2+R1*R2);
end
end
plot(n,paklaida, 'g', 'Linewidth', 2)
Xlabel ('n', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida, Ivertis','Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold’");
hold on
plot(n,delta, 'm', 'Linewidth', 2)

% ——— Isvalo grafika.

function pushbuttonl9_Callback (hObject, eventdata, handles)

cla(handles.axesl)

fiksuotasp.m
% ——— Braizo vienmacio Pareto skirstinio paklaida, kai p fiksuotas.
p=0.05;
pr=1;
pb=7;
zingsnis=0.1;
alfa=2;
[x]=(pr:zingsnis:pb);
for i=1:length(x)

if p>0 & p<1

Psi=1./(1+x.”(-alfa));
F=((x."alfa)-p)./((x.%alfa)-p+1);



Paklaida=(F-Psi);
plot (x,Paklaida, 'b")
Xlabel ('x', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
hold on
end

end

fiksuotasx.m
% ——— Braizo vienmacio Pareto skirstinio paklaida, kai x fiksuotas.
x=8;
pr=0;
pb=1;
zingsnis=0.02;
alfa=2;
[pl=(pr:zingsnis:pb);
for i=1l:length(p)
if x>=1
Psi=1./(1+x."(-alfa));
F=(x."alfa-p)./(x.”alfa-p+1);
Paklaida=(F-Psi);
plot (p,Paklaida, 'g")
Xlabel ('p', 'Fontsize', 12, 'Fontweight', 'Bold"');
Ylabel ('Paklaida', 'Fontsize',12, 'Fontweight', 'Bold"');
hold on
end

end
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