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SANTRAUKA

Sis magistro darbas yra skirtas stochastiniy ekstremumy stabilumo uzdaviniy sprendimui.
Tarkime, jog turime nepriklausomy atsitiktiniy dydziy seka X, X,,... X . Cia N yra atsitiktinis
dydis igyjantis naturaligsias reikSmes.
Pazymékime maksimalia ir minimalig sekos reikSmes:
Z, =max(X,,X,,.... X, ),
W, =min(X,,X,,....X, ).

Skirstinio funkcija F(x) vadiname N maks stabiligja, jeigu

P(ZNb_a < xj =F(x) < g, (F(xb+a))=F(x)

ir min stabiliaja, jeigu

P(ZNb_a ijzl—F(x)@gN(l—F(xb+a)):1—F(x).

Problema yra surasti tokias normavimo konstantas a, b >0, jei jos egzistuoja, kad Sios lygybés
bty teisingos.

Siame darbe yra atlikta N stabilumo analizé, kai N yra pasiskirstes pagal geometrini, Sibuya ir Harris
désnius. Taip pat yra paskaiCiuotas konvergavimo greitis maksimumams ir atlikta konvergavimo greicio
kompiuteriné analizé.

Gautais rezultatais mes patvirtinome jau Zinoma fakta, kad geometrinis N maks stabilumas ir N min
stabilumas yra vienas kita salygojantys. Taip pat gavome ir jrodéme naujus rezultatus, jog Sibuya ir Harris

N maks ir N min stabilumai néra vienas kita salygojantys.
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SUMMARY

This master’s work is dedicated to solution of the stochastic extremums stability problems.

Let’s say that we have a sequence of the independent random variables X, X,,...X,. Here Nis a
random value, which is a positive integer.
Let’s note maximum and minimum terms of variation series:
Z, =max(X,, X,,..., X ),
W, =min(X,,X,,....X, ).

The distribution function F(x) is known to be N max stable if

P(ZNb_a < xj =F(x) < g, (F(xb+a))=F(x)

and N min stable if

P(ZNb_a ijzl—F(x)@gN(l—F(xb+a)):1—F(x).

The problem is to find such constants of normalization a, b >0, if its exist, that these equalities
would be correct.

In this work the analysis of N stability is done then N is distributed by geometrical, Sibuya and
Harris laws. The convergence rate for maximums was constructed and also computerized analysis of
results was done.

In accordance with the main results, we confirmed the known fact that geometrical N max stability
and N min stability are influencing each other. Also we obtained and proved new results, that Sibuya and

Harris N max stability and N min stability are not influencing each other.
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IVADAS

Ekstremaliosios reikSmés (ekstremumai) yra nejprastai didelés ar mazos kintamyjuy reikSmeés.
Statistinés ekstremaliyju reikSmiy analizés tikslas yra iSanalizuoti Siy reikSmiu paplitima ir dydi, siekiant
geriausiai panaudoti turima informacija, suprasti vykstan¢ius procesus ir numatyti biisimas reikSmes.

Ekstremaliyju reikSmiy teorijos taikymai Siuo metu apima tokias sritis, kaip ekonomika, medicina,
finansai, draudimas, inzinerija, astronomija, socialiniai mokslai ir gamtos reiskiniai.

Pateiksime keleta pavyzdziy, kuriuose ekstremalios reikSmes (maksimumai arba minimumai)
vaidina svarby vaidmeni.

Stichiniai gamtos reiSkiniai — potvyniai, lilitys, ekstremalios temperatiiros, uraganai — gali biiti
numatyti remiantis mokslo apibréztomis taisyklémis, o ju padariniai sumazinti atsizvelgiant { minéty
stichiniy nelaimiy galimybg. Sistemy patikimumo problema sprendziama atsizvelgiant i tai, kad sistema
nustoja veikusi, jeigu sugenda bent vienas i3 jos elementy. Siuo atveju maZiausiai patikimas sistemos
elementas turi lemiamos jtakos visos sistemos funkcionavimui. Atmosferos uzterStumas iSreiSkiamas
procentiniu teraly kiekiu atmosferoje (koncentracija). Siy terSaly koncentracija nuolat matuojama.
Svarbu, kad maksimali koncentracijos reikSmé nevirSytuy nustatytos normos. Metalas yra veikiamas
korozijos, o pazeidimy dydis apibiidinamas maksimaliu korozijos gyliu.

Sie pateikti pavyzdziai toli grazu nei$semia visy atvejy, kuomet gali biiti taikoma ekstremaliyju
reikSmiy teorija, taciau ir ju pakanka parodyti, kokia plati gali buti Sios teorijos taikymo sritis. Tafiau ne
vien tik taikomojo pobiidZio uzdaviniais turtinga ektremaliyjy reikSmiu teorija, joje gausu ir idomiu
teoriniy problemuy.

Siame darbe nagrinéjame viena i§ ekstremaliyjy reik§miy teorijos analizuojamy sri¢iy —
maksimumy ir minimumy stabiluma. Bandysime pereiti nuo geometrinio N stabilumo analizés prie kity,
maziau iki $iol nagrinéty Sibuya bei Harris skirstiniy N stabilumo tyrimo.

Taigi, darbe atliksime geometrinio, Sibuya ir Harris skirstiniy N stabilumo tyrima: konkreciy
skirstiniy atveju patikrinsime geometrini, Sibuya ir Harris N maks ir N min stabilumus bei atliksime

kompiutering analizg.

Sia tematika skaityti prane§imai konferencijose, yra publikacijos [7], [8].



1. BENDROJI DALIS

1.1. STOCHASTINIAI EKSTREMUMAI

Tarkime, turime atsitiktiniy dydziy rinkini X,,X,,...X,. Sudarykime » pirmyjy sekos nariy
variacing eilute
X, <X, <..2X, .

Fiksuojame ke N. Kai n— oo, atsitiktinius dydzius X, ir X vadinsime k-tosiomis

n—k+lin
ekstremaliosiomis reik§mémis. Maziausia ir didZiausig variacinés eilutés narius pazymime
W, =min(X,,X,,...,X,),
Z, =max(X,,X,,....X,).

Atsitiktinius dydzius W ir Z, vadinsime ekstremaliosiomis reikSmémis arba tiesiog minimumu ir

maksimumu. Pateiksime keleta minimumy ir maksimumu pavyzdziy:
1. a) Lygiagre€iai jungty elementy, kuriy ilgaamziSkumas yra X ,X,,...X ,sistemos
ilgaamziskumas yra Z, .
b) Nuosekliai jungty elementy sistemos ilgaamziSkumas yra W,.
2. Individy populiacijos ilgaamziSkumas.
3. Korozijos gylis.
4. Maksimalios draudimo iSmokos per tam tikra laika.
5. Maksimalus ir minimalus vandens lygis.
6. Minimalios itampos, pramusancios laido (kabelio) izoliacija.
Atsitiktinio dydZio X pasiskirstymo funkcija F vadinama tikimybe, jog X < x:
F(x)=P(X <x), xeR.
Pasiskirstymo funkcijos savybés:
1) 0<F(x)<1.
2) F(x)yranemazgéjanti funkcija:
F(x,)<F(x,),kal x, <x,.
3) Galioja lygybés:
F(-0)=0, F(+0)=1.

4) Pasiskirstymo funkcija yra tolydi i$ kairés:
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F(x-0)=F(x),kai xeR.
Sios savybeés yra jrodytos [2] darbe.

Tarkime, u, =u,(x) — tokia realaus kintamojo funkcijy seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka
H, (u,(x))=P(Z, <u,(x)) silpnai konverguoja | neiSsigimusia pasiskirstymo funkcija H(x). Taip
apibréZta struktiira Z, kartu su prielaidomis apie atsitiktiniy dydziy seka {X L2 1} bei ju funkcijy seka
{u,,n >1} sudaro maksimumy schema.

Analogiskai apibréZiame minimumy schema. Tarkime v, = v, (x) — tokia realaus kintamojo funkcijy
seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka L, (v, (x))=P(W,6 <v, (x)) silpnai konverguoja | neiSsigimusia
pasiskirstymo funkcija L(x). Struktiira W, kartu su prielaidomis apie atsitiktiniy dydziy seka {X L2 1}
ir funkciju seka {vn ,n 2> 1} sudaro minimumy schema.

Jei atsitiktiniai dydziai {X = 1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste su pasiskirstymo
funkcija F'(x), o normavimo funkcijos u, ir v, tiesinés, t.y.

u,(x)=a,+bx, a,eR, b >0,
v (x)=c,+d,x, c,eR, d, >0,

tai tokia ekstremaliyjy reikSmiy schema vadinama klasikine.
Sudarysime ekstremumy matematini model;. Tarkime, kad turime atsitiktini vektoriy

(X,,X,,...X,). Imame struktiiras Z, ir W, . Sakykime, kad vektoriaus (X, X,,... X, ) skirstinio funkcija
F()cl,xz,...)cn):P(Xl <x,X,<x,,..X, <xn)

yra zinoma. Tada:

1. F, (x)=P(Z, < x)zp(ﬁxj < xj = F(x,X,...x).

Jj=1

2. Jeigu dydziai X,, i= L,n yra nepriklausomi su skirstinio funkcijomis F(x), i = 1,7, tai
F, @ =T1F.
i=1

3. Jei dydziai nepriklausomi ir vienody skirstiniy F,(x) = F(x), i = Ln,tai F , (x)=F"(x).

Skai¢iuodami minimumo W, skirstinj pasinaudojame teiginiu:

w, <x)=J(x, <x)

J=1
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Tada skirstinio funkcija

P(W, <x)= P[O(Xj < x)j =1-P(X, 2%, X, > x,.., X, > x)
j=1
Jeigu dydziai nepriklausomi, tai

Fy, (x)=P(W, <x)=1- ; (1-F,(x))

Jj=1

o jeigu dar ir vienody skirstiniy, tai

F, (0 =1-(1-F,®).
1.2. EKSTREMUMU RIBINES TEOREMOS

Suformuluosime keleta fundamentaliy vienmaciy ekstremaliyjy reikSmiy teorijos rezultaty, kuriuose
yra gauti nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy tiesiskai normuoty ekstremaliyjy
reikSmiy ribiniai skirstiniai ir pateikiami normavimo konstanty parinkimo biidai.

Tarkime, kad

Z, =maX(Xl,Xz,...Xn)zmaX(Xj’j:Ln): In/Xj

Jj=1
irdydziai X, j= 1Ln yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg su 7, (x) = F'(x). Tada skirstinio funkcija
H,(x)=P(Z, <x), kai n >

yra lygi

H (x)=F"(x) >

n—>x0

0,kai 0< F(x)<l1
Lkai F(x)=1 ~

Gauname iSsigimusi ribini skirstini.
Tarkime, kad egzistuoja tokios normavimo konstanty sekos {an,n 21} ir {bn >0,n 21}, kad

limP(Z, <a, +b x)=H(x) (1.1)

n—>o0
kiekviename funkcijos H(x) tolydumo taSke (¢ia H(x) - neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija). Toki
konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba atsitiktiniy dydziy konvergavimu. Jeigu
taip yra, tai rasime visas galimas / (x)iSraiSkas bei normavimo konstantas a, ir b,. [rodysime bendra
teorema iS dalies iSsprendziancia Sia problema.

1.1 teorema. ([4]) Salyga
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z,(x)= n(l—F(xbn +an))—> z(x),kai n —> o
yra bitina ir pakankama, kad galioty (1.1) lygybé. Be to,
H(x)=e"",

[rodymas:

(1.2)

P(Z”b_a” <xJ:P(Zn <xb, +a,)=F"(xb, +an):(
n

n

- n(l-F(xb, +a, ))j"

Pasinaudojame i§ analizés Zinomu sarySiu:

z (x .
(liﬁJ — e kai n >
n

tada ir tik tada, kai z, (x) = z(x).
I$ Sio sarysio ir (1.2) lygybés iSplaukia biitinumas ir pakankamumas (zn (x)= n(l —F(xb, +a, )))
Teorema jrodyta.
Si teorema neteikia algoritmo normavimo konstanty a,ir b, >0 skaifiavimui. Be to, néra z(x)
analizinés i8raiSkos. Tai Sios pakankamai bendros teoremos tritkumai.
Sakysime, kad skirstinys F priklauso ribinio skirstinio H traukos sri¢iai (zymésime F € D(H)),

jei egzistuoja tokios normavimo konstanty sekos, kad bty tenkinama lygybeé

limP(Z, <a,+b,x)=H(x).

Dabar pazymékime
W, =min(X,,X,,..., X,).
Tarkime, kad egzistuoja tokios normavimo konstanty sekos {cn N> 1} ir {dn >0,n2 1} , kad

limP(W, <c, +d, x)=L(x) (1.3)

kiekviename funkcijos L(x) tolydumo taske (¢ia L(x) - neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija). Toki
konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba atsitiktiniy dydziy konvergavimu.
Sakysime, kad skirstinys /' priklauso ribinio skirstinio L traukos sri¢iai (zymésime F € D(L)), jei
egzistuoja tokios normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé (1.3).
Toliau nagrinésime klasiking schema: dydziai X,, j=>1 nepriklausomi, vienody skirstiniy,

normavimas — tiesinis. Suformuluosime ribines ekstremumy teoremas. Pazyméjimai:
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a(F) =inf{x: F(x) > 0},
o(F) =sup{x: F(x) <1},

1.2 teorema. ([4]) Tarkime, kad w(F') = +o0 . Jeigu egzistuoja toks y > 0, kad su visais x > 0

lim 1- F(tx) _

lim =5 x7 (1.4)

tai egzistuoja tokios normavimo konstantos a,ir b, > 0, su kuriomis

zZ, -
P n an<x :}Hly(x): e ,x>0
b ’ 0,x<0

n

Tada normavimo konstantos parenkamos taip:
a, =0, o b, randame 1§ lygties: 1 - F(b,) = %
1.3 teorema. ([4]) Tarkime, kad o(F) < . Apibréziame skirstinio funkcija:
F'(x)= F(co(F) —éj,x > 0.

Jei egzistuoja toks 7 >0, su kuriuo F"(x)tenkina salyga (1.4), tai egzistuoja tokios normavimo

konstantos a,ir b, > 0, su kuriomis

7 — —(=x)
pl = a, <x :>H27()C): e ,)C<0.
b ’ 0,x>0

n

Tada normavimo konstantas parenkame taip:

a, =o(F), b,: imame b/ i§ lygties 1 - F(b)) = i, tada b, = o(F)—b, .
n

1.4 teorema. ([4]) Tarkime, kad baigtiniam dydziui a

w(F)
[a-Fpdy <. (1-3)
Apibréziame funkcija
o(F) _
R(t) = M’ a(F)<t<o(F).
) 1-F()
Jeigu

L= F(t+xR(@) _ .
>o(F) 1= F()

, XER, (1.6)
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tal

Z — .
P[ "b a”<xj:>H3(x):ee , XER.

n

Tada normavimo konstantas parenkame taip:

a,randame 1S lygties: 1-F(a,)=—, 0 b, = R(a,).
n
Pastaba. 1.2 — 1.4 teoremose pateiktas normavimo konstanty a, ir b, parinkimo btidas néra

vienintelis, taciau jis yra geras tuo, kad yra paprastas ir konstruktyvus, tode¢l savo darbe ieskodami

normavimo Konstanty remsimés biitent Siomis teoremomis.

(d,,,H,,,H;)

lLa»

1.5 teorema. ([4]) Klasikin¢je maksimumy schemoje egzistuoja tik trys
neissigimusio ribinio skirstinio tipai.

1.6 teorema. ([4]) Tarkime, turime klasiking maksimumu schema.

1) F e D(H,,) tada ir tik tada, kai @(F) =0 ir tenkinama salyga (1.4);

2)F € D(H, ) tada ir tik tada, kai @w(F) <oo ir funkcija

F'(x)=F(o(F)-1/x), (x> 0)

tenkina salyga (1.4);

3)F e D(H,) tada ir tik tada, kai integralas (1.5) yra baigtinis, ir tenkinama salyga (1.6).

1.7 teorema. ([4]) Tarkime, a(F) = —o0, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta y , kad

F(x)
lim FO) =X a.7

visiems x > 0. Tuomet F e D(L, ). Cia

I-exp(=(-x)7"), x<0,
Ll,;/ (x) =
1 x=>0.

5

Normavimo konstantas galima parinkti tokiu biidu:
d, = sup{x F(x) < l/n}, 0

c, =0.
1.8 teorema. ([4]) Tarkime a(F') yra baigtinis, o pasiskirstymo funkcija
F'(x)=F(a(F)-1/x), x<0

tenkina salyga (1.7). Tuomet F € D(L, ). Cia
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l1—exp(—x"), x2=>0,

0, x<0.

LZ,;/ (x) = {

Normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
c, =a(F),
d, = sup{x F(x)< l/n}—a(F).
1.9 teorema. ([4]) Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta ¢ integralas
I F(y)dy 1.8)
a(F)

yra baigtinis. Apibrézkime funkcija

1 t
(0 = 0. (j )F(y)dy :

Cia t > a(F).
Jei visiems realiems x egzistuoja riba

m Ft+xr(t) = e, (1.9)
t—a(F) F(t)

tai F e D(L,).Cia
Ly(x)=1-exp(-e"), (—0 < x < ).
Normavimo konstantas galima parinkti tokiu biidu:
¢, =supix: F(x)<1/n},
d,=r(,).
1.10 teorema. ([4]) Klasikin¢je minimumy schemoje egzistuoja tik trys (L, ,, L, ,,L;) neiSsigimusio
ribinio skirstinio tipai.
1.11 teorema. ([4]) Tarkime, turime klasiking minimumy schema.
1)F e D(L,,) tada ir tik tada, kai «(F') = —o0 ir tenkinama salyga (1.6);
2)F € D(L,,) tada ir tik tada, kai a(F') > o ir funkcija
F'(x)=F(a(F)-1/x), (x <0)
tenkina salyga (1.6);
3)F € D(L,) tada ir tik tada, kai integralas (1.8) yra baigtinis, ir tenkinama salyga (1.9).
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1.3. MAKS IR MIN STABILIEJI SKIRSTINIAI

Skirstinio funkcija F vadiname maks stabiligja, jeigu egzistuoja tokios centravimo ir normavimo

konstantos a,ir b, > 0, su kuriomis

P(an—a,, <xJ=F(x) < F'(xb, +a,)=F(x).

n

Yra tik trys maks stabilieji skirstiniai:

e x>0
1) H, (x)= ’ ,
) l,;/( ) { O’XSO
e ™ x<0
2) H,,(x) =
0,x>0
3) Hy(x)=e™ .

Skirstinio funkcija F vadiname min stabiligja, jeigu egzistuoja tokios centravimo ir normavimo

konstantos ¢, ir d, > 0, su kuriomis

P(%<XJZF(X)C>1—(1—F(M +c,)) =F(x).

Yra tik trys min stabilieji skirstiniai:

I—exp(—(-x)7"), x<0,
1, x=>0.

DL, (x) ={

I—exp(—x"), x>0,
2) L, (x) = { 0

, x<0.

3) Ly(x) =1—-exp(—e"), (—o0 < x < ).

1.4. ATSITIKTINIS DYDZIU SKAICIUS

Dabar pereikime nuo determinuoto prie atsitiktinio dydziy skaiciaus strukttiros nagrinéjimo.

Tarkime, turime atsitiktiniy dydziy rinkin{ X, X,,... X, su skirstinio funkeija F(x)= P(X, < x)
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Cia N — atsitiktinis dydis, jgyjantis natiiraliasias reikimes: N e {1,2,...}. N ir X yra tarpusavy
nepriklausomi dydziai. Pazymime:
Z, =max(X,,X,,.... X, ),
W, =min(X,,X,,....X, ).

Pavyzdziai:

1. X, —korozijos gylis t-tajame taske, j =1, N . Domina struktura Z, .

2. Maksimalios draudimo iSmokos per metus.

3. Populiacijos ilgaamziSkumas Z, = max(Tl Iy Ty, ) , T; —j-tojo individo ilgaamZiSkumas.

4. Stacionarios eilés maksimalus ilgis.
1.5. RIBINE PERKELIMO TEOREMA IR KONVERGAVIMO GREITIS

Problema:

Zinant centravimo ir normavimo konstantas a, ir b, > 0, su kuriomis teisinga lygybé

n

P( an_ D o xJ:H(x)

ir N, ribinius skirstinius, rasti

. ZN _An
ImP| ———< x|.
n—oo B

n

Mus domina kokios papildomos salygos dydziui N, salygoja perkélima zinomu ribiniy désniy

n

(H,,,H,,,H,;)atveju, kai komponenciy skaiCius maksimumy struktiroje yra atsitiktinis. Si problema

Ly>
sprendziama pasinaudojant perkélimo teorema maksimumams.

1.12 teorema.([1]) Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai N, ir X ,, j>1 yra tarpusavyje nepriklausomi. Jei

egzistuoja tokios normavimo ir centravimo konstantos a, ir b, > 0, su kuriomis

P(Z”b_ % xj:H(x), 71— 0 (1.10)

n

r

P(N” <xj—>A(x), n— o, (1.11)
n
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tai
P[% < xj S W), n—>®. (1.12)
Cia ribiné skirstinio funkcija
Y(x)= THZ (x)dA(z) . (1.13)
0

Taigi matome, jog perkélimo teorema padeda mums rasti, | ka artéja maksimumy struktiiros Z,
pasiskirstymo funkcija. Taciau, kaip ir kiekvieno artéjimo atveju, atsiranda paklaidy, netikslumy.
Atsiranda noras patikrinti, ar, kai kalbame apie atsitiktini &, perkélimo teorema yra vienintelis ir
geriausias dalykas, skirtas Z, ivertinimui. Paklaidoms nustatyti naudojama konvergavimo greicio jvercio
teorema.

1.13 teorema.([3]) Tarkime tenkinamos (1.10 — 1.13)salygos. Tuomet teisingas ivertis

o0

2=

0

—zu(x) dZ

P(Z,; < xb+a)-y(x)|<Z

u(x)

jeigu z, (x) =u(x) ir —= < —
n 2

1.6. N STABILUMAS

Jau zinome, kad skirstini F(x) vadiname maks stabiliuoju, jeigu

P[Z”b_ D o xj = F(x) & F"(xb, +a ) = F(x)

n

ir min stabiliuoju, jeigu

P(W"d_c” <xj:F(x) & 1—(1—F(xdn +cn))" = F(x).

n
Dabar apibrésime N maks ir N min stabiliuosius skirstinius.

Skirstini F(x) vadiname N maks stabiliuoju, jeigu

P(ZNb_a < xj =F(x) < g, (F(xb+a))=F(x)

ir N min stabiliuoju, jeigu
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P(WNb_a SXJ=1—F(X)©gN(l—F(xb+a))=1‘F(x)'

Cia g, (x) - generuojancioji funkcija.
Sveikaskaicio atsistiktinio dydZio X generuojanéiaja funkcija g vadiname atsitiktinio dydzio z* vidurki

g2)=gy(2)=Mz" =) z"p,

1.6.1. GEOMETRINIS N STABILUMAS

Nagrinékime atveji, kai N yra pasiskirstes pagal geometrini désnj su parametru p, t.y.
PN=k=p-(1-p)ff~1 k=12.. 0<p<l.

Geometrinio skirstinio generuojancioji funkcija

_ pz
gN(Z)_ 1—(1-p)z .

Taigi, skirstinio funkcija F (x) yra geometriskai N maks stabilioji, kai

pF(bx +a) _ F(x)
1-(1- p)F(xb+a) '

Cia centravimo ir normavimo konstantos a = a(p), b = b(p).Si lygybé yra vadinama geometrinio N maks
stabilumo kriterijumi.

Atitinkamai skirstinio funkcija F (x) yra geometriSkai N min stabilioji, kai

pF (bx + a) _F(x)
1-(1— p)F(xb+a) '

Tai geometrinio N min stabilumo kriterijus. Cia F(x) =1-F(x).

1.14 teorema. ([5]) Skirstinio funkcija F(x), x € R yra geometriSkai N maks stabili tada ir tik tada, jeigu ji
yra geometriSkai N min stabili.

[rodymas:

Turime geometrinio N maks stabilumo kriterijy

PE(x) =F(x).
(1-(1-p)F(x)

Pazymime f(x) =1- F(x) ir atlickame paprastus pertvarkymus:
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PEO) _pgeio PFO gyl FO g o
(1-(-p)F(x)) (1-(1-p)F(x)) p+(1-p)F(x)
L(’“)_ = F(x).
1-(1-p)F(x)
Cia
F(x)= _ pFE)
1-=(1-p)F(x)

yra geometrinio N min stabilumo kriterijus.

Taigi,

Fy=—PE® PP g
(1-(0-pFx) 1-(1-p)F(x)

Teorema jrodyta.

1.6.2. SIBUYA N STABILUMAS

Toliau nagrinésime atveji, kai N pasiskirstgs pagal Sibuya désni.
Sibuya skirstinys yra diskretus skirstinys su generuojanciaja funkcija
gy(@2)=1-(1-2)", 0<a<l.
Suformuluosime Sibuya N maks ir N min stabilumo kriterijus.
Skirstinio funkcija F(x) vadiname Sibuya N maks stabiligja, jeigu
1-(1-F(xb+a))” = F(x)
ir N min stabiliaja, jei

1-(1-F(xb+a))* = F(x)

1.6.3. HARRIS N STABILUMAS

Treciasis Siame darbe nagrinéjamas atvejis yra, kai N pasiskirstgs pagal Harris désni.
Harris skirstinio tikimybes generuojancioji funkcija yra

g (2)= z k>0, m>1.

(m—(m—1)z")*

Ji gali buti uzraSoma ir taip:
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z* k
gy (2) _((m—(m—l)zk)] .

Suformuluosime Harris N maks ir N min stabilumo kriterijus.
Skirstinio funkcija F(x) yra Harris N maks stabilioji, kai
F(xb+a)

—=F(x)
(m—(m—=1)F"(xb+a)

ir N min stabilioji, kai

F(xb+a)

—=F(x).
(m—(m-DF*(xb+a)*

1.7. DARBE SPRENDZIAMI UZDAVINIAI

Iki Siol jvairiose mokslo darbuose didZiausias démesys buvo skiriamas geometriniam min bei maks
stabilumui. Biitent geometrinio skirstinio atzvilgiu buvo atlikta gilesné analiz¢ ir N stabilumo srityje. Buvo
pastebéta, jog geometrinio skirstinio atveju N maks ir N min stabilumai yra vienas kita salygojantys, t.y jei
skirstinio funkcija F(x) yra geometriSkai N maks stabili, tai ji bus ir geometriskai N min stabili (teisingas
ir atvirk§¢ias teiginys) . Siame darbe mes bandysime pereiti nuo geometrinio N stabilumo analizés prie
kity skirstiniy &V stabilumo tyrimo. Be geometrinio, nagrinésime iki Siol mazai nagrinétus Sibuya ir Harris
stabilumus. Pradésime nuo to, jog atliksime geometrinio N stabilumo tyrima, kuris patvirtina minétas
geometrinio skirstinio savybes. Be to, bandysime apibendrinti Siuos pasteb&jimus kitiems dviems N
skirstiniams.

Darbo tikslai:

e konkreciy skirstiniy atveju patikrinti geometrini N maks ir N min stabiluma;
e konkreciy skirstiniy atveju patikrinti Sibuya N maks ir N min stabiluma;

e konkreciy skirstiniy atveju patikrinti Harris N maks ir N min stabiluma;

o atlikti konvergavimo grei¢io kompiutering analizg.

Konvergavimo greitis tiriamas grafiSkai, naudojantis programa Mathcad 2001 .
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2. TIRTAMOJI DALIS
2.1 GEOMETRINIO N STABILUMO TYRIMAS

Nagrinékime atveji, kai N yra pasiskirstes pagal geometrini désni su parametru p, t.y.

PN=k=p-(1-pf~1 k=12.. 0<p<l.
Suformuluosime ir jrodysime nauja teorema:
2.1 teorema. Atsitiktinis dydis X yra geometriskai N maks stabilus tada ir tik tada, kai jo skirstinio

funkcija F(x) gali biiti uzraSyta taip:

Flx)= Y(x) T(x):‘[’(b-x+a)

= ; , b>0,aeR 2.1)
1+¥Px) p

[rodymas:

Biitinumas. Tarkime, F(x) tenkina (2.1) salyga. Irodysime, kad F(x) yra geometriSkai N maks stabili.

b P(x)

_ pFx) 1+%x) p-Px) B
S = ) ) WY 1YYt p )
0=

p-¥x)  ¥Yb-x+a) _Fb-x+a)

:1+p-5”(x)_1+‘[’(b-x+a)
Pakankamumas. Tarkime, kad F(x) geometriSkai N maks stabili. [rodysime, kad F(x) tenkina (2.1)
salyga.

Kadangi F(x) yra geometriskai N maks stabili, tai teisingas toks sarysis:

PFY  _ppxia).

1-(1-p)-F(x)
Pazymeékime
_ F
= R
Tuomet
_ )
o=

Tada
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b P(x)
PFx)  _ 1+%x)  _ p-¥x) __r¥x
I=(1=p)F®) _q_ ). Yx)  1+¥x)-Px)+p-¥x) 1+p-¥x)
1+ %)
IS kitos pusés
p-Fx) _Fbxta)= p¥x) _ ¥b-x+a)
1-(1-p)-F(x) 1+p-¥Yx) 1+¥0b-x+a)

Taigi
p-Px)=¥b -x+a)
Teorema jrodyta.

1

—— X€R.
l+exp(—x)

Toliau nagrinékime konkrecia skirstinio funkcija F(x) =

Pertvarkykime $ia funkcija:

)= 1 . exp(x)
- l+exp(—x) - 1+exp(x)

Matome, jog teoremos salyga (2.1) yra tenkinama, taigi Siuo atveju funkcija F(x) yra geometriSkai N maks

stabili. Suraskime konstantas a ir b > 0 bei patikrinkime stabiluma naudodami geometrinio N stabilumo

kriterijus.
p ;
1+ exp(—x 1
2, (F()= T E e e
1-(l-p)-—————— exp(—x) + p 1+p7
1 +exp(—x) p
(F(xb+a))= ! = ! =F(x), kaia=lnp, b=1
En L+ exp(—xb—a) 1+exp(—x) ’ P '
p
Gauname, kad funkcija F(x)= ;,x € R yra geometriskai N maks stabili.
I+exp(—x)

Pagal 1.14 teorema, ji turi biiti ir geometriSkai N min stabili. Tikriname geometrini N min stabiluma:

1
N I
(- F)- p( ”e"p(_x)J L I
Ew ( 1 j 1+ p-exp(—x) 1+ p-exp(—x)
=(=p) 1=
1+ exp(—x)
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1 1 1

gN(l—F(Xb+a)): 1+p.exp(—xb_a) B _m

=1-F(x), kaia=Inp, b=1.

Gauname, kad funkcija F(x) = ;,x € R yra geometriSkai N min stabili.

I+exp(—x)

Dabar panagriné¢kime kita pavyzdi.
Skirstinio funkcija F(x)=1- La , x>1, a >0 (Pareto).
X

Pagal 2.1 teorema ji néra geometriSkai N maks stabili. Patikrinus i$ tiesy neimanoma rasti tokiy konstanty

a ir b > 0, kad bty tenkinamas geometrinio N maks stabilumo kriterijus.

Taigi, rasime ribinj skirstini A (x)ir normavimo konstanty a,,b, > 0 iSraiSkas maksimumy atveju,
kai pasiskirstymo funkcija yra F(x) =1-—-. Tai atliksime taikydami ribines teoremas maksimumams
x

(1.2 — 1.4 teoremos).

IS funkcijos iSraiSkos nustatome, kad w(F') =+, a(F)=0. Taigi, tinka 1.2 arba 1.4 teorema.

Tikriname 1.2 teorema:

1
1-(-—)
2P0 _ iy (xt) =lim & = — = x ¢ > +.
1=+ I—F(f) {40 1_(1_i) t—>+o0 i x4
¢ t”

Sios teoremos salyga tenkinama, todé¢l galime teigti, kad

Randame normavimo konstantas:

Taigi, galutinai

7 -
Pl —-<x =e " .

Rasime konvergavimo greicio iverti naudodamiesi 1.13 teorema.
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|P(ZN <xb+a)- l//(x)’ < gz

2=

(=]

z

© : 2 R -z LJr
Cia w(x)zj(e_):"j d(l—e_z)zje_;e_zdx:je (xa ljd)c: :C , x>0.
0 0 0

x“+1

Apskaiciuosime konvergavimo greicio ivercio iSraiSkos démenis atskirai. Pimasis démuo:

j e dA(nz) =" (x E ‘”‘“‘)dA[l (1—% } CHCII ln( jj ze-”(”(l—ij dz <
) n n n-1 n

0 0

© L) 2
<u’(x)n- ln(ij I ze ™ We dz =u* (x)n - ln(ijj ze gy = Y (%) > ln( " j
n-1 n-1 (+u) \n-1

0 0
_(1_1J ’
n

Antrasis démuo:

—zu(x)dZ — u(x)J- —ZM(X)dZ =

K 1
e
u(x)fj( )e au(x) =2 gy — u(x)fj () o g o u(x) e]c’zezu(x)ezdzz

0 0

_u(x)qe [ Lo, 1 J:u(x)«/Z(2+u(x))

e dz = u(x)j e
0

n 1+u(x) (1+M(X))2 n(1+u(x))*

Démeny suma:

uz (x) Tzezu(x)dA(
0

e gy u’(x) -ln( 1] u(x)«/—(2+u(x))

0 n-

. ; -(u(x)ln( & +‘/;(2+”(x))D
n

(l + u(x))2 n(1+u(x))’

(1 +u(x))
Kadangi,

u(x)=x",

tai galutinai

x“ ,a n x/;(2+x_“)
|P(ZN<xb+a)—1//(x)‘£m-[x ln(n j J

Toliau atliksime $io teorinio rezultato kompiutering analizg.

Pateiksime keleta konvergavimo greicio ivercio grafiky, iliustruojanciy jo priklausomybg nuo x ir nuo n.

Sia priklausomybe tiriame viena parametra fiksuodami, o kita palikdami kintamu.



1 pav. pavaizduotas konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai x fiksuotas, o n kinta intervale [2;100]
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1 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai x fiksuotas

2 pav. pavaizduotas konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai n fiksuotas, o x kinta intervale [2;100].

03 03 ' '
0z ]
n==2
=2,
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....... I:Il N
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1 X

2 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai n fiksuotas

3 pav. pavaizduotas konvergavimo greicio jver¢io pavirsius, kai x ir n kinta intervaluose [2;100].
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2 "A.""d-nr )
e 80 jon
hm‘ﬂr‘"’ T

3 pav. Konvergavimo greicio jvercio pavirsius

Detalesné konvergavimo grei¢io kompiuteriné analizeé pateikta 1 priede.

Taigi matome, jog N maks stabilumo atveju mes galime tiksliai pasakyti, kam bus lygi maksimumu
pasiskirstymo funkcija, tuo tarpu kai perkélimo teorema leidzia kalbéti tik apie artéjima. Kadangi N maks
stabilumo atveju kalba eina apie griezta lygybg, tai Siame lygmenyje mums nebekyla paklaidy vertinimo
problemy, priesSingai nei perkélimo teoremos taikymo atveju. Taigi, galime daryti iSvada, jog perkélimo
teorema néra nei vienintelis, nei geriausias maksimumy struktiiry vertinimo metodas, taciau pritaikius §i

metoda, paklaidos artéja i nulj, kai n neabibréztai didéja.

2.2 GEOMETRINIO SKIRSTINIO ISSKIRTINUMAS N STABILUMO
KONTEKSTE

Kaip jau buvo minéta, geometrinio skirstinio atveju N maks ir N min stabilumai yra vienas kita
salygojantys, t.y jei skirstinio funkcija F(x) yra geometriSkai N maks stabili, tai ji bus ir geometriSkai N
min stabili (teisingas ir atvirki¢ias teiginys). Siame skyrelyje mes bandysime pereiti nuo geometrinio N
stabilumo analizés prie kity skirstiniy N stabilumo tyrimo. Pradésime nuo to, jog pateiksime kelias
geometrinio skirstinio savybes, kurias salygoja anks¢iau minéta geometrinio N maks ir N min stabilumo

ypatybé . Be to, bandysime apibendrinti Siuos pastebéjimus kitiems N skirstiniamas.

Taigi, jau zinome, kad geometriniai N maks ir N min stabilumai yra vienas kita salygojantys. Dabar
yra i{domu istirti, ar i$ to, jog F(x) yra N maks ir kartu N min stabili galime daryti iSvada, jog N pasiskirstgs

pagal geometrini désnj. Geometrinio skirstinio su parametru p generuojancia funkcija Zymeékime g,(s).



28

Atidziau pazvelge 1 (1.14) teoremos irodyma, matome, jog geometrinis skirstinys, o tiksliau jo

generuojanti funkcija tenkina tam tikra specifing savybg
1-g,(1-5)=g,  (5), s€ [0,1] 2.2)
Si lygybeé isplaukia i§ (1.14) teoremos jrodyme esanéio ekvivalentumo

P F® Foy
(1-(1-p)-F(x) (p-0-p)F)

2.3)

Be to, pasinaudota faktu, jog geometrinio skirstinio su parametru p atveju

N

gr (S):p+(1—p)'S

Tikrai, nes

Pl
gp@¢*@ﬁ= p+(—p)-s _ P _

EE N

Kairioji (2.3) lygybés pusé€, charakterizuojanti maksimumy iSgyvenimo funkcija, kai N skirstinys yra

geometrinis, gali biiti uzrasyta ir tokiu pavidalu:

_ AFW®
1-(1-24)-F(x)

1= P(Z,, <x) A=1/p 24

Taigi matome, jog geometriSkai N maks ir geometriSkai N min skirstiniy i§gyvenimo funkcijos turi
vienoda struktiirg atzvilgiu F(x). Dabar nagrinékime, kaip yra pasiskirst¢ geometriniy (su parametru p)
maksimumy geometriniai(su parametru ¢) minimumai. Pasinaudojame (2.4) ir gauname tokia iSgyvenimo

funkcija:

¢ AFx) 2.5)
1-(1-g-2)-F(x)

(2.5) rezultata gavome tik todél, kad (2.3) lygybés kairigja pusg¢ buvo galima paraSyti kaip (2.4) ir todel,
jog geometrinio skirstinio generuojanti funkcija yra uzdara superpozicijos atzvilgiu. Taigi Siuo metu jau

zinome, jog geometrinio skirstinio atveju teisingi tokie sarysiai:

g (=g,() A=1hp
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gp(gq(s))= g,,(s) ,visiems |s| <1 ir 0< p,g<1

Pasinaudodami visais anksCiau apraSytais pastebéjimais apie geometrinio skirstinio generuojancia
funkcija, galime apibendrinti tam atvejui, kai N, nebttinai geometrinis, priklauso nuo parametro u >0, o

jo generuojanti funkcija yra g, (s).
2.2 teorema. IS F(x) N maks stabilumo iSplaukia ir F(x) N min stabilumas (ir atvirks¢iai) tada ir tik
tada, kai g, (s) tenkina tokia lygybe:
l1-g,(1-s)=g,'(s), O<s<l (2.6)

Irodymas:

Bitinumas. Tarkime, F(x) yra N maks stabili ir g, (s) tenkina (2.6) salyga. Tuomet,
g, (F(x))=F(bx+a) = 1-g,(1-F(x))= F(bx+a) < g, (F(x)) = F(bx +a) <
s Fx)=g, (F(ber a))
Paskutinioji lygybé reisSkia F(x) N min stabiluma.
Pakankamumas. Tarkime, F(x) N maks stabilumas salygoja ir F(x) N min stabiluma. Tuomet turime, jog
1-g,(1-F(x))=F(bx+a) = F(x)=g,(Fbx+a)) < g, (F(x))= F(bx+a).
Taigi, 1 - g, (1 - F(x)) = gu_l(F(x)) arba 1-g, (1 — s) = gu_1 (s)
Teorema irodyta.

2.3 teorema. Tarkime, N generuojanti funkcija tenkina (2.6) salyga. Tuomet N maks ir N min

iSgyvenimo funkcijos turi vienoda algebring iSraiska F (x) atzvilgiu tada ir tik tada, kai
3>0g, L9 =g, @.7)

2.4 teorema. Tarkime, N generuojanti funkcija tenkina (2.6) ir (2.7) salygas. Tuomet jei
g, (s)tenkina

gu(gv(s)) = guv(s)’ |S| < 1 ir u,v > O (2‘8)

tai N min N maksimumy ir N maks N minimumy algebriné struktiira yra tokia pat kaip ir N min.



30

Irodymas. N min N maksimumy i§gyvenimo funkcija yra g, (g 1(F (x))). Kadangi yra tenkinama (2.8)

salyga, tai g,(g,(F(x))=g,(F(x)), o g,(F(x)) struktira sutampa su g,(F (x))struktiira.

Analogiskai jrodome ir N maks N minimumy atveju.
Teorema jrodyta.

Toliau pateiksime pavyzdi, iliustruojanti, jog egzistuoja generuojancios funkcijos (ne geometrinio
skirstinio), tenkinancios (2.6) arba (2.8) salyga. PerraSome (2.6) salyga taip:
g,(l-g,(1-s5)=s, V0<s<l

Rezultata pateiksime teoremomis.

1
2.5 teorema. Jei F(x) yra N maks stabili, kai N generuojanti funkcija g(s) :1—(1—s’");, m>1

(sveikasis skaiCius), tuomet F(x) yra ir N min stabili.

1

[rodymas. I§ N maks stabilumo i$palukia, jog 1— (1 —(F(x))" )m =F(bx+a) <

1

e 1-(F)" =(F(bx+a))" < F(x) = (1 ~(Fx+a))" ) o F(x)=1- (1 ~(Fbx+a))" )ﬁ .

Taigi, F(x) bus N maks ir N min stabili. Atvirkstinis teiginys, jog N min stabilumas salygoja N maks
stabiluma, taip pat bus teisingas. Taigi, Siuo atveju g(s)tenkina (2.6) salyga.
Teorema jrodyta.

2.5 teoremoje apraSytos generuojancios funkcijos iSraiSka yra artima Sibuya skirstinio
generuojanciajai funkcijai. Sibuya N stabiluma, konkre¢iy F(x) atveju, panagrinésime 2.3 skyrelyje.

2.6 teorema. Jei N pasiskirstes pagal Harris (a,k), £ > 0 (sveikasis skaicius); a > 1 skirstini, su N
generuojancia funkcija

N

g(s)=

(a—(a—1)- sk )k ’
tai g,(g,(5))=g,,(5)-
Irodymas.
S S
g.(g,(9))= £,() = (v_(v_l)'Sk)Z = (v_(v_l)'sk); - =

— T (el

a—(a-1)- .
(v—(v—l)-sk);
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N

1

(v—(v—l)-sk); _ s I

(av—a(v—l)sk —(a-1s* j’lf (av— (av—l)-sk)?

v—(v-1)-s"
Teorema jrodyta.
Taigi, matome, jog Siuo atveju N pasiskirstymo funkcija tenkina 2.8 salyga. Harris N stabilumo
tyrima konkreciy F(x) atveju atliksime 2.4 skyrelyje.
Atlikdami panaSia ir kity skirstiniy analize galime pastebéti, jog atrodo, kad vienintelis skirstinys,

tenkinantys ir (2.6), ir (2.8) salygas, yra geometrinis. Siuo metu §is teiginys dar néra jrodytas.

2.3 SIBUYA N STABILUMO TYRIMAS

Kaip jau min¢jome, Sibuya skirstinys yra diskretus skirstinys su generuojanciaja funkcija
gy(2)=1-(1-2)*, 0<a<l.

Rasime skirstinj

0
P(N=k)=% k!( ),

ISvestinés:

g(@)=-(1-2)"a-(-1+2)",
g"(@)=-(1-2)"a-(a-1)-(-1+2)7,

g @) =-(1-2)"a-(a-1)-(a-2)(-1+2)7,

g¥ @) ==(1-2)" a-(a=1)-(@=2)-...-(a = (k=D)(=1+z)*.
Tada

"0) -a(a-1
P(sz):g;!): a(; )

P(N=3)= g”3'!(0) _a(a- 13)!(05 -2)
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(k) _ _ e
P(N:k):gT'(O):(_l)k_l.a(a (a 2]1'...(05 (k=1)

Sudarome tikimybinio skirstinio lentele, kai ¢ =0,5.
1 lentelé
Tikimybinio skirstinio lentelé
N 1 2 3 4 5 10 20 50 100
P 0,5 | 0,125( 0,063| 0,039| 0,027/ 0,009| 0,003| 0,0008 | 0,0003

Sibuya skirstinio grafinis vaizdas pateiktas 4 paveiksle.

0,6

0,5 1

0,4 -

0,3 1

P(X=k)

0,2 1

0’17 .
2 3 4 5

N

4 pav. Sibuya skirstinio grafinis vaizdas

Idomu pastebéti, jog vidurkis EN neegzistuoja

EN=g')=a(l-2)""]|_.

Tyrimo metu ieskota skirstiniy, kurie biity Sibuya N maks stabiltis. Radus tokius, tikrinamas ju N

min stabilumas. Rezultatus suformuluojame dvejomis teoremomis.

Ax

2.7 teorema. Eksponentinis skirstinys F(x)=1—e ™, x> 0yra Sibuya N maks stabilus, bet néra Sibuya

N min stabilus.

>
F(x)=1-e™, x>0
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Tikrinsime, ar egzistuoja tokios normavimo ir centravimo konstantos a ir b > 0, su kuriomis

7 _
P( s x] = F(x) < g, (F(xb+a)) = F(x),
kai generuojancioji funkcija yra Sibuya
gy(z)=1-(1-2), 0<a<l.
Gauname
gy(F(xb+a)=1- (1 — (1 _ g HMb+a) ))“ _1_ g Hitra)a

Parenkame konstantas:

a=0, b= l
a
Tada
—/1[x~i+0}a T
gy(F(xb+a)=1-e * “ =l-e™, x20.
Taigi,

gy (F(xb+a)) = F(x),
todél skirstinio funkcija F(x)=1—e™, x>0 yra Sibuya N maks stabili.

Tikriname N min stabiluma

gy(—-Fb+a)=1-(1-(1-(1-e ) =1- (e _1)".
Statome konstantas ¢ =0, b = 1 ir gauname

o

X

gy (1= F(xb+a)) —1[eﬂ[a) 1} £1-F(x).

Taigi,
gy(1=F(xb+a))#1-F(x),

Ax

todél skirstinio funkcija F(x)=1—e™™, x>0 néra Sibuya N min stabili.

x?

2.8 teorema. Veibulo skirstinys F(x)=1—-e ™ , x>0 yra Sibuya N maks stabilus, bet néra Sibuya N

min stabilus.
> F(x)=1—e™", x>0.

Tikrinsime, ar egzistuoja tokios normavimo ir centravimo konstantos a, ir b, > 0, su kuriomis
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7 _
P( Nb < xj = F(x) < gy (F(xb+a)) = F(x),
kai generuojancioji funkcija yra Sibuya
gy(z)=1-(1-2), 0<a<l.
Gauname
gN (F(Xb + a)) = 1 — (1 — (1 — e—l(xb-%—a)y ))a — 1 _ e—ﬂ(xb+a)y~a )

Parenkame konstantas:

a=0, b= Ll .
al
Tada
—/I[x-—]-m] -a
gy(F(xb+a)=1-e * « =l-¢™, x>0.
Taigi,

gy (F(xb+a)) = F(x),

todél skirstinio funkcija F(x)=1—e™ , x>0 yra Sibuya N maks stabili.

Tikriname N min stabiluma

gy(l-F(xb+a)=1- (1 - (1 - (1 — gl ))) =1- (e*(ﬂ’“)y - 1)“ .

Statome konstantas a =0, b = Ll .
a’
Gauname
_g(ﬁjy
gy(l=F(xb+a)=1-|e *“ —-1| #1-F(x).
Taigi,

gy(A=F(xb+a))#1-F(x),

Ax7

todél skirstinio funkcija F(x)=1-e™ , x>0 néra Sibuya N min stabili.

5 paveiksle pavaizduojame paklaidas ] gy(1=F(xb+a))— (1 -F (x)X
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0.1 T T T T

0.08~ -

0.06[~ ]
A (X)

0.04

0.02

0 20 40 60 80 100

S pav. Paklaidy grafikas

2.4 HARRIS N STABILUMO TYRIMAS

Harris skirstinio tikimybes generuojancioji funkcija yra

gv(2)= k>0, m>1.

(m—(m—1)z")*

Tyrimo metu ieSkota skirstiniy, kurie buty Harris N maks stabiliis. Radus tokius, tikrinamas ju N min

stabilumas. Gauta rezultata pateikiame teorema.

1
2.9 teorema. Skirstinio funkcija F(x)= (1 +x )7 , x>0, k>0 yraHarris N maks stabili, bet néra

Harris N min stabili.

1

> F(x)=(1+x)%.

Tikrinsime, ar egzistuoja tokios normavimo ir centravimo konstantos a ir b > 0, su kuriomis

P( z Nb_ ? < xj = F(x) & g, (F(xb+a)) = F(x),

kai generuojancioji funkcija yra Harris

gv(2)= k>0, m>1.

(m—(m—1)z")*




Gauname
S . 1) N LU 22) ) CR—
= (m =N (b g RAY
(m (m )( (x +a))) {m_(m—l)((1+(xb+a)a)kj J
= (1+(Xb+a)_a)% _ (1+(Xb+a)_a )7% _ (1+(xb+a)_a )7%
(m_(m—l)((1+()€b+a)_a )_1 )); (m_(m_l)]; m+m(xb+a)—a —m+l .
1+(xb+a)™ 1+(xb+a)®
_ (1+(xb+a)_“)_% _ 1
1+m(xb+a)‘“% (1+m(xb+a)‘“)%
1+ (xb+a)™

1
Parenkame konstantas a =0, b=m*.

Gauname

1 1

g (F(xb+a)) = = (e )k = ().

g

gy (F(xb+a)) = F(x),

Taigi,

1
todél skirstinio funkcija F(x) = (1 +x7¢ )7 , x>0, k>0 yraHarris N maks stabili.

Tikriname N min stabiluma

g (1= F(xb+a)) = 1— F(xb+a) _ 1—(1+(xb+a)*“ )*k

1

(m_(m_l)(l_F(xbjLa))k); {m—(m—l)(l—(l+(xb+a)a )’l‘ijk

1
Statome konstantas a =0, b=m*.

Gauname

36



1

1—(1+(xb+a)_a )_k 1—(1+(xb+a)_a )_k

1

g (1= F(xb+a)) = =

1
IR

m—(m—1) 1[1+(xm“j ] m—(m—1) 1_(1+xm J

#1-F(x)
Taigi,
gy(I=F(xb+a))#1-F(x),

1
todél skirstinio funkcija F(x)= (1 +x7“ )7 , x>0, k>0 néra Harris N min stabili.
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DISKUSIJA

Sis darbas buvo skirtas stochastiniy ekstremumy stabilumo uZdaviniy sprendimui. Kai ekstremumy
struktlirose komponenciy skai¢ius N yra pasiskirstgs pagal geometrini désnj, stabilumo problema

pakankamai i$spresta, taciau kity N skirstiniy atzvilgiu buvo neiSsprestu uzdaviniy.

Darbe, paémus konkrecia skirstinio funkcija F(x) = ﬁ,x € Rbuvo irodytas bendru atveju
+exp( —x

jau zinomas faktas, kad geometrinis N maks ir N min stabilumai yra vienas kita salygojantys. Taip pat
buvo parinkta skirstinio funkeija F(x)=1-—, x2>1, @ >0, kuri néra geometriSkai N maks stabili ir
X

rasta jos konvergavimo greicio ivercio iSraiSka

‘P(ZN<xb+a)—y/(x)|sﬁ_(xaln( n j\/g(2+x'“)j

+Xx n—1 n

bei atlikta Sio teorinio rezultato kompiuteriné analiz¢.

Sibuya N skirstinio atveju buvo rastos dvi skirstinio funkcijos (eksponentinis skirstinys
F(x)=1-e™, x>0 ir Veibulo skirstinys F(x)=1- e™ , x>0), kuriy pagalba irodytas naujas faktas,
kad Sibuya N maks N min stabilumai néra vienas kita salygojantys, t.y. i§ Sibuya N maks stabilumo
neiSplaukia N min stabilumas.

Harris N skirstinio atveju, taip pat buvo irodytas naujas faktas, kad Harris N maks N min stabilumai

néra vienas kita salygojantys, t.y. i§ Harris N maks stabilumo nei$plaukia N min stabilumas. Siam faktui

1
jrodyti parinkome skirstinio funkcija F(x) = (1 +x7¢ )7 , x>0, k>0.
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ISVADOS

Atlike vienmaciy skirstiniy N stabilumo tyrima galime pateikti tokias iSvadas:
1.  Geometrinio N skirstinio atveju N maks ir N min stabilumai yra vienas kita salygojantys,
t.y. 1§ N maks stabilumo iSplaukia N min stabilumas;
2. Sibuya N skirstinio atveju N maks ir N min stabilumai néra vienas kita salygojantys, t.y. i§
N maks stabilumo neisplaukia N min stabilumas;
3. Harris N skirstinio atveju N maks ir N min stabilumai néra vienas kita salygojantys, t.y. i§ N

maks stabilumo neiSplaukia N min stabilumas.
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REKOMENDACIJOS

Siame darbe buvo pla¢iai apibudintas geometrinis N stabilumas, bei itirtas stabilumas, kai N
skirstinys néra geometrinis, imant kitus du skirstinius — Sibuya ir Harris N skirstinius. Gauta, kad tiek
Sibuya, tiek Harris N skirstiniy atveju, konkrecios skirstinio funkcijos F(x) yra N maks stabilios, bet néra
N min stabilios. Kadangi néra N min stabilumo, galima pabandyti surasti minimumy ribinj skirstinj L(x)
bei atlikti konvergavimo greicio analizg.

Taip pat galima pabandyti surasti ir kitokiy skirstinio funkciju F(x) kurios biity Sibuya arba Harris N

maks ar N min stabilios.
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1. PRIEDAS. KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIU GRAFINIS VAIZDAVIMAS
GEOMETRINIO N SKIRSTINIO ATVEJU

03 93 | | |
A 1(2,n) 02 .
A 2(5,11)
A 5(10,n)
----- 011 =
0 0 | | | |
20 40 60 80 100
1 n 100

1.1 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai a =0.1,x=2, 5, 10

20 40 60 80 100
1 n 100

1.2 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai a =0.5,x=2, 5, 10
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1.3 pav. Konvergavimo grei

¢io jvercio grafikas, kaia=1,x=2,5, 10

0.3
03 !
A 1(2,n) 0.2
A2(5,n)
A 3(10,n)
----- 0.1
0 0 TteetettihTrmc gt et rmlr s e hs s e
20 40 60 80 100
1 n

100

1.4 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kaia =2,x=2, 5, 10
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0.1

A 1(2’11) 0.067 7

A_2(5,n)

A 3(10,[1)

----- 0.033 .

0.

1 T I

20 40 60 80 100
1 n 100

we

1.5 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai a =5,x=2, 5, 10

0.6

A I(X, 2)

A 2(X, 5)
A 5(x,10)

1.6 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai a =0.5,n=2, 5, 10

0.6

0.4

0.2
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1.7 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kaia=1,n=2,5, 10
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1.8 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kaia=2,n=2,5, 10
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A 2(X9 5)
A 3(X, 10)
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1 X 100

1.9 pav. Konvergavimo greicio jvercio grafikas, kaia=5,n=2,5, 10

1.10 pav. Konvergavimo greicio jvercio pavirsius kai a = 0.1
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1.11 pav. Konvergavimo greicio jvercio pavirsius kai a = 0.5
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1.12 pav. Konvergavimo greicio jvercio pavirsius kai a =1

100
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2. PRIEDAS. STRAIPSNIS ,,VEIBULO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU
ASIMPTOTIKA*

VEIBULO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU ASIMPTOTIKA
M. Drézas, prof. A. Aksomaitis
Kauno technologijos universitetas
Rasime ribinj skirstinj /A (x)ir normavimo konstanty a,,b, >0 iSraiSkas maksimumy atveju, kai

pasiskirstymo funkcija yra Veibulo F(x)=1-e™, x>0, «>0. Taikydami ribines teoremas

maksimumams gauname, kad:

- 1
a,=(Inn)*, b, = —
a(lnn) «
Taigi, galutinai
1
P Z, ~(nm® (1ln ") <x|=e*
a-1
a(lnn) «

Tirdami konvergavimo greitj, nagrinéjame skirtuma tarp normuoto Veibulo maksimumo skirstinio ir

jo ribinio skirstinio. Randame paklaidas

’(1 _ e—(xb”ﬂ:n ) )n N e—e"‘

Sis skirtumas apibiidina konvergavimo greitj. Kuo paklaida grei¢iau nyksta, tuo konvergavimo greitis
yra didesnis.

Konvergavimo greicio jverti maksimumams, kai dydZziai yra Veibulo tipo randame taip:

P(Z, <b,x+a,)~H)| < HE)r, (x) 75, () 77, (075, (1)) =A.
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(Funkcijos 7, ,(x)ir r,,(x) yra pateiktos [1]).

1 paveiksle vienoje koordinaciy sistemoje pateikiameme paklaidy bei konvergavimo greicio jverciy
grafikus Veibulo skirstinio atveju, kai x=1/ (fiksuotas), o n kinta intervale [2;100] (Parametrai: a = 0.5, s

=0.7;q=0.7).

[n]

1 L L 1 1 L L 1 1
o i0 20 =0 0 sa a0 sl =20 oo 100
n

1 pav. Paklaidy ir konvergavimo greicio jverciy grafikas
Matome, kad, kai n — oo, tai paklaidos bei konvergavimo greiCio jverciai artéja 1 nuli. Konvergavimo
greiCio jverc¢iy reikSmes yra didesnés nei paklaidy reikSmes, taciau, kai n — oo §is skirtumas artéja i nulj.

Taigi, galime teigti, kad pakankamai dideliems »n konvergavimo greifio jverCiai maksimumams yra
e o . g ey, y o .1
pakankamai tiksliis. Beto, konvergavimo greicio jvercio eilé n atzvilgiu yra lygi —.
n
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3. PRIEDAS. STRAIPSNIS ,,SIBUYA N STABILUMAS*

SIBUYA N STABILUMAS

M. Drézas, prof. A. Aksomaitis

Kauno technologijos universitetas

Tarkime, turime atsitiktiniy dydziy rinkinf X,,X,,...X,, su skirstinio funkcija

F(x)= P(X ;< x), j=1,N . Cia N — atsitiktinis dydis, igyjantis natiraligsias reik§mes: N {1,2,...}.

Skirstini vadiname N maksimaliai stabiliuoju, jeigu

gy (F(xb+a)) =F(x).

Cia g, (x) - tikimybes generuojanéioji funkcija, @ ir » > 0 - normavimo
ir centravimo konstantos.

Tarkime, kad N yra pasiskirstgs pagal Sibuya skirstini. Sibuya skirstinys yra diskretus skirstinys su
generuojanciaja funkcija

gy(@)=1-(1-2)", 0<a<l
Idomu pastebéti, kad Sio skirstinio vidurkis EN neegzistuoja
EN=g'(h=a(-2)""|_
Skirstinio tikimybiy iSraiSka:

(k) _ _ (k-
P(N: k): g (0) _ a(a-)(a-2)...(x—-(k-1))
k! k!
Skirstinio funkcija F(x) vadiname Sibuya N maksimaliai stabiliaja, jeigu:
1-(1-F(xb+a))” = F(x)

k=1

1 teorema. Eksponentinis skirstinys F(x) =1-e ™, x> 0yra Sibuya N maks stabilus
P Yy y

1
[rodymas. Parenkame konstantas: a =0, b=—
o

x-l+0

-1 -a
g (F(xb+a))=1-e [ j =l-e™,x20

Taigi, skirstinio funkcija F(x)=1—e™™, x>0 yra Sibuya N maks stabili.
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Ax}’

2 teorema. Veibulo skirstinys F(x)=1-¢™ , x>0 yra Sibuya N maks stabilus, bet néra Sibuya N

min stabilus.

1

[rodymas. Parenkame konstantas: a=0, b=—

a7
-1 x~%+0} -a
gy(F(xb+a)=1-¢ * « =1l-¢™, x>0

Ax7

Taigi, skirstinio funkcija F(x)=1—e ™ , x>0 yra Sibuya N maks stabili. Toliau tikriname N min

stabiluma:

a

_A[X.ll.,.oJ a7 o
gy (1-Fxd+o)=1-{e '« / -1 :1—{6“ -1] ¢1—(1—e*“), x>0

A" x>0 néra Sibuya N min stabili. Randame paklaidas

Skirstinio funkcija F(x)=1-e"
A(x) = gy (1= F(xb+a))-(1-F(x)) |

ir pavaizduojame 1 paveiksle

1 pav. Paklaidy grafikas
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