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SANTRAUKA

Siame darbe analizuojama dvimaciy vektoriy maksimumy asimptotikos problema. Yra labai
svarbu ir aktualu jvertinti maksimumy aproksimavimo ribiniu skirstiniu konvergavimo greitj, tam kad
supaprastintume paklaidy skai¢iavima. Perkélimo teorema pritaikyta vektoriy maksimumy schemai.
Parodéme, kad konvergavimo greicio jvertj tiesiskai normuotiems vienmaciams maksimumams galima
pritaikyti ir vektoriy maksimumams. Be to, tai jrodéme ir netiesiS$kai normuotiems vektoriy
maksimumams. Gautas rezultatas apibendrina A. Aksomaicio rezultata, pateikta vienmaciu atveju..

Ieskant ribinés vektoriy maksimumy funkcijos, maksimumus normavome tiesiSkai (Pareto ir
logistinio skirstiniy atveju) ir netiesiskai (log-Pareto skirstinio atveju). Gavome, kad ribiniai skirstiniai
dvimaciu atveju nepriklauso klasikinei schemai ir yra Zymiai jvairesni. Pareto ir logistio skirstinio
atveju ribinis skirstinys nepriklauso nuo komponenciy priklausomumo. Pareto, log-Pareto ir logistinio
skirstiniy atvejais konvergavimo greicio ivercio eilé n atzvilgiu yra 1/n, nepriklausomai nuo vektoriy
komponenciy tarpusavio (ne)priklausomumo. Taciau ribiné skirstinio funkcija log- Pareto skirstinio
atveju, gavosi skirtinga, kai komponentés priklausomos ir kai nepriklausomos. Siuo atveju

komponenciy priklausomumas turi jtakos ribinei maksimumy skirstinio funkcijai.



Dindiene L. Asymptotic analysis of maxima of random index vectors. Master‘s work in applied
mathematics / supervisor prof. dr. A. Aksomaitis; Department of applied mathematics, Faculty
of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2011. - 59 p.

SUMMARY

Asymptotic analysis of maxima of two-dimensional vectors is presented in this paper. It is very
important to estimate convergence rate of approximation maxima distribution with limiting
distribution function. Transfer theorem for vectors is used. Limiting distribution are also obtained. We
showed, that estimation of convergence rate of linearly normalized maxima can be adjusted for
maxima of vectors. Besides, it is proved for nonlinearly normalized maxima. Result extends univariate
results of A. Aksomaitis.

We normalized maxima linearly (Pareto and logistic distributions) and nonlinearly (log-Pareto
distribution) to find limiting distribution functions. These functions are more various then three classic
in scheme of univariate maxima. Estimations of convergence rate are obtained for each of functions.
Queue of convergence rate is 1/n aspect n for Pareto, logistic and log-Pareto distributions and it do not
depend on internecine dependence of components. Though, limiting distribution function for log-
Pareto distribution is different when components are dependent, while it is the same for logistic and

Pareto distributions. Estimation of convergence rate for log-Pareto distribution is more complicated.
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IVADAS

Analizuojant konvergavimo greicio jverti vienmaciy maksimumy struktiirai ( Aksomaitis A.,
2008), iskyla klausimas: o kokia gi paklaidy jvercio iSraiSka bus vektoriy maksimumy struktiirai? Sis
darbas — atsakymas i pateikta klausima.

Ekstremaliy reikSmiy analizé su laiku darosi vis aktualesné. Stochastiniy ekstremumy teorija
taikoma jvairiose srityse, tiriant gamtos ir kitus reiskinius: krituliai, potvyniai, véjo giisiai, oro
uzterStumas, korozija, individy populiacijos ilgaamZiskumas, sistemy patikimumas, atsparumas
trikiams, finansy teorija (Tiago de Oliveira J., 1984) ir kt. Taciau ekstremaliy reikSmiy teorija
neapsiriboja Siomis sritimis. Placiau juy taikyma analizuoja Kotz S. ir Nadarajah S.(2000), taip pat
Galambos J. (1978), Resnick S.I. (1987). Si teorija i§ pradZiu patrauké inZinierius, hidrologus,
tikimybiy Zinovus ir tik véliau visu tuo susidoméjo statistikos ekspertai. Daugeli mety ekstremaliy
reik§miy teorija buvo neatsiejama nuo mokslininko E.J. Gumbel.

Istoriskai ekstremaliy reik§miy nagrin€jimas pradétas apie 1709 metus, kada Nicolas Bernouilli
pradéjo diskutuoti apie didZiausia atstuma tarp duoty pradiniu n tasky, atsitiktinai iSsidésCiusiy ant
fiksuoto ilgio t tiesés (Kotz S. ir Nadarajah S., 2000). Nuo to laiko daug straipsniy buvo paraSyta
temomis, lieéian¢iomis stochastinius ekstremumus. Mokslininkas Bortkiewicz 1922 metais savo
straipsnyje pirma karta paminéjo stochastiniy maksimumy pasiskirstymo désnio savoka.

Daugiamaciy ekstremaliy reikSmiy teorijos pradzia galima laikyti XX amZiaus SeStaji
desimtmeti. Siuo laikotarpiu pasirodé nemazai publikaciju daugiamadiy ekstremumy tematika (Sibuya
1960). Nuo 8 — ojo deSimtmecio darby §ia tematika pagaus¢jo (Galambos, 1978; Tiago de Oliveira
J.,1984; Resnick S.1.1987).

Siame darbe nagrinéjami dvimaciy vektoriy, kuriy skaiéius yra atsitiktinis, maksimumai. Sio
skaiCiaus skirstini pasirinkome visoms nagrinéjamoms funkcijoms vienoda — geometrinj. Teoringje
dalyje pateikiamas konvergavimo greicio ivercio iSraiSkos irodymas dviem atvejais: tiesiskai ir
netiesiSkai normuotiems maksimumams. Praktinéje dalyje analizuojami Pareto, logistinis skirstiniai,
kuriy maksimumams taikome tiesini normavima. Log-Pareto (Falk M. ir kt., 2010) skirstiniui taikome
netiesini normavima. Sio skirstinio problematika analizuojama jvairiy autoriy (Galambos J., 1978;
Falk M. ir kt., 2010), kadangi §i funkcija turi sunkia ,,uodega‘“, neegzistuoja nei vidurkis, nei dispersija.
Dvimaciy vektoriy maksimumy netiesinio normalizavimo tematika nemazai publikacijy yra pateikusi
E. Pancheva (1985, 1986, 2000). Taip pat Si autoré parodé, kad ribiné skirstinio funkcija netiesinio
normavimo atveju nebetelpa i klasiking trijy skirstiniy schema (Peng Z. ir kt., 2010). Tai atsispindi ir
Sio darbo praktingje dalyje.

Darbo tikslas: jvertinti atsitiktinio skai¢iaus vektoriy maksimumuy konvergavimo greiti.

Uzdaviniai:



1) iSanalizuoti vektoriy maksimumy asimtotikg esant tiesiniam ir netiesiniam normavimui;

2) istirti tiesiSkai ir netiesiskai normuoty vektoriy maksimumuy konvergavimo greicio ivertj esant
atsitiktiniam komponenciy skaiciui;

3) atlikti maksimumuy skirstinio aproksimavimo ribiniu skirstiniu paklaidy analizg

Stochastiniy ekstremumy tematika yra paruostos penkios publikacijos, skaityti praneSimai

mokslinése konferencijose.



10

1. TEORINE DALIS
1.1. ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMU ASIMPTOTIKA

Tarkime X,,..., X, atsitiktiniai nepriklausomi kintamieji, turintys skirstinio funkcija

F(x)=P(X,<x), j=Ln

Statistikos Z, = max(X,,...,X,) skirstinio funkcija yra (Galambos J., 1978):

FZ” (x)=P(Z, 6 <2)= P[ﬁ Xj < xj =F(x,x,x,..,X).

J=1

Jeigu dydziai X,, i =1,n, yra nepriklausomi su skirstinio funkcijomis
F/(x).i=1n,

1

tai
F, ®=]]F .
i=1

Jei dydziai nepriklausomi ir vienody skirstiniy, (F; (x) = F'(x),i = 1,n), tai
F, (x)=F"(x).
Tarkime egzistuoja tokia normalizavimo funkcija f, (x) su kuria normuoty maksimumy

skirstinio funkcija silpnai konverguoty (t.y. konverguoty visuose ribinio skirstinio tolydumo taskuose)
i neiSsigimusi skirstinj H(x).

P(Z, < f.(x)=H(®x). (1.1)

f,(x)=xb, +a,,

kai normavimas yra tiesinis (egzistuoja konstanty sekos {a,, n>1} ir {b, >0,n>1})arba

n’

[, () =G,(x),
kai neegzistuoja tokios konstantos — ieSkoma netiesinio normavimo funkcija, kuri turi buti teigiama ir
did¢janti (Dindien¢ L., 2009).
Normuoty vienmaciy maksimumy ribiniai skirstiniai gali biiti tik trijy tipu (Galambos J., 1978):
H = exp(— x“ ),x >0, a> 0, (Frechet),
H,, =expl- (= x)*). x<0, a > 0, (Weibull),
H, =exp(-e ™), xeR (Gumbel).

Apibendrintai
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H(x)=e™"Y.
Salyga
u, (x) =n(-F(f,(x) > ux),
kai n— oo yra butina ir pakankama, kad biity teisingas (1.1).
Kita problema — kokig itaka ribiniam skirstiniui daro atsitiktinis dydziy skaic¢ius? [ §i klausima
atsako 1 teorema (vadinamoji perkélimo teorema).
1 teorema (Gnedenko B.,1982 ) Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai N, ir X;, j>1 yra tarpusavyje

nepriklausomi. Jei 3 a,,b, >0, su kuriomis

P[Z”b_ il < nj = H(x),

n

ir

P(N" < xj — A(x),n = o,
n

tai
¢ia ribiné skirstinio funkcija

¥(x) = j H(x)dA(z).

Paklaidas esant atsitiktiniam vektoriy skaiciui galima jvertinti remiantis 2 teorema.

- . o Ly-ay
2 teorema (Aksomaitis A., 2008) Tarkime H yra atsitiktiniy kintamuyjy ”b = ribinis skirstinys ir

n

lllg P(% < xj = A(x), A(+0) = 0. Tuomet visiems x, tenkinantiems sqlygq u"’ix) < % teisinga
nelygybeé:
A, (x)< (@ +|p, (x)|j]c. 2870 (x)dA, (nz) + u(x)]c. A, (nz)— A(z)|H “(x)dz,
0 0
¢ia:

pn (X) = un (X) - M(X) ’
8, (x) = max(F" (xb, +a, ), H(x))),
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1.2. VEKTORIU MAKSIMUMU STRUKTURA

Pazymésime, kas yra dvimacio vektoriaus maksimumas. Tarkime, (X 1Y ), (X 2, Y ),..., (X no Yn)
, - atsitiktiniy, nepriklausomy vektoriy seka, turinti vienoda skirstinio funkcija
F(x,y)=P(X; <x,Y; <y), j= 1. Apibrezkime statistikas:
Z0 =max(X,,X,....X,), Z? =max(¥,.Y,,....Y,).
Tuomet, vektoriy maksimali reikSmé yra
max((Xl e )’ (Xz Y, )""’(Xn Y, )) = (Zlil) .z )
Atsitiktinio skaiCiaus vektoriy maksimumas yra
max(X, 1, (X0, 1) (6 10, )= (280,282 ).
¢ia
Zy =max(X,X,,...X ), Zy =max(¥,.Y,,...Y, ).
N,,N,,...,N, yrateigiamy sveikyjy atsitiktiniy dydZiy seka, nepriklausanti nuo (X Y jl j>1lir
P(N,<x)=A4,(x).
Vienas i§ darbo tiksly — iStirti maksimaliy reikSmiy elgesi.

Pz <x,2? < y)= Y F* (x, y)P(N = k) = g, (F(x, y)).

Cia g, (z)- generuojanéioji funkcija.

Maksimumy skirstinys
0,kai 0L F(x,y)<l1

PIZO <x,ZP <y)=F"(x,y)——
@ D Sy)= P ey —= Lkai F(x,y)=1
yra i$sigimusi funkcija. Todél normuodami maksimumus, siekiame gauti ribing neiSsigimusia

pasiskirstymo funkcija, kuria galima biity juos aproksimuoti.

1.3. VEKTORIU MAKSIMUMU TIESINIS IR NETIESINIS
NORMAVIMAS

Nagrinésime tiesiskai normalizuotus dvimaciy vektoriy maksimumus:

=2

z." =b"(Z" ~a,), Z, =d, " (Z? -c,),

=2

ZW AL 1702
Zn,=b, (Z\ —a,), Zn,=d, (Z; —c,).
—o<a, <+wo; b, >0; —o<c, <+00; d,>0.

Struktiiros (Zz(l) ,Zn(Z)) ribinis skirstinys yra H(x, y):
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Pz, <x.Z,” <y)= H(xy). (1.3.1)
H(x,y) yra dvimate ribiné pasiskirstymo funkcija su vienmatémis marginaliosiomis pasiskirstymo

funkcijomis H,(x)ir H,(y), kurios gali bati tik H, ,, H,, arba H, (Galambos J., 1978).

la?
Pazymékime
u,(x,y)=n(l1-F(xb, +a,,yd, +c,)).
Biitina ir pakankama silpnojo konvergavimo salyga yra (Galambos J., 1978):

limu,(x,y) =u(x,y). (1.3.2)

Pirmoji problema yra ta, kad ribiné pasiskirstymo funkcija néra vienareikSmiskai nusakoma
vienmatémis marginaliosiomis pasiskirstymo funkcijomis. Vienmaciy maksimumy atveju, kai
normavimas yra tiesinis, ribinés pasiskirstymo funkcijos gali biti tik trys (). Vektoriy maksimumy
strukttiros atveju klasikinés ribiniy skirstiniy schemos nebelieka (Pancheva E. Ir kt., 2000). Ribiniai
skirstiniai Nemazai autoriy (Marshall A.W, Olkin 1., 1983; Galambos J., 1978; Tiago de Oliveira J.,
1984) yra pateike sprendimo biidy (teoremy), kuriomis remiantis galima konstruoti daugiamate ribing
pasiskirstymo funkcija.

Kitas uzdavinys — kaip keiciasi ribinés skirstinio funkcijos pavidalas, kai vektoriaus
komponentés yra asimptotiskai priklausomos arba nepriklausomos? [ §i klausima atsakyti galima taip
pat remiantis jau pateiktomis jvairiy autoriy teoremomis (Galambos J., 1978). Tiriamojoje dalyje
pateikiami pavyzdZiai, parodo, kad ribiniai skirstiniai gali ir nepriklausyti nuo komponenciy
(ne)priklausomumo.

Siame darbe bus pla¢iau analizuojamos konvergavimo (1.3.1) paklaidos, bus ieskomas tokiy
paklaidy jvertis. Tam bus reikalingos kelios teoremos.

3 teorema (Jokimaitis A.,1998 ) Tarkime, kad atsitiktiniai dydZiai N, ir Xj, Y}, j>1 yra tarpusavyje
b,>0,c

nepriklausomi. Jei 3 a d, >0 su kuriomis

n?’ n?’

—= ) —(2)
P(Zy <x,Zn <y)=H(x,y),

ir

P[N" < xj — A(x),n - o,
n

tai
= —c)
P(Zn, £x,Zn, £y) > Y(x,y),

¢ia ribiné skirstinio funkcija

W(x,y) = [H(x,y)dAR) .
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4 teorema (Jokimaitis A., 1998) Tarkime H(x,y) yra stochastiniy maksimumy ribinis skirstinys, F(X,y)

— atsitiktiniy nepriklausomy vektoriy (X 1,Yl),(X 2 Y (X, ) skirstinys. Tada visiems x, y

n’>- n

. . . r .. )
tenkinantiems salygas H(x,y) >01ir u,(x,y)/n < 5 teisinga nelygybe

\P(Zﬁ” <x,Z,% <y)-H(x, V€A, 069) = Hx 3R, (6, 3) + Ry (%, ) + Ry (6, )R, (x, ).

v

Cla

tiems X, su kuriais H(x) > 0, paZymime
v, y)=u,(x,y)+InH(x,y).

. 214211 (.x, y) . 1

Rl(x’y)_ D)
n 1-g¢g
1
Rz(x’y): Vn(x’y)|‘—,
-5
irO0<s<1lir0<q<1 tokie, kad
2
M"—(X)Sq, E-vn(x)|Ss.

3 ir 4 teoremy jrodymus galima rasti A.Jokimaicio disertacijoje (Jokimaitis A., 1998).
Analogiskai vienmaciy dydZiy atvejui, vektoriams taip pat yra taikytinas netiesinis

normavimas. Kai vienmatés marginaliosios pasiskirstymo funkcijos negaunamos su tiesinio
normavimo konstantomis —oo < a, <+o0; b, >0; —co<c, <+o00; d, >0, tai yra, netenkinama
bitina ir pakankama silpnojo konvergavimo salyga (1.3.1), ieSkomos teigiamos, tolygios ir didéjancios
netiesinio normavimo funkcijos G,,(x), G,,(y), su kuriomis galioty silpnasis konvergavimas i ribinius
vienmaciy maksimumy skirstinius:

P(Z" <G, (x)= H,(x),

P(Z) <G,(y)=H,(y).

Cia H,(x), H,(y) galibiti tikH,,, H,, arba H,.

la

Netiesinio normalizavimo prireiké analizuojant log-Pareto skirstinio funkcija F(x) =1- nx’
nx

kai x > e. Ribiniy teoremy maksimumams pagalba i$siaiSkinus, kad neegzistuoja tiesinio
normalizavimo konstantos, su kuriomis gautume neis$sigimusi ribinj skirstinj, taikome netiesini
normalizavima (Dindiené L., 2009). Nagrinéjant dvimate pasiskirstymo funkcija, kurios vienmatés
marginaliosios skirstinio funkcijos yra log-Pareto, taip pat bus taikytinas netiesinis normalizavimas.

Ivedame maksimumy netiesinio normavimo funkcija:
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2,7 =G1@". 27 =Gz

n

20 -G, 28 -G,
Strukttiros (ZA”“) ,Zn(2>) ribinis skirstinys yra H(x, y):

P2, <2, <y)= H(xy). (1.3.3)
Ribiné dvimaciy vektoriy maksimumy pasiskirstymo funkcija H (x, y)néra vienareik§miSkai
nusakoma funkcijomis H,(x) ir H ;(¥), todel ¢ia nebegalioja klasikiné maksimumuy ribiniy skirstiniy
schema (Pancheva E. Ir kt., 2000).
Pazymime
u, (x,y) =n(l-F(G, (x),G,,(y).
Biitina ir pakankama silpnojo konvergavimo (1.3.3) salyga yra (Galambos J., 1978):

limu,(x,y) =u(x,y). (1.3.4)

Jei §i salyga tenkinama, H(x, y) = ¢ ) yra ribinis netiesi¥kai normuoty maksimumy skirstinys.
Kitas etapas — nagrinéti $io aproksimavimo ribiniu skirstiniu, kai vektoriy skaicius atsitiktinis,

paklaidas. Tam naudosimés perkélimo teorema, kuria pritaikysime netiesiskai normuoty maksimumuy

vektoriams.

S teorema (Jokimaitis A.,1998 ) Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai N, ir Xj, Y}, j>I yra tarpusavyje

nepriklausomi. Jei 3 G,,(x),G,,(y) su kuriomis

P(2n(l) <x, 2n(2) <y)=>H(x,y),

ir

P(N" < xJ — A(x),n - o,
n

tai
P(ZY <x,Z2) <y) > ¥(x,y),
¢ia ribiné skirstinio funkcija
W(x,y) = [H(x,y)dA() .
0

4 teorema nesunkiai galime pritaikyti netiesiskai normuotiems maksimumams.



2. TIRIAMOJI DALIS
2.1. ATSITIKTINIO KOMPONENCIU SKAICIAUS SKIRSTINYS

Siame darbe nagrinésime vektorius, kuriy skaicius yra atsitiktinis, t.y., imsime atveji, kai

{N

ne

: P 1
n2 1} turi geometrin skirstinj su parametru p, =—:
n

1 1 k-1
P(N, =k)=—(1——j Jk=12,...
n n

Randame pasiskirstymo funkcija A(z):
A(z)=limA, (nz)=1-¢",z>0

1T

A(z) 05T

1
0 5 10
Y4

2.1.1 pav. Atsitiktinio skai¢iaus skirstinio funkcija

Zinome, kad yra teisingas toks jvertis (Leadbetter M. R. ir kt., 1983)

-x_2
A, (x) - A(x)| < ==

Tuomet tolygusis jvertis yra

4e?

sup|An (nx) — A(x)| <
Visy tiriamy funkcijy atveju atsitiktinio skaiciaus skirstiniu pasirinkome geometrini skirstini su

1
parametru p, =—.
n

2.2 KONVERGAVIMO ANALIZE TIEISINIO VEKTORIU
MAKSIMUMU NORMAVIMO ATVEJU

Svarbiausias Sio darbo etapas — jvertinti maksimumy aproksimavimo ribiniu skirstiniu

paklaidas. Apibrézkime paklaidas

16
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Kn(x,y) = (P(Zi.l) < x,Zf) <y)-H(x,y),

Tai yra paklaida, kai vektoriy skai¢ius yra determinuotas.
Nagrinékime atveji, kai vektoriy komponenciy skaicius yra atsitiktinis. Remdamiesi 3 teorema

vertinsime konvergavimo greicio jverti. Paklaidas Zymésime
— = =@
An(x,y)= ‘(P(ZN,! <x,Zn, <y)—Y(x, y)‘ .

i 0]

—
6 Teorema. Tarkime, H(x,y) yra atsitiktiniy vektoriy (Z v Z ;,)) ribinis skirstinys ir

N b
lim P [ =< xj = A(x), A(+0) = 0. Tuomet, visiems x ir y, tenkinantiems sqlygq ty (- ) <
n

n—»0 n

1
2 ’
teisingas jvertis:

Ay (x,y) < [@ +|p, (x, y)|J - j 28,7 (x,y)dA, (nz) +u(x,y)- j |A, (n2)— A(2)/H " (x, y)dz,

cia: 0,(x,y) = max(F" (xb, +a,,yd, +c,) H(x, y)), p,(x,y)=u,(x,y)—u(x,y).

Teoremos jrodymas

gyl () = 2) =@ =2 L

‘P(ZN" < x,ZN” <y)-Y(x,y)| < P(ZN" < x,ZN” <y)-EH " (x,y)|+

X (2.2.1)
+|EH " (2, 3) =¥y =1, () + 1,7 (6 ).
IS pilnosios tikimybés formulés (Aksomaitis A., 2002) turime:

, i
1,V (x,y)=|X F/(xb, +a,,yd, +¢,)P(N, = j)= L H" (x, y)P(N,, = j)| =
= = (2.2.2)

<

[F™(xb, +a,,yd, +c,)dA,(nz)— [ H*(x, y)dA, (nz)
0 0

< [|F" (b, +a,, yd, +c,)~ H (x, y)dA, (n2).
0

Kadangi

F" (xb,+a,,yd,+cy)

|F"Z(xbn +a,,yd, +cn)—Hz(x,y)|=z t¥7dt| <

H(x,y)

< z(max(F" (xb, +a,,yd, +c,),H(x, y)))z|1n F"(xb,+a,,yd, +c,)—InH(x,y) <

<26, (x, y)( nln(l - Mj +u,(x,y)
n

+ |l/in (x’ )’) - u(x, )’)|}



tai pasinaudojus nelygybe

1
|ln(1—t)+t|£t2,0StSE, (2.2.3)
gauname
nz z Zz uzn (‘x’ y)
F™(xb, +a,,yd, +c,)—H"(x, y)‘ <720, (x, y)| ———+ |pn (x, )1, (2.2.4)
n
su salyga, kad Uy (% Y) < l
n 2

I§ (2.2.1) ir (2.2.2) iSplaukia, kad
M u’n(x,y) © oz
1" (x,y) < T+|p,,<x,y>| [26,°(x,y)dA, (nz).
0

Taip pat,

1,2 (x,y) = |[H* (x.)dA, (n2) — [H (x, y)dA(2)
0 0

?H “(x,y)d(A, (nz) — A(2))| -
0

Suintegrave dalimis, gauname

1,? (x,y) = [[(A, (n2) — A )dH * (x, y)
0

<ulx, y)[|A, (n2) - A (x, y)dz . (2.2.5)
0

Teoremos irodymas iSplaukia i$ (2.2.1),(2.2.2) ir (2.2.4).

1 isvada. [vertinkime 5, (x, y):
o,(x,y)= max(F" (xb, +a,,yd, +c,) H(x, y)) <1.

Tuomet 6°,(x,y) <1. [vercio israiskq gauname supaprastintq:

0

p, (%, y)|] : j 26,° (x,y)dA, (nz) + u(x,y) - j |A, (n2) = A(2)|H * (x, y)dz <

0

2
AN<x,y>s(—” (%)
n

2 ® 0
- (@ﬂpn (x,y)U'f 2dA, (n2) + u(x, y) - |, () = ACO|H* (x, y)dz <
0 0

2
S u 'l(x’y)+
n

N 0
o, (x, y)|j CE= u(x,y)- j |A, (nx) — A(x)|H " (x, y)dz.
n 0 (2.2.6)

2 iSvada. Kai atsitiktinio skaiciaus skirstinys i§sigimgs taske n, t.y. , kai P(N, =n) =1(nebelieka

atsitiktinumo) 1§ 3 teoremos ir 1 i§vados gauname, kad

18
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uzn(x’ y)
n

A, (nx) — A(x)|H " (x, y)dz = +|p, (x, ),

_I_

u’n(x, y)
n

N o0
An(x,Y)S( pn(x’y)|JE7”+u(x’y)J.
0

kadangi (A, (nx)— A(x)| =0.

Sis rezultatas patikslina ir i§ dalies pagerina 4 teoremos rezultata, kadangi ¢ia néra koeficienty
q ir s, kurie padidina papildomy salygy kieki. Taip pat 2 iSvados jvercio rezultate néra papildomos
sandaugos (4 teoremoje: R, (x,y)-R,(x,y) ). Taigi jvertis gaunamas geresnis. Taciau, i§ kitos pusés
Sios iSvados rezultatas yra blogesnis tuo, kad néra priekyje daugiklio H(x,y), kuris tam tikrais atvejais
pagerinty gaunama rezultata.

Jei 3 teoremoje nejtraukiame salygos, kad “»(-Y) _ 1 tai gauname 1 teigini.
n 2

=) =2
1 teiginys. Tarkime, H(x,y) yra atsitiktiniy vektoriy (Z Evl ,Z (ij ribinis skirstinys ir

N
lim P[ n< xj = A(x), A(+0) = 0. Tuomet teisingas jvertis:

n—»o0 n

A, (x,y) Su(x,y)- [|A, (n2) = AGIH (x, y)dz.

[rodymas.

PZy, <x,Zx, <y)=¥(x,y) =S F(xb, +a,,yd, +c,)P(N, = )= ¥(x,y) =
>l

0

= [H*(x,)dA, (n2) = [ H* (x, )dA(2) = [ (A, (n2) = A(2) JdH * (x, ) =

= u(x, »)[ (4, (n12) = AR)H* (x, y)dz.
0

Taigi, gauname jvertj

gt 0]

PZN. <575 < 9= W y) <ut ) [|A, 00 - A dz
0

2.2.1 pavyzdys. Tarkime (X .Y ), (X 2, Y, ),..., (X ns Yn) - atsitiktiniy, nepriklausomy vektoriy seka,

turinti logistinj skirstini

F(ry)=————. xy<eR.

X

l+e +e
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059

074

05 -

025

00053585

2.2.1 pav. Dvimacio logistinio skirstinio grafikas, kai komponentés priklausomos

F (x) =

1
—; F,(y) = —— - komponen¢iy X ir Y pasiskirstymo funkcijos.
l+e ™™ l+e™”

Su normalizavimo konstantomis (a,,c,) = (Inn,Inn), (b,,d,) = (1,1) gauname, kad ribiné vektoriy

maksimumo skirstinio funkcija yra

Z\) —a, AR
P - < x,—

b d

L < yJ = P(Z](Vl: <Inn+ x, ZI(VZH) <Inn+ y):> H(x,y)=
= exp(—e‘x —e”’ ), X,y €R.
Tikriname biting ir pakankama silpnojo konvergavimo salyga (1.3.2):

o) e
n AT 1+e—x—lnn +e—y—lnn

= —x—Inn —y-Inn *
I+e +e
—x-Inn —y-Inn —x__ -1 -y -1 —-X -y
. . ne +e - . ne n +e-n . e +e -
hm u” (X, y) = hm ( —x—Inn —v—lnn) = hm ( —x—Inn —y—lnn) = hm —x—Inn —y-Inn =
o o] +e +e” o] 4 e +e o] 4e +e”

=e " +e =u(x,y).
Matome, kad salyga yra tenkinama.

Nagrinékime vektoriy maksimumy konvergavimo i ribinj skirstini paklaidas. Apskai¢iuojame
skirstinio funkcija W(x, y):

0 —z(u(x,y)+1) |OO 1

W(x,y) = [H(x, y)dAGz) = [e " d(1-e ) =—
0

0

—ny) D], w1

Pazymime:
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ZN (x, y) = ‘P(ZAN”(I) < x,ZAN”(z) < y)— LI"(x,y)‘ =

F'(Gy(x),Go ()= [ H* (x, y)dA(2)| =
0

1 ' 1|
(1 e +e_y_l"”j e +e”’ +1|'

Vertiname konvergavimo greiti:

(n(exlnn +e—y—lnn) 2
1+e—x—lnn +e—y—lnn —x -y
Ay(x,y) < +|1 i-m—:e 2},_1“ —(e“+e )| 1+
n +e- +e
_ —(e " +e )z o v _ _ e v
. . +°04e2 B n(exlnn_l_eylnn)Z |—(€X+€ y)(exlnn_l_eylnn)
+(e " +e™) e dz = ; +
n (1+e—x—nn +e*y71nn)2 | 1+e*X*anl +e*Y*lﬂ” |
0

do~2 e_(e_x"‘e_y)Z
¢ (e +e™)
! Ine @ )

2™ +e)? N 4e* _2((e”" +e ) +2e7?)

n n n

+

0

Matome, kad jvercio eilé n atzvilgiu yra 1/n.

Pastebime, kad jvercio iSraiSkoje gauname pastovia dedamaja:

© 004 -2
u(x,y)- |4, (12) = AGJH * (x, y)dz < ux, y) [ = € dz =
0 0
—u(x, 0z | 2.2.7)
4e7? € Y 4e”?
= u(x,y)- =
u(x,y) L
Iverting salyga
u,(6y) 1 (2.2.8)
n 2
gauname nelygybe

PP i:t i_;y < % e " +e?<n
I8 jos iSplaukia, kad kai x >1;y >1 $i salyga visada bus patenkinama.
ISsamiau paanalizuokime paklaidas. Remiantis MathCad programa paklaidas vertiname ir
analiziSkai ir grafiSkai. Paprastumo délei pasirenkame a =1, # =1. 2.2.1. paveiksle pateiktas atvejis,
kai 0 < x <38, 0< y<15,n=10. Matome, kad skirtumas tarp grafiky (ivercio grafikas — §viesusis)

nusistovi, t.y. pasidaro lygus apie 0.054, kai x ir y did¢ja.
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0.358—

028 —

0.19—

0.095—

£ BE603308 107

2.2.2 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos

Panagrinéje ta pati atveji tik kai n=100 (1 priedas), matome, kad skirtumas tarp jvercio ir
tikrosios paklaidos Zenkliai sumazéja ir, prieSingai 2.2.2 pav., gauname, kad {vertis tampa mazesnis uz
paklaida. Skirtumas didéjant x ir y pasidaro apie 0.0054.

1 priede pateikti iSsamesni skaiciavimai bei keletas grafiky skirtingais x, y ir n parinkimo
atvejais.

IS analizuoty atvejy, buty galima daryti tokias i§vadas:

1) Neigiamoms (< -2) reikSméms (2.2.8) salyga netenkinama.

2) kuo didesnes x ir y reikSmes tuo greiciau paklaidos stabilizuojasi ties konkrecia reikSme;

3) esant dideléms x ir y reik§méms (>10) paklaidos yra labai maZos (10'Seilés ir mazesnés),
grafiSkai gaunami ploksti pavirSiai, taciau lyginant su maZomis paklaidomis, gaunamas rySkus

ir pastovus skirtumas tarp jvercio ir tikrosios paklaidos.

2.2.2. Pavyzdys. Nagrinékime dvimatj logistinj skirstini, kurio komponentés tarpusavyje yra

nepriklausomos, t.y., F(x,y)=F,(x)-F,(y):

1
F(x,y)= . -, x,y€R
l+e™ +e™” +e e
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000 =

2.2.3 pav. Dvimacio logistinio skirstinio grafikas, kai komponentés nepriklausomos

Su normalizavimo konstantomis (a,,c,) = (Inn,Inn), (b,,d,) = (1,1) gauname, kad

VA -a, VAR -c,
P N"b < X, N”d <y :P(ZI(\},), <lnn+x,Zl(\,2n) <lnn+y):>H(x,y)=

n
= exp(— e —efy) X,y €R.

Ribinio skirstinio funkcijos pavidalui komponenciy priklausomumas neturi itakos, nes
skirstinio funkcijos gaunamos vienodos. Tikriname biiting ir pakankama silpnojo konvergavimo salyga
(1.3.2):

1 B n(e—x—lnn +e—y—lnn +e—x—lnne—y—lnn) B
1+ e—x—lnn + e—y—lnn + e—x—lnne—y—lnn - 1+ e—x—lnn + e—y—lnn + e—x—lnne—y—lnn -

u,(x,y)= n(l —

e +eV +e e ln!

l+e*n" +e’n'+e e’n

5 -

—x -y -x -y —1
. . e +e+e e 'n) _ -
limu,(x,y) =1lim T oo o o =€ T+e =ulx,y).
o e ] e +e T te :

Salyga tenkinama.
Tikroji paklaida yra

By =[P(2, 0 <02, @ < 3)- 000 =|F (G (0.Ga (1)~ [ H (e 3)dAG2) =
0
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1 ' 1|
- 1+e—x—lnn +e—y—lnn +e—x—lnne—y—lnn e—x +e—y +1‘

Skaic¢iuojame jvercio (2.2.6) dedamasias:

u(x,y) [ n(e +e e +e +e e n

—x—Inn

2

—x—Inn —y-Inn + efxflnnefyflnn) z 1
—y—1 _
y-Inn n

1
+e —xinn g my=inn n\l+en'+e’n' +e e ’n

n 1+e +e

P, (x,y) =u,(x,y)—u(x,y) =
e +eV +e e n * oy n’ (e_xe_y —(e_x +e™” )2 —(e_x +e™” )e_xe_yn_l)

= —-x_ -1 -y -1 -x -y -2 —¢€ —¢€ -x_ -1 -y -1 -x _-y_ -2
l+e*n +e’n +e'e’n l+e"n +e’n +e'e’n

Konvergavimo greicio jvertis yra

y —v _ v \2 _ v “y —v -
Xe)—(ex-l—e’) —(e"+e ’)exe’nl
+

l+e n +e’n' +e e ’n? e’

e +e? +e e n! ’ ‘e
l+en +e?n'+e e n?

1
AN (x’ )’) <— (
n
[vercio eilé n atzvilgiu vél gi gaunama 1/n.
Iverting salyga (2.2.8) gauname nelygybeg:

-x -y

e e
+ -

Vélgi matome, kad kai x > 1;y > 1, Si salyga visada bus tenkinama.
Pasirenkame o =1, § =1. 2.2.4. paveiksle pateiktas atvejis, kai —2<x<5,-2<y<5,

n=100. Matome, kad skirtumas tarp grafiky (jvercio grafikas — Sviesusis) nenusistovi kai x ir y didéja.

326—
gL
163 —
032—
4
2
33438104
o 4 5 .

2.2.4 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos



Paémus ta pati atveji, tik kai n=10, gauname, kad netenkinama (2.2.8) salyga neigiamoms
reik§méms. Tuomet imame reikSmes 1< x <5,1< y <5 ir matome, kad skirtumas tarp grafiky
nusistovi ir yra apie 0,05 (2 priedas).

2 priede pateikti keli grafikai skirtingais X, y, n parinkimo atvejais. IS visos atliktos analizés,
galima biity padaryti analogiskas 2.2.1 pavyzdZio iSvadas. Neigiamoms (< -2) reikSméms (2.2.8)

salyga netenkinama.

2.2.3 pavyzdys. Nagrinékime dvimatj Pareto skirstinj, kurio komponentés tarpusavyje yra

priklausomos:

F(x,y)= x>0,y>0,a>0,8>0.

l+x“+y?’

2.2.5 pav. Dvimacio Pareto skirstinio grafikas, kai komponentés priklausomos

[
Su normalizavimo konstantomis (a,,c,) =(0,0), (b,.d,)=(n“ ,n”) gauname, kad

70 _ g 7 _ . 1 1 1 "
P[ al ~ < x, N, "<y =P Z](Vlj<xn”’,Z](V2”)<xnﬂ =( IJ = H(x,y)=

b d l+xn" +y7’n”

n n

= exp(— X - y‘ﬂl.
Tikriname biiting ir pakankama silpnojo konvergavimo salyga:

1 x*+y”
u,(x,y)=n|1- = ;
Y ( I+x%n " + y"ﬂn_lj I+x“n" +y7’n”

x“+y’

limu, (x,y) =1lim

oy - _
— = =x"4+y" =ux,y).
o]+ x“nT +yn

1

Gauname tokia paklaida:

Ay(x,y)= |P(2N < x,ZANn @ < y)— lP(x,y)| =

n

1 S
l+x“n" +y7’n™ x4y’ +1|'

Vertiname konvergavimo greiti. Surandame jvercio dedamasias:

25



26

n

u’(x,y) _( x4y’ jz
- 1

n 1+x“n" +y7’n”

et k)]

P,,(JC,)’):M,,(X’)’)—M(XJ): - —a_ -1 -B_-1°
I+x“n" +y™"n

-a_ -1

I+xn" +y7’n”

xtry” J2+ ‘_(x_a+y_ﬁ)2‘ 4
1

1
Ay(x,y)<—
iy n( l+x“n " +y7n" e

l+x“n" +y’n

_ l[(x_“ + )7_5)2(24—)(_”’11_1 + y“ﬁn_l)+iJ
n (1+x’”’n’1 +y’ﬁn’1)2 e’
Lvercio eilé n atZvilgiu gaunama 1/n.
Iverting salyga (2.2.8), gauname nelygybe
Mﬁl:x'“ +y?<n
n+x“+y”? 2
Vel gi matome, kad kai x > 1; y > 1, §i salyga visada bus tenkinama.

Pateikiame viena grafinj vaizda, kaip skiriasi tikroji paklaida nuo jvercio. Pasirenkame
a=1,4=1.226paveiksle 1 <x<5,1<y<5,0n=100. Tiksliosios paklaidos grafikas yra
tamsusis. Matome, kad ties kai kuriomis x ir y reikSmémis grafikai kertasi — jvertis sutampa su
paklaida. Kai x ir y yra mazi (< 3) ivercio reik§més smarkiai nutolsta nuo tikrosios paklaidos. 3 priede
pateikta daugiau grafiky ir iSsamesniy skai¢iavimy. Kai x ir y dideli pastebime, kad grafikai pasidaro
ploksti, t.y. tiek tikslioji paklaida stabilizuojasi, tiek ir jver¢io reikSmés koncentruojasi tiek konkrecia

reik§me tam tikru tikslumu (ir kai n=10, ir kai n= 100).

2.2.6 pav. Paklaidos Pareto skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos

Taigi, i atlikty visy bandymy ir skai¢iavimy pastebime, kad ivertj taikyti tikslinga, kai:



27

1) turime didesnes n reikSmes (n> 20), 0 x>3 ir y > 3;
2) kaix iry didesni (>5), o n >10.
Siais atvejais skirtumas tarp tikrosios paklaidos ir {ver&io yra pakankamai mazas (didZiausias - 0,1

eilés), ir iverti naudoti su tokia paklaida biity galima.

2.2.4 pavyzdys Nagrinékime dvimatj Pareto skirstinj, kurio komponentés yra nepriklausomos:

F(x,y)z1 x>0,y>0,a>0,8>0.

+Xx

2.2.7 pav. Dvimacio Pareto skirstinio grafikas, kai komponentés nepriklausomos
[t
Su normalizavimo konstantomis (a,,c,) =(0,0), (b,.d,) = (n“ ,n”) gauname, kad

b d

n n

Zl(\,”—a Z;\,z)—c L L
P[ L cx,——"<yl|=P val:<xn”‘,Z](V2”)<xnﬂ = H(x,y)=

= exp(— X - y‘ﬂ)

Tuomet

1

l+xn " +y?n +xy?n”

1 j X +y P e xyn )
2 2

u,(x,y)= n(l -

l+xn " +y?n +xy?n"

—a -B -a  -p -1
+y P+
X y X y'n zx—a_i_y—ﬁ:u(x,y)‘

limu, (x,y) =1lim

oo |4 xn7 4 y’ﬂrf1 + x"”y*ﬁn’2

Salyga (1.3.2) tenkinama. Matome, kad komponenc¢iy priklausomumas vektoriy maksimumy ribiniam

skirstiniui jtakos neturi. Paklaida gaunama tokia:

KN (x,y) Z‘P(ZAN"(D < x,ZANﬂ(Z) < J’)_\P(xa y)‘ = (l-i-x_al’l_l N y_ﬂil_l +x—ay—ﬂn—2J - e ;—ﬂ +1§.

Toliau analizuojame konvergavima.
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u,f(x,y) B x Y4+ y‘ﬂ er""’y"ﬂn"1 : 1
= ol B

n I+xn " +yPn ' +x“y’n”

P, (x,y)=u,(x,y)—u(x,y) =

x4y P exy P! s 5 n' (x’”’yiﬂ(l—xf”‘ - y’ﬁ)—(xf”‘ +y” )2)
= a1 R - 72—()( Ty ): a1 5 “a —p 2 :
l+x“n" +y?n +x*y7’n l+x“n" +y?n +x%y7’n

l+x“n" +y?n" +x%y’n> e’

-a . -p -a -p -a -p 2
x4y P gy Py 2 ‘x y (l—x -y )—(x +y ) 4
—a_ —1 -p -1 -a —f -2 + +

I+x“n" +y"n" +x%y"n

AN(X’.Y)Sl [
n

Iverting salyga (2.2.8) gauname nelygybe

x4y +xyPn!

- -a -p -a  —-p_ -1
1S2:>x +y " +x"y’"'n <n

n+x+y”? +x%y’n"
Vélgi matome, kad kai x >1;y > 1, §i salyga visada bus tenkinama.

I$samiau paanalizuokime skirtuma tarp jvercio ir paklaidos.

D.2<‘ h

0.15—
01—

0.052—

[.00423—

2.2.8 pav. Paklaidos Pareto skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos

2.2.8 paveiksle pateiktas atvejis, kai n=100, 1 < x <20,1< y <20, o =1, # =1 . Visais tyrinétais
atvejais iSvadas biity galima daryti analogiskas 2.2.3 pavyzdzio iSvadoms. Taciau $iuo atveju, jvercio
grafikas (Sviesusis) praktiskai visada skiriasi nuo paklaidos, nors n ir parenkame didelj, taciau
skirtumas nevirsija 0,2 visai minétais atvejais (2.2.3 pvz. iSvadose).Grafikai nesistabilizuoja ties

konkrecia reikSme.
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Toliau paanalizuokime pavyzdj, kuris parodo, kad kai kuriy funkcijy atveju galimas ir tiesinis
ir netiesinis vektoriy maksimumy normavimas, ta¢iau netiesinio normavimo atveju gaunamas geresnis

rezultatas.

2.2.5. Pavyzdys. Tarkime (X Y ), (X 2 Y, ),..., (X Y ) - atsitiktiniy, nepriklausomy vektoriy seka,

n>*n

turinti skirstinj
F(x,y)=x-y.
Vienmatées pasiskirstymo funkcijos yra
F(x)=x;F(y)=y,

O<x<LO<y<l.

Su normalizavimo konstantomis (a,,c,)=(1,1), (b,,d,)=n",n") gauname, kad

) o)
ZNﬂ -a, ZN" —-c
P < X,
b d

n n

n’

" < yJ = P(Zl(\}: <xn™ +1, Zl(\,zn) <yn” +1)= F'(n™ +Lyn" +1) =

= (1+£j (1+%) = H(x,y)= exp(x+ y),.

n

Taciau gauname Zymiai geresni rezultata, kai naudojame netiesinio normalizavimo funkcijas

G, (x)=exp(x-n"); G,,(y) =exp(y-n"):
P(Z,(v” < exp(ﬁj, zZy < exp(lD =F" (exp(fj,exp(ln =
" n ! n n n
= (exp(fjj (exp(l)J =H(x,y) = exp(x + y),.
n n

Ay(x,y) = ‘P(ZANH Vexz,? < y)—\P(x, y)‘ -

F'(Gy(0),G,0 (1))~ [ H7 (x, y)dA(2)

1
I+e™

Taigi, paklaida yra fiksuota- nuo n nepriklauso. Tokiu atveju néra prasmés ieskoti paklaidy jvercio.

2.3. KONVERGAVIMO ANALIZE NETIESINIO VEKTORIU
MAKSIMUMU NORMAVIMO ATVEJU

Pateikiame teorema, kuri parodo, kaip galima ivertinti konvergavimo (1.3.3) greiti. Esant tokiems
atvejams, kai tiesinis normavimas netaikytinas, biitina teorema suformuluoti ir jrodyti kai naudojame
ne tiesinio normavimo konstantas, o netiesing funkcija. Tuomet §ig teorija galime taikyti ir praktiniams

uzdaviniams.
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7 teorema. Tarkime, H(x,y) yra atsitiktiniy vektoriy (2n(l),2n(2)) ribinis skirstinys ir

u,(x,y)
n

n—o n

. N . . . .
lim P( 1< xj = A(x), A(+0) = 0. Tuomet, visiems x ir y, tenkinantiems sqlygq

teisingas jvertis:

Ay(x,y) < (@ +|p, (x, y)|j . I 20,7 (x,y)dA, (nz) +u(x,y)- '“An (nz) — A(z)|HZ (x,y)dz,

dia: 5,(x,y) = max(F"(GV (x),G® M) H(x, ). p, (. y) = u, (x, y) —u(x, ).

Teoremos jrodymas

N,
P2, <x,2,7 < )=y <|PZ," <x2,7 <y)—EH " (x,y)+

(2.3.1)

N,

+EH " (x,y) =¥ (x5, )| =1, y)+1,7 (x, y).

Irodysime tik pirmaji nelygybés démeni I”a)(x, y). Antrasis démuo jrodytas 3 teoremoje. Analogiskai,

pritaike pilnosios tikimybés formulg (Aksomaitis A., 2002)

S F/(G,(x).G,(y)P(N, = )= D H"(x,y)P(N, = j)| =

Jz1 j=1

In(l) ('x’ )’) =

(2.3.2)

<

[F"(G,,(x).G,.(y)dA, (n2) - [ H (x, )dA, (n2)

= T [F™ (G, (x).G,, (y) = H (x, y)|dA, (n2).

Kadangi
F"(Gyy(x),G,2 ()
jt“ dt
H(x,y)

< 2(max(F" (G, (x).G,,(y). H(x. ) n F*(G,, (x).G,.,(y) ~In H (x, y)| <

n ln(l - mj +u,(x,y) J
n

P£,(x,y)

|F"Z (Gnl (X), GnZ (y)) -H ) ('x’ y)| =Z <

+

u, (x,y) —u(x,y)

<20, (x, y)(

tai pasinaudojus nelygybe (2.2.3) gauname

2
[F™(G, (x).G,,(y)) ~ H* (x.y)| < 28,7 (x, y)(@ + j (2.3.3)

u,(xy) 1
2
I§ (2.3.2) ir (2.3.3) iSplaukia, kad

su salyga, kad
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2 ©
1,7 (x,y) < [M +|p, (x, y)|JI z8,°(x,y)dA, (nz).
n 0
Teoremos irodymas iSplaukia i$ (2.3.1), (2.3.2) (2.3.3) ir (2.2.5).
ISvada. Jei jvertinsime, kad

6,1 ()C, y) = maX(Fn (Gnl (x)’ G112 (y))’ H()C, y)) < 1 :

Tuomet ir 6, (x,y) <1. [vercio israiskq gauname paprastesne:

2n , N 0 )
Ay (x,y) < (% +lp, (x, y)|J By, y)- [[A, () = ACOIH * (x, y)dz.

(2.3.4)

6 teoremos 2 iSvada ir 1 teigini taip pat galime nesunkiai pritaikyti netiesinio normavimo atveju.

2.3.1 pavyzdys Nagrinésime vektorius, kuriy komponenciy vienmatés pasiskirstymo funkcijos yra log-
Pareto (Falk M., 2010)

1 1
Fx)=1-—13F,(y)=1-—
In x Iny

xze, yz=e.

Vektoriy komponentés x ir y tarpusavyje yra priklausomos, vektoriai — nepriklausomi:

[ I L S—

— Xx2e, y=2e.
Inx Iny Inx+Iny-1

2.3.1 pav. Dvimacio log-Pareto skirstinio grafikas priklausomy komponen¢iy atveju

1) Su normavimo funkcijomis: G, (x) =exp(x“n); G,,(y) = exp(y”n), x>0,y >0, gauname,
kad vienmaciai maksimumy ribiniai skirstiniai yra

PZ" <G, (x)= H ,(x),



P(Z,” <G,(») = H,4(»).
Ieskome vektoriy maksimumy ribinio skirstinio.

P(ZA,(ID<x,ZA,(12)<y):{1— 1 + ! j = H(x,y).

a

x“n y'n x“n+y’n-1

Pagal (1.3.2) salyga:

| 1 1
)= n(l _(l B ln(exp(x“n))_ ln(exp(yﬂn))+ ln(exp(xan))Jr nfexp(y”m))- JJ i

LS ! _ v
xn y'n x“n+y’n-1) x* y¥ x*+yf-n"’

) 1 1 1 X+ 98 —x%yP X2 pxTyP 4 2P
TESCRPRTSO SIS IR B B 10 S8 G S5 S
n—® X y x“+y xy(x +y) xy(x +y)

Tuomet ribiné dvimaté pasiskirstymo funkcija yra:

X2+ x%yP 4y
x”‘yﬂ(x”‘ + yﬁ)

P(ZAIEU <x,Z? < y):> H(x,y) =exp(— J,x> 0; y>0.

Nagrin¢kime paklaidas. Pazymime:

_ 1 1 1 ! 1
Ay =[1-—— ¥ -
N XY ( “n y’n xan+yﬁn_1j X2+ xy? 4y

+1

x“yﬁ(x“ +y”

Ivertinkime konvergavimo greitj (2.3.4). Tam, pirmiausia apskai¢iuojame jvercio dedamaja

pn(x’y):
1 1 1 1 1 1
Ly =u, (x,y)—ux,y)=—t———-r— | —+— —————— | =
P, (x,y) =u, (x,y) —u(x,y) P T ey (x“ 7 x“+yﬂJ
1 1

x“+y7 x*+y’ —n

-1 "
Ivertis (2.3.4)

2
(1 1 1
Ay, ) S| —| —+—- + - E—+
iy [n(x“ y? x“+yﬁ—nlJ |x“+yﬁ x“+yﬂ—nl|J n

BL1] (0 NS SRS B I ! W4
n|\x* y' x*+yf-n"' (x“+yﬂ—n’IX)c“+yﬂ) e’ |

Ivertis teisingas tik jei tenkinama nelygybé (2.2.2):

32
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1 1
+

— <
xn y’n x“n+y’n-1

1
2
Pasirenkame o = 1, f = 1. Analizuojant paklaidos (tamsusis grafikas) ir jvercio skirtuma,
pastebime, kad jvertis gana tiksliai atspindi tikraja paklaida. Kai x >5,y > 5, o n > 30 skirtumas tarp
grafiky yra 0,01 eilés, o kai x ir y maZesni (n > 10) bendrai galime pasakyti, kad skirtumas yra ne
didesnis, nei 0,3. 2.3.2 paveiksle pateiktas atvejis, kai n = 100, 3<x<10, 3<y<10. Ivercio reikSmeés

labiau koncentruotos ir grafikas yra plokStesnis.

0.061-=

00451

0.032-~

0.017—

00025 1=

2.3.2 pav. Paklaidos log-Pareto skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, o ribiniai
skirstiniai H;(x), Hy(y)
2) Sunormavimo funkcijomis: G, (x) = exp(n . exp(x)); G,(y)= exp(n -exp( y)),
x € R, y e R, gauname, kad:
P(Z" <G, (x) = H,(x),

P(Z? <G,,(y)= H,(y).

A . 1 1 1 !
P\Z" <x,2® =F"(G,(x),G =|1- - H(x,
( n <X n <y) ( nl(x) n2(y)) ( n-exp(x) nexp(y)+nexp(x)+nexp(y)—l] = (-x )’)
( 1 1 1 ) 1 1 1
un('x’ y):n + - = + — - ;
n-exp(x) n-exp(y) n-exp(x)+n-exp(y)—1 exp(x) exp(y) exp(x)+exp(y)—n

Pagal (1.3.2) salyga:



1 1 1
+ f— =
exp(x) exp(y) exp(x)+exp(y)
(exp(x) +exp( y))2 —exp(x)exp(y) _ exp(2x)+exp(x)exp(y) +exp(2y) .

exp(x) exp(y)(exp(x) +exp(y)) exp(x) exp(y)(exp(x) +exp(y))

u(x,y)=limu, (x,y)=

34

Tuomet
P2 <520 < y)= Hixy) - exp(_ exp<2x>+exp(x>exp<y>+exp<2y>} CCR.yeR
exp(x) exp(y)(exp(x) +exp(y))
Paklaida:
_ 1 1 1 ’ 1 ‘
Ay (x,y)=|1- - +
v (%) ( n-exp(x) exp(y) n-exp(x)+n-exp(y)— J exp(2x) + exp(x)exp(y) +exp(2y)

exp(x) exp(y)(exp(x) + exp())

Vertiname konvergavimo greiti:

(1 1 1 ’ 1 1 4
Ay(x,y)<— + - — | + - +— |
n|\exp(x) exp(y) exp(x)+exp(y)—n exp(x) +exp(y)—n exp(x) +exp(y) e
Ivertis teisingas tik jei tenkinama nelygybé:
1 N 1 3 1 < l
n-exp(x) n-exp(y) n-exp(x)+n-exp(y)—1 2

Skirtumus tarp jvercio ir paklaidos pavaizduosime grafiskai. 2.3.3 paveiksle pateiktas atvejis,

kain=100, e<x<10,e<y <10, a =1, § =1 lver€io grafikas — §viesusis.

00055~

0.004 1+

00022

0.0014—

23365609 102

2.3.3 pav. Paklaidos log-Pareto skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, o

ribiniai skirstiniai Hz(x), H3(y)

+1‘
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IS atliktos palyginimo analizés galima daryti tokias iSvadas: kai x >3, y > 3, abu grafikai
stabilizuojasi ties konkre¢iomis reik§mémis (su tam tikru tikslumu) ir skirtumas tarp ju yra 0,01 eilés,

kai n yra mazas 10 <n <60 ir - 0,001 eilés, kai n yra didesnis (n > 60).
3) Sunormavimo funkcijomis: G, (x) =exp(x“n); G,,(y) =exp(exp(y)n), x >0,y € R gauname,
kad:
P(Z, <G, (x)=H,,(x),
P(Z,? <G, (y) = Hy(y).
Ir

1 1
- +
x“n exp(yn x“n+exp(yn-—1

P20 < %22 < y)= F'(G,y ().G,» () = [1— J — H(x,y)

Biitina ir pakankama salyga (1.3.2) tenkinama:

1 1 1 1 1 1
u,(x,y)=n —+ =—+ =

x“n  exp(y)n - x“n+exp(y)n—1 “

X exp(y) - x* +exp(y)—n~

1 1 1 20 a 2
u(x,y) =limu, (x,y) = —+ -— =2 a+x exp(o);)+exp( y);
o X exp(y)  x“+exp(y)  x“exp(nlx” +exp(y))
Tuomet
2a a
P(ZA;I) <x, ZA,ﬁz) < y):> H(x,y)= exp[— al a+ al exp(i)) i eXp(Zy)J ,x>0,yeR.
X exp(y)(x + exp(y))
Paklaida
Py =1-— 1 ! . 1
x“n exp(y)n x“n+exp(y)n—1 x4+ x% exp(y) + exp2y) 1
x* exp(y)(x”‘ + exp(y))
Ivertis:

2
A, (x,y)< 1 L—i— L _ ! -+
n{x® exp(y) x”+exp(y)—n"

1 ~ 1 71\ 2N,
x“ +exp(y) x”+exp(y)—n ‘ n

40 1|( 1 1 1 ’ 1 1
+ - a T a -1 + 2 + a O« .
n n|\x exp(y) x“ +exp(y)—n e’ x"+exp(y)—n— x“ +exp(y)

Lvertis teisingas tik jei tenkinama nelygybé:
1 1 1
+ p—
xn exp(y)n x“n+exp(y)n—1

1
<
2



2.3.4 paveiksle pateiktas atvejis, kai n = 50, e<x<10, e<y<10, o = 1,8 = 1. [vercio grafikas
(Sviesusis) yra pastovesnis, koncentruojasi ties konkrecia reikSme. Kai x > 20, o y> 20, paklaidos

grafikas stabilizuojasi ir skirtumas tarp grafiky nevirsija 0,006.

IZI.IZI41—|

0.03 1—|

0,00 1

0.01 1=

2.3.4 pav. Paklaidos log-Pareto skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, o ribiniai
skirstiniai H;(x), H3(y)
Matome, kad galime apibendrinti rezultatus. Su normavimo funkcijomis
G, (x) =exp(w(x)-n); G,,(y) =exp(v(y)-n), su kuriomis
P(Z) <G, ()= H,(x); PZ,” <G, ()= H (), i,j=12;

vektoriy ribing skirstinio funkcija yra

P@y<%@%<”jﬂudﬁwmﬁyww+mmww+v@q'

w()v () (W(x) +1(y))
Paklaida yra

(1— ! ! + ! J ! ‘—KN(x,y).

w(x)n - viy)n wx)n+v(y)n—1 - w?(x)+ w(x)v(y) + vz(y) N 1‘ B
w()v(y)(w(x) +v(y))

Maksimumy skirstinio konvergavimo i ribinj skirstinj grei¢io jvertis uzraSomas taip:

AN(x,y)Sl[ ! + L _ ! j+i+ ! . ! .
n|\wx) vy wx)+v(y)-n e w)+v(y)—n" wx)+v(y)

36
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Lvertis teisingas tik jei tenkinama nelygybé:

1 1 1 1
+ - <—.
wx)n viy)yn wxn+v(y)n—1 2

Cia w(x) = {x “oir v(y) = {y > su atitinkamais kintamyjy apribojimais.

e’. e’.
2.3.2. Pavyzdys Nagrinésime vektorius, kuriy komponenciy vienmatés pasiskirstymo funkcijos yra
log-Pareto (2.3.1 pavyzdys), tac¢iau vektoriy komponentés x ir y tarpusavyje yra nepriklausomos,
vektoriai — nepriklausomi.

1 1 1
Fx,y)=l-———t—
Inx Iny Inx:-lny

2.3.5. pav. Log-Pareto skirstinio funkcijos grafikas nepriklausomy komponen¢iy atveju

1) Su normavimo funkcijomis: G, (x) =exp(x“n); G,,(y) = exp(y’n), x>0,y >0:
P(Z,(,1> <G, (x)=>H, ,(x);
P(Z,” <G,,(»)) = H, ;();

5 72 —l1- 1 _ ! 1 n
P(Z" B <y)—(1 ln(exp(x“n)) ln(exp(yﬂn))Jrln(exp(x“n))-ln(exp(yﬂn))J = Hw)

Pagal salyga (1.4.2) gauname, kad

u (x,y)=n/1-{1- ! — ! + ! =
= ln(exp(x"‘n)) In exp(y”n)) 1n(exp(x"‘n))-ln(exp(y”n)) -

Y RS NS S TS O S U
x“n y'n x*y'n?) x¢ y x%y%en’

(11 1
uCx,y)=lim — 4 — - ==Xy
n—oo| x y x“ -y n
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Tuomet
P(Zil) <x,Z{ < y)3 H(x,y) = eXp(— x4 - y"’)= H ,(x)-H 4(y) x>0; y=>0.

Aproksimavimo paklaida:

PN(X’)’)Z

e e ) e

Analizuojame konvergavima.

1 1 1 1 1 1
P,,(X,Y)ZM,,(X,)’)—M(X,)’)Zx—a"'y—ﬁ———(—‘i'—ﬁJ:——

2
An(x’y)Sl (La—'—ia_ 1 J + al B +i2 .
Xy

n{\x* y* x“-y“-n

Konvergavimo greicio eilé n atZvilgiu yra 1/n.
Ivertis teisingas tik jei tenkinama nelygybeé:
1 N 11 <
x“n y'n  x“y’n

N | —

2.3.6 paveiksle pateiktas jvercio ir paklaidos (tamsusis grafikas) grafinis vaizdas, kai n = 100,
e<x<20,e<y<20.Pasirenkame o = 1, p = 1. Siuo atveju didZiausias skirtumas tarp grafiky
reikSmiy nevirSija 0,1. Kai n < 15, $is skirtumas iSauga iki 0,12. Kai parenkame reik§mes

x >10, y > 10 grafikai pasidaro plokstesni, taciau skirtumas tarp grafiky sumaz¢ja nezZymiai iki 0,7.

0035
0075
005

0.025=

T
1
0.00433

ITF

2.3.6 pav. Paklaidos log-Pareto skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos, o ribiniai

skirstiniai Hy(x), Hy(y)



Analizuojame kitus atvejus tam, kad parodytume désninguma.
2) Su normavimo funkcijomis: G, (x) = exp(n . exp(x)); G,(y)= exp(n . exp(y)),
xXeR,yeR:
P(Z" <G, (x) = H,(x),
P(Z,? <G, (y) = H,(y);
P20 <x,20 <y)= F"(G,y(x),G,, ()=

1 1 1
- +

i (1 ~ In(exp(n-exp(x))  In(expln-exp(y)))  Infexp(n - exp())): Inexp(n- exp(x)))j

Salyga (1.4.2) yra tenkinama:

= H(x,y)

1 1 1 B
u, (%)= n(l - [1 - ln(exp(n . exp(x))) - ln(exp(n . exp(y))) " ln(exp(n -exp(x)))- ln(exp(n . exp(x)))D B

1 1 1 1 1 1
= + — = + _ :
n( n-exp(x) n-exp(y) n-exp(x)-n- eXP(y)J exp(x) exp(y) exp(x)-exp(y)-n

1 1 .
+ =e +e;
exp(x)  exp(y)

u(x,y)=limu,(x,y) =
Tuomet

P(ZA,E” <x,Z? < y):> H(x,y)= exp(— e —e’y)= H,(x)-H,(y), xeR,yeR.
Paklaida

1 1 1 ' 1|
1- - +
( (exp(x)) (exp(y)) (exp(x)n) . (exp(y)n)} e +e’ + 1|

KN(X,)’) =

P2, (x,y) =u,(x,y)—u(x,y) =
_ 1 . 1 1 I S 1
exp(x) exp(y) exp(x)-exp(y)-n exp(x) exp(y) exp(x)-exp(y)-n’

Ganame jvertj

-2
_ 1 | . E& + 46
exp(x) -exp(y) - n| n n

[ 1 1 1 Jz
A, (x,y)<| — + - +
{n exp(x) exp(y) exp(x)-exp(y)-n

1 1 1
- +

2
1 1 4
= - + +—1
n {[CXP(X) exp(y) exp(x)-exp(y)- nj exp(x) -exp(y) e’ J

kuris teisingas, tik jei tenkinama salyga

1 1 1 1
+ - ==
n-exp(x) n-exp(y) n-exp(x)-n-exp(y) 2
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Skirtumus tarp ivercio ir paklaidos pavaizduosime grafiskai. 2.3.7 paveiksle pateiktas atvejis,
kain =100, e < x <10, e < y <10 . Pasirenkame a = 1, § = 1. [vercio grafikas — Sviesusis.. O palyginus

su 2.3.1 pavyzdzio 2) atveju, kai turime tas pacias n, X ir y neigiamas reikSmes skirtumas tarp grafiky

yra labai panaSus. Kai n <15, skirtumas tarp grafiky iSauga iki 0,06.

n.nuﬂ—l

0,00 53—
0,003 5—

00015

2.3.7 pav. Paklaidos log-Pareto skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos, o
ribiniai skirstiniai H3(x), Hs(y)
IS visos atliktos analizés galima teigti, kad parametry a,  parinkimas didelés jtakos paklaidoms

ir ju iverCiui itakos neturi. Apibendrinus, gauname, kad, jei

G, (x) =exp(n-v(x)); G,,(y) = exp(n-w(y)),

su kuriomis

P20 <% 22 <y)=|1- SR 1 = H(x,y),
v(ix)-:n w(y)-n -v(x)-n-w(y)-n

tuomet

[ 1 _
v(x) wy) v(x)w(y)n

u,(x,y)=

u(x,y) =v(x)™ +w(y)™.

a a

e .

. X
Cia v(x) = {

R Tir w(y) = {yy " su atitinkamais kintamujy apribojimais.
e’.

Ribiné¢ skirstinio funkcija yra

P(ZA,(II) <X, ZAf) < y):> H(x,y)= exp(— v(x)" - w(y)’l)

Konvergavimo greicio jvertis



AN(x,y)sl( ! + L _ ! )+ ! +i2
n(\v(x)  wly) v@)-wy)-n) vx)-wly) e

yra teisingas, jei tenkinama salyga

1 1 1 1
<_.

+ — —
vin w)n vx)-w(y)-n® 2

Paklaidas gauname tokias:

KN(X,)’)=

1 1 1 ' 1 |
1-— — —
( (v(x)n) (w(y)n)+(v<x>n)-(w<y>n)J v )+ w () +1|
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DISKUSIJA

Siame darbe yra patikslinami prof. dr. J.A.Aksomai¢io gauti rezultatai (Aksomaitis A., 2008).
Netolygusis konvergavimo greicio jvertis buvo gautas ir jrodytas atsitiktinio skai¢iaus dvimaciy
vektoriy maksimumames ir tiesinio ir netisinio normavimo atvejais.

Tyrimas buvo atliktas vektoriams, kuriy komponenéiy skaiGius yra atsitiktinis. Sio skaiiaus
skirstinj pasirinkome visiems atvejams vienoda — geometrinj skirstini.

Nagrin¢jant vektoriy maksimumus jvertis tampa sudétingesnis. Vienmaciy maksimumy atveju
nagrin¢jamai funkcijai, kai taikome netiesinj normavima, démuo p, (x) =0 (Dindiené¢ L., 2009), tuo
tarpu dvimaciu atveju - p,(x,y) #0 (priklausomy ir nepriklausomy komponenciy atveju). Todel
iverCio iSraiSka nesupaprastéja lyginant su vienmaciu atveju gautais rezultatais. Tam, kad galétume
ivertinti paklaidas praktiSkai, tenka iverti grubiau supaprastinti. Rezultate ivercio iSraiSka gauname
tokia, kad vienas démuo tampa fiksuotas — nepriklausantis nuo kintamyjy X ir y.

Nagrin¢jant dvimacius maksimumus, ribiniai juy skirstiniai jau nebetelpa i klasiking schema
(Galambos J., 1984). Ribiniai skirstiniai tiesiSkai normalizuotiems vienmaciams maksimumams gali
biti tik trys, o netiesinio normavimo atveju tas jau nebegalioja (Pancheva E., 19). Vektoriy
maksimumy atveju tiek tiesiSkai, tiek netiesiS$kai normuotiems maksimumams ribiniai skirstiniai néra
apibréZti. Tai puikiai atsispindi Sio darbo pavyzdziuose.

Darbe nagrinéti Pareto ir logistinis skirstiniai, kuriems buvo taikomas tiesinis normavimas.
Abiejuy funkcijuy atveju gavome, kad ribiniams skirstiniui komponenciy tarpusavio priklausomumas
itakos neturi — gauname tg patj ribinj skirstinj, kuriuo aproksimuojame maksimumu struktiira. Taciau
tokio rezultato negavome nagrinédami funkcija su sunkia ,,uodega®, kuriai yra taikytinas netiesinis
maksimumy normavimas. Nepriklausomy komponenciy atveju ribinj skirstini gavome i$ klasikinés
schemos, priklausomy — nezinoma. Taigi sprgsti apie ribini skirstini i§ komponenciy priklausomumo
negalime. Gaveg ribing skirstinio funkcija priklausomy vektoriy komponenciy atveju negalime sakyti,
kad ji tokia bus, kai komponentes parinksime nepriklausomas.

Dauguma tyrimy ekstremaliy reikSmiy tematikoje yra atliekami atsitiktinéms sumoms.
Normuoty vektoriy maksimumy konvergavimas néra placiai analizuojamas. Tai, kad néra publikacijy

Sia tema, paskatino atlikti tokia analizg.
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ISVADOS

Logistinio ir Pareto skirstinio atveju ribinés skirstinio funkcijos iraiSka nepriklauso nuo
komponenciy tarpusavio (ne)priklausomumo.

Logistinio, Pareto ir log-Pareto skirstinio atveju konvergavimo greicio eilé n atzvilgiu yra 1/n
(visais atvejais).

Log-Pareto skirstinio atveju komponenciy priklausomumas ribinei maksimumy skirstinio funkcijai
itakos turi — iSraiSka gaunama kitokia.

IS teoremos iSplaukia, kad kai atsitiktinio skaiciaus skirstinys iSsigimes taske n, rezultatas pagerina

ir apibendrina rezultata, pateikta A. Jokimaicio disertacijoje.
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REKOMENDACIJOS

Siame darbe atlikta dvimagiy vektoriy maksimumy konvergavimo analizé, kai ju skaicius yra

e & " . 1 .

atsitiktinis. Sio skaiCiaus skirstiniu pasirinkome geometrinj skirstinj su parametru p, =—. Platesnei
n

maksimumy konvergavimo greicio jvercio analizei galima:
1) panagrinéti n-maciy vektoriy maksimumy struktiira;
2) jvertinti paklaidas, esant kitokiam atsitiktinio skaiciaus skirstiniui;
3) praktiSkai jgyvendinant teorija, sukurti jvairesniy vektoriy skirstinio funkcijy, kuriy
komponentés bty priklausomos;
Be viso to, biity idomu paanalizuoti minimumy struktiirg. Akivaizdu, kad tyrimas bus Zymiai
sudétingesnis, kadangi vienmaciy minimumy skirstinio funkcijos iSraiSka yra sudétingesné negu

maksimumuy struktiiros.
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1 PRIEDAS. PAKLAIDU [VERCIO TYRIMAS LOGISTINIO SKIRSTINIO ATVEJU, KAI
KOMPONENTES PRIKLAUSOMOS

016

0.1

0.070—

0.038—

30142007105

1.1 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, kai n=100; 0 < x<8,0< y <8

00108

0,002 1

000 54—

00027

2?08??-]&%

P1,Al

1.2 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, kai n=50; 10 < x < 20,10 < y < 20
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1.3 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, kai n=1000; 10 < x <20,10< y <20
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1.4 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, kai n=1000; —2 < x<2,-2<y<?2
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2 PRIEDAS. PAKLAIDU [VERCIO TYRIMAS LOGISTINIO SKIRSTINIO ATVEJU, KAI
KOMPONENTES NEPRIKLAUSOMOS

D.14ﬁ‘

0.07 1=

zaz1e10L
=

P1,Al

2.1 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos, kai n=10; 1 < x <5,1<y<5

D.UIUS—1

0.0054—

P1,Al

2.2 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos, kai n=50;

10<x<20,10<y <20
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2.3 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos, kai n=1000;

10<x<20,10<y <20
, 2T
1.5T
Pl(n,x,y)
Alm,xy) |
05T ™
.0.101, 7} RS EREEEEE fPrireitipeeanan, |
0 20 40 60 80 100
0 n 100

2.4 pav. Paklaidos Logistinio skirstinio atveju, kai komponentés nepriklausomos, kai n kintantis, x=0, y=2



3 PRIEDAS. PAKLAIDU IVERCIO TYRIMAS PARETO SKIRSTINIO ATVEJU

Tiksli paklaida

Ay(x,y)= ‘P(ZANM(” <xZ,?< y)—‘P(x, y)‘ - [

1 ! 1
— =P, (x,y).
1+x%n" + y'ﬁn'lj x“+y”’ +1‘ v (0.y)

n =100

Ivertis
1
An(x’Y)S*
n
x=1.5 a:=1
y:=1.5 Bi=1
Pl(n,x,y) =
-
1+
n
Pl(n,x,y) =

0.195300366135588

0.174370555026405

0.162641564800626

0.155711186466456

0.151192136464852

0.174370555026405

0.130288787670873

0.10935305282826

0.097738241828984

0.090437526543467

0.162641564800626

0.10935305282826

0.085445742166979

0.072597241080252

0.064695717581597

0.155711186466456

Salygos tikrinimas

—a -B
%Sl:x"“+y"ﬂ <n
Al(n,x,y) = n+x - +y 2
0.63292590652362 ¢y P
0.204931856936007 2
0.130175218381207 1.5
0.101867749702045 1.333
0.08737680122776 1.25
0.204931856936007 1.2
0.045018352021554 15
0.024544441663694 1
0.017975621407493 0.833
0.01495076667324 0.75
0.130175218381207 0.7
0.024544441663694 1.333
0.013262406473169 0.833
0.010018148178397 0.667
.63261083636352:10 -3 0.583
0.101867749702045 0.533
1.25

3.1 pav. Paklaidy skai¢iavimas Pareto skirstinio atveju
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3.2 pav. Paklaidos Pareto skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos, n =100, 1 < x <10,1< y <10

055

0.25—

015

3.3 pav. Paklaidos Pareto skirstinio atveju, kai komponentés priklausomos,n=10, 1 < x <10,1< y <10
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IZI.S-.'
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3.4 pav. Paklaidos Pareto skirstinio a



4 PRIEDAS. STRAIPSNIS

LIETUVOS MATEMATIK(S RINKINYS. LMD DARBAI IS3N 0132-281%
51 tomas, 2010, 454-458 www.mii.le/LMRB./

Atsitiktinio skaic¢iaus vektoriy maksimumuy
konvergavimo greicio ivertis

Lina Dindiené, Algimantas Aksomaitis

Kauno technologijos universitetas
Studenty g. 50, LT-51368 [Kaunas
E. padtas: lina_ dindiene@yaloo.com; algimantas. aksomaitis@ktu. lt

Santrauka, Siame darbe nagrinéjame tiesiSkai normalizuoty dvimafiy atsitiktinio skai-
¢laus vektoriy maksimumy strukturg. Taikome perkélime teorema, kurios pagalba gauname
Zios struktiiros konvergavimo greicio jverdio israitka. Pateikiame pavyedj, iliustruojantj teo-
ring medziaga. Siame straipsnyje patikslinsime rezultatus, gautus [1] darbe.

Raktiniai Zodziai: stochastiniai maksimumai, perkélimo teorema, konvergavimo greicio jvertis.

Ivadas

Tarkime (X1, Y1), (X2, Y2), ..., (X, Y3 ). ... — atsitiktiniy, nepriklausomy vektoriy se-
ka, turinti vienoda skirstinio funkeija F(=, y) = P(X; < #,Y; € v), § 2 1. Apibréi-
kime statistikas:
Z =max(Xy, X, , X))y 2P =max(¥, Vs, .., Ya),
max ({ X1, Y1), (X2, ¥5),. .., (X0, ¥2)) = (Z,(g),zm),
Z§) = max(Xy, Xoyo. s X )y Z5) = max(Yy, Y, ..., Yi,),
max (X1, Y1), (Xo, Y3}, (X, Yiv) = (25, 240,
dia Ny, Ng .. N, teigiamy sveikyjuy atsitiktiniy dydZiy seka, nepriklausanti nuo

(XJ?Y) 1 ir
P(N, < z)= A,(x).

Nagrinésime tiesiSkai normalizuotus maksimumus:
ZW oz —ay), 2P a2 -,
1)
Zo, = NE —an), T = a7 (29 - <),
—0C < @y < 00, by =0, —00 < ¢y < 0, dy > 0. PaZzymékime

1wy, (2, 7) :n(l —F(-J:bn—i—an,ydn—f—cn)). (1)

Butina ir pakankama silpnojo konvergavimo (visuose ribinio skirstinio tolydumo
tagkuocse)

PV <27 <y) = Hay (2)
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Atsitiktinio skaifiaus vektoriy maksimumy konvergavimo greidio jvertis 455
salyga yra [2]:

lim w,(r,y) = u(z,y)

n—

Jei & salyga tenkinama, H{(x, y) = e~*(*¥) yra ribinis tiesiskai normalizuoty mak-
simurmy skirstinys [2].

Pazymeékime:
Anlzy) = |PZY <228 <y) - 0,y),
da ¥lx,y) = fj {z,v)dA(z) it A(z) =limy, .. P(%‘- % z) = limg oo Ay (n2).
Rezultatai

Pateiksime teorema, apibendrinandia rezultaty, esantj [1] publikacijoje.

1 teorema. Tctrkime Hix y) yra atsitiktiniy vekloriy (?5\1275\23] ribinis skirstinys
ar limy, oo P(‘N < x) = Alx), A(H0) = 0. Tuomet, visiems x ir y, tenkinantiems
salygy M € % teisingas jvertis:

X3

Aulzy) < (Mﬂpn(w,yn) JAEHEOTINCS

Fulea) [ Jantnn) — A H ) 8
o]

dia: Spla,y) = max(F™{(xb, 4+ an, ydn + o), Hiz, 1)), po(ey) = walz,v) — wlz,v).
Teoremos grodymas.
-1} =)
P(ZY <2.7% <y) -y

< |P(ZN) < =7 <y) - FH (@,9)] + |[EH (r,9) - Pz )|
= IV, y) + I (=, ). (3)

I8 pilnosios tikimybés formulés turime:

I, gy = | > F(aby + oy, ydy + e3)P(N, = ZH VPN =) ‘
izl
‘f F’n: ,lbn + Oy, 1 Jdn + fn dAn / H (fAn ('ﬂx.-)
< f |F‘1:(Ibﬂ + ag. yd'n + C'l‘l) - H:(I’y)l dA.n(RZ). (4)
0

Liet. mat. rink. LMD darbai, 51:454-458, 20140,
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Kadangi

|F'”'z (:an + ay,, 'ydn + Cn) - H* (*T“’ !)’)|

F (abp it ydnten)
/ 2t di

= i

Hiz,y)
< z(max (F(xby, + an, ydn + c0), H{z,y)))"
® | In F™*(xb, + ap.vdn +cn)—1n H(;z:,y}l

< zéfl(r.,y)( nln (1 - “n(nﬂ) +’Rn('1,’y)’ + |’ltn(11"-,-y) - U(Iy)l)

tai pasinaudoje nelygybe

1
(1 —t)+¢[ <%, o<t <z,

gauname
"o z z u?l(x!y) E
IF by + an,ydn +en) — H (I.‘y)| € 20, (x,y) T+ |.0n(17_"y)| > (5)
kai L“ = < 4.
Is ( ) ir (5) isplaukia, kad

iy [l
I,y € (_un(::'q) + |pn(‘1r1 y)l)f 207 (a,y) dAy (na).
- 0

Toliau,

I r,y f He (e, ) dA, f H* (e, y) dA(z)
= ‘/0 H (2, 9) d(An(nz) — A(2)}].

Suintegrave dalimis, gauname
Iz, y) = U w(nz) — A(z)) dH® .ry)|
< ulz,q J)fo |A,,(':zz) - A(a)|H3(;1:, y)dz. (63

Teoremos jrodymas igplaukia is (3), (4} ir (5).

1 isvada. Torkime, egzistuofe EN,,. Tuomet,

2
Ay (2,y) < (M + | (o, -y)|) : E&

T

—|—u.1:y)f Ap(nz) |H(.I7y
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Pavyzdys
Tarkime (X1,Y)), (X2, Y3), .., (X, Y,) — atsitiktiniy, nepriklansomy vektoriy seka,
turinti logistinj skirstinj
1
Flry)= ———, R.
wy) =T ©¥E

{ Ny, » 2 1} turi geometrinj skirstinj su parametru p,, = %

k—1
P(Nn—k)—l(l—l) . k=12,

i1 Tz
Su normalizavimo konstantomis e, = (Inn,Inr}, b, = (1,1} gauname
1 2
» zZy) — an -, zQP e
b, ’ dy,
= Hxyl=exp{—e*—¢¥), zyck

<y> =P(Z{) <lint 2,2 <lnn+y)

lim Ap(nz)=A(z)=1—¢7% 23>0

T
Teisingas jvertis:

—i 2

|45 () — Afe)| € ===,
L)
4e72
SupIAn(-n:r} - A(,t:}l % .
x 1
Toliau:
. o | 1 _ n(e—m—lnn +€—y—|nn)
U""'('r’y} =n - 1+ e—r—Inn _|_€7y7|11n - 1+ e Inn + e—y—Inn'

n(e—m—ln‘n 1+ E’_y_lnﬂ')
lim ¢n{x,y) = lim
Praure n—rou | 4 g—x—Inn + e—y—Inn
. e T 47 _ _
= lim =e T +e ¥ =ulxry)
n—oo | + e—:c—lnn + e—y—ln " )

Vertiname konvergavimo greitj:

,n(e—.r—ln "e_'_e—p—ln :3)),3

( —r—Int —tg—Inr
An(w:y} % ( L I .?:—e =

e T4 ¥
1+ e—x—Ilnn + e—y—lnn

—(e T He)

1

)

oo 4 —2
de e—(e_r+e_”'}: dz

+ (7™ +67¥) /

Q n
_(6—1"- _|_e—y)(e—m—lnn- +e—y—111n-)

B n(e—x—lnn _I_E,—y—lnu)‘l
- (1 + e—t—Inn + e—y—hm)? + 1 + g—x—Inn + e—y—Inn
s Tl R
(e T ——
+ n (e + 4 )ll]e_(e—1+e—y) o
_ 2eF 4 e7Y)? + de™?  2A{eTF e +2e77)
N T T - n ’
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SUMMARY
The estimation of the convergence rate for maxima of random variables vectors
L. Dindiené, A Aksomaitis

Linearly normalized maxima of independent and identically distributed random vectors is presented
in this work. We've obtained nonuniform estimate of convergence in case when normalization is
linear. For clearness there is given an example is chis paper. Transfer theorem was aplied.

Heyworde: stochastic maxima, transfer theorem, rate of convergence.
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