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1. PRATARME

Geometrinio objekto skaidymas i trikampius yra vadinamas trianguliacija. Trianguliacijos
rezultatas yra trikampiy elementy tinklas, kuris yra labai plafiai naudojamas jvairiose srityse.
Kompiuteringje grafikoje atlikus tokj 3D objekto diskretizavimg, Zymiai sumazéja informacijos,
reikalingos aprasyti objekta kiekis ir supaprastinami blisimieji skai¢iavimai. Geografijoje trikampiy
tinklas kompaktiskai ir tiksliai atvaizduoja pavirSiy. Baigtiniy elementy metode nagringjamas
objektas taip pat yra suskaidomas | mazesnius paprastos formos( dazniausiai trikampius) elementus.

Dél labai placios trianguliavimo pritaikymo ir naudojimo srities, labai svarbu kurti naujus
bei tobulinti senus algoritmus. Siame darbe aprasyta Delaunay trianguliacija, jvairus jos generavimo
algoritmai, bei taikymo budai. Sukurti ir optimizuoti godaus iterpimo Delaunay ir DataDep

algoritmai, atliktas jy tyrimas pateikti rezultatai ir iSvados.



2. [VADAS

2.1. Geometrinio tinklo tipai

Yra iSskiriami trys pagrindiniai geometrinio tinklo tipai: struktiirizuotas, nestruktiirizuotas ir
hibridinis (struktiirizuotas blokais) [1].

1 pav. Struktiirizuotas tinklas

Strukttrizuotas tinklas (/ paveikslas) yra toks tinklas, kurio visi elementai yra panasus

topologiskai.

2 pav. Netruktirizuotas tinklas

Nestruktiirizuoto tinklo (2 paveikslas) elementai gali vienas nuo kito skirtis. Atskiras

nestruktirizuoto tinklo atvejis yra anisotropinis tinklas.

Hibridinis tinklas (3 paveikslas) yra formuojamas i§ mazesniy struktiirizuoty daliy, kurios

yra sujungiamos i bendra tinkla pagal struktiiros neturinti Sablona.



3 pav. Hibridinis tinklas

Struktiirizuoti tinklai yra salyginai paprasti ir efektyviis. Jiems apraSyti reikia maZziau
atminties, lengva ieskoti kaimyniniy elementy — uZtenka didinti arba mazinti masyvo, aprasancio
tinkla, elementus. Taciau sukurti struktiirizuotg tinklg sudétingos geometrinés formos sritims gali
buti labai sudétinga, o kartais net ir nejmanoma. Strukttrizuoti elementai negali keisti dydzio taip
greitai kaip reikéty, todel kartais generuojant tinklg gali prireikti daug daugiau struktiirizuoty
elementy lyginant su nestruktiirizuotais, nes nestruktuirizuoto tinklo elementai tokio triakumo neturi.
sudétinga generuoti.

Struktiirizuotus tinklus paprastai sudaro keturkampiai, o nestruktiirizuotus trikampiai
elementai.

Deél savo universalumo ir lankstumo nestruktiirizuoti tinklai yra daug placiau naudojami nei

Siame darbe bus aptariami ir nagringjami algoritmai ir metodai, kurie naudojami sudaryti

nestruktiirizuotam tinklui i$ trikampiy elementy, dar vadinamam trianguliacija.

2.2. Trianguliavimo algoritmai

Trianguliavimo algoritmai yra skirstomi i keturias pagrindines grupes [3]:

e Trianguliacija pasirenkant virsiines,

e Inkrementiné trianguliacija,

® Tinklo generavimas trianguliuojant pabaigoje,

¢ Tinklo generavimas retrianguliuojant.

Metodai priklausantys pirmajai grupei parenka virStines ir, nejterpdami naujy vir§iiniy, jas

trianguliuoja ir pasirinktinai pakoreguoja virShiniy pozicijas, naudojant kuria nors dailinimo



priemong (4 paveikslas) [16, 20]. Tokio metodo trikumas yra toks, kad netinkamai pasirinkus

pradines virsiines gaunamos prastos kokybés tinklas.

> >

Pasirinkti virstines Trianeulivoti Dailinti

4 pav. Trianguliacijos pasirenkant virsiines struktiira
Inkrementinés trianguliacijos metodai (5 paveikslas) jterpia nauja virSiing ir atnaujina
trianguliacija [4, 15, 26]. Progresuojan¢io priekio (advancing front) metodas yra tokio
trianguliavimo pavyzdys [8, 21]. Netoli nuo srities ribos yra generuojami auk$tos kokybés
trikampiai, taCiau tose vietose, kur frontai susikerta, elementai gali biiti deformuojami. Po to atliktas

dailinimas gali iSspresti Sia problema.

Triangeulivoti Dailinti

1 :

Iterpti vir§iing

5 pav. Inkrementinés trianguliacijos struktiira
Tinklo generavimo trianguliuojant pabaigoje metodas (6 paveikslas) iterpia/iSmeta vir$iing ir
atlieka dailinima vienu metu. Tai leidZia keisti tinklo elementy kieki, kuomet vir§tniy kiekis yra per
didelis arba per mazas. Shimada ir Gossard suktiré algoritma, kuris parenka pradines virsiines,

jterpia/ijSmeta virsiines ir dailina, o pabaigoje atlicka Delaunay trianguliacija [27].

> >

Pasirinkti vir§tines Dailinti Trianeulivoti

|

Iteroti/iSmesti virSiine

6 pav. Tinklo generavimo trianguliuojant pabaigoje metodo struktiira
Retrianguliavimo metodas (7 paveikslas) iterpia/iSmeta virSineg, dailina ir trianguliuoja
vienu metu. Welch sukiiré algoritma, kuris naudoja Laplaso dailinimg ir Delaunay trianguliacija

[29].

Dailinti Trianguliuoti

I :

Iternti/iSmesti virStine

7 pav. Retrianguliavimo metodo struktiira



Darbe daugiausia démesio skirta Delaunay trianguliacijai. 3 skyriuje apraSyti Delaunay
trianguliacijos generavimo algoritmai, jos taikymas anisotropinio tinklo karimui. 4 skyriuje
optimizuoti ir iSnagrinéti godaus jterpimo Delaunay ir godaus jterpimo DataDep algoritmai. 5

skyriuje pateikti rezultatai, o darbas baigiamas iSvadomis.



3. DELAUNAY TRIANGULIACIJA

8-9 pav. Plokstumos tasky Delaunay trianguliacija

Delaunay trianguliacija vadinama toks ploks§tumos tasky M; trejety sujungimas trikampiais
(8-9 paveikslai), kad nubréztame per bet kurio trikampio vir§iines apskritimo viduje néra nei vieno
tasko M.

Delaunay trianguliacija padalina plokStumos sritj | trikampius. Delaunay trianguliacijos
savoka galima apibendrinti ir daugiamaciu atveju. Pavyzdziui, trimaciai M; taskai yra talpinami {
tokiy tetraedry virsiines, kad nubréZtos per bet kurio teatraedro virsiines sferos viduje néra nei vieno

tasSko M;.

10-11 pav. Nevienareik§mé Delaunay trianguliacija

Jei tarp M; tasky atsiras keturi ir daugiau tasky, per kuriuos galima nubrézti apskritima,
kurio viduje néra kity tasky, tai tokiy tasky aibei Delaunay trianguliacija galima atlikti
nevienareikSmiskai. PaprasCiausia nevienareikSmés Delaunay trianguliacijos atveji, kai duoti
trianguliacijai keturi taskai yra plokStumos staciakampio virSunés, iliustruoja (10-11 paveikslai).
Nevienareiksmé Delaunay trianguliacija galima tik tokiu "iSsigimusiy" duomeny atveju ir todél
praktiskai ji pasitaiko retai. "I$sigimusiy”" duomeny atveju galima nezymiai pakeisti daugiau nei
trijy vienam apskritimui priklausané¢iy tasky koordinates taip, kad modifikuotiems duomenims biity

gauta vienareik§mé Delaunay trianguliacija.



Delaunay trianguliacija (DT) yra taikoma:

e Kartografijoje, miesty planavime,

¢ Planuojant mobiliyjy telefony retransliacijos stociy iSdéstyma,

e [Efektyviai artimiausiojo kaimyno paieskai (atpazinimas, kompiuteriné rega),
e Aproksimuojant pavirSius (kompiuteriné geometrija, atpazinimas),

e Formuojant gardeles, baigtiniy elementy metode (diferencialinés lygtys),

® Vizualizacijoje (kompiuteriné rega, geometrija),

e Daugiamaciy duomeny struktiirose (kompiuterija).

3.1. Algoritmai

Bet kokios plokStumos tasky aibei galima atlikti Delaunay trianguliacija. Galimas toks

tiesioginis Mo, My, ..., M. taSky Delaunay trianguliacijos algoritmas.

for (int i=0; i<N-2; i++)
for (int j=i+1; j<N-1; j++)
for (int k=j+1; k<N; k++){
// Rasti apskritimg kertantj tasSkus M;, M;, My
for (int 1=0; I<N; 1++){
// Tikrinti ar M, taskas néra apskritimo viduje
/1 Jei visi M taskai néra apskritimo viduje
// papildyti trianguliacija (M;,M;,My) trikampiu
}
}
Sio tiesioginio DT algoritmo sudétingumas yra O(N*). Trumpai apibadinsime keleta
efektyvesniy DT algoritmuy.
e Keitimo algoritmas [28] pradedamas nuo bet kokios trianguliacijos, kuri yra nuosekliai

konvertuojama i Delaunay trianguliacija.

10



M i

Sena jstrizainé

M)

Nauja jstriZainé

12 pav. Keturkampio istriZainés sukeitimas

Keturkampio [M;,M;,M,M|], sudaryto i§ dviejy gretimy trianguliacijos trikampiy [M;,M;,M|]
ir [MjMi,M)], istrizain¢ [M;M,] kei¢iama | [M;My], jei virSuné My yra apskritimo,
kertancio trikampio [M;,M;,M] vir§unes, viduje (12 paveikslas). Tokiu budu ([M;,M;M;],
[M;,M,M]) trikampiy pora keiCiama | ([M;,M;,M],[M,M;,M;]) pora.

Atsitiktinio jterpimo algoritmas [17] trianguliacija pradeda nuo trijy apjungty trikampiu
tasky pasirenkant atsitiktinai sekantj taska, kuris prijungiamas prie trianguliacijos. Si
procediira kartojama kol nelieka tasky. Trianguliacijos papildymas atlieckamas panaudojant
ketvirtainj, astuntainj arba Delaunay medj.

Nuoseklaus trianguliacijos papildymo algoritmas papildo daling trianguliacija nauju
trikampiu. Delaunay trikampiy sparti paieSka atliekama panaudojant reguliarig gardele [10]
ir iSretinta matrica [11].

"Skaldyk ir valdyk" algoritmas [6] rekursyviai atlieka i dvi dalis dalinamas tasky Delaunay
trianguliacijas. Yra sugalvoti efektyviis trianguliuoty daliy apjungimo algoritmai.
"Sluojan¢ios tiesés" (angl. sweepline) yra vienas Zzinomiausiy ir efektyviausiy DT algoritmy
[12]. Algoritmo pradzioje ploksStumos taskai yra sunumeruojami tasky abscisiy didéjimo
tvarka. Trianguliacija atliekama nuosekliai papildant taskais su didé¢janc¢iomis abscisémis.
Vizualiai tokj trianguliacijos tasky papildyma galima vaizduoti i§ kairés i deSing judancia
vertikalia tiese, i$ kur ir kilo metodo pavadinimas. Algoritmo sudétingumas yra O(Nlog(N)).
Cia N - trianguliuojamy plokstumos tadky skaicius.

"Projekcinis algoritmas" remiasi tokia geometrijos teorema.

Teorema. PlokStumos tasky Delaunay trianguliacija yra projekcija i x-y plok§tuma apatinés iskilos

trimatés srities, gaunamos surandant erdvés tasky (xi,yi,(xi)2)+(yi)2) iskila apvalkala.

Tiesioginé Sio algoritmo realizacija yra O(N4) sudétingumo. Tiesioginio algoritmo schema bty

tokia.

11



for (i=0; i<N; i+4) zi = (xi)> + (y));

for (i=0; i<N-2; i++){
for (j=0; j<N-1; j++){
for ( k=0; k<N; k++){
Apskaiciuoti trikampio normalg
Surandame apatinius trikampius
for ( m=0; m<N; m++){
jei taSkas m yra vir§ trikampio apibréziamo indeksais (i,j,k),
tai trikampis lieka Delaunay trianguliacijos kandidato

prieSingu atveju baigti tikrinima, nes (i,j,k) indeksais

apibréziamas trikampis nepriklauso Delaunay trianguliacijai.

12



3.2. Delaunay trianguliacijos taikymas anisotropinio tinklo generavimui plokStumoje

Norint sukurti anisotropini (nevienoda visomis kryptimis) tinkla naudojamas 2x2
iSmatavimy tenzorius M(x), kuris nustato tinklo elemento dydi naudodamas elemento pozicijos

funkcija [3]. Elemento dydis priklauso nuo vietos, kurioje jis yra.

13 pav. Anisotropijq aprasanti elipsé
Anisotropijai apraSyti yra reikalingi trys parametrai: spinduliai r;, rp, ir kampas 6 (/3

paveikslas). Siuos parametrus atitinkantis tenzorius yra:
V= cosf —sin® Y1/ 0 | cos® sinB
“|sin@ cos® | 0 1/ r; | —sin® cos6

Naudojant §j tenzoriy atstumas tarp tasky x ir y yra skai¢iuojamas pagal formule:

d(x,y) = \/(x - y)TMavg (x—y) kur My,e=(M(x)+M(y))/2

Tinkle, kuris sukurtas remiantis tokiomis taisyklémis, vir§tinés i kaimynai yra arti elipsés
d(pi, y) =1

Normalizuotas trikampio, apibrézto taskais x, y, z, plotas yra skai¢iuojamas pagal formulg:
1
A(x,y,2) = 37 |det(M ) (y — x) * (2 — x) kur Maye=(M(x)+M(y)+M(2))/3

w w

—

¥

14 pav. Briaunos sukeitimas vykdant anisotroping Delaunay trianguliacijq
Modifikuojame Delaunay kriteriju, kad jis atitikty anisotropijos reikalavimus. Trikampiai
Xyz ir zwx yra greta vienas kito (/4 paveikslas). Delaunay trianguliacija sukeicia bendra trikampiy
briaung siekiant maksimizuoti minimaly kampa. Atliekant anisotropine Delaunay trianguliacija,

taisykle, kuomet reikia pakeisti briaung xz briauna yw, galima uZrasyti:

13



(- *x-x-w'M,, z-w+E@-»"M,, (x=plx-w*z-w]<0
Si taisykle yra ekvivalentiska standartiniam apskritimo testui [2]. Iterpiant virsiing
Maye=(M(W)+m(x)+M(y)+M(z))/4 kur w, X, y, z yra tikrinamo keturkampio vir§iinés, o naikinant i
vir§iing M,,e=M(p;).
Kuomet tenzorius nekinta, vykdant briauny sukeitimg randamas globalus optimumas [20].
Kuomet tenzorius kinta, atsiranda galimybe, kad briauny sukeitimas niekada nebus baigiamas. To

galima iSvengti naudojant ta pati tenzoriy visiems briauny sukeitimo testams.

14



3.3. Dirbtiné Delaunay trianguliacija

Be jprastos Delaunay trianguliacijos dar yra naudojama dirbtiné (priverstiné) Delaunay
trianguliacija. Tokia trianguliacija paprastai naudojama kuomet yra nagrinéjamos sudétingos
geometrinés formos sritys [1].

Taskas p yra tasko ¢ matymo lauke, jei linija pg yra srityje W ir nekerta jos riby. Dirbtiné
Delaunay trianguliacija bus toks srities W suskirstymas | trikampius, kad nei vienas trikampis
nekerta W ribos ir, atlikus apskritimo testa, néra nei vienos virSiinés esancios apskritimo lauke.
Pateiktas pavyzdys (15 paveikslas), kuriame vir§iné v néra nei vieno trikampio abc virStinés

matymo lauke, nors ir atitinka standartinj Delaunay kriterijy (apskritimo testa).

15 pav. Dirbtinei Delaunay trianguliacijai netinkamas taskas

Ruppert [25], remdamasis Chew atliktais darbais [5], pasitlé dirbtinés Delaunay
trianguliacijos algoritma. Sis algoritmas sugeneruoja pradine trianguliacija ir véliau ja papildo

naujomis vir§iinémis, kurios pagerina trianguliacijos kokybe¢ (16 paveikslas).

16 pav. Tinklas sugeneruotas Ruppert algoritmu

15



Algoritmo Zingsniai:

e Surasti visas virsiines, kuriy kampas yra mazesnis uz 45°.

e Naudojant surastas virsiines, sukurti lygiasonius trikampius, kuriy pagrindas yra priesais
rasta vir§iing, o Sonai lygus pusei atstumo nuo vir§iinés iki artimiausios kaimynés esancios
vir§iinés lauke.

e Pakeistai sri¢iai sugeneruoti dirbting Delaunay trianguliacija.

e Papildyti esama trianguliacijg vir§tinémis vykdant cikla:

while yra toks trikampis ¢ kurio kampas yra mazesnis uz 20° do
apskaiciuojamas trikampio ¢ apskritimo centras ¢
if ¢ yra apskritimo, kurio diametras lygus iSorinés briaunos ¢ ilgiui, o centras
yra briaunos e viduryje, viduje then
jiterpti nauja virsiing i briaunos e vidurj
else jterpti naujq virsiing taske ¢
perskaiiuoti trianguliacija
end
Sis algoritmas garantuoja, kad trianguliacijoje nebus trikampiy su maZesniais nei 20°
kampais. Si taisyklé negalioja tik tiems trikampiams, kurie buvo sugeneruoti i§ vir§iiniy, atrinkty

pirmame algoritmo zingsnyje.

16



4. GODUS ALGORITMAI PAVIRSIAUS TRIANGULIA VIMUI

Darbo tikslas yra sukurti efektyvius objekto aproksimavimo | tinkla algoritmus, atliekant
pavirsiaus suskirstyma i trikampius. Sie algoritmai minimizuoja aproksimavimo paklaida ir bendra
aproksimacijos trikampiy skai€iy. ISnagrinéti trianguliavimo metodai priklauso ,,godaus jterpimo*
algoritmy Seimai.

Tobulinimo algoritmas, kuris jterpia bent po vieng virSiing kiekvienos iteracijos metu,
vadinamas godziu. Egzistuoja daugybé godaus algoritmo modifikacijy [9, 13, 14, 22, 23, 24].

Nagrinéjamu atveju pavir§ius yra apraSomas dviejy kintamuyjy funkcija H(x,y). Duomenys
yra pateikiami, kaip taSky plokstumoje ir papildomy duomeny, susiety su Siais taskais rinkinys.
Darbo tikslas yra rasti H(x,y) aproksimacija S(x,y), kuri aproksimuoja H kaip jmanoma tiksliau ir
naudoja kaip galima maziau tasky, o skaiciavimai atliekami kaip galima grei¢iau. Duomeny tasky
skai¢iy pazymimas n, o aproksimacijos virsiiniy skai¢iy pazymimas m.

Klaida apskaiiuojama i§ pradinés tasko reikSmés atimant aproksimuoto taSko reik§me

H(x,y)-S(x.y).

4.1. Paprastas algoritmas

Paprastas algoritmas yra nuoseklus godaus jterpimo algoritmas [9, 14, 24]. Jis yra paprastas
ir neoptimizuotas. Pradiné dviejy trikampiy trianguliacija yra sukuriama naudojant krastinius H

taskus, véliau atliekama tasko su didziausia klaida paieska ir taskas yra jterpiamas j trianguliacija.
Mesh Insert(Point p): jterpia vir$ing p i Delaunay tinkla
Mesh Locate(Point p): suranda trikampi, kuriame yra taskas p
Insert(Point p):
Virdtne p padaryti neaktyvia
Mesh Insert(p)
Error(Point p): apskaiciuoja ir grazina klaidos reik§mg taske p
Skai¢iavimai yra baigiami, kai pasiekiamas nustatytas tikslas (jterptu virStniy skaicius,

trianguliacijos maksimali paklaida ir pan.). Tikslo ir skaiCiavimy pabaigos salygos yra saugomos

funkcijoje Goal Met.

17



Greedy Insert 1():
Atlikti pradine dviejy trikampiy trianguliacijg
while not Goal Met() do

best := nil

maxerr ;=0

visiems aktyviems taSkams p do

err := Error(p)

if err > maxerr then
maxerr = err
best :=p

Insert(best)

Ciklo vykdymo metu atliekami §ie skaic¢iavimai: tasko su didZiausia klaida radimas,
virs§tinés jterpimas j tinkla, klaidy perskai¢iavimas tinklo taskuose.

L pazymimas laikas, kurio reikia norint surasti taska Delaunay tinkle ir / laikas, kurio reikia
norint jterpti vir§iing i tinkla, o i yra vykdomo ciklo numeris.

Tasko su didZiausia paklaida suradimui naudojamas tikrinimo metodas, kuris atlieka O(n)
palyginimus. Atliekamas virStinés jterpimas | tinkla /. Kiekvienam taskui, kuris dar néra jterptas i
trianguliacija, reikia atlikti perskaiCiavima, kuris uztrunka O(nL). Blogiausiu atveju tasko suradimas
uztruks O(n), jterpimas O(i), perskai¢iavimas O(in). Bendra skai¢iavimy trukmé O(m’n). Tai yra

labai didelis skai¢iavimy kiekis, todél algoritma reikia tobulinti.
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4.2. Greiciau perskaiciuojantis algoritmas

Tobulinant algoritmg pirmiausia atkreipiamas démesys i tai, kad vykdant Delaunay
trianguliacija ir jterpiant virSting, pokyciai jvyksta tik nedideléje srityje. Po Delaunay jterpimo,
briaunos i§ jterptos virsiinés eis { ji supan&io poligono kampus. Sis poligonas ir apibréZia sritj,
kurioje trianguliacija buvo pakeista. Sj poligona galima pavadinti atnaujinimo sritimi, nes
pakeitimai buvo atlikti tik jame. Tai jgalina atlikti pirma reikSminga patobulinima: neperskaiciuoti
nekeisty tasky klaidy vertés ir perskaiCiuoti klaidas tik atnaujinimo srityje. Masyvas Cache saugo
visy pradiniy tasky klaidos jvercius, kuriuos apskaiciuoja Error. Trianguliacijos papildymo metu
yra patikrinami visi jterpta virS§ling supantys trikampiai ir perskaiCiuojama jy klaida.

Modifikuotas algoritmas:

Insert(Point p):

Virsine p padaryti neaktyvia

Mesh Insert(p)

taskams q esantiems trikampiy, supanciy vir§tne p, viduje do
Cachelq] := Error(q)

Greedy Insert 2():
Atlikti pradine dviejy trikampiy trianguliacijg
aktyviems taskams p do

Cachel[p] := Error(p)
while not Goal Met() do

best := nil

maxerr :=0

aktyviems taskams p do

err := Cache[p]
if err > maxerr then
maxerr = err
best :=p
Insert(best)

Sis algoritmas, kaip ir ankstesnis algoritmas, atlieka tuos pacius skai¢iavimus: tagko
radimas, jterpimas ir perskai¢iavimas. Laikas sugaiStamas tasko suradimui ir jterpimui liko toks
pats, taCiau beveik visada yra atlieckama maziau perskai¢iavimo operacijy.

Tasko radima galima atlikti grei¢iau surikiuojant visus taSkus pagal klaidos dydj.

Kiekvienas trikampis gali turéti tik vieng taska, labiausiai tinkantj jterpimui, taciau jei trikampio
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viduje néra tasky jis visai neturi tasky, kurie galéty biiti jterpti. Visus taskus iSrikiavus pagal klaidos
dydi, nereikia ieskoti geriausio kandidato jterpimui, nes jis papras€iausiai paimamas i§ rikiuotos
eilés (heap) pradzios [7].

Klaidos perskai¢iavima galima pagreitinti i§ anksto kiekvienam taSkui nustadius ir
uzfiksavus, kuriam trikampiui jis priklauso arba kiekvienam trikampiui paskaic¢iavus plokstumos,
kurioje jis yra, lygti.

Algoritmas naudoja Sias pradines duomeny struktiiras: tasky masyvas, plok§tumy aibe,
trianguliacija ir surikiuota tasky eilé.

Tasky masyvo struktiira susideda i§ staCiakampio masyvo, kuriame kiekvienas narys saugo
auksti H(x,y) ir pozymj, ar taskas jau buvo naudojamas trianguliacijai. PlokStumy struktiira saugo

plokstumos lygties z = ax + by + ¢ koeficientus a, b, c.
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4.3. Optimizuotas algoritmas

Algoritmas, atlikus minétus pakeitimus:
Heap Change(Point h, Float key, Triangle T): priskiria tagkui h klaida key ir trikampi T, papildo
tasku h tasky eilg heap
if h # nil then
if key > 0 then
Heap Update(h, key) papildo esama taska naujais duomenimis
else
Heap Delete(h) pasalina nebereikalinga taska

return nil
else
if key > 0 then
return Heap Insert(key, T) iterpia nauja taska
return h

Scan Triangle(Triangle T):
plane := Find Triangle Plane(T)
best := nil
maxerr :=0
taSkams p esantiems trikampyje T do
err := Error(p)
if err > maxerr then
maxerr := err
best :=p
T.heapptr := Heap Change(T.heapptr, maxerr, T)

T.candpos := best

Mesh Insert(Point p, Triangle T):

Insert(Point p, Triangle T):
mark p as used
Mesh Insert(p, T)
trikampiams U kurie gretimi taskui p do
Scan Triangle(U)
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Greedy Insert 3():
Atlikti pradine dviejy trikampiy trianguliacija
pradiniams trikampiams T do
Scan Triangle(T)
while not Goal Met() do
T := Heap Delete Max()
Insert(T.candpos, T)

Vykdant §j algoritma ieSkojimo metu vykdomi trys veiksmai: jterpimas i eilg, suradimas
eiléje ir eilés duomeny atnaujinimas. Eilés nariy padidéjimas kiekvienos iteracijos metu yra 2.
Taciau §is masyvas ne visada auga taip greitai. Kuomet trikampiai tampa nedideli arba taip gerai
aproksimuoja pavirSiy, kad net neturi potencialiy jterpimo tasky, jie yra paSalinami i§ masyvo ir
todél masyvas sumazéja. DaZniausiai trianguliacijos, kurias reikia pasiekti, yra daug mazesnés nei
pradiniai duomenys, todél algoritmas beveik niekada neturés naudos i§ sumazéjusios tasky eilés, nes
jiterpty virstiniy kiekis beveik visada yra daug karty mazesnis uz nejterpty tasky kiekj. Galima daryti
prielaida, kad masyvo dydis i iteracijos metu yra O(i) ir atlikti manipuliacijas eiléje reikia O(log i)
laiko.

Iterpimas ir perskaiCiavimas atlickami grei¢iau, kadangi nei vienas jy neatlieka vietos
paieskos.

1, 2 ir 3 lentelése yra pateikiamas visy godaus algoritmo modifikacijy sudétingumas.

1 lentele
Didziausias sudétingumas vykdant i-3j3 iteracija
Suradimas Iterpimas Perskai¢iavimas
Greedy insertion 1 O(n) o) O(in)
Greedy insertion 2 O(n) o) O(in)
Greedy insertion 3 O(log 1) o) O(n)
2 lentele

Vidutinis sudétingumas vykdant i-aja iteracija

Suradimas Iterpimas Perskai¢iavimas
Greedy insertion 1 O(n) O(i) O(n)
Greedy insertion 2 O(n) O(i) On/i)
Greedy insertion 3 O(og 1) o(1) O(n/i)
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Bendras algoritmy sudétingumas

Blogiausias atvejis

Vidutinis atvejis

Greedy insertion 1

O(m’n)

O(mn)

Greedy insertion 2

O(m’n)

O(mn)

Greedy insertion 3

O(mn)

O((m+n)log m)

3 lentelé
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4.4. Trianguliacija atsiZvelgiant | duomenis

Aptartas Delaunay trianguliacijos metodas, generuodamas tinkla naudoja tik geometring
informacijg ir dél to gali nukentéti aproksimacijos kokybé. Tikslesne aproksimacija galima sukurti
naudojant algoritma, kuris atsizvelgia i duomenis. Tokiu atveju trikampiai parenkami pagal tai, kaip
aproksimuotas pavirSius atitinka pradinius duomenis.

Nuo duomeny priklausomos godaus jterpimo algoritmas yra panasus i jau aptarta algoritma,
bet vietoje Delaunay trianguliacijos naudojama duomeny priklausoma trianguliacija [18, 24].
Virsting, kurig reikia jterpti kiekvienos iteracijos metu surandama ir pasirenkama taip pat, bet
trianguliacija atliekama kitaip.

Delaunay algoritmas testuoja briaunas naudodamas geometrinj apskritimo testa. Duomeny
priklausomoje trianguliacijoje vietoj briauny tinkamumo tikrinimo apskritimo testu, yra taikoma

tokia taisyklé: briauna yra sukei¢iama, jei sukeitimas sumazina aproksimacijos klaidos dyd;.

17 pav. Trianguliacija atsiZvelgiant | duomenis

Taskas A turi didziausia klaidos dydj ir sekanti vir§tin¢ bus jterpta i trianguliacija. I8 tasko A
vedamos briaunos i ji supan¢io poligono virStines. Kiekviena gaubianéio poligono briauna yra
patikrinama. Kai kuriais atvejais nagriné¢jamas keturkampis bus jgaubtas ir todél galés bati
trianguliuojamas tik vienu budu, bet daugeliu atvejy jis iSgaubtas ir todel visos briaunos turi bati
tikrinamos, ar mazina klaidos dydi. Jei briauna BD sumazina klaida (/7 paveikslas c), tai naujy
briauny tyrimui néra ir rekursija yra stabdoma.

Paprasc¢iausias biidas patikrinti briaung BD yra atlikti rekursing procediira: istirti abu
keturkampio ABCD trianguliacijos variantus. Jei briauna BD sumazina klaida, tai naujos briaunos
netiriamos ir rekursija baigiama. Jei keiCiant briaung BD briauna AC padidina klaidos dydi, tada
pakeisti briaung AC ir taikyti rekursija naujoms briaunoms BC, CD, AB ir AD.

Kai visos briaunos yra patikrintos, reikia atnaujinti informacija apie tinkamiausius taskus
trikampiams, esantiems nagrinétame poligone. Tam reikia patikrinti kaimyninius trikampius du
kartus: pirma karta tikrinant briaunos sukeitima ir antra karta ieSkant tasky.

Greitesné alternatyva yra tikrinti vieng karta, skai¢iuojant klaida ir taska tos pacios iteracijos metu.
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Sis algoritmas naudoja visas jau aptartas duomeny struktiiras ir viena nauja struktira
FitPlane, kuri saugo aproksimacijos plokstuma ir skai¢iavimy metu kaupia informacijq apie klaida
ir virS§tine, kuria norima ijterpti i trikampj, aproksimuojamg tos plokStumos: plokStumos
koeficientus, virStinés vieta candpos ir klaida canderr, trikampio klaida err ir pozymij ar trikampis
jau buvo tikrintas.

FitPlane yra inicijuojama procediiroje FitPlane Extract(T). Kuomet yra tikrinamas naujas
trikampis, procediira FitPlane Init(a, b, c) inicijuos struktiira FitPlane plokStumai, einanciai per
taskus a, b, ¢ su klaidos jverciais, nustatytais 0 ir poZymiu done = nil. Toliau kreipiamasi | Scan
Triangle Datadep ir FitPlane kaupia informacija apie klaida ir potencialig virSiing. Informacija apie
labiausiai tinkama virSiing yra i§saugoma ir véliau panaudojama procediiroje Set Candidate(T,fit).

Funkcijos Left Triangle ir Right Triangle grazina trikampius, esancius nurodytos briaunos

kairéje arba desinéje puséje.

Set Candidate(var Triangle T, FitPlane fit):
T.heapptr := Heap Change(T.heapptr, _t.canderr, T)
T.candpos := fit.candpos
T.err = fit.err

Scan Point(Point x, Fitplane fit):
err := Error(x, fit.plane)
fit.err := Error Accum(fit.err, err)
if err > fit.err then
fit.canderr := err

fit.candpos = x

Scan Triangle Datadep( Point p, Point q, Point r, var FitPlane u, var FitPlane v ) Tikrinti
trikampi pqr, pakeisti klaidos jvertj ir tinkamiausius taskus plokStumoms u ir v
visiems taskams x esantiems trikampio pqr viduje do
if u # nil and not u.done then
Scan Point(x, u)
Scan Point(x, v)

First Better( float 1, float g2, float e1, float e2 ) GraZzinti true, jei 1 briauna tinka labiau nei 2
briauna remiantis formos ir tinkamumo kriterijumi

gratio := Min(q1, g2) / Max(q1, g2)
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if gratio < gthresh then
return (q1 = g2) taikomas formos kriterijus
else

return (e1 < e2) taikomas tinkamumo (klaidos) kriterijus

Check Swap(DirectedEdge e, FitPlane abd ) tikrina briaung e ir ja sukeilia, jei tai sumaZina
klaida, atnaujina trianguliacija ir eile
if abd = nil then
FitPlane abd := FitPlane Init(a, b, d)
if briauna e yra kraste arba keturSonis abcd yra jgaubtas then
if not abd.done then
Scan Triangle Datadep(a, b, d, nil, abd)
Set Candidate(Left Triangle(e), abd)
else
FitPlane cdb := FitPlane Extract(Right Triangle(e))
FitPlane dac := FitPlane Init(d, a, c)
FitPlane bca := FitPlane Init(b, c, a)
Scan Triangle Datadep(p, d, a, abd, dac)
Scan Triangle Datadep(p, a, b, abd, bca)
Scan Triangle Datadep(p, b, c, cdb, bca)
Scan Triangle Datadep(p, ¢, d, cdb, dac)
ebd Error Combine(abd.err, cdb.err)
eac Error Combine(dac.err, bca.err)
if First Better(Shape Quality(a, b, c, d), Shape Quality(b, c, d, a), ebd, eac)
then
Set Candidate(Left Triangle(e), abd)
if not cdb.done then
Set Candidate(Right Triangle(e), cdb)
else
sukeisti briaung e i§ bd | ac
dac.done = true
bca.done := true
Check Swap(DirectedEdge cd, dac)
Check Swap(DirectedEdge bc, bca)
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Insert Datadep(Point a, Triangle T):

Pazymeéti taska a kaip panaudotg

Nuvesti briaunas i8 tadko a j jj supancio daugiakampio virsines
(T and possibly a neighbor of T)

visoms supancio poligono briaunoms e do

Check Swap(e, nil)

Greedy Insert Datadep():

Atlikti pradine dviejy trikampiy trianguliacijg
e = diagonali briauna

Check Swap(e, nil)

while not Goal Met() do

T := Heap Delete Max()

Insert Datadep(T.candpos, T)

Sis algoritmas yra létesnis uz Delaunay trianguliacijos metoda, nes atlicka dvigubai daugiau

perskai¢iavimy. Algoritmo sudétingumas blogiausiu atveju yra O(mn), vidutinis sudétingumas

O((m+n)log m).
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S. REZULTATAI

Pradiniai duomenys pavaizduoti 18 paveiksle. Tai yra staCiakampis duomeny laukas, kurj
sudaro 154224 tasky. Pradinio pavirSiaus aproksimacija panaudojant 0,5% pradiniy tasky (771
vir§ting) parodyta 19 paveiksle. Aproksimacija panaudojant 1% pradiniy tasky (1542 virSiines)
parodyta 20 paveiksle. Si aproksimacija yra daug tikslesné ir informatyvesné uz pirmaja, bet,

lyginant su pradiniais duomenimis, skirtumas yra aiSkiai pastebimas.

18 pav. Pradiniai duomenys (154224 tasky)
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19 pav. Aproksimacija panaudojus 771 virsiiniy

21 paveiksle yra pavaizduota aproksimacija naudojant 5% duomeny (7711 virstniy). Sis
modelis gerai atspindi didziajq dalj originalo bruozy. Panaudojant nedidelj kiekj pradiniy duomeny
galima sukurti pakankamai auksto tikslumo aproksimacijas. Visi Sie modeliai yra sukurti naudojant

Greedy Insert3 algoritma.
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21 pav. Aproksimacija panaudojus 7711 virsiiniy
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22 pav. Tinklas sugeneruotas Greedy Insert3 23 pav. Tinklas sugeneruotas Greedy DataDep
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22 ir 23 paveiksluose parodytas tinklas, sugeneruotas Greedy Insert3 ir Greedy DataDep
algoritmy. Abejais atvejais virStiniy kiekis yra 555. Greedy DataDep algoritmas generuoja daug
netinkamos geometrinés formos trikampiy — skiedry (sliver). Taip yra todél, kad, jterpdamas naujas

vir§iines, §is algoritmas nekreipia démesio i trikampiy forma.

24 pav. Algoritmy generuojamos klaidos palyginimas
Vertinant algoritmus aproksimacijos klaidos kriterijumi (24 paveikslas), Greedy Insert3 pralaimi

Greedy DataDep algoritmui, bet gerokai lenkia pastaraji greiCiu (25 paveikslas).
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25 pav. Algoritmy greicio palyginimas
Bendras abiejy algoritmy greicio ir klaidos palyginimas pateiktas grafiku (26 paveikslas).
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6. ISVADOS

Pateiktas Delaunay trianguliacijos apibrézimas ir taikymo sritys, kai kuriy Delaunay
trianguliavimo metody sarasas ir apraSymai. Pristatytas algoritmas anisotropinio trikampio
tinklo generavimui naudojant Delaunay trianguliacija. ApraSytas algoritmas dirbtinei
(constrained) Delaunay trianguliacijai sukurti, bei esminiai skirtumai lyginant su standartine
Delaunay trianguliacija.
Sukurti, iSanalizuoti ir iStirti godaus iterpimo trianguliavimo algoritmai. Algoritmai
optimizuoti, nustatytas ju sudétingumo laipsnis, pateikti testy rezultatai ir atliktas
palyginimas. Paprastas godus jterpimo algoritmas buvo optimizuotas:

e atliekant perskai¢iavimus tik reikiamose vietose

¢ naudojant iSrikiuota masyva (eile) surasti taskus su didziausia klaida

¢ climinuojant tasko buvimo vieta.
Aproksimuojant n tasky tinkla naudojant m virsiiniy Sie patobulinimai padidino na§uma nuo
O(mn) iki O((m +n)log m).
Palyginti Greedy Insertion ir Greedy DataDep trianguliacijuy rezultatai: Greedy DataDep
algoritmas generuoja geresnés kokybés aproksimacijas ir turéty buti taikomas kur yra
reikalingos aus$tos kokybés aproksimacijos. Delaunay algoritmas yra greitesnis vertinant
pagal skaiCiavimo greitj ir galéty biiti taikomas srityse kur skaiCiavimy greitis yra
svarbiausias veiksnys. Greedy DataDep algoritmas generuoja daug netinkamos geometrinés
formos trikampiy — skiedry, nes vykdo trianguliacija remdamasis klaidos sumaZzinimo
faktoriumi ir dél to nukencia trikampiy kokybé.
Toliau tobulinant algoritmus reikéty atkreipti démesi, kad algoritmai létai veikia
skai¢iavimy pradzioje, kuomet aproksimacijoje yra nedaug trikampiy ir todél reikia atlikti
daug perskaiciavimy. Kaip vieng Sios problemos sprendimo biidy, galima pabandyti sukurti
sudétingesne ir kartu efektyvesng prading trianguliacija (Siame darbe pradiné trianguliacija
sudaryta tik i§ dvieju elementy). Taip pat labai svarbu iSspresti skiedry problema Greedy
DataDep algoritme. Galimas sprendimo biidas biity naudoti tarpinj trianguliavimo kriterijuy,
kuris turéty ir Delaunay ir DataDep trianguliavimo savybiy.
Siuos metodus taip pat biity galima pabandyti realizuoti ir kitose srityse: vaizdy suspaudime,

grafikoje ir kt.
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Triangulation methods of geometry objects

SUMMARY

Subject of this paper is triangulation of given domain also called as mesh generation.
Overview of main mesh types (structured, unstructured and hybrid) is given. Groups of
triangulation methods are defined and include collective triangulation, incremental triangulation,
pliant mesh generation with post-triangulation and plaint mesh generation with retriangulation.
Delaunay triangulation is described in greater detail and variuos Delaunay triangulation algorithms
are presented including use of Delaunay triangulation for anisotropic mesh generation and method
to generate Constrained Delaunay triangulation.

Greedy insertion Delaunay and data dependent allgorithms are developed for hight fields
surface aproximation. Significant improvements are made to these algorithms including faster
recalculation, node selection and use of supplementary data sets in order to maximise efficiency of
calculations. Main criteria to evaluate developed algorithms is overall error of approximation and
speed of calculation. Data dependent algorithm generates better quality mesh (less approximation
error), however Delaunay triangulation algorithm is significantly faster. Results and conclusions are

presented at the end of paper.

37



