13
B

KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS

FUNDAMENTALIUJU MOKSLU FAKULTETAS
MATEMATINES SISTEMOTYROS KATEDRA

Natalja Sinicyna

PAPRASTUJU DIFERENCIALINIU LYGCIU
INTEGRAVIMO METODU
KONSTRAVIMAS REMIANTIS SILPNAJA
GALIORKINO FORMULUOTE

Magistro darbas

Vadovas
prof. habil. dr. M. K. Ragulskis

KAUNAS, 2008



1z
B

KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS

FUNDAMENTALIUJU MOKSLU FAKULTETAS
MATEMATINES SISTEMOTYROS KATEDRA

TVIRTINU

Katedros vedéjas
prof. habil.dr. V.Pekarskas
2008 06 09

PAPRASTUJU DIFERENCIALINIU LYGCIU
INTEGRAVIMO METODU
KONSTRAVIMAS REMIANTIS SILPNAJA
GALIORKINO FORMULUOTE

Taikomosios matematikos magistro baigiamasis darbas

Vadovas
(_______ ) prof. habil. dr. M.K.Ragulskis
2008 06 05
Recenzentas Atliko
(. ) doc. dr. G.S.Dosinas FMMM-6 gr. studenté
2008 06 06 (_______ ) N. Sinicyna
2008 06 05

KAUNAS, 2008
KVALIFIKCINE KOMISIJA



Pirmininkas: Leonas Saulis, profesorius (VGTU)

Sekretorius: Eimutis Valakevicius, docentas (KTU)

Nariai: Algimantas Jonas Aksomaitis, profesorius (KTU)
Vytautas Janilionis, docentas (KTU)
Vidmantas Povilas Pekarskas, profesorius (KTU)
Rimantas Rudzkis, habil. dr., valdybos pirmininko pavaduotojas (BnB
NORD
Bankas)

Zenonas Navickas, profesorius (KTU)

Artinas Barauskas, dr., vice-prezidentas projektams (UAB “Baltic
Amadeus”)



4

Sinicyna N. Construction of integrators of ordinary differential equations based on
Galiorkin‘s weak formulation: Master‘s work in applied mathematics / supervisor Prof. Dr.
Habil. M. K. Ragulskis, Department of Mathemtical Research in Systems, Faculty of
Fundamental Science, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2008. — p. 77.

SUMMARY

Lots of mathematical models in economics, physics and other spheres of science are discribed
in the terms of differential equations and their systems. Not every equation we can solve analytically
and find an exact first integral. That‘s why numerical methods, constructed to integrate the differential

equations, are actual and become the theme of scientific articles and researches.

In this paper we are talking about the ordinary differential equations of the second order with
constant coefficients. And we constructed three numerical integrators of ordinary differential equations

based on Galiorkin‘s weak formulation:

1. The first one is based on linear shape functions aproksimating the solution on the one
step interval.

2. The second one is based on the shape functions of the second order. There we have a
parameter, which allow to control the precision of integrator.

3. The third one is a multistep integrator (3 base points) and it is based on the shape

functions of the second order. But there we don‘t have the control parameter.

In this paper we give the formulas of integrators and write how to get them. The first and the
second integrator is realized in MatLab 6.5 programme, so there you can find the results of 4 examples
of integrating exact differential equations. The precision of integrators is evaluated numerically, by

comparing the result with exact first integral and the solution got using Runge-Kutto integrator.
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IVADAS

Materialaus tasko judéjimo, gamybos apimties kitimo uZdaroje ekonominéje sistemoje,
harmoninio asciliatoriaus, slopinamyjy svyravimy lygtys, Lotkio-Voltero populiacijy sgveikos,
plésruno-aukos, kainy iSlyginimo pagal aktyvo lygi modeliai - Siuolaikiniame moksle daugelio sri¢iy —
kinematikos, termodinamikos, ekonomikos, finansy, elektronikos ir kity — realiy reiskiniy

matematiniai modeliai apraSomi naudojant diferencialines lygtis arba jy sistemas.

Siame darbe nagrinédami diferencialines lygtis tarsime, kad jy i§sprendZiamumo salygos yra
iSpildytos, tai yra egzistuoja pakankamai glodi sprendinio funkcija. Taciau reikia pastebéti, kad
palyginus labai nedidele diferencialiniy lygciy dalj galima iSspresti tiksliai ir rasti jy sprendiniy
analizing iSraiSkg. DaZniausiai Sias lygtis tenka spresti kompiuteriy pagalba naudojant skaitinius
integravimo ir interpoliavimo metodus. Todél bendrasis sprendinio radimo metodas gali biiti jvardintas
kaip jvairiy apytiksliy sprendimo modeliy panaudojimas. Siuo metu pla¢iai naudojami integraliniy

lyg€iy modeliai ir modeliai, kurie remiasi diskre€iuoju tinkleliu.

Siame darbe stengtasi papildyti antros grupés integravimo metody jvairove ir sukurti skaitinius
integravimo metodus, pritaikytus nehomogeniniy paprasty diferencialiniy lyg€iy su pastoviais
koeficientais sprendimui, kurie biity nesunkiai formuluojami ir realizuojami praktiskai, taciau suteikty

tam tikrg pranaSuma prie§ klasikinius skaitinius integratorius. Taigi darbo tikslai formuluojami taip:

1. ISvystyti naujus integravimo metodus remaintis Galiorkino integravimo metodo
algoritmu.

2. Programiskai realizuoti sukurtus metodus.

3. SkaitiSkai patikrinti metodo tinkamuma diferencialiniy lyg¢iy sprendimui, tai yra
jsitikinti, kad maZéjant integravimo Zingsniui apytikslis lygties sprendinys artéja prie
tiksliojo.

4. Jvertinti sukurto metodo tiksluma remiantis skaitiniais integravimo rezultatais, lyginant
gautg rezultata su tiksliuoju sprendiniu (jeigu ji galima rasti) ir kity integratoriy
apytiksliu rezultatu.

5. IStirti sukurty metody priklausomybe¢ nuo parametry reikSmiy parinkimo.

Darbo pradzioje trumpai apzvelgiame klasikiniy - baigtiniy skirtumy (iSreikStinio,

neisSreikStinio ir simetrinio Eulerio), prediktoriaus-korektoriaus, Rungés ir Kuto, daugiaZingsniy



baigtiniy skirtumy, neiSreikStinio Rungés ir Kuto, klasikinio Galiorkino ir baigtinio elemento,

integravimo metody pagrindiniai principai, formulés privalumai ir trikumai.

Toliau pagrindinis démesys sukoncentruojamas | nehomogeniniy paprastyjy diferencialiniy
lyg€iy su pilnosiosmis iSvestinémis ir pastoviais koeficientais pradinio uZdavinio skaitinj sprendima.

Taigi, nagrinéjama lygtis
F(x",x',x,t) =0
kartu su pradinémis saglygomis

x(0) = xq,x"(0) = xq.

Remiantis Galiorkino integravimo metodo silpngja formuluote darbe i§vystomos trys naujos Sio
metodo modifikacijos, atitinkamai parenkant formos funkcijas, kuriomis vieno Zingsnio intervale
aproksimuojamas sprendinys, ir kei¢iant mazgy skai¢iy. Du metodai yra vienaZzingsniai (dviejy mazgy

schema):

e Pirmajame metode nagrin¢jamas pats paprasCiausias atvejis, kai sprendinys
kiekviename integravimo Zingsnyje aproksimuojamas dviejy tiesiniy funkcijy
atkarpomis.

e Antrajame metode jvedamas papildomas kontrolinis parametras. Jo reikSmiy kitimas
leistinose ribose leis kontroliuoti diferencialings lygties integravimo tiksluma. Siuo

atveju aproksimuojanciomis funkcijomis tampa antros eilés daugianiariai.

Trediasis metodas — daugiaZingsnis skaitinio integravimo metodas. Siuo atveju ieSkant
sprendinio naudojama trijy mazgy schema. Tikslusis sprendinys dviejy Zingsniy intervale
aproksimuojamas trimis kvadratinémis funkcijomis, todél kaip ir tiesiniy formos funkcijy atveju dviejy
mazgy schemoje gaunamas metodas, neturintis parametry, leidZianc¢iy kontroliuoti integravimo

paklaidy. Metodo tikslumas gali biiti didinamas tik maZinant integravimo Zingsni.

Darbe apraSytas pilnasis visy integratoriy formuliy iSvedimas ir pateikiami keliy pavyzdziy
skaitiniy realizacijy su matematiniu programiniu paketu MatLab 6.5 rezultatai (programos tekstus
galima rasti Sivo darbo prieduose). Naudojant Siuos metodus nebiitina visame intervale, kuriame

ieSkamos diferencialinés lygties sprendinys, integruoti ja tuo paciu Zingsniu. Gali buti taikomas
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adaptyvaus integravimo Zingsnio parinkimo algoritmas, apie kurj raSoma Sio darbo istoringje

apzvalgoje.

Metody tikslumo ir tinkamumo analizé¢ atlickama skaitiSkai. Gautus skaitinius sprendinius
lyginame su tiksliais diferencialiniy lyg€iy sprendiniais bei kity integratoriy skaitiniais rezultatais ir

apskaiCiuojame suming¢ absoliuc¢iy skirtumy tarp skaitinio ir tiksliojo sprendiniy paklaida.

Atliktas darbas yra matematinés bazés ir programinés jrangos paruoSimas nuodugnesnei ir
tikslesnei sukurty integratoriy analizei. Cia nepateikiamas atsakymas, kokiai paprasty diferencialiniy
lyg€iy su pastoviais koeficientais grupei, kuris metodas geriausiai tinka. Taip pat atviras lieka

klausimas apie sukurty metody pranaSuma prie$ klasikinius integratorius.
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1. KLASIKINIU SKAITINIU INTEGRAVIMO METODU APZVALGA

Jeigu sudarant tam tikro reiSkinio matematinj modelj mus dominantis procesas priklauso tik nuo
vieno kintamojo, gausime paprasta diferencialing lygtj:

dX
—=F(t,X
o Fe ), (M

Cla X =X (1) =(x,(t), x,(1),..., x,, (t))" yra ieSkomasis funkcijy vektorius, F(t,X)- iSorines
jégas apraSantis vektorius. Diferencialiné lygtis (1) kartu su pradine salyga
X(t,)=X, (2)

sudaro pradinj paprastosios diferencialinés lygties (PDL) uzdavinj:

X _ pex), 3)
dt
X(0)=X,.

Trumpai apZvelkime klasikinius ir placiai naudojamus skaitinio integravimo metodus.

Bigtiniy skirtumy schema yra pats paprasc¢iausias budas aproksimuoti diferenciavimo operatoriy.
Todél vieno i§ seniausiy ir placiausiai naudojamy metody diferencialinés lygties sprendimui esm¢
sudaro peré¢jimas nuo diferencialinés lygties prie skirtuminés, aproksimuojant iSvestines baigtiniais
skirtumais. Siuo atveju atsiranda dviejy rii§iy paklaidos — diskretizavimo ir nukirpimo (antroji siejama
su tuo, kad skirtumo opertorius gali buti nagriné¢jamas, kaip baigtinis Tailoro eilutés pirmyjy nariy

skaicius).

1.1. BAIGTINIU SKIRTUMU METODAS

Diferencialinis uZzdavinys aproksimuojamas baigtinio mato (bendru atveju netiesiniy) algebriniy
lygCiy sistema atliekant du pagrindinius Zingsnius:
1. Apibrézimo srities diskretizacija.
2. ISvestiniy aproksimacija baigtiniais skirtumais.
Pirmame etape visas intervalas 0 <¢ <7, kuriame ieSkomas sprendinys, skaidomas ] maZesnius
intervalus — jvedamas taip vadinamas diskretusis tinklelis pagal koordinate t:
w, :{t ot =t +r,in=1..,N;t, =0, :T}, (5)

n n n—1

¢ia 7, > 0 yra diskreciojo tinklelio Zingsnis, ¢, vadinamas diskreciojo tinklelio mazgu.
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0 ¢ t.

1 pav. Diskreciojo tinklelio pavyzdys

Diskretusis tinklelis, kurio Zingsnis yra pastovus, vadinamas tolygiuoju:
w, :{tn :t,=nt;n=01..,N;t, :T} (6)
Diskreciojo tinklelio mazguose skai¢iuojamas PDL pradinio uZdavinio sprendinio artinys, kuris
Zymimas:
Y, =Y(1,)= (Vs Viseers Yoy ) 5= 0L N. (7)
Tokiu biidu gaunamas baigtinis skai¢ius neZinomyjy. Zinodami sprendinio artinius tinklo
mazguose, taikydami interpoliavimo metodus, galime apskaiCiuoti jo reikSmes ir kituose taskuose.
Svarbu tik taip pasirinkti interpoliavimo funkcijas, kad jy aproksimacijos tikslumas biity ne maZesnis
uz apskaiciuoto artinio tikslumg diskrec¢iojo tinklo mazguose.
Antrame etape diskreciojo tinklo mazguose tolydzZios funkcijos iSvestiné aproksimuojama

baigtiniais skirtumais. Kalbant apie pirmos eilés iSvesting, galimi trys budai:

. Y, Y.
1. Kairioji schema: y, =-—==L — —
T -1 m Tt t
v R P
2. DeSinioji schema: y, = === . _ o
T m-1 m e+l t
.. N Y1 = Ve
3. Centriné schema: y =-—"1—"1L o —
2T -1 m Tt t

Diferencialinéje lygtyje (1) pakeit¢ iSvesting baigtiniy skirtumy antraja formule taSke 7=t
gausime baigtiniy skirtumy lygtj:

Y. -Y
M= F(tn’Yn) (8)

n+l

Baigtiniy skirtumy lygtis (8) (n=0,1,...,N—1), kartu su pradine salyga Y, = X,, sudaro

baigtiniy skirtumy uZdavinj.
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1.2. EULERIO METODAI

ApraSytas PDL sistemos pradinio uzdavinio sprendimo baigtiniy skirtumy metodas vadinamas
iSreikStiniu Eulerio metodu. Jis paprastai realizuojamas, nes sprendinio reikSmeés apskaiiuojamos
pagal iSreikStine formule:

Y. =Y, +7,,F@,.Y,) )
Jei deSin¢je pus¢je esancios funkcijos reikSme skaiCiuosime (n+1/)-jame mazge gausime
neisreikstinj Eulerio metodg:

Y, Y
= F,,0Y,0) (10)

n+l

Siuo atveju ieskant diskre&iojo sprendinio laiko momentu ¢ ., tenka spresti (paprastyjy iteracijy

n+l
arba Niutono metodu) netiesiniy lygciy sistema:
Yn+1 - z-11+1I7(t11+1 ’Yn+l) = Yn (1 1)
Trecioji galima formuluoté - simetrinis Eulerio metodas — deSinéje puséje imamas funkcijos

reikSmiy n-tajame ir (n+1)-jame mazguose vidurkis :

Y. -y F@,.,Y,.,)-F@,Y,
n+l no_ ( n+l 1 ) ( ) (12)
Tn+1 2
Sis metodas taip pat yra neisreikstinis, todél vél teks spresti netiesiniy lygéiy sistema:
Yn+1 _TR_;F(thrl’YnJrl):Yn+Tn_;F(tn’Yn) (13)

Kalbédami apie vieno arba kito Eulerio metodo privalumus, turime pabrézti, kad iSreikStinio
metodo realizacija yra ekonomisSkesné, kas yra aktualu sprendziant dideles PDL sistemas. Taciau ir
iSreikStinio, ir neiSreikStinio Eulerio metody tikslumo eilé¢ yra pirmoji, tuo tarpu simetrinio metodo —
antroji. Todél apskai¢iuojant PDL pradinio uZdavinio sprendinj numatytu tikslumu, simetrinio metodo

atveju gali buiti naudojamas didesnis Zingsnis.
1.3. PREDIKTORIAUS-KOREKTORIAUS METODAS

Prediktoriaus-korektoriaus metodas — dar vienas iSreikStinis baigtiniy skirtumy metodas, kurio

tikslumo eilé yra antroji. Jeigu simetrinio Eulerio metodo (12) iSraika pakeisime lygtimi:

Y., ~Y, F(

n+l ~ L

T

Y )+F@,Y")
2

n+l?

, (14)

n+l
jo tikslumo eilé nepasikeis. Pagalbiné funkcija Y "apskaiCiuojama taip, kad imdami diferencialinio

uzdavinio sprendinj X gautume lygybe:
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|F@,.. X, -F@,,. x| <ce (15)

n+l?

Irodoma, kad Y " galima apskaiciuoti iSreikstiniu Eulerio metodu:

Y'=Y, +17,,F(t,.Y,) (16)
KOREKTORIUS
PREDIKTORIUS (angl. correct - taisyti)
(angl. predict - prognozuoti)
Sprendinio reikSmé patikslinama,
Prognozuojama sprendinio remiantis didesnio tikslumo
reikSme, apskaiciuojant ja skaitinio integravimo formule ir
iSreikStiniu Eulerio metodu. naudojant prognozuojamg

reikSme.

2 pav. Prediktoriaus-korektoriaus metodo algoritmo schema
1.4. ADAPTYVUS DISKRECIOJO ZINGSNIO 7 PARINKIMAS

Diferencialinio uzdavinio sprendinio kitimas nebiitinai turi biiti tolygus visame nagrinéjamame

intervale: greito didé¢jimo arba mazéjimo intervalus gali keisti santykinai létas sprendinio kitimas ir
atvirksciai. Todél to paties Zingsnio parametro 7naudojimas visame intervale [O,T] néra optimalus.
Tarkime, kad naudodami vieng i§ anks¢iau apraSyty metody iSsprendéme pradinj diferencialinj

uzdavinj (3) ir gavome skaitinj sprendinio artinj Y, . Ji lyginsime su pagalbinio PDL pradinio

uzdavinio
dX
?:F(I,X), a7
X(t,)=Y,.
sprendiniu X (¢,,,), tai yra kontroliuosime paklaida, daromg vienu Zingsniu.
Diskretusis Zingsnis 7, ., parenkamas taip, kad biity iSpildyta salyga
Y, =X, (18)

Kadangi pagalbinio diferencialinio uzdavinio (19) tiksli sprendinio reik§mé néra Zinoma, tai
praktikoje naudojami aposterioriniai paklaidos jverciai. Rungés metodo aposteriorinis paklaidos jvertis

atrodo taip:

. Yn+l _%l‘l+l 19
5(7,.,) = (19)
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¢ia Y Y .a - to paties uzdavinio

- (3) uzdavinio sprendinio artinys, apskaiciuotas su Zingsniu 7

0l 3
sprendinio artinys, apskai¢iuotas su Zingsniu 0,5-7,,,; p — Rungés metodo tikslumo eilé.
Jeigu aposteriorinis paklaidos jvertis rodo, kad paklaida yra per didelé
6,0 > &, (20)
tai zingsnis 7,,, maZinamas ir integravimo algoritmas kartojamas. DaZniausiai naudojama tokia

Zingsnio perskai¢iavimo formulé:

=1 , 1)

n+l

. & /V(I’Jrl)
min| d,, max dZ,O.SS(EJ

Daugiklis 0,85 padidina garantija, kad naujas integravimo algoritmo Zingsnis, atliktas su
prognozuojamu parametru 7, bus sékmingas. Daugiklis d, (paprastai 15<d, <5) neleidzia
diskre¢iam parametrui 7 didéti labai greitai, o daugiklis d, riboja 7 maZinimg po nesékmingo
bandymo.

Taigi, adaptyviame algoritme integravimo Zingsnis yra maZinamas, kai neiSpildyta tikslumo

salyga, arba didinamas, kai eiliniame Zingsnyje padaryta paklaida maZesné uz leisting.
1.5. RUNGES IR KUTO METODAS

Apibrézimas: Tegu s — sveikas teigiamas skaiCius (etapy skaiCius), a,,,d;,,dz, s A, ,d, s d

s,5—1
, b,,....b,, c,,..c, -realieji koeficientai. Tuomet metodas
k =F(,Y,),

k,=F@¢, 6 +7,c,,Y +7,,a,k),

n+l n+l

ky=F(, +7,.c.Y +7,,(a,k +a,k,)),

n+l

(22)

k., =F(t,+7,,,.c.Y +7, (a,k +a,k,+..+a, k),

s,5—1"s
s
Y=Y, +7,.,- D bk, .
j=1

vadinamas s-pakopiu iSreikStiniu Rungés ir Kuto metodu.

Siy salygy esmé yra ta, kad visi taskai, kuriuose apskai¢iuojamos funkcijos F(z,X) reik§més, yra
pirmos eilés tikslumo sprendinio artiniai ir jie parenkami taip, kad gautojo metodo aproksimacijos

tikslumas bty kuo didesnis.
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Literatiiroje Rungés ir Kuto metodai aprasomi lentele:

0 |
c, | a,
c¢; | oay ay
I (23)
c, | a, a, a,,
| b b, .. b, b,

Konkreciai s reikSmei visada gaunamas ne vienas Rungés ir Kuto metodas, bet metody Seima,
priklausanti nuo vieno ar keliy parametry. Sie parametrai parenkami, remiantis papildomis saglygomis:
algoritmo realizavimo tikslumu, stabilumo reikalavimu arba kitais krieterijais. Reikia pastebéti, kad

pakopy skaicius didéja greiciau, negu metodo aproksimavimo tikslumo eile.

1 lentelé
Rungés ir Kuto metodo etapy skaiciai ir tikslumo eilés
Etapy skaiius s 1 2 3 4 5 6 7 8
Tikslumo eile  p 1 2 3 4 4 5 6 6

Naudojant Rungés ir Kuto metoda diferencialiniy lyg€iy integravimui viename Zingsnyje
funkcijos F(t,X) reik§més skaiCiuojamos keliuose taskuose, taciau kitame Zingsnyje Sios reik§més
jau nenaudojamos — tai yra pagrindinis apraSyto metodo trikumas. Toliau apzvelgsime tuos metodus,

kuriuose tos pacios F(t,X) reikSmés naudojamos keliems algoritmo Zingsniams.

1.6. DAUGIAZINGSNIAI BAIGTINIU SKIRTUMU METODAI

Pazymékime:
F =F(,.Y,) k=0]l,..n (24)
Daugiazingsniu baigtiniy skirtumy metodu vadiname algoritmag

Y +aY +..+a Y
Gttt _pp b o 4b F (25)

m> n—-m?

T

n
¢ia m — zingsniy skaiCius.
Daugiazingsnis metodas vadinamas iSreikStiniu, jeigu b, = 0, ir neiSreikstiniu, jeigu b, # 0.

Sio metodo koeficientai apibréZti konstantos tikslumu, todél formuluojama normavimo salyga:



16

Db =1 (26)

k=0
(25) formulé gali biiti taikoma tik tuomet, kai m < n, todél skai¢iavimo pradZioje sprendinio

artinio reikSmes Yy, Y3, ..., ;1 tarime apskai¢iuoti kokiu nors vienaZingsniu metodu.

o g -

.
| ! | DaugiaZingsniu metodu randama
1 : reikSmé Y,

________________________

1
v
O O Cr O ¥ ¥ o
0 1 H T il T el n-2 n-1 n t
Vienazingsniu metodu
randamos sprendinio artinio
reikSmeés Y, Y;, ..., Vg
o
1 1
I
v
— . o SR G0 o
0 1 H T il i el n-2 n-1 n t
Zinomos artinio reik§més
T
1 I
I
|
v
— % & & £ £ £ &
0 1 H T il == N R n-2 n-1 n t

Zinomos artinio reik§més
3 pav. m-Zingsnio baigtiniy skirtumy metodo algoritmo schema

Atskirg daugiaZingsniy baigtiniy skirtumy klas¢ sudaro Adamso metodai:

m

Y, - Y _

TN BF (ti Vo) 27)
k=0

T

Jeigu b, =0, tai gauname iSreikStinj Adamso ir Bashfortho metoda. Jei b, # 0 - neiSreikstinj

Adamso ir Moultono metoda. Norint rasti koeficientus b, uztenka nagrinéti vieng diferencialing lygti

(M = 1), kuri integruojama intervale [t,,_;; t,].

w(ty) = ultns) + f " Ftwdu 28)
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Adamso metodo formulés gaunamos aproksimuojant integrala skaitinio integravimo
formulémis, daZniausiai naudojamas interpoliacinis Niutono daugianaris arba neapibréZtiniy
koeficienty metodas.

Daugiazingsnio metodo aproksimacija yra p-osios tikslumo eilés, jei koeficientai
apskai¢iuojami pagal formules:

ag = —Xg=1 A, bo = 1 — XL, by (29)

Kiti koeficientai randami i§sprendus tiesing lyg€iy sistema:

( m

| Z ap = _1,

4 . k=0 (30)
{Z kK1(ka, + 1b) =0, 1=2,3,...,p.

i

=0
Daugiazingsnio metodo tikslumo eilé negali biti didesné uz 2m. ISreikStinés schemos atveju, kai

b, =0, didZiausia aproksimacijos eilé yra 2m-/. AnalogiSkai apskai¢iuojami ir Adamso metodo

koeficientai:

3D

1.7. DAUGIAZINGSNIU SKIRTUMU METODU STABILUMAS

Iki Siol kalbédami apie diferencialiniy lyg€iy sprendimo metodus, atkreipéme démesi tik i
metodo tiksluma, taciau yra dar viena svarbi integravimo metody savybé — stabilumas. Stabilumas
siejamas su modeliniy diferecialiniy lygciy sprendiniy kokybinémis charakteristikomis — akivaizdu,
kad skaitinis metodas, kuris netinka net ir papras¢iausioms diferencialinéms lygtims spresti, negali biiti
taikytinas sudétingesniems skai¢iavimams.

Sakysime, kad baigtiniy skirtumy metodas yra stabilus, jei Siuo metodu aproksimave PDL
uzdavinj, turintj apréZta sprendinj, gauname taip pat aprézta diskretyji sprendinj. Jeigu diskretusis
sprendinys yra apréZtas tik tam tikroms parametro T reikSméms, tai baigtiniy skirtumy metodas yra
sqlygiskai stabilus.

Nagriné¢kime modelinj uZdavinj:

at (32)

{d—" — 5, 1>0,
x(0) = 1.

Sio uzdavinio sprendinys yra u(t) = e~* - nedidé¢janti ir apréZta funkcija.
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Pagal apibréZima daugiaZingsnis metodas yra stabilus, jei skirtuminés lygties, gaunamos

pereinant prie daugiaZingsnio metodo (25):

m
Z(ak +2Ab)y" K = 0 33)
k=0

sprendinys yra apréZtas. Schemos stabilumas priklauso ir nuo parametry ay, ir nuo by. Lygtis (33) yra
tiesine skirtumy lygtis su pastoviais koeficientais ir jos bendrasis sprendinys gali biti iSreikStas atskiry
sprendiniy y(t,,) = q™ tiesine kombinacija. Jra¢ atskirgjj sprendinj j nagrinéjamg lygtj, gauname

charakteringaja lygti:

m
Z(ak + 2Ab g™k = 0 33)
k=0

ApibréZimas: Baigtiniy skirtumy schema yra stabili, kai jos charakteringosios lygties visy

Sakny moduliai yra ne didesni uZ vienetg, o tarp sakny, kuriy modulis lygus vienam, néra kartotiniy.

Tiriant metodo stabilumg tiesiogiai pagal apibréZima, reikia rasti visas charakteristinés lygties
Saknis, o paskui istirti, kada jos tenkina stabilumo salyga. Si analizé gali bati supaprastinta. Aibé tokiy
A, kai diskretusis metodas yra stabilus, vadinama stabilumo sritimi, kurios kontiirinius taskus rasime |

charakteristing lygtj jrase¢ reikSmes ¢ = 1ir g = —1.
1.8. A STABILUMAS

Aibé kompleksinés plokStumos tasky u = A, kuriuose Sis metodas yra stabilus, tai yra visy jo
charakteristinés lygties Sakny moduliai yra ne didesni uZ vieneta, vadinama daugiaZingsnio skirtumy
metodo stabilumo sritimi.

Baigtiniy skirtumy metodas vadinamas A stabiliuoju, jeigu jo stabilumo sriciai

A={uecC:lqwl =<1} (34)
priklauso modelinio diferencialinio uzdavinio
dx A
ac =" (35)
x(0) = x,.

stabilumo sritis C~, tai yra visa pusplokStumé ReAd < 0. Taigi A stabilus metodas yra nesalygiSkai

stabilus.
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1.9. STANDZIOSIOS PDL SISTEMOS

Diskreciojo parametro t parinkimas sprendZiant diferencialines lygtis skaitiniais metodais —

kompromiso tarp keliy reikalavimy paieska:

UzZdavinio sprendimo laikas yra Skai¢iavimo

N e . T - kuo didesnis
kaSty maZinimas

proporcingas dydZiui g

__________________________

Baigtiniy skirtumy metodo

! I

i aproksimavimo paklaida n-jame | ;?lfrlo ksimacijos n f ta

| Zingsnyje yra proporcinga : reilizzllgrizmas (gt?fi?u?gg &
I v . 1

| dydziui Cty, |

T T T TTT T oo T oo

. Salygitkai stabilaus diskre¢iojo | Stabilumo <

. metodo atvejis | reikalavimas t=1s

__________________________

4 pav. Integravimo Zingsnio parinkimo schema

Norédami apskaiciuoti pakankamai tiksly diferencialinio uzZdavinio sprendinio artinj, turime
iSpildyti ir aproksimacijos tikslumo, ir diskreciojo metodo stabilumo salygas. Todél Zingsni T,
parenkame tokj, kad galioty nelygybé

T, < min (75, 74) (36)

Priklausomai nuo sprendZiamos uzduoties Zingsnis T, vienais atvejais labiau ribojamas
aproksimacijos tikslumo, kitais atvejais — stabilumo reikalavimo.

Paprasciausias standZiyjy PDL apibréZimas: PDL pradinis uZdavinys yra standusis, jei tg yra
daug maZesnis uZ t,, tai yra stabilumo reikalavimas yra daug grieZtesnis uZ aproksimacijos tikslumo

reikalavimg.

1.10. NEISREIKSTINIS RUNGES IR KUTO METODAS

ISreikStiniai Rungés ir Kuto metodai néra A stabilieji, todé¢l jie néra tinkami standZiosioms
diferencalinéms lygtims spresti. Joms spresti tinka neiSreikstiniai m-pakopiai Rungés ir Kuto metodai,

kurie yra apibréZiami matrica:
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0 I a, ap Qs s
¢, | ay ay, Ay Gy
c; |oay ay 351 Gi
| : (37
c, | a, a, a ., a,
| b b, b, b,

NeiSreikStinio Rungeés ir Kuto metodo koeficientai randami naudojantis LeZandro
daugianariais, kurie rekurentiSkai uZraSomi taip:
(n+ DLpy1(x) = @n+ DxLy(x) —nly4(x) (38)
Lix) =1,  Li(x)=x

Rungés ir Kuto koeficientai cy, ..., ¢ parenkami kaip modifikuoto LeZandro daugianario

Ls(y) = Ly(2y — 1) (39)

Saknys. Tuomet likusieji koeficientai apskaiiuojami vienareikSmiSkai, iSsprendus tiesiniy lygciy

sistemg:

aq as; 17
a? 2

r1ot 17 fau ay by |2 %1
2 2 2

| & & Cs | |2 asz ba| | 3 2 1

|l ¢z ¢ C:SZ J|-|[a§13 as3: b3J|= ?1 ?S 3 (40)
Y S S

NeisreikStinis Rungés ir Kuto metodas yra A stabilus ir pasiZzymi didele aproksimacijos

tikslumo eile.
1.11. GALIORKINO METODAS

Pareikime prie diferencialiniy lygciy integravimo metodo, kuriuo remdamiesi konstruosime

nauja metoda, atitinkamai pakeiciant ji apibréZiancius parametrus.

Nagrinéjamas krastinis uzdavinys

d du

—a<k(x) E) +qu=fx), 0<x<I (41)

—k(0)u'(0) + pu(0) = po, u) =u
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sprendimo metodo. Tarsime, kad Sio uzdavinio koeficientai tenkina eliptiSkumo salygas:

k(x) =k, >0, q(x) =0, g = 0. (42)

(41) lygt] patogu perrasyti operatoriniu pavidalu

d d
Lu = —a<k(x) d—l;) +qx)u—f=0 (43)

arba

Lu=f (44)
Galiorkino metodo formulavimas

Apibréziama bandomyjy funkcijy aibé
{p;(x),j =1,..,N}, (45)

kuriy pagalba diferencialinio krastinio uZdavinio sprendinys aproksimuojamas suma

N

() =) api@) (46)

i=1

Verta atkreipti démes;j ] tai, kad nustate kol kas neZinomus koeficientus c; apytiksli sprendinj
Zinosime visame intervale [0, ], o ne tik atskiruose taskuose, kaip baigtiniy skirtumy metodo atveju.

Jvairiai parenkant bandomasias funkcijas {¢;(x)}, gaunamos skirtingos Galiorkino metodo
modifikacijos, i8 jy istoriskai skiriami du variantai: klasikinis Galiorkino metodas ir baigtiniy elementy

metodas.



Klasikinis Galiorkino metodas
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APIBREZIAMOS bandomosios funkcijos ¢;(x), kurios:

1. néra tapatingai lygios nuliui visame intervale
o). N
2. sudaro pilnaja tiesiSkai nepriklausomy funkcijy oL R
sistema. g

* Pilnumas garantuoja apytikslio sprendinio y(x) konvergavimg.
Funkcijy pvz.: laipsninés funkcijos {x',i = 0,1, ..., N} ir trigonimetrinés funkcijos

{sin (inx),i = 1, ...,N} ( 1 ’

Sprendinys

APROKSIMUOJAMAS

suma:

(@) =) o)

N

i=1

¢; — neZinomi koeficientai ( 6 >

| AN
VL I/— I,/ \\
REIKALAUJAMA, kad paklaida (netiktis) biity <- 2t
ortogonali visoms bandomosioms funkcijoms: g
l N
f Lyp;(x)dx=0, j=1,N. o
0 g
b : Et
(Ly.¢;) =0, j=TN. 2
") — Sfuncijy u ir v skaliariné sandauga : % :
@ ' El
Lo =l
: : KEITIMAS | g |
S Ly=Lhy=f -2
(Liy—f9)=0 j=TN. APSKAICTUOJAMI
nezinomi koeficientai ¢;
arba :
(f,0) =Lw.o),  j=1N
3 AN

o7 N

1
o @) =) i)

~ a i=1

N
Z(Ll(pi» @) c = (f, <Pj), j=12,..,N.
i=1

t.y. gaunama tiesiniy lygéiy sistema AC = F, kurios koeficientai apskai¢iuojami pagal formules:

a;=(Lig,9:), =) 1<ij<N

©

5 pav. Klasikinio Galiorkino metodo algoritmo schema
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Pastabos:

1.

Funkcinéje analiz¢je jrodoma, kad, jei funkcija w(x) yra ortogonali visoms pilnosios
funkcijy sistemos funkcijoms, tai w(x) = 0. Todél i§ sistemos fol Lypj(x)dx =0, j =
1,/V gauname:

Ly -0, kai N — co. @7
Toks sprendinio konvergavimas vadinamas silpnuoju, nes tik skaitinio sprendinio
vaizdas Ly konverguoja j diferencialinio uZdavinio sprendinio vaizda.
Tiesiniy lygciy sistema turi vienintelj sprendinj, jei diferencialinis operatorius L; yra
teigiamai apibréZtas, t.y.

(Lipi ;) 2y(n,y),  y>0 (48)

Pagrindiniai klasikinio Galiorkino metodo trikumai:

1.

Visi tiesiniy lyg€iy sistemos matricos A elementai nelygiis nuliui (matrica yra pilna),
todél apskai¢iuodami koeficientus ¢; Gauso metodu atlieckame O(N°) aritmetiniy
veiksmy.

Matricos A salygotumo skaiCius sparciai didéja, kai didéja N, todél dél apvalinimo

paklaidy Galiorkino metodo tiesiniy lygc€iy sistemos sprendimas tampa nestabilus.



Baigtiniy elementy metodas

APIBREZIAMAS diskretusis tinklelis intervale [0,1]:
W_h == {xo == 0, xi == xi_l + hi_o's, l == 1,2, ...,N, xN == l}

Tinklelis nebitinai turi biti tolygus;
Intervalas [x;_; x;] vadinamas elementu; Tinklelio Wy, taskai ir elementai sudaro baigti

ni
elementy tinklg. ‘ 1 ’

APIBREZIAMOS bandomosios funkcijos ¢; (x), kurios: d Sprendinys
2 APROKSIMUOJAMAS
1 suma.

Tenkina interpoliacinés funkcijy aibés savybe:

_{1, kai i =j,
“lo,  kaii=#]

y() = 3o ()

24

|
|
: | Yra tiesinés kiekviename intervale x5 244 ]- | K A
1, Tuomet gaunamos dalimis tiesinés funkcijos: L
Iy |
|
| : 0, kai x < x;_4, :
ro | X — Xi—q . 1
L , kaix_, <x<x;,
; hi—os :
o e = {xi+1 —x :
I |7 , kaix; <x <xipq,
: i+0,5 I
I k 0, kai x > x;,4. : P W
S ] b e e e e e -
)
Lo
o
! 1
-1 -
ATLIEKAMI Kklasikinio Galiorkino metodo RANDAMAS sprendinys bet kuriame
veiksmai 2. 3: elemento [x;_,; x;] taske:
3 y() =y 101 (X) + yipi(x)
L Y@= e -
~ - i=1 I |
N . | APSKAICIUOJAMOS
Z(qu)i, 0)vi=(f0),  j=12.,N. |77 reiksmesy :
v
i=1

t.y. gaunama tiesiniy lygciy sistema AY = F, kurios
koeficientai apskaic¢iuojami pagal formules:

a;=(Li,0:), fi={9) 1<ij<N

O,

6 pav. Baigtiniuy elementy metodo algoritmo schema
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2. GALIORKINO METODO MODIFIKACIJOS

Toliau savo darbe apsiribokime PDL uzdaviniais, kuriuos sudaro antros eilés paprastosios
nehomogeninés diferencialinés lygtys su pastoviais koeficientais ir pradinés salygos. Imdami kaip
pagrinda Galiorkino metody klasg, iSvystykime nauja diferencialiniy lyg¢iy integravimo metoda.

Pradékime nuo paties paprasciausio atvejo, kai bandomyjy funkcijy aibe¢ sudaro tiesinés

funkcijos.

2.1. APROKSIMACIJA TIESINEMIS FORMOS FUNKCIJOMIS
2.1.1. FORMULIU ISVEDIMAS

Suformuluokime uzduotj. Kaip jau buvo minéta, nagrinéjama antros eilés nehomogeniné pilnyjy
iSvestiniy diferencialiné lygtis su pastoviais koeficientais:
F(x" x',x,t)=0 (49)
ISskleistoje formoje ja galime uZraSyti taip:
mx"+hx'+kx=f =>mx"+hx'"+kx— f =0 (50)
Cia m, h, k — skaliariniai koeficientai, f=f{t) — tam tikra i§ anksto Zinoma funkcija, x=x(#) — ieSkoma

funkcija.

Laiko aSyje Ot duoti du taskai:

1.  t=0. Siame tagke Zinomos reik¥mes: X,,X, (pradinés salygos).

2. t=T. Siame taske reikia rasti reikSmes: x,, x; .

Nagrinékime patj paprasciausig atveji, ir funkcija, jungiancia Siuos du taskus — tai yra sprendinio
funkcija viename Zingsnyje - aproksimuokime tiesés atkarpa. Tai reiSkia, kad mes turime apibrézti dvi

tiesines formos funkcijas NV, (Z) ir N, (Z) , kurios tenkina kraStines salygas:

taskas |
t=0 |t=T
funkcija
0 o
N, (t) 0 |1

Nesunku jsitikinti, kad Sios funkcijos yra tokios:
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Pirmoji funkcija: N, (0)=1- (5D

Antroji funkcija: Nz(,) - (52)

Tolimesniam darbui mums patogu jvesti matricas X, X', X", kurios apskaiiuojamos kaip

.. .. . .. . . . . X
formos funkcijy atitinkamy iSvestiniy vektoriaus ir vektoriaus-stulpelio { 0

Jewi)
s e
{dZNzl(t) | dzsz(t)],Eo}[0,0].{350}[0]N"~{j0}

} sandaugos:

Xr

1. _ 1Mo ||t
X—[Nl(t),Nz(t)] L‘T} [1 e

N~

2. X':[Nl'(t),N'z(t)}_;CO:l:

3. x= [Ni'(t),Ng(t)]- jﬂ =

dt dt T T
Jeigu

x = x(t) (53)
yra nagrinéjamos diferencialinés lygties (49) sprendinys, tai jstate ji i lygti, gauname paklaida &£(t):

F(X"X,X,1)=¢&(r) (54)

X
&(t)=(mN"+hN' +kN)-{ 0} —f (55)
xT
Galiorkino metodu Sig paklaidg normuojame: padauging ja i§ formos funkcijos, integruojame
srityje V = {O <t< T}, kurioje ieSkomas lygties sprendinys. Tiksliojo sprendinio atveju paklaida lygi
nuliui, todél keliame §j reikalavimg ir gautajam integralui.

j N - e@t)dt =0 (56)

0

(56) lygybé reiskia, kad funkcija ;c= ;c(t) tenkina nagriné¢jama diferencialing lygti ,,vidurkine*
(integraline) prasme, kai svorio elementai yra funkcijos N, (¢) ir N, ().
IS (55) ir (56) lygybiy gauname:
X
g(t):mX”+(hN’+kN)-{ ﬂ—f (57)
xT
T T

T T T 0
jNT -e(t)dt = m~jNTx'ut+[h.jNTN'dt+k~jNT ~thj~{xT}—fJ‘NTdt =0 (58)
X
0 0 0

0 0
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Remiantis baigtinio elemento silpnosios formuluotés logika integralg su antrgja iSvestine X"

integruosime dalimis, nes kitu atveju gausime O ir nepavyks iSvesti difrencialinés lygties integravimo

formuliy:

u=N";du=(N""dt

T T
jNTX"dt :.fNTd(X') —
0 0 dv=d(X'),v=X

}:NTX'\Z —EX'(N')Tdt:
— T

t
1__ T T T T
- Tlx _.[X'(N')Tdt=DX'(N')Tdt=J.N'{xo}(N')Tdt=J.(N')TN'dt{x°ﬂ:
0 o LAr 0 Xr

4 0
LT .

L] eforwa 42" Hoorwa 2]

Taigi
T A T
jNTX”dt{ ,xo}—j(N')TN'dt{xo} (59)
0 X 0 Xr
Grjztant prie (58) lygybés:
T —x T X T T %0 T
J‘NT~5(t)dt=m{ f’}—J‘(N’)TN’d{ ﬂ + h~jNTN'dt+k~jNT~th { }—fJ‘NTdtzo (60)
0 Xr 0 Xr 0 0 xT 0
T T T X T '
—m-j(N')TN'dHh-jNTN'de-jNT-th { °}—f-jNTdt=—m-{ , 0} 61)
0 0 0 Xr 0 Xt

Atskirai apskai¢iuokime jeinancius j (61) iSraiSka integralus.

Pirmasis integralas:

T T
T Aot AL jlzdt —I%dl
forywa=f| TL[-E A a<f| T T s B0 T
0 of — 0 e ey —J‘Ldl J‘Ldl
T T T 0T2 0T2



1 1
—t ——t l _l
_| T | T | T T
L S G A R T §
e Lo
Antrasis integralas:
1 t
T T B T
11
pvwa=[| 7=
0 Ol rr 0

lT lT
Y RAPEY (A
T\ ) T, T
= o o =
__Fz[tdt F}[ldl
1
L P N R e |
_| T 2 211 2
I SO A U A I
T> 2 T> 2 2

) | T
T
T T
1 1 1
J‘Ll——tﬁt—ztzjdt J(—t——rz
1% T 0 T T
- T T
1 1
J‘(—t——rzjdr J—thdt
0 T 0
r_r. L T T |\T T
_ 32 3/_|3 6
r T T r T
L 2 3 3 6 3

Ketvirtasis integralas:
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t.y.

1
T 2|,

1
. 1
Jovy ndr=| T,
0

T

1
. 1
INTN'dtz 2
0 _

2

o |Nw|N

1 L rr
T 2 2| k.3 6| o
e I R
T T 2 2 6 3
1. T 1 1, T ,
5 +§k — —h+€k {xﬂ: —f+m-x,
z LI A zf—m-x'T
(——m—lh+zijo+(—m+—h+—ijT Zf.,.m X
|2
T 1 T
(—m——h+gk}co+[——m+5h+—ijT Ef—m x

~N
|

N =

T T
2 |_|2
T? T
2 2
1

T
1

T

(62)

(63)

(64)

(65)
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IS paskutinés iSraiSkos gauname formules, pagal kurias galime apskai¢iuoti funkcijos ir

pirmosios i§vestinés reikSmes taSke 1 =7":

§f+m-x'o+(;m+;h—Tijo

3
Xp = (66)
lm+lh+zk
2 6
Zf—(;m—;h+zk)x()+(;m—;h—§k)xT
Xy = (67)

m
2.1.2. METODO TIKSLUMO IVERTIS

Prie§ pereinant prie pavyzdZziy aptarkime, kaip vertinsime integratoriaus tiksluma. Jveskime

paklaidos mata tokiu budu:
N

paklaida = Z'Xtikslusi - Xskaitinisil (68)

i=1
¢ia N — mazgy, kuriuose apskai¢iuojama skaitinio sprendinio reik§me, skaiCius; Xpipsius,-
tiksliojo (etaloninio) sprendinio reikSme i-tajame mazge; Xgkqirinis,~ skaitinio sprendinio reikSme i-

tajame mazge.

T
| Xsko

Xtiks5 Xtiks8
’ 3

9
paklaida = Z|X“k5‘ — Xk,

i=1

, H = skaitinis sprendinys
Xsk7 won tikslus sprendinys
L N S— E—

i i
o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

7 pav. Diferencialinés lygties integravimo paklaidos jvertinimo schema
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MaZéjant integravimo Zingsniui paklaidos jvertis artieja prie reikSmes, reiskiancios plotg tarp

dviejy kreiviy (tiksliojo ir skaitinio sprendiniy).
2.1.3. PAVYZDZIAI

1. Paimkime paprasta homogenine diferencialing lygti su pastoviais koeficientais:
4y "+ 4y +y =0
su pradine salyga y(0) = 2,¥'(0) = 0. Sios diferencialinés lygties charakteringoji lygtis: 412 + 41 +

1 = 0. Jos Saknys realios ir lygios: 4; , = —g, todél bendrasis Sios lygties sprendinys yra: y =

t
e 2(Cy + C,t). Ivetring pradines salygas, gauname konstanty reikSmes: C; = 2,C, = 1. Tuomet

atskiras homogeninés lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas, yra:

t
y=e 2(2+1t)
. 1 _t
y :—Ete 2

Dabar suintegruokime $ia lygtj, naudodami kg tik iSvestas formules:

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f.f.): 0.0625

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.4715 0.8120 0.3983
0 -0.3679 -0.2707 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.5385 0.7929 0.3696
0 -0.4231 -0.2604 -0.1277
PAKLAIDOS

Naudojant tiesines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.11476
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.0872

SKAITINIS SPRENDINYS (tiesinest..) ir TIKSLUS SPRENDINYS FAZINE PLOKSTUMA (tiesines 1. i tikslus sprendinys)
T T T T T T T T T T
| | |
| | !

= skaitinis sprendinys — s_ka'ﬁris sprendinys | |
-+ tikslus sprendinys ficisspeing | | |

dx(t)

08-————7-———9-—"—"—"—"—\—"—"—" - X~ ~"~"-“"7--——— -

e —————————- Ner = = — 1

04 — ===+ - - —Hd - - - - - -~
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 1
parametras a (kvadratines f.f.): 0.0625

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000 6.0000
2.0000 1.8196 1.4715 1.1157 0.8120 0.5746 0.3983
0 -0.3033 -0.3679 -0.3347 -0.2707 -0.2052 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000 6.0000
2.0000 1.8378 1.4828 1.1176 0.8081 0.5683 0.3919
0 -0.3176 -0.3776 -0.3375 -0.2687 -0.2009 -0.1445
PAKLAIDOS

Naudojant tiesines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.048193
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.037982

SKAITINS SPRENDINYS (tiesines £.£.) ir TIKSLUS SPRENDINYS FAZINE PLOKSTUMA (tiesines £f. ir tikslus sprendinys)
f
|
|
R e e A
| | |
| | |
7] T
| | |
| | |
| |
e i e e el ety
| | |
= [ |
For-—-—r-Nr--r--—
© I I
| | |
Y My Ep .
| |
| | |
| | |
e I e e
| | |
| | |
0%~ — -~ F - - F - -
| | |
| | |
04 L L L
02 04 06 08
INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 0.5
parametras a (kvadratines f.f.): 0.0625
TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:
0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000 4.5000 5.0000 5.5000 6.0000
2.0000 1.9470 1.8196 1.6533 1.4715 1.2893 1.1157 0.9558 0.8120 0.6851 0.5746 0.4795 0.3983
0 -0.1947 -0.3033 -0.3543 -0.3679 -0.3581 -0.3347 -0.3041 -0.2707 -0.2371 -0.2052 -0.1758 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000 4.5000 5.0000 5.5000 6.0000
2.0000 1.9504 1.8238 1.6570 1.4741 1.2907 1.1161 0.9554 0.8111 0.6838 0.5731 0.4779 0.3967
0 -0.1973 -0.3066 -0.3573 -0.3702 -0.3596 -0.3354 -0.3041 -0.2702 -0.2363 -0.2042 -0.1747 -0.1482
PAKLAIDOS
Naudojant tiesines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.023143
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.017995
SKAITINS SPRENDINYS (tiesines £.£.) ir TIKSLUS SPRENDINYS FAZINE PLOKSTUMA (tiesines £f. ir tikslus sprendinys)
T T T T f f f f f f
o | | | Lo tkslsspendnys ) e | | |
B R e e il el el ) i el alti
| | | | | |
| | | | |
ot — — b . . . L
| | | | |
| | | | |
PO S N S N O A R B
|
—
T 0 - -+ - 1
® I
| |
om- - — L - - L 1
| |
| |
i N _J
03 i i
| | | |
| | | |
0B -~ F - = + ==
| | | | |
| | | | | | | |
04 1 1 L L L L L 1
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
XM
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 0.25

parametras a (kvadratines f.f.): 0.0625
TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:
0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500 3.0000 3.2500 3.5000
2.0000 1.9856 1.9470 1.8900 1.8196 1.7396 1.6533 1.5632 1.4715 1.3798 1.2893 1.2010 1.1157 1.0338 0.9558
0 -0.1103 -0.1947 -0.2577 -0.3033 -0.3345 -0.3543 -0.3648 -0.3679 -0.3652 -0.3581 -0.3477 -0.3347 -0.3200 -0.3041
3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000
0.8818 0.8120 0.7465 0.6851 0.6278 0.5746 0.5252 0.4795 0.4372 0.3983
-0.2875 -0.2707 -0.2538 -0.2371 -0.2209 -0.2052 -0.1902 -0.1758 -0.1622 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500 3.0000 3.2500 3.5000
2.0000 1.9861 1.9478 1.8910 1.8206 1.7406 1.6542 1.5640 1.4722 1.3803 1.28%96 1.2012 1.1158 1.0338 0.9557
0 -0.1107 -0.1953 -0.2585 -0.3041 -0.3353 -0.3550 -0.3654 -0.3684 -0.3657 -0.3585 -0.3479 -0.3349 -0.3201 -0.3041
3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000
0.8816 0.8118 0.7462 0.6848 0.6275 0.5742 0.5248 0.4791 0.4368 0.3979
-0.2875 -0.2706 -0.2536 -0.2369 -0.2207 -0.2050 -0.1899 -0.1755 -0.1619 -0.1491
PAKLAIDOS
Naudojant tiesines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.011314
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.008871
SKAITINS SPRENDINYS (fiesines t£.) ir TIKSLUS SPRENDINYS FAZINE PLOKSTUMA (tiesines 1. ir tikslus sprendinys)
f f f f f f
1 1 1 1 _S_kam”i“"“i’VSJ | | | | | |
o - - N 1 lptewssedns || — T —
| | | | | ! ! 005~ r r r r r r r I
| | | | | ] i | | | | | | | |
1o — - — — T N B e E N B | | | | | | | | |
| | | I | ! !
| | | I i |
14— — = — [ ) S |
| | | | | ! !
| | | | | i ]
12— - — — - === - === \d--———+-———+-—-—-—} |
l l ‘ l l : TR
] i %
gi----- - == — - |———— - **‘r****f****t 7777777777777777777777 ! ®
| | | | | pTTTTTTmmmmmmmmmmmmmmmn ]
| | | | | ! !
08~ — — — — [ e Bttt S '
| | | | i ! ‘
ol [ N M |
- | | i T ] i
| | | | | ! .
| | | | ! ] !
L T T [ T i
| | | | | ! |
[ e e i
| | | | | I i
| | | | | [
o I I I I I
0 1 2 3 4 5 6
t

2. Paimkime dar vieng homogening diferencialling lygtj su pastoviais koeficientais:

)
su pradine salyga y(0) = 0,y'(0) = 2. Sios

+y=0

diferencialinés lygties charakteringoji lygties

A% +1 =0, jos Saknys kompleksinés jungtinés A, , = +i. Todél bendrasis Sios lygties

prendinys yra: y = Cjcost + C,sint. Ivetring pradines salygas, gauname konstanty reikSmes:

C; = 0,C, = 2. Tuomet atskiras homogeninés lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas,

yra:

Suintegruokime §ig lygti naudodami skaitinj

2sint

2cost

metoda:
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000
0 1.8186 -1.5136 -0.5588 1.9787
2.0000 -0.8323 -1.3073 1.9203 -0.2910
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000
0 2.4000 -0.9600 -2.0160 1.7664
2.0000 -0.4000 -1.8400 1.1360 1.3856
PAKLAIDOS

Naudojant tiesines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 2.8045
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:3.4259

x(t)

SKAITINS SPRENDINYS (tiesines £.f.) ir TIKSLUS SPRENDINYS

dx(t)

FAZNE PLOKSTUMA iesines . ir tikslus sprendinys)

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 0.25

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500 3.0000 3.2500 3.5000
0 0.4948 0.9589 1.3633 1.6829 1.8980 1.9950 1.9680 1.8186 1.5561 1.1969 0.7633 0.2822 -0.2164 -0.7016
2.0000 1.9378 1.7552 1.4634 1.0806 0.6306 0.1415 -0.3565 -0.8323 -1.2563 -1.6023 -1.8486 -1.9800 -1.9883 -1.8729
3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000 6.2500 6.5000

-1.1431 -1.5136 -1.7900 -1.9551 -1.9986 -1.9178 -1.7179 -1.4111 -1.0166 -0.5588 -0.0664 0.4302

-1.6411 -1.3073 -0.8922 -0.4216 0.0752 0.5673 1.0242 1.4173 1.7224 1.9203 1.9989 1.9532

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500 3.0000 3.2500 3.5000
0 0.4948 0.9591 1.3640 1.6845 1.9009 1.9996 1.9747 1.8276 1.5675 1.2104 0.7785 0.2984 -0.2002 -0.6864
2.0000 1.9381 1.7564 1.4660 1.0850 0.6368 0.1492 -0.3476 -0.8229 -1.2473 -1.5945 -1.8431 -1.9777 -1.9900 -1.8792
3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000 6.2500 6.5000

-1.1301 -1.5039 -1.7847 -1.9551 -2.0046 -1.9301 -1.7361 -1.4348 -1.0448 -0.5901 -0.0989 0.3984

-1.6521 -1.3229 -0.9118 -0.4443 0.0506 0.5425 1.0008 1.3971 1.7071 1.9114 1.9976 1.9601

PAKLAIDOS

Naudojant tiesines formos funkcijas:

Paklaida funkcijos reiksmems: 0.32561

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.26779
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SKAITINS SPRENDINYS (tiesines £.f.) ir TIKSLUS SPRENDINYS

= skaitinis sprendinys
===+ tikslus sprendir

FAZNE PLOKSTUMA (iesines . ir tikslus sprendinys)

Paklaida padaroma per vieng perioda (T=6,3; T — intervalo, kuriame ieSkomas sprendinys,
pabaigos taskas):

zingsnis 0,25 0.05 0.025 0.005 0.0025 0.0005 0.00025
Paklaida

funkcijos 0.29376 0.056609 0.028474 | 0.0057344 = 0.0028654 { 0.00056731 | 0.00027514
reiksméms

ISnagrinéje Siuos du pavyzdZius galime patvirtinti teoring prielaida, kad skaitinio sprendinio,

apskaiciuoto naudojant iSvystyta anksciau metoda, tikslumas priklauso nuo integravimo Zingsnio —

mazindami integravimo Zingsnj gauname tikslesnj diferencialinés lygties skaitinj sprendinj.

2.2. APROKSIMACIJA KVADRATINEMIS FORMOS FUNKCIJOMIS
2.2.1. FORMULIU ISVEDIMAS

Patobulinkime misy sukurta diferencialinés lygties integratoriy, jvede papildoma kontrolinj

parametra, Kuris leisty valdyti formos funkcijy savybes. Aproksimuokime funkcija, jungiancia

intervalo [0,T] pradzios ir pabaigos taskus, kvadratinémis formos funkcijomis N, (Z) ir N, (Z), kurios

tenkina kraStines salygas:

taskas
t=0 | t=T
funkcija
0 o
N, (¢) 0 | 1

Ni(D)

[N R i —
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ISkéléme reikalavimus tik dviejose taskuose, tuo tarpu j kvadratinj trinarj jeina trys parametrai.
Tai reiSkia, kad vienas parametras paliekamas laisvas. Susitarkime, kad tai bus koeficientas a prie

auksc¢iausio laipsnio. Be to bandysime abi dvi formos funkcijas iSreiksti per vieng parametra.

Pirmoji funkcija:

Nl(r):ar2+br+c (69)
N,(0)=0a+0b+c=1
2 (70)
N(T)=aT* +bT+c=0
IS sistemos pirmosios lygties: ¢ = . Tuomet:
2
aT? £ BT +e=aT? BT +1=0= b=~ D (71)
Taigi,
2
N, (1) = ar? —(aTTH)tH (72)
Suraskime antraja funkcija:
N,(t)=a,t* +byt+c, (73)
N,(0)=0a,+0b,+c, =1
2( ) 2 ) 2 2 (74)
N,(T)=a,T> +b,T +¢c, =0
IS pirmos lygties ¢ = 0. Tuomet:
2 2 — (@, 1)
a,T* +b,T +c, =a,T +b2T+0=1:>b2=+ (75)
Taigi,
N,(1)=ay* - (@l -1, (76)

T
Kiekviename vidiniame intervalo [0;T] taske ¢ formos funkcijos N,(t) ir N»(t) turi tenkinti
papildoma taSkinio normavimo salyga:
N (®) + N, (1) =1 (76)

Iverting $ig salyga gauname, kad a, = —a, t.y.:
N,(t)=-at® +@t (78)

Kaip ir tiesiniy formos funkcijy atveju, jveskime matricas X, X' ir X"':

R N L MR E

T Xr X

T VIR (t)]‘|:X():|= {le(t)’sz(t)]{xo} . {M_ aTT+1 s aTT+1HxO}= N,.{xo}

r dt dt Xr Xy
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2 2
3. X' [Nl"(t), Ng(t)]|:;c0:| :|:d N1 ) ’ d Nz ([):||:;C0:| = [261,—2a]-|:x0:| — N".|:x0:|

2 2
T dt dt T

Nagrin¢kime ta pacia nehomogening diferencialing lygti su pastoviais koeficientais:
F(x",x",x,t)=0 (79)
mx"+hx'+kx=f =>mx"+hx'+kx— f =0 (80)

Lygiai taip pat Galiorkino metodu normave paklaidg gauname lygybe:

T T T T 0 T
[NT-s@)dt =m-[N" Xt +[h~jNTN’dt+ k-[NT 'Nd’j'{xr} ~f[NTdi=0 (81)
0 0 0 0 X 0

Naudodami silpngja baigtiniy elementy metodo formuluote, narj su antrgja iSvestine integruojame

dalimis:

T T _ T. — nT T T
jNTX"dtszTd(X'){"_N ’d”, V) ﬂzNTX' ~[x' (v dr=
0 0 dv=d(X)v=X o %
—L T T T T X T X
= T|x' —jX'(N')Tdr{jX'(N')Tdr=jN'{ 0}(N')Tdt=_[(N')TN'd{ °H=
r U 0 o LYr 0 A7
T

0 1, % -x | ¥
- }x;{ }c()— [ (N')TN'd{xO}={ ﬂ— (N')TN'dt{xO}
11 0 0 Xp Xp 0 o

Taigi, gavome:

T —x T X
jNTX"dr{ ,0} (N')TN'd{ 0} (82)
0 X1 0 Xr
griztant prie (81):
T —-x T X T T X0 T
J‘NT~5(t)dt=m{ ,‘)}—J‘(N’)TN’d{ "} +|h-[N"Ndit+k-[N" - Nt { }—ij%h:O (83)
0 xT 0 xT 0 0 'XT 0
T T T )CO T _xr
—m[ (N N'dt+h-[N"N'dt+k-[N" - Ndt { }—fj.NTdtz—m{ ,0} (84)
0 0 0 xT 0 Xr

Suintegruokime visus i paskutine iSraiska jeinancius integralus.

Pirmasis integralas:
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2t aT? +1
T T - 2 2
T +1 T +1

I(N’)TN’dtzj TTZ | -{2at—a —2at+4 }dtz
0 0| —2qr + 927

[M_ aT? +1J2 [M_ aT? +1J[ aT2 +1
T
_! aT? +1 al? +1 aT2+1

o2

j{4a2t2 _dalat? +1)

_ 0

] Cad s dalat? +1)t_
) T

|

(a7? +1)°

T2

(a7 +1)

T2

2
}h

4a°T? 3 4a(aT2 +1).T_2+ (aT2 +1)

2

[— 2at +

Jdt ,T[{—4a2t2+ aT2+1 (
0

(a7 +1) )

4a (aTz +1),
TZ

Jdt

—4a*T" 4a(aT2+1) T2 (aT2+1)

2

-T -T
_ 3 T 2 T 3 T
2
~4a’T  4alar’+1) T* (a7 +1) . 4a’T’ _4alaT’ +1) T2 ,lar +1)
L 3 T 2 T? 3 T T?
4a’T* 3 ZaTZ(aT2 +1)+ (aT2 +1)2 —4a°T* 2aT2(aT2 +1 aT2 +1
_| 3T T T 3T T
2
—4a°T* N ZaTZ(aT2 +1)_ (aT2 +1) 4a’T* ZaTZ(aT2 +1 aT2 +1
L 3T T T 3T T
4y 2y(r+1) . (y+17 —4y° L2 +D 7/+1)2
_ St _ _| 3T T T 3T T
= |pazymime y = aT”|= =
[ ] —47/2+27/(7/+1)_(7/+1)2 47/2_27/(7/+1)+(7/+1)
3T T T 3T T T
4y* —6y> —6y+3y> +6y+3  —4y’ +6y° +6y -3y —6y-3
2
_ 3T 3T _ro+3p -l
—4y> +6y> +6y -3y —6y—-3 4y —6y° —6y+3y° +6y+3 37 |-1 1
3T 3T
Antrasis integralas:
T | at? al” +1 +1
- T +1 T +1
[N"Nar=] T T o+ e =
0 0 , al”"+1
—at” +
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B 2 2
2 2
) 5,3 3 (aT +1) 2 (aT +1) al =~ +1 T\ 5,3 3 (aT +1) 2 aT +1) al = +1
Il 2a"¢t = t7 +2ar+ 5 t— dt - J| 2a"t - t° 4 2at + 5 t— dt
0 T T T 0 T T
) (w2 +1) y ]
T 3a\aT ™ +1 aT~ +1 T 3 (aT + 1) (aT + 1)
2 a 2 2 2
Il = 2a 13+ - 2 t |dt - J| = 2a 13+ T > t |dt
0 T T 0 T T
2 2 3 2 2 2
4
2T 3 (aT +1)T3 2aT (aT +1) T° ar” +1 24274 3“[‘” ”jT 2a1? [“T ”j ™ 71241
- + + 5 - - - + + - T
4 3T 2 2T T 4 3T 2 o712 T
2 2
72a2T4 3a(aT2 +1)T3 (aT2 +l) T2 72a2T 3 (aT +1)T3 (aT +l) T2
+ - 3 — + - 3
4 3T 2T 4 3T 2T

2.4 2 2 2 2 2 2
6a T  —12aT (aT” +1) +12aT" +6(aT” +1)" —12aT" -12

2.4 2 2 2 2 2 2
6a"T" —12aT (aT*~ + 1) +12aT" +6(aT” +1)" —12aT" - 12

1

12

2.4 2 2 2 2
—6a T +12aT" (aT”~ +1) - 6(aT” +1)

_1[-6 6
12|-6 6

E

12

A

Treciasis integralas:

T
j N
0

ce—,~

" Ndt =

2
atz—aT +1 1
T

, aT?+1
—at” + t
r+1
T

T +1 T> +1
-{atz —aTt+1,—at2 +aTt}dt

12
2.4 2 2 2 2
—6a T +12aT" (aT” +1)—6(aT~ +1)

12

, aT*+1 , aTl*+1
at" ————t+1 || —at" +—t¢
T T
) 2
, aT”+1
—at"+——t
T

dt

2 2 4 2 2
04 2a\aT +1) 3 a T +4aT +1 5 2\aT +1 T
at - t+1 |dr |

t o+ t -
T T T

2 2 2 2
24 2a\aT +1) 3 2 al  +1 2 al +1
-at +—— 't —at - ) t + t |dt
T T T
2
T 24 Za(aT +l) 3 (aT +l) 2
t |dt at -— t + t dt
0 2
T T
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2 2 2 2
y T 2/ (y+1) (y +4r+1DT 2T(y +1) y T 2+ g (+D T y+1
— - + - +T ——+ -— - + .

2 3
:[pazymime y = af ]: 5 X 4 3 X 2 5 X 4 3 X 2
y T 2A(y+) 9y (+D T y+1 y T 2/(y+1) (y+1)
-+ - - + -T — + :
5 4 3 3 2 5 4 3

2 2 2 2
12/°T  30/T(y+1) 20(r" +4y+DT  60T(y+1) 60T  12y°T 30/T(y+1) 20T 200y +D T 30(y + HT
+ +— + - +

60 60 60 60 60 60 60 60 60 60 _
2 2 2 2
12y°T 30T (y+1) 20T 207 +1)"T 3007 + DT 12y°T 30T(y+1) 20y +D°T
- + - - + - +
60 60 60 60 60 60 60 60

30

T |2y7-10y+20 -2y +10 | T [y*-5y+10 -y’ +5
60| -2y°+10 2y +10y+20

60 7245 2 457+10

Ketvirtasis integralas:

2 T aT? +1 3 2 2
, ’ atz_aT +ll’+l J.(atz_ T t+1 dt aT _aT +1-T—+T
INTdtzj ) dr =| °. , =| 3 , T ) , |=
0 0 _at2+aT +1t I—at2+aT +1t dr _ar +_aT +1 77
T . 3 T 2
' T(y+1) T
. |3 F T[2y-3y-3+6] T[-y+3
z[pazymlmey:aT ]: =— =—
A Tg+D 16 ~27+3y+3 ] 6| y+3
3 2
Tagi, gavome:
T 2
+3] 1 -1
N Ndr=2 85
{( ) - L J (85)
T
11-1 1
N'N'dt=—
v
T 2 _ 2
JNTth:T{J’ 52;/+10 -7 +5 } 87)
0 300 —y"+5  y +5r+10
T ’ T 3_7/
N —_
[va-gsi) @)

Irase Sias integraly iSraiSkas j (84) lygybe, gauname tiesiniy lygciy sistema, kuri matricinéje

formoje uzraSoma taip:
b, b, | %o | b, +b,x', (89)
b, b, | |x; b, —b,x',

¢ia
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by, = (~20m+2kT? )y* —10kT>y - (60m + 30hT — 20kT*) (90)
b, = (20m —2kT? }y* +(60m +30hT +10kT?) 1)

b, = (20m —2kT? )y * + (60m — 30T +10kT ?) (92)

b, = (~20m+2kT? )y* +10kT*y - (60m — 30AT — 20kT?) (93)
by, =10T* f(3-y) (94)

by =10T* f(3+7) (95)

b, = 60Tm (96)

IS (89) iSraiSkos gauname fomules, pagal kurias galime apskaiCiuoti funkcijos ir pirmosios
iSvestines reikSmes taske =7 :

_ by +b, - x) —bx,
bZ

Xt

o7

er _ by _b3);0 —b,x;
7

(98)

2.2.2. LEISTINOS KONTROLINIO PARAMETRO REIKSMES

I kvadratiniy formos finkcijy iSraiSkas jeina laisvas parametras a, kuris turi tenkinti tam tikras
salygas, kad funkcijy panaudojimas sprendZiant diferencialines lygtis turéty prasme.

2
1
_al"+h,

Pirmoji funkcija: N, (¢)= ar -

Antroji funkcija: v, (1)= —ar® +@t
T

Siy funkcijy grafikai — parabolés, kuriy vir§iniy abscisés apskaiiuojamos pagal ta pacia
formule:

aT? +1
= <0 99
%o 2aT ©9)

¢ia T — integravimo Zingsnys.
Kai parametras a igija neigiamas reikSmes, pirmosios parabolés Sakos nukreiptos | apacig, o

antrosios - ] virSy:
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N1(t)

N2(t)

o T t

8 pav. Formos finkcijos, kai parametro a reikSmés yra neigiamos

2
VirSunés abscisé turi tenkinti salyga: x, = al” +1 <0
2aT
aT? +1>0, aT? +1<0,
arba

2aT <0 2aT > 0.

az——- .o .
T’ antroji sistemos lygtis
a<0

netenkina sglygos a <0

Atsakymas: ae€ [— %;OJ (100)

Kai parametras a jgija teigiamas reikSmes, pirmosios parabolés Sakos nukreiptos | virSy, o

antrosios — ] apacia:

H1(t)

N2(t)

0 T t

9 pav. Formos funkcijos, kai parametro a reikSmés yra teigiamos
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2 2 2 2
VirSunés abscisé turi tenkinti salyga: x, = af” +1 >T = af” +1-2aT 20 = I=al >
2aT 2aT 2aT
1—aT? >0, 1—aT?* <0,
arba
2aT > 0. 2aT < 0.
as— oo .
T’ antroji sistemos lygtis
a>0.
netenkina saglygos a >0
. . 1
Atsakymas: a e O’F (101)

Taigi gavome parametro a galimy reikSmiy intervala:

1 1
ae _F;F (102)

2.2.3. PAVYZDZIAI

PradZioje panagrin¢kime tuos pacius pavyzdZius, kuriuos sprendéme naudodami tiesiniy formos
funkcijy aproksimacijg. Dabar atsiradus laisvajam parametrui a, bandykime integruoti parenkant
skirtingas jo reikSmes 1§ leistino intervalo ir stebékime, kaip keiCiasi diferencialinés lygties

integravimo tikslumas. Integruosime du kartus — vieng kartg dideliu Zingsniu, kitg kartag mazu.

1. 4y +4y +y=0,
y(0) = 2,y'(0) = 0.
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f.f.): -0.25

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000

2.0000 1.4715 0.8120 0.3983

0 -0.3679 -0.2707 -0.1494

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 2.0000 4.0000 6.0000

2.0000 1.4595 0.7655 0.3239

0 -0.3694 -0.2895 -0.1570

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.13295
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.027993

()

INTEGRAVIMO PARAMETRAI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f.f.): -0.1

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.4715 0.8120 0.3983
0 -0.3679 -0.2707 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.4883 0.7667 0.3505
0 -0.3774 -0.2436 -0.1206
PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.10986
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.065361

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f£.f.): 0.1

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.4715 0.8120 0.3983
0 -0.3679 -0.2707 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.6087 0.8444 0.3890
0 -0.4978 -0.3213 -0.1591
PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.17878
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.19025

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f.f.): 0.25

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.4715 0.8120 0.3983
0 -0.3679 -0.2707 -0.1494
APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:
0 2.0000 4.0000 6.0000
2.0000 1.7297 0.9774 0.4388
0 -0.6396 -0.5013 -0.2719
PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.46405
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.625
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 0.25
parametras a (kvadratines f.f.): -16

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500

2.0000 1.9856 1.9470 1.8900 1.8196 1.7396 1.6533 1.5632 1.4715 1.3798 1.2893 1.2010

0 -0.1103 -0.1947 -0.2577 -0.3033 -0.3345 -0.3543 -0.3648 -0.3679 -0.3652 -0.3581 -0.3477

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1157 1.0338 0.9558 0.8818 0.8120 0.7465 0.6851 0.6278 0.5746 0.5252 0.4795 0.4372 0.3983

-0.3347 -0.3200 -0.3041 -0.2875 -0.2707 -0.2538 -0.2371 -0.2209 -0.2052 -0.1902 -0.1758 -0.1622 -0.1494

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500

2.0000 1.9857 1.9527 1.9044 1.8440 1.7742 1.6973 1.6155 1.5304 1.4435 1.3560 1.2690

0 -0.1104 -0.2008 -0.2735 -0.3309 -0.3749 -0.4073 -0.4299 -0.4440 -0.4509 -0.4518 -0.4477

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1833 1.0996 1.0185 0.9403 0.8655 0.7943 0.7267 0.6629 0.6030 0.5468 0.4944 0.4457 0.4006

-0.4396 -0.4281 -0.4140 -0.3979 -0.3803 -0.3616 -0.3423 -0.3226 -0.3028 -0.2832 -0.2639 -0.2451 -0.2269

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:

Paklaida funkcijos reiksmems: 0.9411

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:1.8603

INTEGRAVIMO PARAMETRAT : SKATINS SPre ines 1) R TIKSLLS

zingsnis: 0.25 | | | | Skaitinis sprendinys

parametras a (kvadratines f.f.): -2 [ | hshs sprerdings ||
| | |

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES: ! ! !

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500 ! !

2.0000 1.9856 1.9470 1.8900 1.8196 1.7396 1.6533 1.5632 1.4715 1.3798 1.2893 1.2010 ! !

0 -0.1103 -0.1947 -0.2577 -0.3033 -0.3345 -0.3543 -0.3648 -0.3679 -0.3652 -0.3581 -0.3477 :

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000 !

1.1157 1.0338 0.9558 0.8818 0.8120 0.7465 0.6851 0.6278 0.5746 0.5252 0.4795 0.4372 0.3983 !

-0.3347 -0.3200 -0.3041 -0.2875 -0.2707 -0.2538 -0.2371 -0.2209 -0.2052 -0.1902 -0.1758 -0.1622 -0.1494 !

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500

2.0000 1.9856 1.9470 1.8901 1.8197 1.7397 1.6534 1.5633 1.4715 1.3797 1.2891 1.2008

0 -0.1102 -0.1946 -0.2576 -0.3032 -0.3346 -0.3544 -0.3649 -0.3681 -0.3655 -0.3585 -0.3480

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1153 1.0334 0.9552 0.8812 0.8113 0.7457 0.6842 0.6269 0.5736 0.5241 0.4784 0.4361 0.3971

-0.3351 -0.3204 -0.3045 -0.2879 -0.2710 -0.2541 -0.2374 -0.2212 -0.2054 -0.1904 -0.1760 -0.1623 -0.1495

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas: X

Paklaida funkcijos reiksmems: 0.011565

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.005514

INTEGRAVIMO PARAMETRAT : SKATINS SPre ines 1) R TIKSLLS

zingsnis: 0.25 | | | | skaitinis sprendinys

parametras a (kvadratines f.f.): -1 o | slus sprerdinys
| | |

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES: ! ! !

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500 !

2.0000 1.9856 1.9470 1.8900 1.8196 1.7396 1.6533 1.5632 1.4715 1.3798 1.2893 1.2010 !

0 -0.1103 -0.1947 -0.2577 -0.3033 -0.3345 -0.3543 -0.3648 -0.3679 -0.3652 -0.3581 -0.3477

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1157 1.0338 0.9558 0.8818 0.8120 0.7465 0.6851 0.6278 0.5746 0.5252 0.4795 0.4372 0.3983

-0.3347 -0.3200 -0.3041 -0.2875 -0.2707 -0.2538 -0.2371 -0.2209 -0.2052 -0.1902 -0.1758 -0.1622 -0.1494

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500

2.0000 1.9859 1.9474 1.8905 1.8200 1.7399 1.6535 1.5634 1.4715 1.3797 1.2890 1.2006

0 -0.1104 -0.1949 -0.2579 -0.3035 -0.3347 -0.3544 -0.3648 -0.3679 -0.3652 -0.3580 -0.3475

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1152 1.0333 0.9552 0.8811 0.8113 0.7457 0.6843 0.6271 0.5738 0.5244 0.4787 0.4364 0.3975

-0.3345 -0.3197 -0.3038 -0.2872 -0.2703 -0.2534 -0.2368 -0.2205 -0.2048 -0.1898 -0.1754 -0.1618 -0.1490

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:

Paklaida funkcijos reiksmems: 0.012031

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.0060171

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:

zingsnis: 0.25

parametras a (kvadratines f.f.): 5

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500

2.0000 1.9856 1.9470 1.8900 1.8196 1.7396 1.6533 1.5632 1.4715 1.3798 1.2893 1.2010

0 -0.1103 -0.1947 -0.2577 -0.3033 -0.3345 -0.3543 -0.3648 -0.3679 -0.3652 -0.3581 -0.3477

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1157 1.0338 0.9558 0.8818 0.8120 0.7465 0.6851 0.6278 0.5746 0.5252 0.4795 0.4372 0.3983

-0.3347 -0.3200 -0.3041 -0.2875 -0.2707 -0.2538 -0.2371 -0.2209 -0.2052 -0.1902 -0.1758 -0.1622 -0.1494

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500

2.0000 1.9879 1.9517 1.8970 1.8285 1.7502 1.6651 1.5760 1.4848 1.3933 1.3028 1.2142

0 -0.1125 -0.1993 -0.2646 -0.3124 -0.3456 -0.3670 -0.3789 -0.3831 -0.3812 -0.3746 -0.3644

3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500 6.0000

1.1283 1.0458 0.9669 0.8921 0.8213 0.7547 0.6923 0.6341 0.5798 0.5295 0.4828 0.4397 0.4000

-0.3515 -0.3366 -0.3204 -0.3034 -0.2859 -0.2684 -0.2510 -0.2340 -0.2175 -0.2016 -0.1865 -0.1721 -0.1584

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:

. L . t
Paklaida funkcijos reiksmems: 0.2057
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.3008




2. y +y=0,
y(0) = 0,y'(0) = 2.
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f.f.): -0.25

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000
0 1.8186 -1.5136 -0.5588 1.9787
2.0000 -0.8323 -1.3073 1.9203 -0.2910

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000

0 2.1429 -0.3061 -2.0991 0.6060

2.0000 0.5714 -2.0816 -0.2741 2.1208
PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 4.4448
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:6.7842

SKAITINS i ) IRTIKSLUS

x(®

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f.f.): 0

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000
0 1.8186 -1.5136 -0.5588 1.9787
2.0000 -0.8323 -1.3073 1.9203 -0.2910

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000

0 2.4000 -0.9600 -2.0160 1.7664

2.0000 -0.4000 -1.8400 1.1360 1.3856
PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 2.8045
Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:3.4259

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 2
parametras a (kvadratines f£.f.): 0.1

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000
0 1.8186 -1.5136 -0.5588 1.9787
2.0000 -0.8323 -1.3073 1.9203 -0.2910

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 2.0000 4.0000 6.0000 8.0000
0 2.3548 -0.8355 -2.0584 1.5657
2.0000 -0.6688 -1.7627 1.2942 1.3036

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 3.1269

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:2.8397

Sktiris spendinys
kslus sprend
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INTEGRAVIMO PARAMETRATI:
zingsnis: 0.25
parametras a (kvadratines f.f.): -14

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500
0 0.4948 0.9589 1.3633 1.6829 1.8980 1.9950 1.9680 1.8186 1.5561 1.1969 0.7633
2.0000 1.9378 1.7552 1.4634 1.0806 0.6306 0.1415 -0.3565 -0.8323 -1.2563 -1.6023 -1.8486
3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500
0.2822 -0.2164 -0.7016 -1.1431 -1.5136 -1.7900 -1.9551 -1.9986 -1.9178 -1.7179 -1.4111 -1.0166
-1.9800 -1.9883 -1.8729 -1.6411 -1.3073 -0.8922 -0.4216 0.0752 0.5673 1.0242 1.4173 1.7224
6.0000 6.2500

-0.5588 -0.0664

1.9203 1.9989

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500
0 0.3956 0.7716 1.1094 1.3924 1.6066 1.7413 1.7899 1.7500 1.6236 1.4169 1.1401
2.0000 1.9650 1.8328 1.6100 1.3076 0.9405 0.5269 0.0873 -0.3566 -0.7829 -1.1705 -1.5002
3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500
0.8070 0.4340 0.0395 -0.3569 -0.7357 -1.0781 -1.3672 -1.5887 -1.7317 -1.7890 -1.7579 -1.6398
-1.7558 -1.9245 -1.9981 -1.9728 -1.8501 -1.6358 -1.3407 -0.9793 -0.5694 -0.1314 0.3131 0.7421
6.0000 6.2500

-1.4407 -1.1703

1.1344 1.4706

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:

Paklaida funkcijos reiksmems: 10.6899

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems: 13.0427

INTEGRAVIMO PARAMETRAI:

zingsnis: 0.25

parametras a (kvadratines f.f.): -1

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500
0 0.4948 0.9589 1.3633 1.6829 1.8980 1.9950 1.9680 1.8186 1.5561 1.1969 0.7633
2.0000 1.9378 1.7552 1.4634 1.0806 0.6306 0.1415 -0.3565 -0.8323 -1.2563 -1.6023 -1.8486
3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500
0.2822 -0.2164 -0.7016 -1.1431 -1.5136 -1.7900 -1.9551 -1.9986 -1.9178 -1.7179 -1.4111 -1.0166
-1.9800 -1.9883 -1.8729 -1.6411 -1.3073 -0.8922 -0.4216 0.0752 0.5673 1.0242 1.4173 1.7224
6.0000 6.2500

-0.5588 -0.0664

1.9203 1.9989

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500
0 0.4942 0.9579 1.3624 1.6827 1.8991 1.9982 1.9738 1.8275 1.5683 1.2122 0.7812
2.0000 1.9395 1.7592 1.4702 1.0904 0.6432 0.1563 -0.3402 -0.8158 -1.2409 -1.5894 -1.8397
3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500
0.3020 -0.1959 -0.6817 -1.1254 -1.4995 -1.7811 -1.9526 -2.0034 -1.9305 -1.7384 -1.4388 -1.0504
-1.9764 -1.9909 -1.8825 -1.6578 -1.3306 -0.9213 -0.4550 0.0393 0.5313 0.9904 1.3883 1.7005
6.0000 6.2500

-0.5971 -0.1069

1.9076 1.9969

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:

Paklaida funkcijos reiksmems: 0.3488

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:0.40952

INTEGRAVIMO PARAMETRATI:

zingsnis: 0.25

parametras a (kvadratines f.f.): 5

TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500
0 0.4948 0.9589 1.3633 1.6829 1.8980 1.9950 1.9680 1.8186 1.5561 1.1969 0.7633
2.0000 1.9378 1.7552 1.4634 1.0806 0.6306 0.1415 -0.3565 -0.8323 -1.2563 -1.6023 -1.8486
3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500
0.2822 -0.2164 -0.7016 -1.1431 -1.5136 -1.7900 -1.9551 -1.9986 -1.9178 -1.7179 -1.4111 -1.0166
-1.9800 -1.9883 -1.8729 -1.6411 -1.3073 -0.8922 -0.4216 0.0752 0.5673 1.0242 1.4173 1.7224
6.0000 6.2500

-0.5588 -0.0664

1.9203 1.9989

APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:

0 0.2500 0.5000 0.7500 1.0000 1.2500 1.5000 1.7500 2.0000 2.2500 2.5000 2.7500
0 0.4795 0.9302 1.3252 1.6408 1.8580 1.9639 1.9520 1.8232 1.5851 1.2519 0.8438
2.0000 1.9338 1.7517 1.4647 1.0898 0.6496 0.1705 -0.3189 -0.7891 -1.2120 -1.5623 -1.8190
3.0000 3.2500 3.5000 3.7500 4.0000 4.2500 4.5000 4.7500 5.0000 5.2500 5.5000 5.7500
0.3850 -0.0968 -0.5728 -1.0145 -1.3954 -1.6926 -1.8884 -1.9710 -1.9355 -1.7840 -1.5255 -1.1756
-1.9666 -1.9963 -1.9064 -1.7023 -1.3961 -1.0062 -0.5560 -0.0725 0.4153 0.8783 1.2886 1.6217

6.0000 6.2500
-0.7553 -0.2896
1.8576 1.9821

PAKLAIDOS

Naudojant kvadratines formos funkcijas:
Paklaida funkcijos reiksmems: 1.9464

Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:1.4687
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Paklaida padaroma per vieng perioda (T=6,3):

Zingsnis\a -6 -4 -2 0 2 4 6
0.5 6.2214 2.2572 0.54116 2.2572 6.2214

0.25 2.6479 1.3519 0.5385 0.29376 0.5385 1.3519 2.6479
0.05 0.07207 0.063003 : 0.058107 0.056609 0.058107 0.063003 0.07207
0.025 0.030225 : 0.029229 : 0.028658 0.028474 0.028658 0.029229 0.030225

Apibendrinkime gautus rezultatus:

1.

Kaip ir tiesiniy firmos funkcijy atveju integravimo tikslumas tiesiogiai priklauso nuo

parinkto integravimo Zingsnio — kuo jis mazesnis, tuo tikslesnis skaitinis sprendinys.

Ivestas papildomas parametras a leidZia kontroliuoti integravimo tiksluma, taciau reikia
pastebéti, kad jo panaudojimo racionalumo jvertinimas reikalauja papildomos analizés.
IS pateikty integravimo rezultaty matome, kad pirmame pavyzdyje, keisdami kontrolinj
parametrg galime pasiekti didesnio tikslumo, negu gavome tiesiniy formos funkcijy
atveju, taciau antrajame pavyzdyje tiksliausias sprendinys gaunamas, kai a = 0, t.y.

tiesiniy funkcijy atveju.

Antroji i§vada bus akivaizdesné, kai pavaizduosime integravimo paklaidos priklausmybe nuo

papildomai jvesto kontrolinio parametro a grafiskai.
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2.3. PALYGINIMAS SU KITAIS INTEGRATORIAIS

Palyginkime sukurto metodo rezultatus su vienu i§ klasikiniy skaitiniy integratoriy — 4-5 eilés
Rungés ir Kuto metodu, kuris programiniame pakete MatLab 6.5 realizuojamas standartine funkcija

oded45().
2.3.1. 4-5 EILES RUNGLES IR KUTO METODAS

Paimkime jau nagrinétg anks¢iau pirmaji pavyzdi:
4y" +4y"'+y =10,y(0) =2,y'(0) =0.
Ir palyginkime rezultatus, gaunamus suintegravus diferencialing lygti, taikant aproksimacija
tiesinémis funkcijomis ir taikant 4-5 eilés Rungés ir Kuto metodg. Rezultatus pateiksime grafiskai ir
reikSmiy lentele. Integratoriy tikslumg lyginsime, skai¢iuodami absoliucigja paklaidg kiekviename

mazge ir jvestg anksciau tikslumo jvertj, t.y. sumin¢ absoliuciaja paklaida.

Integravimo Zingsnis: 0,5.

INTEGRAVIMAS METODU ODE4-5
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2 lentelé

Integratoriy tikslumo palyginimas: tiesinés formos funkcijos ir Rungés-Kuto metodas (dt=0,5)

t 05 1 15 2 2,5 3 35 4 45 5 55 6
Yusr 1.9504 1.8238 1.6570 1.4741 1.2907 1.1161 0.9554 0.8111 0.6838 0.5731 0.4779 0.3967
YRk 1.9535 1.8293 1.6553 1.4667 1.2876 1.1158 0.8091 0.8091 0.6835 0.5738 0.4785 0.3971
Yiiks 1.9470 1.8196 1.6533 1.4715 1.2893 1.1157 0.9558 0.8120 0.6851 0.5746 0.4795 0.3983
suminé
paklaida
| Yeiks Yol 0.0034 0.0042 0.0037 0.0026 0.0014 0.0004 0.0004 0.0009 0.0013 0.0015 0.0016 0.0016 0.0230
| Vi Yrud 0.0065 0.0097 0.0020 0.0048 0.0017 0.0001 0.1467 0.0029 0.0016 0.0008 0.0010 0.0012 0.1790
Integravimo Zingsnis: 0,25.
3 lentele

Integratoriy tikslumo palyginimas: tiesinés formos funkcijos ir Rungés-Kuto metodas (dt=0,25)

t 025 | 05 0.75 1 1.25 15 175 2 225 | 25 | 275 3 325 | 35
Vit 1.986 | 1.9478 | 1.8910 | 1.8206 | 1.7406 | 1.6542 | 1.5640 | 14722 | 1.3803 | 1.2896 | 1.2012 | 1.1158 | 1.0338 | 0.9557
1
Vi 1985 | 1.9472 | 1.8901 | 1.8195 | 1.7396 | 1.6534 | 1.5632 | 14715 | 1.3798 | 1.2893 | 1.2010 | 1.1156 | 1.0338 | 0.9557
8
Viiks 1.985 | 1.9470 | 1.8900 | 1.8196 | 1.7396 | 1.6533 | 1.5632 | 14715 | 1.3798 | 1.2893 | 1.2010 | 1.1157 | 1.0338 | 0.9558
6
[ Yar- yad | 0.000 | 0.0008 | 0.0010 | 0.0010 | 0.0010 | 0.0009 | 0.0008 | 0.0007 | 0.0005 | 0.0003 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001
5
| Yar- yrel | 0.000 | 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001
2
t 375 4 425 45 475 5 525 55 575 6
Vit 0.8816 | 08118 | 07462 | 0.6848 | 0.6275 | 0.5742 | 05248 | 04791 | 04368 | 0.3979
Vi 0.8818 | 0.8120 | 07464 | 0.6851 | 0.6278 | 05746 | 05252 | 04794 | 04372 | 03983
Viiks 0.8818 | 08120 | 07465 | 0.6851 | 0.6278 | 0.5746 | 05252 | 04795 | 04372 | 03983
suminé paklaida
[Ya- yad | 0.0002 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0003 | 00003 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 0.0107
I Y- yrel | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 0.0009
AnalogiSkai analizuokime antrojo pavyzdzio lygties integravimo rezultatus:
y +y=0, y(0) =0,y (0) =2.
4 lentele

Integratoriy tikslumo palyginimas: tiesinés formos funkcijos ir Rungés-Kuto metodas (dt=0,5)

t 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6
Vit 0.9600 1.6896 2.0137 1.8545 1.2502 0.3459 -0.6414 -1.4748 -1.9543 -1.9647 -1.5036 -0.6816
YRK 0.9648 1.7033 2.0381 1.8667 1.2467 0.3176 -0.7469 -1.6427 -2.1244 -2.0931 -1.5128 -0.5419
Viiks 0.9589 1.6829 1.9950 1.8186 1.1969 0.2822 -0.7016 -1.5136 -1.9551 -1.9178 -1.4111 -0.5588
suminé
paklaida
| Yeiks= Yeeel 0.0011 0.0067 0.0187 0.0359 0.0533 0.0637 0.0602 0.0388 0.0008 0.0469 0.0925 0.1228 0.5414
| Yiiks- Yril 0.0059 0.0204 0.0431 0.0481 0.0498 0.0354 0.0453 0.1291 0.1693 0.1753 0.1017 0.0169 0.8403
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5 lentelé

Integratoriy tikslumo palyginimas: tiesinés formos funkcijos ir Rungés-Kuto metodas (dt=0,25)

a 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2 225 2.5 2.75 3 325 3.5
Vit 0.4948 0.9591 1.3640 1.6845 1.9009 1.9996 1.9747 1.8276 1.5675 1.2104 0.7785 0.2984 -0.2002 -0.6864
YRK 0.4954 0.9598 1.3639 1.6833 1.8990 1.9964 1.9685 1.8180 1.5555 1.1963 0.7620 0.2801 -0.2191 -0.7044
Viiks 0.4948 0.9589 1.3633 1.6829 1.8980 1.9950 1.9680 1.8186 1.5561 1.1969 0.7633 0.2822 -0.2164 -0.7016
| Yeiks= Vet 0.0000 0.0002 0.0007 0.0016 0.0029 0.0046 0.0067 0.0090 0.0114 0.0135 0.0152 0.0162 0.0162 0.0152
| Ytiks= Yrx! 0.0006 0.0009 0.0006 0.0004 0.0010 0.0014 0.0005 0.0006 0.0006 0.0006 0.0013 0.0021 0.0027 0.0028
a 3.75 4 4.25 4.5 4.75 5 5.25 55 5.75
Yerr -1.1301 | -1.5039 | -1.7847 | -1.9551 | -2.0046 | -1.9301 | -1.7361 | -1.4348 | -1.0448 | -0.5901
YRK -1.1455 | -1.5155 | -1.7921 | -1.9570 | -1.9992 | -1.9168 | -1.7164 | -1.4092 | -1.0136 | -0.5547
Vs 11431 | -1.5136 | -1.7900 | -1.9551 | -1.9986 | -1.9178 | -1.7179 | -1.4111 | -1.0166 | -0.5588
suminé paklaida
| Vo= yeel | 0.0130 | 0.0097 [ 0.0053 [ 0.0000 | 0.0060 | 0.0123 | 0.0182 | 0.0237 | 0.0282 | 0.0313 0.2611
| yas- yrel | 0.0024 | 0.0019 | 0.0021 | 00019 | 0.0006 | 0.0010 | 0.0015 | 0.0019 | 0.0030 | 0.0041 0.0359

skaitinis artinys gaunamas, taikant iSvystyta Siame darbe metoda.

zingsnj, 4-5 eilés Rungeés ir Kuto metodas pranaSesnis ir duoda

Kaip matome 1§ pateikty lenteliy, esant didesniam integravimo Zingsniui, tikslesnis sprendinio

Taclau maZinant integravimo

tikslesnj rezultata. Pateikéme

integravimo rezultatus, kai vieno Zingsnio intervale buvo taikoma aproksimacija tiesinémis formos

funkcijomis. Jeigu nagrinésime diferencialing lygti, kuriai pasiteisina kontrolinio parametro jvedimas

(aproksimacijos kvadratinémis formos funkcijomis taikymas), tai turédami galimybé pagerinti skaitinio

artinio tikslumg keic¢iant parametro reik§me, skaitinj sprendinj galime rasti maZesniais kastais.
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2.4. DAUGIAZINGSNIS METODAS

Iki Siol kalbéjome apie vienazingsnius metodus. Pabandykime padidinti mazgy skaiciy iki trijy

ir iSvesti didesnio tikslumo pradinio diferencialinio uZzdavinio sprendimo metoda.

Taigi laiko aSyje nagrinéjami trys taskai:
3.  t=0. Siame taske Zinomos reik§més: X,,X, (pradinés salygos).
4. t=T. Siame taske reikia Zinomos reikimés: x,,x (apskai¢iuojamos vianaZingsniu metodu).

5. t =2T. Siame taSke reikia rasti reikSmes: X,,, X5, .

Sprendinio funkcijg intervale [0,27] aproksimuosime antros eilés polinomais, t.y. kvadratinémis

formos funkcijomis N;(t), N,(t) ir N5(t), kurios tenkina krastines salygas:

taskas
t=0 | t=T | t=2T 1
funkcija H3() Wik nz2(t)
N;(t) 0 1 0
N, (t) 0 0 1
N3 (t) 1 0 0
Bendroji formos funkcijos iSraiSka: N(t) =at?+bt+c

N,(0)=04+0+c=0,
Pirmosios funkcijos salygos: ¢ Ny(T) =aT?+bT +c =1,
N,(2T) = 4aT? + 2bT + ¢ = 0.
aT? +bT =1, :a:—i,b=z
4aT? + 2bT = 0. T? T
N,(0)=04+0+4c=0,
Antrosios funkcijos salygos: { Ny(T) = aT?+bT +c =0,
N,(2T) = 4aT? 4+ 2bT + ¢ = 1.

c=0:—{

aT? + bT =0, o1 1
¢=0 _{4aT2+2bT:1. == b="gr
N,(0)=040+c=1,
Treciosios funkcijos salygos: { Ny(T) =aT? +bT + ¢ =0,
N,(2T) = 4aT? + 2bT + ¢ = 0.

T2+ bT =0 1 3
C=0$—{a o da==—,b=—2
4aT? 4 2bT = 1. 2T2 2

Taigi gavome tokias formos funkcijas:
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1
Nl(t):—ﬁt2+7t (103)
1 1
=—t2 —— 104
Na(O) = 52 t" — 7 (104)
Ny(t) = —Ltz—it+1 (105)
3 2T? 2T
Kaip ir anks¢&iau apibrézkime matricas X, X ir X :
X0 X0
1 2 1 1 1
1.X = [N,(t) N,(t) N;3(t)] [xT] = [—th +ot Etz -t —mtz t+ 1] xT] =
Xor
X0
N|Xr
Xor
X0 X0
dN4(t) sz(t) dN3(t) 1 1 3 -
2X—[ L ][ ] [--t-}-; Ft_E —Ft—E] Xr|=N xT]
2T Xor
Xo
" 2 2
3xX" = [dZle(t) d Nz(t) d N3(t)] [ ] [__ 1 X7
dt
XoT
Nagrin¢jama ta pati nehomogeniné diferencialiné lygtis su pastoviais koeficientais:
F(x".x',x,t)=0 (106)
mx"+hx'+kx=f =>mx"+hx'"+kx— f =0 (107)
Lygiai taip pat Galiorkino metodu normave paklaidg gauname lygybe:
2T 2T 2T 2T "0 2T
i N eydi=m- | NTX”dt+( (j) N Nar+ k- (j) ~nT -thj. xpo |- (j) Nlar=0 (108)
0 0

2r
Ir naudodami silpngja baigtiniy elementy metodo formuluot¢ narj su antrgja iSvestine

integruojame dalimis:

2T 2T T T 2T o1
jNTth— jN dxy=| =N sdu=WNYdr Tl 5 T g -
dv=d(X');v=X 0 0
- | | 3
Jp— + —
2
2T 2T or |70 2T %0
1 1 2T
_ —2t2——t 1 =T xonyTa=TT xavyTar=" v o vy ae="T vy Na| xp
2T 2T 0 9 0 0 0
1 *ar *or
2
-5t -——t+1
L 2T 2T
B 0 X X
0 o’ 0 0 o’ 0
=| 1 [x57 —|0|xHh— [ (N) Ndt|*T |= X - [ (N Nat *r
2T 0§ 2T 5
-4 1 X | L7421 — %0 T
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T 0 T "0
T " ’ ’ T r
(j)N X'dt = X - (j) (N N'dt| *r (109)
—4x'2T - xb Xop
griztant prie (108):
X, X,
0 2T 0 T o7
m Xyp - j (N) Ndi Xt ||+| h- (j)N Ndt+k- (j)N Ndt || X |- f j ~Nlar=0 (110)
—4or =X Xor Xor
X,
2T 2T 2T 0 2 0
mj (N) Ndt+h- | N Ndt+k- [ N -Ndt|-|*¥r |-f] N dt=-m X (111)
0 0 0 1
Xor —4xpr =X
Suintegruokime visus i paskutine iSraiska jeinancius integralus.
Pirmasis integralas:
[_2t, 2]
2T 27 | 2 1|
, t 1 2t 2 t 1 t 3
(e | S N W) P
T2 2T T? T T2 2T T2 2T
0 0 l ¢ 3 J
T2 T
( Zt+2)2 ( 2t+2)(t 1) ( t+2)( 3)
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Griztame prie (111) lygties:
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Gautoji tiesiniy lyg€iy sistema matricinéje formoje gali biiti uZraSyta taip:

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)



aj;  Ago
a1 04y xT b2x2T + b1 (117)
az1 0asz 4b2x2T + byxy — 7b;

¢ia
a,; = —80m + 32kT?; a,, = 40m + 20hT + 4kT?; a,; = —40m — 100hT — 44kT?
ay; = 40m — 20hT + 4kT?; a,, = —35m + 15hT + 8kT?; a,; = 95m — 35AT — 38kT?
a3, = —40m + 100AT — 44kT?; as, = 95m — 85T — 38kT?; as; = —395m + 225AT + 2088k T2
b, = 10fT?; b, = 30mT;

(118)

IS (15) lygc€iy sistemos gauname formules, pagal kurias galime apskai€iuoti funkcijos ir jos
iSvestines reikSmes taske t = 2T. Kadangi turime tik du neZinomuosius, tai miisy sistema i$ trijy
tiesiniy lyg€iy yra pertekliné:

1). IS pirmosios ir antrosios lygties:

4by — aq1x9 — 12Xt

Xor = 13

(119)
o by — az1xg — Qzxt — Az3Xor
Xor = b
2
2). IS pirmosios ir tre€iosios lygties:
_ 4by — ay1x9 — appxy

Xor = 13

(120)

o Qz1Xp + azyxt + azzxor — bzxo + 7b1
Xor = 4b2
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ISVADOS

Remiantis baigtinio elemento metodo silpngja formuluote Siame darbe iSvystyti trys
Galiorkino metodo modifikacijos:
a) Sprendinio funkcija viename Zingsnyje aproksimuojama tiesiniy funkcijy
atkarpomis.
b) Sprendinio funkcija viename Zingsnyje aproksimuojama kvadratiniy funkcijy
fragmentais, paliekant laisva parametrg paklaidy kontrolei.
¢) DaugiaZzingsnis metodas (trijy mazgy schema), kai sprendinys dviejy Zingsniy
intervale aproksimuojamas kvadratiniy funkcijy fragmentais.
Sukurty metody realizacijai paraSyta programa su matematiniu paketu MatLab 6.5.
Programos pagalba galima suintegruoti nehomogening¢ paprastaja diferencialing lygtj su
pastoviais koeficientais naudojant (a) ir (b) metody formules.
Nagrinédami pavyzdzZius jsitikinome, kad maZinant integravimo Zingsnj (a) ir (b)
metodais apskaiCiuotas skaitinis sprendinys artéja prie tiksliojo sprendinio, todél galime
teigti, kad sukonstruoti metodai tinka apibréztos klasés  diferencialiniy lygc€iy
skaitiniam integravimui. Reikia pabrézti, kad Zingsnio maZinimas turi didel¢ jtaka
sprendinio tikslumui tik iki tam tikros ribos. Siame darbe nebuvo apskaigiuotas tikslus
integravimo Zingsnio apatinio réZio jvertis, taciau apytiksliai tai buty galima jvertinti
kiekvieno pavyzdzio atveju, braizant paklaidos priklausomybés nuo integravimo
Zingsnio ir kontrolinio parametro a grafikus.
Kontrolinio parametro jvedimas pasiteisina ne kiekvienos diferencialinés lygties atveju.
Kartais jo kitimas leistinose ribose leidZia gauti tikslesnj sprendinio artinj, nekeifiant
integravimo Zingsnio reikSmeés. Taciau yra pavyzdziy, kai tiksliausias atsakymas
gaunamas, kai parametro reikSmé lygi nuliui, o tai reiSkia, kad sprendinys buvo
aproksimuotas tiesinémis funkcijomis ir didesnio tikslumo galima pasiekti tik maZinant
integravimo Zingsnj.
Klausimas apie tinkamiausio metodo parinkima konkreciai lygc€iai lieka atviras ir
reikalauja papildomos analizeés.
Vadovaujantis ta pacia logika gali buti sukurtas m-Zingsnis skaitinio integravimo
metodas. Paliekant laisvg parametrg paklaidy kontrolei galima gauti aukStesnés
tikslumo eilés integratoriy, kurio taikymas tam tikrai diferencialiniy lygciy klasei
suteikty pranasuma prie§ klasikinius integravimo metodus.
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PRIEDAI
1 PRIEDAS: PROGRAMOS TEKSTAS

pvz_1l.m

% nagrinejama diferencialine lygtis
$ mx'' + hx' + kx = £

% ———— LYGTIES KOEFICIENTAI

m =4; h =4; k=1, £ =0;

% ———— PRADINES SALYGOS

x0 = 2; dx0 = 0;

% ———— INTEGRAVIMO PARAMETRAI

dt = 0.25; % zingsnis

t =0; % pradinis taskas

T = 6; % pabaigos taskas

a = 0.05; % kvadratiniu formos funkciju parametras
disp(['t=',num2str(t),' T=',num2str(T),' x0=',6 num2str(x0),' dx0=',6 num2str(dx0),' m=',6 num2str(m),' h=', num2str(h),’
dt=',num2str(dt), ' a=',num2str(a)]);

o

o

/1117 DIFERENCIALINES LYGTIES INTEGRAVIMAS 111111111171111111117

o

% ———— 1) . naudojant tiesines formos funkcijas

R_tiesines = TiesinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h, k, £,dt);

% ———— 2) . naudojant kvadratines formos funkcijas ————————————————————
R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h,k, £f,dt,a);

% ———— 3) . tikslusis sprendinys

R_tikslus = TikslusSprendinys_1lpvz (t,T,dt);

$ ———— 4) . Runges ir Kuto 4-5 eiles metodas

figure (9)

title ('INTEGRAVIMAS METODU ODE4-5', 'FontSize', 10, 'FontWeight', 'bold')
xlabel('t', 'FontWeight', 'bold')

ylabel('y(t) ', 'FontWeight', 'bold')

axis ([0 6 0 2])

hold on

options = odeset ('AbsTol', 100, 'NormControl', 'off', 'InitialStep', 1, 'MaxStep',1);

[T,Y¥] = oded45(@sistema_1lpvz, [0 T], [x0 dx0],options)

plot(T,¥(:,1),'-0")

hold on

plot (R_kvadratines (1, :),R_kvadratines(2,:), '-og',R_tikslus(1l,:),R_tikslus(2,:), '-or', 'LineWidth',62.5)

o

s /1117 PAKLAIDU SKAICIAVIMAS 1111717717777171777717171171711717
% ———— 1) . Tiesiniu formos funkciju atvejis

P_ties = Paklaida(R _tiesines, R_tikslus);

% ———— 2) . kvadratiniu formos funkciju atvejis

P_kvadr = Paklaida (R_kvadratines, R _tikslus);

§ ———————————————— keiciantis a ir zingsniui dt @ -—-—-———-r—r————
a_rezis_tikslus = 1/(dt*2);

figure (8)

title ('PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO a', 'FontSize',6 10, 'FontWeight', 'bold')
xlabel('a', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('paklaida', 'FontWeight', 'bold')

%axis([-4 1.5 0.001 0.0045])

hold on
dt_ = dt;
for j=1:4

a_rezis_tikslus
P_kvadr _matr_ dt
hold on
plot (P_kvadr_matr_dt (1, :),P_kvadr matr dt(2,:), 'LineWidth',1.5)
text (-a_rezis_tikslus,P_kvadr matr dt(2,1),num2str(dt_), 'HorizontalAlignment', 'left')
hold on
dt_ = dt_/2;

end

1/(dt_*2)
Paklaidos_keiciantis_dt (50,0,t,T,x0,dx0,dt_,m,h,k, £,3,1);

o

o

/1117 REZULTATU ISVEDIMAS I EKRANA 11117111111177117111117117717

svedimas_i_ekrana(dt,a,R_tikslus,R tiesines,R_kvadratines,P_ties,P_kvadr,P_kvadr_matr_dt);

9 H o

o

o

/1117 GRAFIKU BRAIZYMAS 1171717717777171171771771711717171171777

o

Grafiku braizymas (R_tikslus,R_tiesines,R_kvadratines);

=',num2str (£),'

62



pPvz_2.m

% nagrinejama diferencialine lygtis

$ mx'' + hx' + kx = £

% ———— LYGTIES KOEFICIENTAI

m =1; h =0; k=1, £ =0;

% ————— PRADINES SALYGOS

x0 = 0; dx0 = 2;

% - — INTEGRAVIMO PARAMETRAI

dt = 0.25; % zingsnis

t =0; % pradinis taskas
T = 6; % pabaigos taskas
a = 0; % kvadratiniu formos funkciju parametras

o

o

/11117 DIFERENCIALINES LYGTIES INTEGRAVIMAS 1111117111111117111117

o

% ———— 1) . naudojant tiesines formos funkcijas

R_tiesines = TiesinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h, k, £,dt);

% ———— 2) . naudojant kvadratines formos funkcijas ————————————————————
R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h,k, £f,dt,a);

% ———— 3). tikslusis sprendinys

R_tikslus = TikslusSprendinys_2pvz(t,T,dt);

$ ———— 4) . Runges ir Kuto 4-5 eiles metodas

figure (9)

title ('INTEGRAVIMAS METODU ODE4-5', 'FontSize', 10, 'FontWeight', 'bold')
xlabel('t', 'FontWeight', 'bold')

ylabel('y(t) ', 'FontWeight', 'bold')

axis ([0 6 -2.3 2.3])

hold on

options = odeset ('AbsTol', 100, 'NormControl', 'off', 'InitialStep', 1, 'MaxStep',1);

[T,Y¥] = oded45(@sistema_ 2pvz, [0 T], [x0 dx0],options)

plot(T,¥(:,1),'-0")

hold on

plot (R_kvadratines (1, :),R_kvadratines(2,:), '-og', R_tikslus(1l,:),R_tikslus(2,:), '—-or', 'LineWidth',62.5)

s /1111 PAKLAIDU SKAICIAVIMAS 1171111777111117711111771111177177

% ———— 1) . Tiesiniu formos funkciju atvejis

P_ties = Paklaida(R _tiesines, R_tikslus);

% ———- 2). kvadratiniu formos funkciju atvejis

P_kvadr = Paklaida (R_kvadratines, R _tikslus);

§ ———————————————— keiciantis a ir zingsniui dt @ -—-—-————rr———
a_rezis_tikslus = 1/(dt*2);

figure (8)

title ('PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO a', 'FontSize',6 10, 'FontWeight', 'bold')
xlabel('a', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('paklaida', 'FontWeight', 'bold')

axis([-0.7 0.7 0.0499 0.055])

hold on
dt_ = dt;
for j=1:4

a_rezis_tikslus
P_kvadr _matr_dt

1/(dt_*2)
Paklaidos_keiciantis_dt (100,0,t,T,x0,dx0,dt_,m,h,k, £, 3,2);

hold on
plot (P_kvadr_matr_dt (1, :),P_kvadr matr dt(2,:), 'LineWidth',1.5)
text (-a_rezis_tikslus,P_kvadr matr_ dt(2,1),num2str(dt_), 'HorizontalAlignment', 'left')
hold on
dt_ = dt_/2;
end

o

o

11111 REZULTATU ISVEDIMAS I EKRANA 117111171711111771111177177

svedimas_i_ekrana(dt,a,R_tikslus,R tiesines,R_kvadratines,P_ties,P_kvadr,P_kvadr_matr_dt);

9 H oe

o

o

11111 GRAFIKU BRAIZYMAS I17111177777711777171177111117711111777

o

Grafiku braizymas (R_tikslus,R_tiesines,R_kvadratines);



pvz_3.m

% nagrinejama diferencialine lygtis
$ mx'' + hx' + kx = £

————— LYGTIES KOEFICIENTAI
h =1; k=6; f£=0;
————— PRADINES SALYGOS

1; dx0 = 2;
— INTEGRAVIMO PARAMETRAI
0.25; % zingsnis
t =0; % pradinis taskas
T = 8; % pabaigos taskas
a = 0.05; % kvadratiniu formos funkciju parametras
%
%
s /1117 DIFERENCIALINES LYGTIES INTEGRAVIMAS 117111111111111111777
%
% ——— 1) . naudojant tiesines formos funkcijas
R_tiesines = TiesinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h, k, £,dt);
§ ———— 2) . naudojant kvadratines formos funkcijas ————————————————————
R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h,k, £f,dt,a);
§ ———— 3). tikslusis sprendinys
R_tikslus = TikslusSprendinys_2pvz(t,T,dt);
% ——— 4) . Runges ir Kuto 4-5 eiles metodas

s /1111 PAKLAIDU SKAICIAVIMAS 1171111777171117711111771111177177

% ——— 1) . Tiesiniu formos funkciju atvejis
P_ties = Paklaida(R _tiesines, R_tikslus);

% ———— 2). kvadratiniu formos funkciju atvejis
P_kvadr = Paklaida (R_kvadratines, R_tikslus);

$ —mmmmm keiciantis a ir zingsniui dt = -
a_rezis_tikslus = 1/(dt*2);
figure (8)

title ('PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO a', 'FontSize',6 10, 'FontWeight', 'bold')
xlabel('a', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('paklaida', 'FontWeight', 'bold')

axis([-2.1 2.1 0.237 0.26])

hold on
dt_ = dt;
for j=1:4
a_rezis_tikslus 1/ (dt_»2)

P_kvadr matr dt =
hold on

plot (P_kvadr_matr_dt (1, :),P_kvadr matr dt(2,:), 'LineWidth',1.5)

text (-a_rezis_tikslus,P_kvadr matr_ dt(2,1),num2str(dt_), 'HorizontalAlignment', 'left')
hold on

dt_ = dt_/2;

Paklaidos_keiciantis_dt (100,0,t,T,x0,dx0,dt_,m,h,k, £, 3,2);

o

o

11111 REZULTATU ISVEDIMAS I EKRANA 117111171711111771111177177

svedimas_i_ekrana(dt,a,R_tikslus,R tiesines,R_kvadratines,P_ties,P_kvadr,P_kvadr_matr_dt);

9 H o

o

s /1111 GRAFIKU BRAIZYMAS I171111777717111777171177111117711111777

Grafiku braizymas (R_tikslus,R_tiesines,R_kvadratines);

%

o




Tikslus_sprendinys_lpvz.m

function R_tikslus = TikslusSprendinys_1lpvz(t,T,dt)
itsk = T/dt+l;
R_tikslus = zeros(3,itsk); % tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui
for i=1l:itsk
xT = exp(-t/2)*(2+t);
dxT = —-0.5*t*exp(-t/2);

R_tikslus_st = (Matricos_stulpelis(t,xT,dxT))"'; % rezultato irasymas i matrica
R _tikslus(:,i) = R_tikslus_st;

t =t + dt;
end

end

Tikslus_sprendinys_2pvz.m

function R_tikslus = TikslusSprendinys_2pvz(t,T,dt)

itsk = T/dt+l;

R_tikslus = zeros(3,itsk); % tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui
for i=1l:itsk

xT = 2*sin(t);

dxT = 2*cos(t);

R_tikslus_st = (Matricos_stulpelis(t,xT,dxT))"'; % rezultato irasymas i matrica

R _tikslus(:,i) = R_tikslus_st;

t =t + dt;
end

end

Tikslus_sprendinys_3pvz.m

function R_tikslus = TikslusSprendinys_3pvz(t,T,dt)

itsk = T/dt+l;
R_tikslus = zeros(3,itsk); % tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui
for i=1l:itsk

XT = exp(-0.5*t)*(cos(2.5*t)+sin(2.5*t));

dxT = —0.5%exp(-0.5*%t)* (cos(2.5*%t)+sin(2.5%t))+2.5%exp (-0.5*t) * (cos (2.5*%t)-sin(2.5*%t));

R_tikslus_st = (Matricos_stulpelis(t,xT,dxT))"'; % rezultato irasymas i matrica
R _tikslus(:,i) = R _tikslus_st;

t =t + dt;
end

end
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sistema_lpvz.m

function dy = sistema_lpvz(t,y)
dy = zeros(2,1);

dy (1) = y(2);
dy (2) = (-4*y(2)-y(1))/4;

sistema_2pvz.m

function dy = sistema_lpvz(t,y)

dy = zeros(2,1);
dy (1) = y(2);
dy(2) = -y(1);

TiesinesFunkcijos.m

function R_tiesines = TiesinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h, k, £,dt)

o

funkcija integruojanti dif.lygti, kai funkcijos aproksimacijai naudojamos
tiesine funkcijos

LYGTIS: mx'' + hx' + kx = £

PRADINES SALYGOS: x0, dxO0

IESKOMOS REIKSMES: xT, dxT

Intervalo PRADZIOS taskas: t

Intervalo PABAIGOS taskas: T

ITERACIJU SKAICIUS: itsk

ZINGSNIS: dt

o0 9 I I o° o° of

o

itsk = T/dt; % atliekamu iteraciju (zingsniu) skaicius
R_tiesines = zeros(3,itsk+l); % tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui
R _tiesines(:,1) = ([t x0 dx0])"';

for i=1l:itsk
XT = ( dt*£/2 + m*dx0 + (m/dt + h/2 - dt*k/3)*x0) / (m/dt + h/2 + (k*dt)/6);
dxT = (dt*£/2 - (m/dt - h/2 + dt*k/6)*x0 + (m/dt - h/2 - dt*k/3)*xT) / m;
R_tiesines_st = (Matricos_stulpelis (t+dt,xT,dxT))"; % rezultato irasymas i matrica
R _tiesines(:,i+l) = R _tiesines_st;

x0 xT;
dx0 = dxT;
t =t + dt;
end

end

KvadratinesFunkcijos.m

function R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos(t,T,x0,dx0,m, h, k, £,dt,a)

o

funkcija integruojanti dif.lygti, kai funkcijos aproksimacijai naudojamos
tiesine funkcijos

LYGTIS: mx'' + hx' + kx = £

PRADINES SALYGOS: x0, dxO0

IESKOMOS REIKSMES: xT, dxT

Intervalo PRADZIOS taskas: t

Intervalo PABAIGOS taskas: T

ITERACIJU SKAICIUS: itsk

ZINGSNIS: dt

o o0 9 I I o° of

o

itsk = T/dt;

gama = a*(dt*2);

bl = (-20*m + 2*k*(dt~2))*(gama”2) - 10*k*(dt”2)*gama — (60*m + 30*h*dt - 20*k*(dt*2));
b2 = ( 20*m - 2*k*(dt*2))*(gama*2) + (60*m + 30*h*dt + 10*k*(dt"2));
b3 = ( 20*m - 2*k*(dt*2))*(gama*2) + (60*m — 30*h*dt + 10*k*(dt"2));
b4 = (-20*m + 2*k*(dt~2))*(gama”2) + 10*k*(dt”2)*gama — (60*m — 30*h*dt - 20*k*(dt*2));
b5 = 10* (dt*2) *£* (3—gama) ;
b6 = 10* (dt*2) *£* (3+gama) ;
b7 = 60*dt*m;
R_kvadratines = zeros(3,itsk+l); % tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui
R_kvadratines(:,1) = ([t x0 dx0])"';
for i=1l:itsk
XT = (b5 + (b7)*dx0 - (bl)*x0) / (b2);
dxT = (b6 - (b3)*x0 - (b4)*xT) / (b7);
R_kvadratines_st = (Matricos_stulpelis (t+dt, xT,dxT))"'; % rezultato irasymas i matrica

R_kvadratines(:,i+l) = R_kvadratines_st;
x0 = xT;

dx0 = dxT;
t =t + dt;



Paklaidos_kieciantis dt.m

function P_kvadr_matr = Paklaidos_keiciantis_dt (kiek,priedas,t,T,x0,dx0,dt,m h, k, £, j, pvz_num)

o

kiek - i kiek daliu dalinamas parametro a kitimo
priedas - dydis, padidinamas parametro a kitimo

t - intervalo, kuriame ieskomas sprendinys, prad
T - intervalo, kuriame ieskomas sprendinys, paba
x0 ir dx0 - pradines salygos

dt - integravimo zingsnis

o0 9 I o of

o

a_rezis = 1/(dt*2) + priedas; % parametro a rezia
suolis = (2*a_rezis) / kiek; % P

intervalas
intervalo ploti
zios taskas
igos taskas

i, kuriuose skaiciuojama paklaida
arametro a kitimo zingsnis

a_rezis_tikslus = 1/(dt*2);

aukstis_vnt = 25;

Reiksmes = zeros (3, aukstis_vnt);

for i=l:aukstis_vnt
Reiksmes (1,1i) a_rezis_tikslus;
Reiksmes (2,1) (-1) *a_rezis_tikslus;
Reiksmes (3,1i) = i-1;

end

plot (Reiksmes (1, :),Reiksmes(3,:),':r', Reiksmes (2, :),Reiksmes(3,:), " ':r', 'LineWidth',0.5);

hold on

a = (-1) * a_rezis;

for i=1: (kiek+1)

% ———— diferencialines lygties parametrai
R_kvadratines = [];

x0_ = x0;

dx0_ = dx0;

t_=t;

T_ = T;

i
% ———— diferencialines lygties integravima

R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos(t_,T_,x0_,

if pvz_num==

R_tikslus = TikslusSprendinys_1lpvz(t_,
end
if pvz_num==2

R_tikslus = TikslusSprendinys_2pvz(t_,
end
if pvz_num==

R_tikslus = TikslusSprendinys_3pvz(t_,
end

if §>1

R
dx0_,m,h,k,£f,dt,a);

T_,dt);
T_,dt);
T_,dt);

R_kvadratines_isr = Nufiltruoti (R_kvadratines, j);

R_tikslus_isr = Nufiltruoti (R_tikslus,
else

R_kvadratines_isr = R_kvadratines;

R_tikslus_isr = R_tikslus;

3)i

end
% ———— paklaidu skaiciavimas
% ———— lyginant su tiksliuoju sprendiniu

P_kvadr = Paklaida(R_kvadratines_isr,

P_kvadr_st = (Matricos_stulpelis(a,P_kvadr(l,1),P_kvadr(1l,2)))"';

P_kvadr matr(:,i) = P_kvadr_st;

a = a + suolis;
R_kvadratines = [];
R_tiklus = [];

Paklaida.m

function P = Paklaida(R_skaitinis, R_tikslus)

% funkcijos reiksmems

R_tikslus_isr);

Skirtumai_funkc = abs(R_skaitinis(2,:) - R_tikslus(2,:));

Suma_funkc = sum(Skirtumai_funkc);

% funkcijos isvestines reiksmems

Skirtumai_isv = abs (R_skaitinis(3,:) - R_tikslus(3,:));

Suma_isv = sum(Skirtumai_isv);
P = [Suma_funkc Suma_isv];

end

rezultato irasymas i matrica
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Matricos_stulpelis.m

function M = Matricos_stulpelis (T, xT, dxT)

% i-taji matricos stulpeli sudaro:

M(1l) = T; % — tasko koordinate laiko asyje

M(2) = xT; % — funkcijos reiksme taske t=T

M(3) = dxT; % — funkcijos isvestines koordinate taske t=T
end

Nufiltruoti.m

function R_nufiltruotas = Nufiltruoti (R_matrica, j)
for i=1:(j-1)

kk = 1;
for k=1l:1length(R_matrica(l,:))
if (mod(k,2)==1)
for kkk=1:3
R_nufiltruotas (kkk, kk)=R_matrica (kkk, k) ;
end
kk = kk + 1;
end
end

R _matrica = [];
R _matrica = R_nufiltruotas;
R _nufiltruotas = [];
end
R_nufiltruotas = R matrica;

end

Grafiku_braizymas.m

function Grafiku_braizymas (R_tikslus,R_tiesines,R_kvadratines)

figure (1)

plot (R_tiesines(1l,:),R _tiesines(2,:),'-b',R_tikslus(1l,:),R _tikslus(2,:),':r', 'LineWidth',2.5)
title ('SKAITINIS SPRENDINYS (tiesines £.f.) ir TIKSLUS SPRENDINYS', 'FontSize',10, 'FontWeight', 'bold')

xlabel ('t', 'FontWeight', 'bold')
ylabel ('x(t) ', 'FontWeight', 'bold')

h = legend('skaitinis sprendinys', 'tikslus sprendinys',4);
axis([-1 22 -2.5 2.5]);

grid on

figure (2)

plot (R_kvadratines (1, :),R_kvadratines(2,:),'-g',R_tikslus(1l,:),R_tikslus(2,:),"':r', 'LineWidth',2.5)
title('SKAITINIS SPRENDINYS (kvadratines f£.f.) IR TIKSLUS SPRENDINYS', 'FontSize',6 10, 'FontWeight', 'bold')

xlabel ('t', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('x(t) ', 'FontWeight', 'bold')

axis ([0 6.3 -2.5 2.5]);

h = legend('skaitinis sprendinys', 'tikslus sprendinys',1l);
grid on

figure(3)

plot (R_tiesines(1l,:),R _tiesines(2,:), '-b',R_kvadratines(1l, :),R_kvadratines(2,:),':g', 'LineWidth',62.5)
title ('SKAITINIS SPRENDINYS (tiesines f.f. ir kvadratines f£.f.)',6 'FontSize',6 10, 'FontWeight', 'bold')

xlabel ('t', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('x(t) ', 'FontWeight', 'bold')

h = legend('skaitinis spr. (tiesines f.f.)',6 'skaitinis spr.
grid on

figure (4)

(kvadratines f£.£.)',4);

plot (R_tiesines(2,:),R_tiesines(3,:),'-b',R_tikslus(2,:),R _tikslus(3,:),':r', 'LineWidth',2.5)
title ('FAZINE PLOKSTUMA (tiesines f.f. ir tikslus sprendinys)', 'FontSize', 10, 'FontWeight', 'bold')

xlabel ('x(t) ', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('dx(t) ', 'FontWeight', 'bold')

h = legend('skaitinis sprendinys', 'tikslus sprendinys',2);
grid on

figure (5)

plot (R_kvadratines (2, :),R_kvadratines(3,:),'-g',R_tikslus(2,:),R_tikslus(3,:),"':r', 'LineWidth',2.5)
title ('FAZINE PLOKSTUMA (kvadratines f.f. ir tikslus sprendinys)', 'FontSize',6 10, 'FontWeight', 'bold')

xlabel ('x(t) ', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('dx(t) ', 'FontWeight', 'bold')

h = legend('skaitinis sprendinys', 'tikslus sprendinys',2);
grid on

figure (6)

plot (R_tiesines(2,:),R _tiesines(3,:), '-b',R_kvadratines(2, :),R_kvadratines(3,:),':g', 'LineWidth',62.5)

title ('FAZINE PLOKSTUMA (tiesines f.f. ir kvadratines f£.f.)',6 'FontSize',6 10, 'FontWeight',

xlabel ('x(t) ', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('dx(t) ', 'FontWeight', 'bold')

h = legend('skaitinis spr. (tiesines f.f.)',6 'skaitinis spr.
grid on

end

(kvadratines f£.£.)',4);

'bold')
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Isvedimas i ekrana.m

function Isvedimas_i_ekrana(dt,a,R_tikslus,R tiesines,R_kvadratines,P_ties,P_kvadr,P_kvadr_matr_ dt)

disp (' ')
disp (' INTEGRAVIMO PARAMETRAI:')

disp('')

disp(['zingsnis: ', num2str(dt)])

disp(['parametras a (kvadratines f£.£f.): ', num2str(a)])

disp (' ')
disp(''")

disp ('TIKSLIOJO SPRENDINIO REIKSMES:');

disp(R_tikslus)

disp('')

disp ('APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT TIESINES FORMOS FUNKCIJAS:')
disp(R_tiesines)

disp(' ')

disp ('APYTIKSLIO SPRENDINIO REIKSMES, NAUDOJANT KVADRATINES FORMOS FUNKCIJAS:')
disp (R_kvadratines)

disp(' ')

disp (' ')
disp(' ')

disp ('PAKLAIDOS')

disp(' ')

disp('Naudojant tiesines formos funkcijas:')

disp(['Paklaida funkcijos reiksmems: ', num2str(P_ties(1,1))])
disp(['Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:', num2str(P_ties(1,2))])
disp(' ')

disp ('Naudojant kvadratines formos funkcijas:')

disp(['Paklaida funkcijos reiksmems: ', num2str(P_kvadr(1l,1))])
disp(['Paklaida funkcijos isvestines reiksmems:', num2str(P_kvadr(1l,2))])
disp(' ')

% disp('Paklaidos kvadratiniu formos funkciju atveju, keiciantis parametrui a:')

% disp(P_kvadr_matr_a)

% disp(' ')

% disp('Paklaidos kvadratiniu formos funkciju atveju, keiciantis zingsniui dt:')

% disp(P_kvadr_matr_dt)

% disp(' ')

disp (' )

end
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pvz4.m

% nagrinejama diferencialine lygtis

$ mx'' + hx' + kx = £

% ———— LYGTIES KOEFICIENTAI

m =1; h =0; k=1;

% £ = 3sint

% ———— PRADINES SALYGOS

x0 = 3; dx0 = 0.5;

dt = 2; % zingsnis

t =0; % pradinis taskas

T = 8; % pabaigos taskas

a = 0.01; % kvadratiniu formos funkciju parametras
s //11/ DIFERENCIALINES LYGTIES INTEGRAVIMAS 1111117111111117111717

o

o

————— 1) . naudojant tiesines formos funkcijas
R_tiesines = TiesinesFunkcijos_f(t,T,x0,dx0,m, h,k,@funkcija 4pvz,dt);

% ———— 2) . naudojant kvadratines formos funkcijas ————————————————————
R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos_f£f(t,T,x0,dx0,m, h, k,@funkcija_4pvz,dt,a);
% ———— 3). tikslusis sprendinys

R_tikslus = TikslusSprendinys_4pvz (t,T,dt);

o

o

o

11111 PAKLAIDU SKAICIAVIMAS I171111777111117711111771111177177

o

% — 1) . Tiesiniu formos funkciju atvejis
P_ties = Paklaida(R _tiesines, R_tikslus);

% ———-— 2). kvadratiniu formos funkciju atvejis
P_kvadr = Paklaida (R_kvadratines, R _tikslus);

a_rezis_tikslus = 1/(dt*2)

figure (8)

title ('PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO a', 'FontSize',10, 'FontWeight', 'bold')
xlabel('a', 'FontWeight', 'bold')

ylabel ('paklaida', 'FontWeight', 'bold')

axis([-a_rezis_tikslus a_rezis_tikslus 0 20])

hold on
dt_ = dt;
for j=1:6

1/(dt_*2);
Paklaidos_keiciantis_dt_£(30,0,t,T,x0,dx0,dt_,m, h,k, @funkcija_4pvz, j);

a_rezis_tikslus
P_kvadr _matr_ dt
hold on

plot (P_kvadr_matr_dt (1, :),P_kvadr matr dt(2,:), 'LineWidth',1.5)

text (-1*a_rezis_tikslus,P_kvadr_matr_dt (2,1),num2str(dt_), 'HorizontalAlignment', 'left"')
hold on

dt_ = dt_/2;

o

o

11111 REZULTATU ISVEDIMAS I EKRANA 117111171711711771111177177

svedimas_i_ekrana(dt,a,R_tikslus,R tiesines,R_kvadratines,P_ties,P_kvadr,P_kvadr_matr_dt);

9 H o

o

o

11111 GRAFIKU BRAIZYMAS [171171777717711777171177111117711111777

o

Grafiku braizymas (R_tikslus,R_tiesines,R_kvadratines);

funkcija_4pvz.m

function x = funkcija_ 4pvz(t)
x = 3*sin(t);

end



TikslusSprendinys__

function R_tikslus =
itsk = T/dt+l;
R_tikslus = zeros(3,itsk);
for i=1l:itsk

xT =

dxT =
R _tikslus_st =
R _tikslus(:,i) = R _tikslus_st;

t =t + dt;

TiesinesFunkcijos_

function R _tiesines =

o

funkcija integruojanti dif.lygti,
tiesine funkcijos

o

% LYGTIS: mx'' + hx' + kx = £,
% PRADINES SALYGOS: x0, dx0
% IESKOMOS REIKSMES: xT, dxT

o

Intervalo PRADZIOS taskas: t
Intervalo PABAIGOS taskas: T
ITERACIJU SKAICIUS: itsk
ZINGSNIS: dt

o of

o

itsk = T/dt;

R _tiesines = zeros(3,itsk+l);

(Matricos_stulpelis (t,xT,dxT))"'; %

71

4dpvz.m

TikslusSprendinys_4pvz (t,T,dt)

% tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui

(3-1.5*%t) *cos (t) + 2*sin(t);
(-3+1.5*t) *sin(t) + 0.5*cos(t);

rezultato irasymas i matrica

f.m

TiesinesFunkcijos_f£(t,T,x0,dx0,m, h, k, £,dt)

kai funkcijos aproksimacijai naudojamos

cia f=f(t)

% atliekamu iteraciju (zingsniu) skaicius

% tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui

( dt*f r/2 + m*dx0 + (m/dt + h/2 - dt*k/3)*x0) / (m/dt + h/2 + (k*dt)/6);

R _tiesines(:,1) = ([t x0 dx0])"';

for i=1l:itsk
f r = feval(f,t); % funkcijos f reiksme taske t
xT =
dxT = (dt*f_r/2 -

R _tiesines_st =
R _tiesines(:,i+l) =

x0 = xT;
dx0 = dxT;
t =t + dt;

(Matricos_stulpelis (t+dt, xT,dxT))"'; %
R_tiesines_st;

(m/dt - h/2 + dt*k/6)*x0 + (m/dt — h/2 — dt*k/3)*xT) / m;

rezultato irasymas i matrica

KvadratinesFunkcijos_f.m

function R_kvadratines =

o

funkcija integruojanti dif.lygti,
tiesine funkcijos

o

% LYGTIS: mx'' + hx' + kx = £
% PRADINES SALYGOS: x0, dx0
% IESKOMOS REIKSMES: xT, dxT

o

Intervalo PRADZIOS taskas: t
Intervalo PABAIGOS taskas: T

o

% ITERACIJU SKAICIUS: itsk

% ZINGSNIS: dt

itsk = T/dt;

gama = a*(dt*2);

bl = (-20*m + 2*k*(dt*2))*(gama*2)
b2 = ( 20*m - 2*k*(dt*2))*(gama*2)
b3 = ( 20*m - 2*k*(dt~2))*(gama*2)
b4 = (-20*m + 2*k*(dt*2))*(gama”2)
b7 = 60*dt*m;

zeros (3,itsk+1);
([t x0 dx0])';

R_kvadratines =
R_kvadratines(:,1) =

for i=1l:itsk

f r = feval(f,t);

b5 = 10* (dt*2) *£_r* (3—-gama);
b6 = 10* (dt*2)*£_r* (3+gama);
XT = (b5 + (b7)*dx0 -

dxT = (b6 - (b3)*x0 -

R_kvadratines_st =
R_kvadratines (:,i+l) =

x0 xT;
dx0 = dxT;
t =t + dt;

(Matricos_stulpelis (t+dt, xT,dxT))"'; %
R_kvadratines_st;

KvadratinesFunkcijos_f£f(t,T,x0,dx0,m,h,k, f,dt,a)

kai funkcijos aproksimacijai naudojamos

— 10%k* (dt”2) *gama — (60*m + 30%*h*dt — 20%k* (dt2));
+ (60*m + 30%*h*dt + 10%k* (dt"2));
+ (60*m — 30%*h*dt + 10%k* (dt"2));
+ 10%k* (dt~2) *gama — (60*m — 30%*h*dt — 20%k* (dt2));

% tuscios matricos sukurimas rezultato surasymui

% funkcijos f reiksme taske t

(bl) *x0) / (b2);
(bd) *xT) / (b7);

rezultato irasymas i matrica



PaklaidosKeiciantis dt_f.m

function P_kvadr _matr = Paklaidos_keiciantis_dt_f (kiek,priedas,t,T,x0,dx0,dt,m h, k, £, j)

a_rezis = 1/(T*2) + priedas;
suolis = (2*a_rezis) / kiek;

a_rezis_tikslus = 1/(T*2);
aukstis_vnt = 2;

Reiksmes = zeros(3,aukstis_vnt);
for i=l:aukstis_vnt
Reiksmes (1,i) = a_rezis_tikslus;
Reiksmes (2,i) = (-1)*a_rezis_tikslus;
Reiksmes (3,1i) = i-1;
end
plot (Reiksmes (1, :),Reiksmes(3,:),':r', Reiksmes (2, :),Reiksmes(3,:), " ':r', 'LineWidth',1.5);
hold on
a = (-1) * a_rezis;

for i=1: (kiek+1)

% ———— diferencialines lygties parametrai

R_kvadratines = [];

x0_ = x0;

dx0_ = dx0;

t_=t;

T =T,

% ———— diferencialines lygties integravimas -——————————————————-

R_kvadratines = KvadratinesFunkcijos_f(t_,T ,x0_,dx0_,m,h, k, £f,dt,a);
R_tikslus = TikslusSprendinys_4pvz(t_,T_,dt);

if j>1
R_kvadratines_isr = Nufiltruoti (R_kvadratines, j);
R_tikslus_isr = Nufiltruoti (R _tikslus, j);
else
R_kvadratines_isr = R_kvadratines;
R_tikslus_isr = R_tikslus;

end
% ———— paklaidu skaiciavimas
% ———— lyginant su tiksliuoju sprendiniu

P_kvadr = Paklaida(R_kvadratines_isr, R tikslus_isr);
P_kvadr_st = (Matricos_stulpelis(a,P_kvadr(l,1),P_kvadr(1l,2)))"';
P_kvadr matr(:,i) = P_kvadr_st;

a = a + suolis;
R_kvadratines = [];
R_tiklus = [];

% rezultato

irasymas i matrica
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2 PRIEDAS: 3 IR 4 PAVYZDZIAI

3PVZ.:
Homogeniné¢ diferencialliné lygtis su pastoviais koeficientais:

y'+y' +6y=0

su pradine sglyga: y(0) = 1,y'(0) = 2.

Sios diferencialinés lygties charakteringoji lygties A% + A + 6 = 0 $aknys kompleksinés jungtinés:
Ao =—0,5+% 2,50

Todél bendrasis Sios lygties sprendinys yra: y = e ~%%t(C,c0s2,5t + C,sin2,5t).

Ivetring pradines salygas, gauname konstanty reikSmes: C; = C, = 1.

Tuomet atskiras homogeninés lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas, yra:
t
y = e 2(cos2,5t + sin2,5t)

t t
y' = —0,5e 2(cos2,5t + sin2,5t) + 2,5¢ 2(cos2,5t — sin2,5t)

Dabar pateiksime diferencialinés lygties sprendimo skaitinius rezultatus:

SKAITINS SPRENDINYS (tiesines £.f.) ir TIKSLUS SPRENDINYS SKAITINS SPRENDINYS (kvadratinest.f.) IRTIKSLUS SPRENDINYS
5

12 pav. 3 pavyzdZzio integravimo rezultatai, kai Zingsnis - 0.25, parametras a - 0.05



35

paklaida

PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO a

05 :

13 pav. Paklaidos priklausomybé nuo integravimo Zingsnio ir parametro a
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4 PVZ.:
Paimkime antro pavyzdzio diferencialing lygti ir deSin€je pus¢je pakeiskime funkcija, gausime
nehomogening diferencialing lygtj su pastoviais koeficietais:
y" +y = 3sint
su pradine salyga
y(0) =3,y'(0) =0,5
Sios diferencialinés lygties bendrasis sprendinys randamas kaip atitinkamos homogeninés
diferencialinés lygties bendrojo sprendinio ir nehomogeninés diferencialinés lygties atskiro sprendinio
suma.
Atitinkanti homogeninés lygtis buvo iSspresta antrame pavyzdyje, jos charakteringosios lygties
Saknys yra kompleksinés jungtinés
Aip =i
ir bendrasis sprendinys uZraSomas taip:
y* = C;cost + C,sint
Desinéje pusé¢je esanti funkcija gali biiti uZrasyta trigonometrinéje formoje:
f(t) = e (B, (t)cospt + Q,,(t)sinpt) = 3sint,
kai
a=0=1
P(t)=0=>=>n=0
Qnt) =3 =>m=0
Kadangi  * Bi yra homogeninés diferencialinés lygties charakteringosios lygties Saknys, tai
nehomogeninés diferencialinés lygties atskiras sprendinys uzZraSomas tokia forma:
y = te*(Q4(t)cospt + R, (t)sinft),s = max (n,m)
Misy atveju
s =max(0,0) =0
Qs(t) = C3,Rs(8) = C,4
Taigi
y = t(Cscost + Cysint)
PaskaiCiuokime pirmajg ir antraja iSvestines:
y' = Cscost — Cstsint + Cysint + Cytcost
y'"' = =2C3sint + 2C,cost — Cstcost — Cytsint
Istatykime j prading lygtj ir apskai¢iuokime konstatnty reik§mes:
—2(5sint + 2C,4cost — Cstcost — Cytsint + C3cost — Cstsint + Cysint + Cytcost

= 3sint



—2C3sint + 2C4cost = 3sint

Sulyginame koeficientus prie vienody trigonometriniy funkcijy:

{QC3=3,
2C, = 0.

IS paskutinés sistemos randame laisvy konstanty reikSmes:
C;=-150C=0
Tuomet atskiras nehomogeninés lygties sprendinys:
y = —1,5tcost
Ir bendrasis nehomogeninés lygties sprendinys:
y=y +y
y = Cycost + C,sint — 1,5tcost
Ivetring pradines salygas, gauname konstanty reikSmes:
C;=3C,=2
Tuomet atskiras nehomogeninés lygties sprendinys, tenkinantis pradines salygas, yra:
y = (3 — 1,5t)cost + 2sint
y' = (=3 + 1,5t)sint + 0,5cost

Skaitinio integravimo rezultatai:

SKAITINS SPRENDINYS (tiesines . £.) ir TIKSLUS SPRENDINYS SKAITINS SPRENDINYS (kvadratinest.t) IR TIKSLUS SPRENDINYS
2 T T 2 T T
| | skaitinis sprendinys
| | »+++ tikslus sprendinys
B —— === - - — — === = = A== = 4
| | :
| |
| N
o ——————-—-—— - ——— === [ e
! [
| 13
sk - - — - _ S A |
| [
- | |
| |
g oF-——--—--"" == === == Rl e
N |
A ‘
N S s [N A R W S
| 9 | |
| | |
| | |
] A —— — — — — — — e B R A
| \ : | |
| R 3 | |
| \ | |
{ R B (i B
! I | = skaitinis sprendinys ! !
| I | eeer tikslus sprerdinys | |
P I I op! I I
0 5 10 15 0 5 10 15

14 pav. 3 pavyzdZzio integravimo rezultatai, kai Zingsnis - 0.25, parametras a - 0.05
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10

paklaida

(6]

PAKLAIDOS PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO a

0 100 200 300

15 pav. Paklaidos priklausomybé nuo integravimo Zingsnio ir parametro a
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