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Vitkus P. The security and efficiency investigation of certain on-way function: Master’s work in
applied mathematics / supervisor prof. E.Sakalauskas; Department of Applied mathematics,

Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2009. — 43 p.
SUMMARY

For creating cryptographic protocols secure and efficient one-way function is needed. In this
decade we saw several one-way functions based on braid groups being proposed. However recently
those functions were shown to have security flaws and the use of braid groups in cryptography was set
under suspicion. In this work we take a new look at braid group cryptography and propose a certain
one-way function based in Burau representation level of braid groups. Function parameters are set with
the respect to efficient computer memory usage and it can be compared with the security of AES
encryption system with 128 bit cryptographic keys. The security of proposed one-way function is
based on the complexity of solving underdefined systems of multivariate quadratic polynomial
equations over finite fields. This problem is NP-complete even if all the equations are quadratic and
the field is GF(2). The classical algorithm for solving such systems is Buchberger’s algorithm for
constructing Groebner bases. It is shown that in our case Buchberger’s algorithms running time is at

least exponential.
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IVADAS

Nuo seniausiy laiky Zmonés bandé paslépti informacija nuo nepatikimy akiy, pavyzdziui,
senoves Egipte Zmonés naudojo nestandartinius hieroglifus. Per ilgus amzius susiformavo mokslas
kaip Sifruoti duomenis — kriptografija. Siais laikais kriptografija yra paremta fundamentaliosiomis
matematikos ziniomis. Be informacijos Sifravimo jos funkcijos yra prapléstos ir apima informacijos

integraluma bei siunt¢jo/gavejo autentifikacija.

Svarbios informacijos Sifravimas visg laikag buvo vienas i§ svarbiausiy keliy 1 sékme kare,
finansuose ar asmeniniame gyvenime. Siuo metu tai tapo masinémis informacinés visuomenés
technologijomis. Tobuléjant matematiniams metodams ir skai¢iavimo technikai senesni Sifrai tapo

nesaugis, todél kuriami nauji Sifravimo metodai.

Sudarant kriptografinius protokolus daZnai reikia duomenis uZsifruoti negriztamai. Siam tikslui
pasiekti yra naudojamos vienkryptés funkcijos. Vienkrypté funkcija — tai tokia funkcija, kurig paprasta
suskaiciuoti su visais pradiniais duomenimis, taciau yra sudétinga sudaryti jos atvirksting funkcija.

Siame kontekste ,,paprasta® ir ,,sudétinga* yra nusakomi skai¢iavimy sudétingumo teorijos prasme.

Pastarajame deSimtmetyje pasirod¢ vienkryptés funkcijos paremtos braidy grupémis (2, 16).
Nepraéjo daug laiko ir Sios funkcijos buvo sukritikuotos (18, 19), o braidy grupés kriptografinis
panaudojimas tapo abejotinas. Siame darbe bandoma naujai pasizitiréti j braidy grupés pritaikyma

kriptografijoje ir sudaryti vienkrypt¢ funkcija Burau vaizdavimo lygmenyje.

Pirmoje darbo dalyje yra pateikiamas vienos vienkryptés funkcijos apibrézimas bei teorija
reikalinga sudaryti ir iStirti Sig funkcijg. Antroje darbo dalyje atlieckamas jos saugumo ir efektyvumo
tyrimas bei nustatomi funkcijos parametrai. Programinés jrangos realizacija ir vartotojo instrukcija yra
pateikta treCioje darbo dalyje. Pabaigoje pateikiama rezultaty interpretacija ir iSvados. Studento

publikuoti praneSimai (24, 25) pateikti 4 Priede.
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1. TEORINE DALIS
1.1. VIENKRYPTES FUNKCIJOS SUDARYMAS

1.1.1. BRAIDU GRUPE

Pirmasis braidy (angl. braid — sruoga, kasa) grupes apibrézé Artinas (4, 6, 14, 17). Nekomutatyvi
grupé B, vadinama n-braidy grupe, kai n > 2, kurig apraso n-1 generatorius o; (i = 1, 2, ..., n-1) bei

vienetinis elementas e ir yra tenkinami sgrysiai:
0i0j = 0j0i, [i-j|>1;
giojoi = ojoigj, |i-j|=1.

Artino generatoriai, dar vadinami elementariaisiais braidais, turi paprasta geometring
interpretacija. Isivaizduokime, kad n-braida sudaro n juosty, einanciy i$ virSaus j apacig, tada
generatorius o; reiskia, kad susikerta i ir i+1 juostos. Sutarta, kad juosta i eina po juosta i+1, kai turime
oi, ir juosta i eina vir$ juostos i+1, kai turime a;~. Braidy zodis w € B, Kkitaip dar vadinamas braidu
arba Zodziu, yra elementariyjy braidy ir jy atvirkstiniy seka. PavyzdZiui, braidas w = g,0301™

pavaizduotas 1.1. paveiksle.

(

1.1. pav. Braidy zodis w = 020301 .

Teigiamas braidas yra toks grupés B, elementas, kurj galima uZrasSyti kaip Zodj, sudaryta i$

elementariyjy braidy nenaudojant jy atvirkstiniy. Visy teigiamy braidy aibe grupéje B, Zymésime B,

Braido w € B, ilgis yra Zymimas |w| ir nusako elementariyjy braidy bei jy atvirkstiniy,
sudaran¢iy braidg w, skai¢iy. Du Dbraidai yra lygis, jeigu jie yra identiSkai atvaizduojami
elementariaisiais braidais ir jy atvirk§tinémis. Du teigiami braidai yra lygis, jeigu jie yra identiskai
atvaizduojami elementariaisiais braidais arba jie gali buiti transformuoti j identiSkus atvaizdavimus

grupés sarysiy pagalba.
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Fundamentaliuoju braidu A, € B, vadiname tokj braida, kurj nusako sarysis
An =010 ... On-1 Apa1, (1.2)
ir A1 = o1.
Su visais elementariaisiais braidais galioja savybé:
oi An = Anonii. (1.2
Fundamentaliojo braido kvadratas A,> = A, A, yra grupés B, centro elementas, t. y.
W ALZ = AW, YW € B,. (1.3)

Viena i§ matematiniy problemy braidy grupése yra jungtinio paieSkos problema (angl.
conjugator search problem). Ji apibréziama taip: turime du braidus a, b e B, ir b = xax, reikia rasti
nezinoma braida X € B,. Taciau jungtinio paieskos problema kriptografiniuose protokoluose buvo
supaprastinta (23): turime du braidus a, b € B, ir b = xay, reikia rasti nezinomus braidus X, y € By,

kurie priklauso komutatyviems pogrupiams.
1.1.2. BURAU VAIZDAVIMAS

Auksciau pateiktas braidy grupés apibrézimas yra abstraktus ir vadinamas braid grupés
apibrézimu raiskos lygmenyje, t. y. grupé vaizduojama aibe generatoriy bei aibe rysiy tarp jy. Kaip ir

daugelis kity grupé B, gali biti atvaizduota matricy grupe M virs lauko F.
Braidy grupe B, i matricy grupe M galima atvaizduoti Burau vaizdavimo (4) pagalba:
pn ' oi — fi, oi € Bn, fi € M(n, F);

1-t t

pi = Iil®( 1 0

J@ImpteF.

Lengva patikrinti, kad galioja braidy grupés rysiai:
BiBi = BiBi, li-j|>1;
BibiBi = Bipib,  li-Jl=1.

Daug mety buvo manoma, kad $is vaizdavimas yra tikras. Pastaruoju metu buvo jrodyta (3, 10),
kad Burau vaizdavimas yra nepatikimas, kai n > 5. Taciau praktiskai §j vaizdavima galima sékmingai

taikyti, nes jo branduolys yra pakankamai mazas.
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Pabrésime, kad Burau vaizdavimas taip pat yra tam tikra vienkrypté funkcija dél to, kad kol kas
néra sugalvotas praktinis atvirkstinio vaizdavimo algoritmas. Vadinasi, tos matematinés problemos,
kurios yra iSsprendziamos braidy grupés raiSkos lygmenyje, gali biiti praktiskai neiSsprendziamos

vaizdy lygmenyje.

Siame darbe sifilomai vienkryptei funkcijai sudaryti buvo nuspresta modifikuoti auksGiau
pateikta Burau vaizdavima. Braidy grupés elementai yra vaizduojami ne j matricy aibg¢ vir$ lauko aibg,
o | matricy aibe Vir$ keleto kintamyjy daugianariy (angl. multivariate polynomial) Ziedo. Pasirinktas
Ziedas yra Zp[xi, Xz, ... , Xm]. Taigi zieda sudaro daugianariai su m skirtingy kintamujy, kuriy

koeficientai yra virS lauko Zp, 0 p — pirminis skaicius.

Modifikuotg Burau vaizdavimg galima uzraSyti:
pnt i — i, oi € BT, Bi € M(n, Zp[xa, Xz, ..., Xm);

1-t

pi= Ii—l@( 1

t
0 @I, 4, te Zp[Xs, X2, ..., Xm].

Pasirinkus tam tikra daugianarj t € Zy[X1, X2, ... , Xm] braidy grupé yra atvaizduojama j matricas
ne virs viso ziedo Zp[X1, X, ..., Xm], 0 VirS tam tikro poziedzio T < Zp[X1, X, ... , Xm]. Poziedj T galima

surasti Zemiau pateikto 1.1. algoritmo pagalba:

1.1. algoritmas. Poziedzio T < Zp[Xy, X, ... , Xm] Sudarymas.

T={0,1,t, 1-t}

Kartoti
U+d
P={{p.a}Ip.qeT}
Kartoti

{p, q} = pora is aibés P

P=P-{{p.q}}
u=p(1-t)+q
v=pit

Jeiguug Tirug UtaiU=U U {u}
Jeiguveg Tirve UtaiU=Uu {v}
Kol P # Y
T=TuU
Kol U # &
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Akivaizdu, kad §is algoritmas yra teisingas, nes sudarinéjant braidy zodj vaizdo lygmenyje, mes
vieneting matricg I, dauginame su atitinkamomis matricomis f;. Po pirmosios tokios daugybos zodyje
yra elementai T = {0, 1, t, 1-t}. Nauji elementai Zodyje gali atsirasti dauginant formuojamg zodj i$

naujos matricos g;. Kitaip tariant i$ bet kokiy dvieju aibés T elementy suformavus vektoriy — eilute ir jj

padauginus iS matricos ( 1 O] pirmojo bei antrojo stulpelio. Jeigu gaunamas naujas elementas, tai

jis jtraukiamas j aib¢ T. Procesas yra tesiamas, kol nebepavyksta gauti naujy elementy.
1.1.3. DAUGIANARIU KODAVIMAS

Kadangi visi skai¢iavimai yra atlickami kompiuterio pagalba, daugianarius reikia efektyviai
saugoti kompiuterio atmintyje. Efektyvus saugojimas reiskia, kad daugianariui saugoti reikalingos
kompiuterio atminties buty naudojama kaip galima maziau, o veiksmus galima buty atlikti greitai ir
paprastai. Kad tai galétume realizuoti pirmiausia aptarkime kokiomis savybémis pasizymi daugianariai

virs ziedo Zp[Xy, X2, ... , Xm].

Kai daugianariai yra virs lauko Z,, o p — pirminis skaicius, tai kiekvienam kintamajam galioja
Ferma teorema (21): ;" mod p=x°modp =1, x; € Z,. Vadinasi, kiekvieno kintamojo laipsniai gali

igyti reik§mes nuo 0 iki p-1.

Kiekvieng vienanarj (angl. monomial) virs ziedo Zy[x1, Xy, ... , Xm] nusako m skirtingy kintamuyjy.
Kiekvieng vienanarj taip pat galima jsivaizduoti kaip m-matj vektoriy, kurio pirmoji komponenté
nusako pirmojo vienanario kintamojo laipsnj, antroji — antrojo vienanario kintamojo laipsnj ir t. t.
Visos Sio vektoriaus komponentés jgyja reikSmes nuo 0 iki p-1. Taip sudarytg vektoriy galima
jsivaizduoti kaip skaiCiy, uZraSyta p-tain¢je skaiCiavimo sistemoje, o jj pavertus j mums jprastg
deSimtaing skaiCiavimo sistemg mes gausime numerj, kuris vienareikSmiskai nusakys kiekviena

vienanarj.

Galédami vienareik§Smiskai sunumeruoti visus jmanomus vienanarius, mes kiekvienam
vienanariui saugoti kompiuterio atmintyje galime skirti vieng bitg. Tokiu atveju bitas su reikSme ,,1“
reiSkia, kad toks vienanaris yra daugianaryje, o bitas su reikSme ,,0“ reiSkia, kad tokio vienanario
daugianaryje néra. Akivaizdu, kad skirtingy vienanariy daugianaryje gali biiti p", tiek pat reikés ir bity
jiems iSsaugoti. Taciau kompiuterio atmintyje maziausiais duomeny vienetas kurj galima iSskirti yra

baitas (8 bitai), o baito viduje galima pasiekti kiekvieng bitg. Vadinasi, norint iSsaugoti visus

m
daugianario vienanarius kompiuterio atmintyje mums reikes {p?—l baity.
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Zinome, kad daugianario narj sudaro koeficientas padaugintas i§ vienanario. Koeficientai, kaip ir
daugianario kintamieji, virS lauko Z, gali jgyti reikSmes nuo 0 iki p-1. Norint iSsaugoti daugianarj
kompiuterio atmintyje mums reikia iSsaugoti tuos narius, kuriy koeficientai yra nuo 1 iki p-1.
Vadinasi, galime atskirai iSsaugoti visus daugianario vienanarius, kurie yra padauginti is,,1“, ,,2“ ir t. t.

m

Taip kompiuterio atmintyje uzkuoduotam daugianariui iSsaugoti reikés (p—l)x(%l baity. Tada

matricos i§ grupés M(n, Zp[X1, X2, ... , Xm]) Kompiuterio atmintyje uzZims:
a=n2x(p—1)x(%—| (1.4)

baity.

Kaip atliekami veiksmai virS lauko Z, placiau galima paskaityti literattros Saltinyje (21).
Trumpai paminésime tiktai, kad norint kaip jmanoma greiciau atlikti daugybos ir sudéties veiksmus,

reikia sudaryti Keilio lenteles Siems veiksmams virsS lauko Z,, ir atlikti paieska jose.
1.1.4. SIULOMA VIENKRYPTE FUNKCIJA
Turime dvi matricas A, B € M(n, Zp[x1, X2, ... , Xm]) ir
B = XAY, (1.5)
reikia rasti nezinomas matricas X, Y € M(n, Zp[Xy, X2, ..., Xm]), XY =YX.

Pirmiausia, sugeneruojame braidy Zodzius a, X, Y € Bp. Kiekvienas jy gaunamas sudauginus k
atsitiktiniy elementariyjy braidy o; € Bp. Tada atlickamas auk$¢iau aptartas modifikuotas Burau

vaizdavimas:
pnia— A ae By Ae M(n, Zp[Xy, X2, ..., Xm]);
pniX— X, X € Bp, X € M(n, Zp[Xq, X2, ... , Xm]);
pniY =Y,y eBnY e M, Zp[xg, X2, ..., Xm));

Norint uztikrinti, kad matricos X ir Y komutuotu, reikia, kad braidai x ir y raiskos lygmenyje
priklausytu braidy grupés B, komutatyviems pogrupiams (tenkinty lygybe xy = yx). Kaip konstruoti

komutatyvius pogrupius galima rasti literattiros Saltiniuose (12, 13).
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Kaip matome, situloma vienkrypté funkcija B = XAY yra auks$Ciau minétos matematinés
problemos b = xay braidy grupéje iSraiska matricy M(n, Zy[X1, X2, ... , Xm]) grupéje. Matematiné
problema b = xay braidy grupéje kol kas néra iSspresta, ta¢iau yra manoma, kad Si problema yra

iSsprendziama. Todél kriptografiniai protokolai paremti braidy grupémis laikomi nepatikimi.

Vienkrypté funkcija tik pasinaudoja braidy grupiy savybémis, pavyzdziui, komutatytviu
pogrupiu sudarymu. Atlikus Burau vaizdavimg yra pereinama ] matricy grupe, kurioje atliekami visi
skaiCiavimai. Kadangi néra Zinomas atvirkstinis Burau vaizdavimas, tai pereiti i§ matricy grupés atgal |
braidy grupe yra nejmanoma. Jeigu bus sugalvotas matematinés problemos b = xay braidy grupéje

sprendimas, tai vienkryptés funkcijos atvirkstinés radimo problema nebiitinai bus i$spresta.

Braidy atvaizdavimas j matricy grupe VirS daugianariy ziedo Zy[X1, X2, ... , Xm] buvo pasirinktas
todél, kad sudéties ir daugybos veiksmus virs Ziedo galima atlikti lengvai. Tuo tarpu sprendzZiant
matricines lygtis daznai reikia dalybos veiksmo, kas atitinka daugybg i§ atvirkstinio elemento. Jeigu

atvirkStinis elementas neegzistuoja, reikia ieSkoti bendry daugikliy, kas padinina skai¢iavimy apimt;.

Daugianariai virs lauko Z, buvo pasirinkti todél, kad tokiame lauke sudéties ir daugybos
operacijos yra atliekamos efektyviai taikant Keilio lenteles (21). O kaip pamatysime 1.2.2. skyrelyje
keleto kintamyjy daugianariy déka gaunamos sudétingesnés lygéiy sistemos, kuriy pagalba galima

bandyti spresti siilomos vienkryptés funkcijos atvirkstinés radimo problema.

Vienkryptés funkcijos atvirkstinés radimo problemg galima biity spresti taip: laisvai pasirenkama
matrica Y, mums reikia rasti matrica X, iSsprendus paprasta matricing lygti. Norint iSvengti tokio
scenarijaus j vienkryptés funkcijos apibrézimg buvo jtrauktas reikalavimas, kad matricos X ir Y turi
tarpusavyje komutuoti. Siuo atveju laisvai pasirinkus matrica Y ir radus paprastos matricinés lygties
sprendinj X mazai tikétina, kad Sios matricos komutuos tarpusavyje. Dar kartag priminsime, kad yra
algoritmiSkai sunku rasti paprastos matricinés lygties sprendinj, kai matricy elementai yra vir§ ziedo,

nes praktiskai neegzistuoja dalybos operacija.
1.1.5. VIENKRYPTES FUNKCIJOS TAIKYMAS

Vienkrypté funkcija gali buti pritaikyta konstruojant kriptografinj rakty apsikeitimo protokola.
Tarkime turime du subjektus: Aldong ir Broniy. Jie nori apsikeisti informacija taip, kad joks treciasis
subjektas negaléty jos perskaityti. Siam tikslui jiems reikia uzsifruoti informacija kriptografiniy rakty
pagalba. Siuo atveju kriptografiniai raktai irgi yra tam tikra informacija, kurig gali teisingai

susiskaiciuoti tik Aldona ir Bronius.
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Tarkime, yra paskelbti ir visiems vieSai Zinomi parametrai: daugianaris t € Zy[x1, X2, ... , Xm],
matrica A € M(n, Zy[X1, X2, ... , Xm]) ir dviejy tarpusavyje komutatyviy braidy grupés B, pogrupiy C,

D c By, generatoriai. Suprantama, $iy pogrupiy elementai turi tenkinti sglyga:
cd=dc,VceC,Vvd eD.

Aldona atlieka skai¢iavimus: atsitiktinai parenka x, € C iry, € D, randa Xa = pn(Xa) it Ya = pn(Ya)

bei suskaiCiuoja Kz = XaAY,.

Bronius atlieka skai¢iavimus: atsitiktinai parenka x, € D iry, € C, randa Xy = pn(Xp) ir Yp =pn(Yn)

bei suskaiciuoja K, = XpAYip,.

Aldona ir Bronius vienas kitam nusiunc¢ia dydzius K, ir K. Dabar jie gali suskaiciuoti bendrg

kriptografinj raktg K:
K = XaKbYa = XaXbAYbYa = XbXaAYaYb = XbKaYb.

Kenkéjas zino vieSai paskelbtus parametrus ir gali suzinoti dydzius K, ir Kp, kai jais vieSai
apsikeic¢ia Aldona ir Bronius. Jeigu pavyks surasti bet kokius dydZius X', ir Y's, kurie tenkinty

komutatyvumo saglyga ir lygti K, = X'2AY",, tai kenkéjas suzinos bendra kriptografinj raktg K:
X'aKpY'a = X'aXpAYpY'a = XpX'3AY Y = XpKaYp = K.

Bendrg kriptografinj rakta K analogiSkai galima gauti suradus bet kokius dydzius X', ir Y'y, kurie
tenkinty komutatyvumo salyga ir lygti K, = X',AY',. Taciau ieSkant dydzius X', ir Y', arba X'y ir Y'y

reikia iSspresti vienkryptés funkcijos atvirkstinés radimo problema.
1.2. REIKALAVIMAI VIENKRYPTEI FUNKCIJAI

1.2.1. VIENKRYPTES FUNKCIJOS PARAMETRAI

Sudarius vienkrypte funkcijg reikia parinkti tinkamus jos parametrus: n — braidy ir matricy
grupés eilg, p — pirminj skaiciy, nusakantj lauka Zp, m — daugianariy vir§ lauko Z, kintamyjy skaiciy.
Taip pat reikia parinkti daugianarj t € Zp[X1, X, ..., Xm] ir parametra h, nusakantj i§ kiek elementariyjy

braidy turi buti generuojami braidy zodziai a, X, y € Bi,.

Parinkus vienkryptés funkcijos parametrus gaunamos matricos vir§ ziedo Zp[X1, X2, ... , Xm] turi
uzimti kaip jmanoma maziau kompiuterio atminties. O vienkryptés funkcijos saugumas turi bent
prilygti pasaulyje placiai naudojamai vienkryptei funkcijai AES (angl. Advanced Encryption Standard)

su 128 bity kriptografiniais raktais (8). Norint pilnai perrinkti visus jmanomus funkcijos AES raktus,
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reikia atlikti 2'% patikrinimy. Mes reikalausime, kad perrinkant visas jmanomas matricas X arba Y,

taip pat reikéty atlikti nemaziau kaip 2'?® patikrinimy.

Literatiiros 3altinyje (5) nurodyta, kad atlikti 2'?® elementy perrinkima idealiomis salygomis

prireikty apie 103 mety, kas yra praktiskai nejmanoma.

1.2.2. KELETO KINTAMUJU KVADRATINIU DAUGIANARIU LYGCIU
SISTEMA

Norint iSspresti vienkryptés funkcijos (1.5) atvirkstinés radimo problema, reikia rasti bet kokias
matricas X', Y' € M(n, Zp[X1, X2, ... , Xm]), tenkinancias funkcija ir jos salygas. ISanalizuokime, kaip

kenk¢jas galéty bandyti spresti §ig problema.

Matricg X sudaro nxn daugianariy, kuriy kiekvienas gali turéti p™ skirtingy vienanariy.
Kickvienas vienanaris gali biiti padaugintas i§ nezinomo koeficiento. Gauname, kad matricoje X yra
p™n? nezinomy skirtingy kintamyjy. Analogiskai tiek pat nezinomy kintamyjy yra matricoje Y, 0

visoje matricingje lygtyje B = XAY yra
k=2-p™n? (1.6)
nezinomy skirtingy kintamyjy.

Matricine lygtj B = XAY galima perradyti: Q = XAY - B = 0. Matricoje Q taip pat gali bati p™n?
skirtingy vienanariy, o prie kiekvieno vienanario turime lygtis su auk$¢iau minétais 2-p™n? neZinomais

skirtingais kintamaisiais. VVadinasi, turime
s=p™n? (1.7)

skirtingy lyg¢iy, kuriy kiekviena turi buti lygi nuliui. Akivaizdu, kad visos Sios lygtys bus

bi-kvadratinés.

Kenkéjas gali supaprastinti Sig lygCiy sistemg atsizvelges } tai, kad atlikus Burau vaizdavima
matricos gaunamos ne Virs viso ziedo Zy[X1, X2, ... , Xm], 0 Virs tam tikro poziedzio T < Zy[X1, X2, ...,
Xm]. 1.1. algoritmo pagalba galima susigeneruoti visg poziedj T. Tokiu atveju nezinomi skirtingi

kintamieji yra ne prie visy matricos X ir Y vienanariy, o tik prie ty, kurie priklauso poziedZiui T.

Atsizvelgus j poziedj T galima gauti maZiau nei 2-p™n? kintamuyjy ir maziau nei p™ -n? lygéiy, bet

visos §ios lygtys vis tiek i§lieka kvadratinés.
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Paminésime, kad vienkrypte funkcija AES su 128 bity kriptografiniais raktais galima uzraSyti
keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lyg€iy sistema. Literatiros Saltinyje (8) nurodyta, kad tokia
lyg€iy sistemg sudaro 8000 iSretinty lygciy su 1600 nezinomyjy. Vienkryptés funkcijos atveju
parenkant parametry reikSmes taip pat bus siekiama, kad keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy

lyg€iy sistemoje biity apie 1600 nezinomyjy.

Literatiiros Saltinyje nurodyta (15), kad uzdavinys — iSspresti keleto kintamyjy kvadratiniy

daugianariy lygciy sistema virs§ bet kurio lauko — priklauso NP-complete uzdaviniy klasei.
1.2.3. GRIOBNERIO BAZES

Keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lygCiy sistemas sitloma spresti Griobnerio baziy
(angl. Groebner bases) algoritmo pagalba. Siame darbe bus pateikti algoritmai, reikalingi sudaryti
Griobnerio bazes, pla¢iau apie jas literatiros Saltiniuose (1, 9). Paminésime, kad Griobnerio bazés

neiSsprendzia lyg€iy sistemos, o jg supaprastina, kad bty galima sekmingai spresti kitais metodais.

Kad galétume sékmingai taikyti Griobnerio baziy radimo algoritma, pirmiausia reikia apSibrézti
tvarka, kaip galima rikiuoti keleto kintamyjy daugianariy narius. Praktikoje dazniausiai naudojamos
trys daugianario nariy rikiavimo tvarkos: leksikografiné tvarka (angl. lexicographic order), laipsniné ir
leksikografiné tvarka (angl. graded lexicographic order), laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné tvarka

(angl. graded reverse lexicographic order).

Tarkime, kad turime daugianarj su kintamaisiais Xi, ... , X ir su koeficientais vir§ lauko. Siuos

daugianario koeficientus galima surikiuoti taip:
X1 > X2 > ... > Xk

Kaip buvo aptarta 1.1.3. skyrelyje kiekvieng keleto kintamyjy daugianario vienanarj galima

vienareikSmiskai atvaizduoti k-maciu vektoriumi.
Tegul « ir § biina du vektoriais iSreiksti vienanariai:

e Leksikografiné tvarka: a > f tada ir tik tada, jeigu kairiausia nelygi nuliui vektoriaus o - S

reikSmé yra teigiama.

e Laipsniné ir leksikografiné tvarka: a > £ tada ir tik tada, jeigu |a| > |f], arba |a| = |p] ir

kairiausia nelygi nuliui vektoriaus a - f reikSmé yra teigiama.

e Laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné tvarka: o > f tada ir tik tada, jeigu |a| > ||, arba

|a| = |B] ir deSiniausia nelygi nuliui vektoriaus « - f reikSmé yra neigiama.
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Pasirinkus tam tikra keleto kintamyjy daugianario nariy rikiavimo tvarkg ir turint nelygy nuliui

daugianarj f € Zy[X1, X2, ... , Xk] galime apibrézti tokias funkcijas:

e DV(f) — grazina didZiausig daugianario f vienanarj, kuris padaugintas i§ nelygaus nuliui

koeficiento.

e DK(f) — grazina nelygia nuliui koeficiento reik§me, kuri yra padauginta i§ didziausio

daugianario f vienanario.

e DN(f) — grazina daugianario f narj, kurio koeficientas nelygus nuliui ir vienanaris yra

didziausias daugianario f vienanaris.

Tarkime, turime daugianariy aibe F = {f;, f;, ... , fs} ir bet kokj daugianarj f iS Ziedo
Zp[X1, X2, ... , X]. Daugianarj f galima iSskaidyti taip: f = g:-f; + ... + gsfs + r. Koeficientus g; galima
interpretuoti kaip daugianario f dalybos i$ daugianario f; dalmenj, 0 r — kaip daugianario f dalybos i3
aibés F lickang. Dalybos liekana r gali bati lygi nuliui arba daugianariui, kuris nesidalina is aibés F

elementy. Zemiau pateiksime daugianario f dalybos i§ aibés F liekanos radimo 1.2. algoritma.

1.2. algoritmas. Daugianario f dalybos i$ aibés F liekanos radimas.

r=0
p=f
Kartoti kol p #0
i=1
dalinti = taip

Kartoti kol i < s ir dalinti = taip
Jei DN(f;) dalina DN(p) Tai
p=p - (DN(p) / DN(fi)) - fi
dalinti = ne

PrieSingu atveju

i=i+1
Jei dalinti = ne Tai
r=r+ DN(p)
p=p-DN(p)

Grazinti r
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Turédami du daugianarius f, g € Zy[X1, X2, ... , X] bei J = MBK(DV(f), DV(g)) (MBK -
maziausias bendras kartotinis) galime apibrézti labai svarbig funkcija Griobnerio baziy sudarymo

teorijoje:

J J
= f - g.
DN(f)  DN(g)

S(f, 9) (1.8)

Zemiau pateiksime Buchbergerio 1.3. algoritma, kuris perskai¢iuoja keleto kintamuyjy
kvadratiniy daugianariy lygéiy sistema, uzraSyta kaip daugianariy aib¢ F = {f;, ... , s} i Griobnerio
baziy aib¢ G = {0y, ..., Ot}

1.3. algoritmas. Buchbergerio algoritmas.

M={{i,j}|1<i<j<s}
G=F
t=s
Kartoti kol M # &
Pasirinkti {i, j} e M

M=M-{{ij}}
Jei Kriterijusl(fi, f;) = Ne ir Kriterijus2(f;, f;, M) = Ne Tai
s = S(fi, fj)
r = dalybos s i$ G liekana
Jeir £0 Tai
t=t+1
fi=s
G=Gu{f}

M=MuU{{i,t}|1<i<t-1}
Grazinti G

Dalybos liekanos radimo 1.2. algoritmas yra skai¢iavimy atzvilgiu sudétingiausia 1.3.

algoritmo dalis. Siekiant sumazinti dalyby skaiciy buvo sugalvoti du kriterijai:

o Kiriterijusl(fi, f;) grazina ,, Taip“, jeigu DV(f;) ir DV(fj) neturi bendry kintamyjy. PrieSingu

atveju $is kriterijus grazina reikSme ,,Ne“.
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o Kriterijus2(fi, fj, M) grazina ,, Taip“, jeigu 3l ¢ {i, j} toks, kad {i, I} ¢ M, {l, i} ¢ M,
4,13 ¢ M, {l, j} ¢ M ir DN(f)) dalina MBK(DV(f;), DV(f})). PrieSingu atveju Sis

kriterijus grazina reikSme ,,Ne*.

Kaip matome, 1.2. algoritmas ir 1.3. algoritmas priklauso nuo pasirinktos daugianario nariy
rikiavimo tvarkos taikant funkcijas DV(f), DK(f) ir DN(f). Pasirinkus skirtingas rikiavimo tvarkas 1.3.
algoritmo pagalba galima gauti skirtingas Griobnerio bazes G.

Blogiausiu atveju yra zinoma, kad 1.3. algoritmo vykdymo trukmé yra dvigubos eksponentés
eilés, o bendruoju atveju — eksponentés eilés (7). Geriausia mums zinomg $io algoritmo variantg
sukaré Jean-Charles Faugere (11). Kai lyg¢iy skaiCius s yra lygus kintamyjy skaiéiui K, Sio algoritmo

sudétingumas yra:

e Jeigu laukas, vir$ kurio yra daugianariai, yra didelis, tai teigiama, kad algoritmo teorinis

sudétingumas yra O(2%) ir praktiskai gaunamas O(22™).

e Kai daugianariai yra virS lauko Z,, tai teigiama, kad algoritmo sudétingumas yra apie

O(2?"). Tai yra sudétingiau negu pilno perrinkimo sudétingumas O(2").

Geriausias zinomas metodas spresti keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lygéiy sistemas,
neskaitant pilno visy galimy varianty perrinkimo, yra Griobnerio baziy radimo metodas. Kaip matome,

sudaryti Griobnerio bazes yra sudétingas uzdavinys.

Siame darbe taip pat bus bandoma jvertinti Griobnerio baziy sudarymo laiko funkcija,
priklausan¢ia nuo kintamyjy skai¢iaus k. Panaudoj¢ aproksimacija maziausiy kvadraty metodu

surasime nezinomus funkcijy parametrus. Placiau apie tai yra literatiiros Saltinyje (20).
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2. TIRAIMOJI DALIS IR REZULTATAI

2.1. BURAU VAIZDAVIMO TYRIMAS

Tyrimo tikslas — nustatyti, ar Burau vaizdavimas yra teisingas.
Pirmiausia reikia susitarti, kaip bus vaizduojami daugianariai i$ ziedo Zy[x1, X2, ... , Xm].

1.1.3. skyrelyje buvo minéta, kad kickvieng daugianario vienanar] galima vienareik§miskai
sunumeruoti ir kompiuterio atmintyje saugoti vieno bito pavidalu. Bity seka, nusakanéig visus
vienanarius, galime jsivaizduoti kaip dvejetainj skaiiy. Sj skailiy, nusakantj visus daugianario

vienanarius, darbe pateiksime SeSioliktainiu formatu.

Kompiuterio atmintyje daugianaris saugomas kaip nenuliniy koeficienty ir juos atitinkanciy
vienanariy visuma. Daugianar] galima atvaizduoti kaip koeficienty sandaugy su vienanariais sumg.
Daugybos operacija zymésime simboliu ,,*“. Pavyzdziui, uzrasas 1*4A+2*101 reiSkia, kad
daugianaryje i3 vieneto yra padauginti vienanariai 4A ir i§ dvejeto padauginti vienanariai 101. Cia

vienanariai pateikti SeSioliktainiu formatu.

Zinom, kad daugianaris IS zZiedo Z[X1, X2, ... , Xm] turi vienintelj nenulinj koeficientg. Norint
pavaizduoti tokj daugianari, uZtenka atvaizduoti tik vienanarj SeSioliktainiu formatu, kuris yra

padaugintas i$ vieneto.

Tikrinant, ar Burau vaizdavimas yra teisingas, galima patikrinti, ar jvaizdzio lygmenyje yra
tenkinamos B, grupés (1.2) ir (1.3) savybés. Zemiau pateiktoje 2.1. lenteléje pateikiami tokio
tikrinimo rezultatai. Buvo pasirinkta braidy grupé B, ir tikrinama, ar programos atsitiktinai
generuojamy braidy Burau jvaizdziams X, A, Y ir B = XAY galioja (1.3) lygybé, o tai pat tikrinama, ar
elementariyjy braidy Burau jvaizdziams galioja (1.2) lygybé. Kiekvienas i§ jvaizdziy X, A ir Y buvo
sudaromas i$ deSimties atsitiktinai parinkty elementariyjy braidy jvaizdziy. Rezultatai pateikti su

skirtingais daugianariais t bei skirtingomis ziedo Zp[X1, X2, ... , Xm] parametry p ir m reikSmémis.
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2.1. lentelé

Burau vaizdavimo tikrinimas

p | m Daugianaris t Tenkinamos B, savybés
2 |1 3 Taip
2 | 2 D Taip
2 | 3 AS Taip
2 | 4 3FC2 Taip
2|5 C4AD423C Taip
2| 6 3E3E5BD79628728D Taip
3|11 1*4+2*3 Taip
3| 2 1*4A+2*101 Taip
3| 3 1*2088C0+2*31C0437 Taip
3| 4 1*1567320D06C00C41CB032 Taip
+2*A9840E0502013AA04A84
3|5 1*224036E4C340110CA4322EB1 Taip
1841000BC8C4003632E1E0028170402649D13+2*1CAB48113898
A622524CC1442218DC44301BD600411004D4100E9CCSBOOE4
5 1 1*%6+2*8+4*1 Taip
5| 2 1*130000+2*88488+3*C03910+4*200261 Taip
5| 3 1*4001611000C86090000404208862058+2*100A08000012080082 Taip
8020101410A02+3*10B30906806008200202050080205400+4*A48
004060020044B50488B006088025

IS 2.1. lentelés matome, kad visais tikrinimo atvejais (1.2) ir (1.3) savybés buvo tenkinamos.
Sios sakybés buvo tenkinamos ir visais kitais stebétais atvejais, kurie nebuvo jtraukti j lentele.

Daugianario t = 1*2088C0+2*31C0437 analizés pavyzdys pateiktas 1 Priede.
2.2. DAUGIANARIU TYRIMAS
Tyrimo tikslas — nustatyti kriterijus, kaip parinkti daugianarij t.

Pasirinkus konkrety daugianarj t € Zy[X, X2, ... , Xm] Yra gaunamas Burau vaizdavimas virs tam
tikro poziedZio T < Zy[x1, X2, ... , Xm] (ziGreti 1.1.2. skyrelj). 1.2.2. skyrelyje buvo parodyta, kad
atsizvelgiant j poziedj T vienkrypte funkcija nusakancioje keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy
lygCiy sistemoje gali buti maziau kintamyjy negu nurodyta (1.6) formuléje. Taip yra todél, kad

poziedyje T gali nebiti visy vienanariy, kurie galimi ziede Zy[X1, X2, ... , Xm]. Kadangi daugianaris t



24

priklauso poziedziui T, tai norint uztikrinti, kad poziedyje T bty visi jmanomi vienanariai, reikia, kad
daugianaryje t visi vienanariai bility padauginti i§ nenuliniy koeficienty. Akivaizdu, kad Zziede
Zp[X1, X2, - , Xm] i8 Viso yra p" vienanariy, daugianariy — pP", o daugianariy be nuliniy koeficienty —

(p — 1)P" . Zemiau pateikta 2.2. lentelé su tikslesnémis $iy daugianariy kiekio reik§mémis.
2.2. lentelé

Ziedo Zy[xy, ... , Xm] elementai

p m Visy daugianariy skaicius Ziede Daugianariy be nuliniy koeficienty
skaiCius Ziede

2 1 2°=4 1°=1

2 2 2°=16 1% =

2 3 2% = 256 1% =

2 | 4 2% ~ 6,554x10° 1% =

2 | 5 2%2 ~ 4,295x10° 1% =

2 | 6 254~ 1,845x10" 1% =

3 1 3¥=27 2°=27

3 2 3% ~ 1,968x10* 2° =512

3 3 3%~ 7,626x10" 27" ~ 1,342x10°

3 4 3% ~ 4,434%x10% 2% ~ 2,418x10%

3 5 3%8 ~ 8,719x10™° 2% ~ 1,413%x10"

5 1 5° = 3125 4> =1024

5 2 5% ~ 2,98x10" 4% ~ 1,126x10"

5 3 5'% ~ 2,351x10% 4% ~ 1,809x10"

Kai p = 2, 2.2. lenteléje matome, kad visame ziede yra tik vienas elementas, su kuriuo tikrai biity

tenkinama (1.6) formulé. Visais kitais atvejais daugianarj t galima rinktis i$ platesnés aibés.

1.1. algoritmo pagalba galime jvertinti, kiek elementy yra poziedyje T. Poziedzio elementy

skaicius su skirtingomis parametro p reik§mémis pateiktas 2.3. lenteléje.
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2.3. lentelé

PoZiedzZio T < Zy[X4, ... , Xm] maksimalus elementy skaicius

p Elementy skaicius
2 4

3 18

5 1250

2.3. lenteléje matome, kad poZiedZio T elementy skaiGius nepriklauso nuo parametro m. Siuos

poZiedZius sudarantys elementai pateikti 2 Priede.

Pateiksime kelis Burau vaizdavimo pavyzdZius su skirtingomis daugianario t reikSmémis, kai Sis
daugianaris neturi nuliniy koeficienty. Bus atliekamas By grupés braidy, sudaryty i§ 100 atsitiktinai

parinkty elementariyjy braidy, Burau vaizdavimas j matricg X.
1. Pavyzdys:p=2,m=3,n=10,t=FF.

Su Siuo daugianariy poziedis T jgyja 4 skirtingas reikSmes, o matrica X atrodo taip:

N

Pavyzdys:p=3,m=2,n=10,t=1*1FF.
Su Siuo daugianariy poziedis T jgyja 6 skirtingas reikSmes, o matrica X atrodo taip:

2*1FE 1*1FF 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0
2*1FE 1*0 1*1FF 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0
2*1FE 1*0 1*0 1*0 1*1FF 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0
1*1 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0
2*1FE 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*1FF
2*1FE 1*0 1*0 1*0 1*0 1*1FF 1*0 1*0 1*0 1*0
2*1FE 1*0 1*0 1*1FF 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0
2*1FE 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*1FF 1*0
2*1FE 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*1FF 1*0 1*0 1*0
2*1FE 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*1FF 1*0 1*0
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3. Pavyzdys:p=3,m=2,n=10,t=1*1F0+2*F.

Su Siuo daugianariy poziedis T jgyja 18 skirtingy reik§miy, 0 matrica X atrodo taip:

1*1 1*0 1*188+2*77 1*188+2*77 1*77+2*188 1*188+2*77 1*77+2*188 1*77+2*188 1*0 1*0

1*E+2*1F1 1*0 1*0 1*77+42*188 1*0 1*77+2*188 1*77+2*188 1*7+2*180 1*0 1*77+2*188

1*E+2*1F1 1*77+2*188 1*1F0+2*F 1*188+2*77 1*77+2*188 1*77+2*188 1*77+2*188 1*188+2*77 1*0 1*77+2*188
1*71+2*8 1*0 1*188+2*77 1*77+2*188 1*8+2*70 1*188+2*77 1*77+2*188 1*0 1*0 1*0

1*71+42*8 1*77+2*188 1*188+2*77 1*77+2*188 1*188+2*77 1*0 1*1F0+2*F 1*0 1*0 1*77+2*188

1*180+2*6 1*0 1*0 1*77+2*188 1*77+2*188 1*0 1*188+2*77 1*0 1*0 1*8+2*70

1*E+2*1F1 1*0 1*0 1*0 1*188+2*77 1*7+2*180 1*0 1*77+2*188 1*0 1*77+2*188

1*180+2*6 1*8+2*70 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*0 1*188+2*77 1*188+2*77

1*E+2*1F1 1*0 1*0 1*1FO0+2*F 1*77+42*188 1*0 1*188+2*77 1*77+2*188 1*77+2*188 1*77+2*188

1*71+42*8 1*0 1*0 1*188+2*77 1*188+2*77 1*188+2*77 1*77+2*188 1*188+2*77 1*7+2*180 1*188+2*77

Pirmame pavyzdyje gautoje matricoje galima jzvelgti aiSkig jos struktiirg: pirmajame stulpelyje
yra daugianariai ,,FE“ ir vienas daugianaris ,,1“, likusi matricos dalis yra uzpildyta daugianariais ,,0“

bei ties matricos jstrizaine iSsibarsciusiais daugianariais ,,FF“. Kai p = 2, analogiska struktiira buvo

randama visose matricose, gautose Burau vaizdavimo pagalba, nepriklausomai nuo parametry m ir n.

Antrame pavyzdyje gautoje matricoje taip pat galima jZzvelgti aiskig struktiirg, analogiska pirmo
pavyzdzio matricai. Pastebésime, kad Siuo atveju poziedzis T jgyja tik 6 reikSmes 1§ 18 maksimaliai
galimy. Taciau tre¢iame pavyzdyje, kai poziedis jgyja visas galimas 18 reikSmiy, jau nebepavyksta

1zvelgti aiskios matricos struktiiros.

2.3. KELETO KINTAMUJU KVADRATINIU DAUGIANARIU LYGCIU
SISTEMOS

Tyrimo tikslas — nustatyti vienkryptés funkcijos parametry p, n ir m reikSmes.

Nustatant parametry p, n ir m reikSmes sieksime, kad vienkrypte funkcija nusakancios keleto
kintamyjy kvadratiniy daugianariy lygciy sistemos (zidréti 1.2.2. skyrelj) kintamyjy skaicius biity
nemazesnis uz 1600. Taip pat bus siekiama uztikrinti, kad Burau vaizdavimo pagalba gaunamy

matricy uzimama kompiuterio atmintis biity kuo mazesné.

Atsizvelgus | (1.6) formule galime uZradyti lygybe 1600 = 2-p™n? I3 §ios lygybés isreiskus
parametrg n, gauname formule:
1600

- . 2.1
n 2p" (2.1)
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Turédami (2.1) formule ir pasirinke parametrus p ir m, galésime pasakyti, kokia turi biti
minimali parametro n reik§mé, kad gautume bent 1600 kintamyjy lygéiy sistema. Gave parametro n
reikS§me (1.6) formulés pagalba rasime tiksly lyg¢iy sistemos kintamyjy skaiciy k, 0 (1.4) formulés
pagalba galésime pasakyti, Kiek kompiuterio atminties uzims Burau vaizdavimo pagalba gautos
matricos. Sie rezultatai su skirtingomis parametry p ir m reikimémis pateikti 2.4. lenteléje ir

2.5.lenteléje.

2.4. lentelé
Burau vaizdavimo matricy vir§ Z3[x, ... , Xm] uzimama kompiuterio atmintis
m n k Matricy uzimama atmintis
(baitai / B)
1 17 1734 578
2 10 1800 400
3 6 1944 288
4 4 2592 352
5 2 1944 248
6 2 5832 736
2.5. lentelé

Burau vaizdavimo matricy vir$ Zs[x, ... , Xm] uzimama kompiuterio atmintis

m n k Matricy uzimama atmintis
(baitai / B)
1 13 1690 676
2 6 1800 576
3 3 2250 576
4 2 5000 1264
5 1 6250 1564
6 1 31250 7816

2.4. lenteléje ir 2.5 lenteléje iS karto atmetame tuos rezultatus, kur n = 1 ir n = 2. Taip daroma
todél, kad braidy grupé B; neegzistuoja pagal apibrézimg, o braidy grupéje B, yra tik vienas
elementarusis braidas ir generuojamas zodis priklauso tik nuo savo paties ilgio. IS likusiy rezultaty

i$sirenkame tg, kur naudojama maziausiai kompiuterio atminties.
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Su salyga n > 2 maziausiai kompiuterio atminties (288 baitus) naudojama, kai vienkryptés

funkcijos parametrai yra: p=3,m=3irn =6.
2.4. GRIOBNERIO BAZIU TYRIMAS

Tyrimo tikslas — suprastinti gaunamas keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lyg¢iy sistemas
Griobnerio baziy pagalba ir jvertinti $iy skai¢iavimy trukme. Griobnerio bazés yra ieSkomos 1.3.

algoritmo pagalba.

Pakankamai paprasty, su nedideliu kintamyjy kiekiu, lygciy sistemy pavyko gauti tik tokiu

atveju, kai kintamieji yra is lauko Z,. Skai¢iavimai buvo atlickami su dviem skirtingais kompiuteriais:

e Kompl: dviejy branduoliy 2,13 GHz Intel procesorius, 4 GB operatyviosios atminties,

Windows Vista operaciné sistema.

e Komp2: dviejy branduoliy 1,81 GHz AMD procesorius, 1,4 GB operatyviosios atminties,

Windows XP operaciné sistema.

Aptarkime zyméjimus pateiktose Griobnerio baziy skai¢iavimo 2.6. lenteléje, 2.7. lenteléje ir
2.8. lenteléje. Parametras t reiSkia daugianarj, kurio pagal buvo sudaromos lygéiy sistemos.
Parametras m nusako daugianario t kintamyjy skaiciy. Parametras s nusako lygéiy skai¢iy gautoje
lygéiy sistemoje. Parametras k nusako kintamyjy skaiCiy gautuose lygciy sistemose. Skaifiavimy
trukmeés L reikSmés yra vidutinés atlikus 10 bandymy ir pateikiamos milisekundémis. Gautos lygciy

sistemos ir jy Griobnerio bazés pateiktos 3 Priede.

2.6. lentelé
Griobnerio baziy skaifiavimas, kai tvarka leksikografiné
t m k S Skaic¢iavimy trukmé L | Skaic¢iavimy trukmé su L
su Kompl (ms) Komp2 (ms)

1 1 8 4 12 15

3 1 14 8 2232 1093

2 1 16 8 1480 5000

A 2 22 12 - -

IS 2.6. lenteléje gauty rezultaty matome, kad lygciy sistemoms nepavyko sudaryti Griobnerio

baziy, kai t = A, nes skai¢iavimai truko ilgiau nei 24 valandas.
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2.7. lentelé

Griobnerio baziy skaic¢iavimas, kai tvarka laipsniné ir leksikografiné

t m k S Skai¢iavimy trukmé L Skaiciavimy trukmé su L
su Kompl (ms) Komp2 (ms)

1 1 8 4 14 15

3 1 14 8 561 1093

2 1 16 8 2706 5000

A 2 22 12 2397624 4528984

IS 2.7. lenteléje gauty rezultaty akivaizdziai matome, kad skaiciavimy trukmés L ir kintamyjy
skaiCius Kk néra susij¢ pagal tiesinj désnj. Pabandome Siuos dydZzius atvaizduoti pusiau logaritminéje

skal¢je, kai naudojamas dvejetainis logaritmas.

257
[ ]

20t

151
log4(L
:

101 .

ol L
5 10 15 20 25
K

2.1. pav. Skai¢iavimy trukmé su Komp1 pusiau logaritminéje skal¢je.
257

207

2.2. pav. Skai¢iavimy trukmé su Komp?2 pusiau logaritminéje skal¢je.
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IS 2.1. paveikslo ir 2.2. paveikslo matome, kad abejais atvejais skai¢iavimy trukmé L pusiau
logaritminéje skaléje iSsidésto tiesés pavidalu. Vadinasi, duomenis nusako L = v-2'% funkciné
priklausomybé, kur u ir v yra nezinomi parametrai. Siuos parametrus galima rasti maziausiy kvadraty

metodo pagalba.

Duomenims, gautiems su kompiuteriu Kompl, suradus parametry u ir v reikSmes galima uzrasyti

tokig L funkcing priklausomybe nuo k:
Ly(k) = 3,934.10°%.21:628% (2.2)

Duomenims, gautiems su kompiuteriu Komp2, suradus parametry u ir v reikSmes galima uzrasyti

tokig L funkcing priklausomybe nuo k:
Lo(k) = 6,891.10.21633% (2.3)
2.8. lentelé

Griobnerio baziy skaiiavimas, kai tvarka laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné

t m k S Skaic¢iavimy trukmé L | Skaic¢iavimy trukmé su L
su Kompl (ms) Komp2 (ms)

1 1 8 4 9 15

3 1 14 8 431 796

2 1 16 8 481 921

A 2 22 12 334317 615296

IS 2.8. lenteléje gauty rezultaty akivaizdziai matome, kad skaiciavimy trukmés L ir kintamyjy
skaiCius K néra susij¢ pagal tiesinj désnj. Pabandome Siuos dydZzius atvaizduoti pusiau logaritminéje

skaléje, kai naudojamas dvejetainis logaritmas.
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157

logy(L)10t
"8 e *

2.3. pav. Skai¢iavimy trukmé su Komp1 pusiau logaritminéje skal¢je.

20

137

1'3‘5: (Lot e @
L 1 1)

2.4. pav. Skai¢iavimy trukmé su Komp?2 pusiau logaritminéje skal¢je.

IS 2.3. paveikslo ir 2.4. paveikslo matome, kad abejais atvejais skai¢iavimy trukmé L pusiau
logaritminéje skaléje iSsidésto tiesés pavidalu. Vadinasi, duomenis nusako L = v-2'* funkciné
priklausomybe, kur u ir v yra nezinomi parametrai. Siuos parametrus galima rasti maZiausiy kvadraty

metodo pagalba.

Duomenims, gautiems su kompiuteriu Kompl, suradus parametry u ir v reikSmes galima uzraSyti

tokig L funkcing priklausomybg nuo k:
Ls(k) = 1,92.107°.21546% (2.4)

Duomenims, gautiems su kompiuteriu Komp2, suradus parametry u ir v reikSmes galima uzrasyti

tokig L funkcing priklausomybe nuo k:

La(k) = 4,035-10°%.21:5%8% (2.5)
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Pateiksime kelis vienkrypté funkcija nusakanciy lygciy pavyzdzius. Lygciy sistemoje simbolis
» ¢ zymi daugybos operacija, o simbolis ,,** — kélima laipsniy. Kai naudojamas kélimo laipsniy
simbolis ,,", tai Sio simbolio kair¢je pus¢je esantis skai¢ius nusako kintamojo indeksa, o deSiné¢je —

laipsnio rodiklj. Pavyzdziui, uzrasas ,,4"2* reiskia — X4,

4. Pavyzdys: p =2, m=1,n=2,t=1 Naudojama laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné

rikiavimo tvarka.

Gauname s = 4 lyg¢iy sistemg su k = 8 Kintamaisiais:

1*IN1*571+1%2M %7~ +1 = 0
1*17M1*67N1+1*27M*8M = 0
1#3ML*/NL+1*4NM*7™ML = 0
1*3M*6MN1+1%47M1*8M+1 = 0

Sia lyg¢iy sistema suprasting Griobnerio baziy pagalba gauname lygéiy sistema su 8

kintamaisiais ir 15 lygCiy:

1*INI*/AL+1*27M*7M+1 = 0
1*1M1*6/N1+1*27M1*8M
1*3ML*5N1+1*4N1*7M L
1*37M1*67M1+1%4M1*8M+1 = 0

17281 * 77 1+1%47M1*8M+1 = 0
1*ANI*EA1*BNAL+1*ANT* 6N L *BNAL+1*6N 1> 7/ L+1*57M1*8M+1*6™M = 0
1FINI*ANTFBNAL+L*3NLF AN >N L+ *F 21> 3N+ * 1N L *4M+1*3M]
1+2/M1*8M1+1*%2M+1*8M+1 = 0
1#*3ML*ANL*BNAL+I*INL*FT7AL*BNAL+1* 21> 3N+ *INL*7AL+1* 1M1 * 8N +1* 1M +1*37M = 0
17271 *4AN1+1%2M+1*4M+1 = 0
1FANI*TAL+1*4N1+17 7ML+ 0]
1*7/M1*8M1+1*7M1+178M+1 0]
1+4M1*6N1*8MN+1%6M* 7 1+1767M = 0
1*INL*2AT1* 3N+ I*INL*F3NL*4AN L+ *1NML*3M
I*5AL*6NI*7AL+1I*5ML*6N1L* 8N L+1*57M 161N

0
0

Tikrasis lygCiy sistemos sprendinys tenkina suprastintg lygciy sistema.
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Pavyzdys: p =2, m=2,n =2, t=D. Naudojama laipsniné¢ ir atvirkstiné leksikografiné rikiavimo
tvarka.

Gauname s = 12 lygc¢iy sistemg su k = 24 kintamaisiais:

1*17M1*13M+1*47M1*197M+1 = 0

172/ * 13N +174M1*F 13N+ 1*EML*L 3N+ INTI* 148 T+ 5 2781 * 14N 1+ 154N+ 147N+ 145N > 147N+
+1*47°1*197M = 0

1*3M1* 13N +1*4M1 > 13N 1+1*5M > 13N+ 173N * 14N+ 154N 15 147N 1+1*5M 1 147 1+1% 1M1+ 157N+
+1*2/M1* 15N 1+1*3M* 157N +1 74N X 19N+ 15N * 19N +1*6M 119N +1*4AN 1+ 20N 1+1 %571+ 200N 1+
+1*67M1*20M1+1*4M * 217N +1*57M 21N +1*767M*217M = 0

1*1M*167M1+1%4M %227 = 0

172/ %1671 +174M1* 16N+ 1*5ML* 16/ L+ *XINI*FLT7AL+1* 21 * 17 AL+ 54N> 171+ 17581 * 177 M 1+
+1*471*2271 = 0

1*3M*16M+1*4M* 167N+ 1*5MNL* 16/ +1* 3N 1> 17/ L+1*4AN T+ 171+ 1*5A 1 * 17781+ 1%1M 187N+
+1*2/M1* 18N L+1*3NL* 18N L+1F4ANL* 22N+ 1*5NL* 22N +1*6M1* 220N +1*4AN 123N 1+1*57M 1+ 2371+
+1*6N1*23NL+1*4N1* 24N 1 +1*5N1* 247N +1767M1 %247 = O

1*7/1*13M+1*107M*197M = 0

1*8M1*13M+1*10M1* 13N L+1*1 1ML *13ML+1*7 AL * 14N 1+1*8N1* 140N 1+1%10M1 > 147N+
+1*11M*14M+1*107M*197M+1 = 0

1*97M*13M+1*%10M*13M+1*11M *13M+1*97M * 148N +1*%10M > 1481 +1% 11N *147M )+
+1*7A1L*15M+178/MIF 15N +1*9ML*F 15/ 1+1 107N * 19N 1 +1* 11/ * 197N 1+1 %1271 %197 1+1% 107N * 200 1+
+1*11M*20M+1*12/M1720M1+1*%10M * 21N +1* 111+ 217 1+1%12/M*%21M+1 = 0

1*7/M1*167M+1*107M*22781+1 = 0

1*8M1*167M1+1*10MN1* 16/ 1+1*1 1M * 16N +1* 7/ 1> 17/ 1+1*8N1* 17/ 1+1*10M > 177 M1+
+1*11M*17M1+1*107M*2271+1 = 0

1*9M1*167M1+1*10M*16MN1+1*1 1M *16M+1*9NM* 17/ +1*10M L *17AM1+1 %1 1M1 *1 7™M+
+1*7/M1*18M1+1*%8M1L* 18N +179ML * 18N +1* 10N 1 * 2271 +1 %1 1N * 228N +1* 12/ 1*227M1+1%10M*23M+
+1*11M*23M+1*12/1723M1+1*%10M * 24N +1* 111+ 2471 +1%12M%24M+1 = 0

Lygciy sistemos nepavyko suprastinti Griobnerio baziy pagalba, nes skaiciavimai truko ilgiau

nei 24 valandas.
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJOS VARTOTOJUI

3.1.  PROGRAMINES JRANGOS PASIRINKIMAS

Siame darbe apradytiems skai¢iavimas atlikti buvo sudaryta programa C# programavimo kalba.
Si programavimo kalba pasirinkta dél pladiy galimybiy susikurti bet kokias duomeny struktiras ir
lengvai jgyvendinamy bity apdorojimo operacijy. Gebant paprastai atlikti bity operacijas galima atlikti

greitesnius skai¢iavimus, o duomeny struktiiros kompiuterio atmintyje uzima maziau vietos.

Norint naudotis programa reikia tiiréti Windows operacing sistemg su .NET Framework v3.5

paketu.

Sudarytos programos grafiné¢ vartotojo sgsaja susideda i§ penkiy pagrindiniy daliy:
e Burau vaizdavimas,
e Daugianariali,
e Lygciy sistema,
e (Griobnerio bazes.

3.2. DALIES ,,BURAU VAIZDAVIMAS* APRASYMAS

i- Vienkryptés funkcyos tyrima

Burau vaizdavimas | Daugianariai | Lygdiy sistema | Griobnerio bazés

Skaidiavimai truko: 18ms Daugianario kintamujy skaiius m:
Braidy grupés eil& n:
= Lauko parametras p:
Zodis X: 2;3:3;2;2:;3:3:3:2:1;
DL DE 0 O Daugianaris t
DA O O DB
DA O DB O
1000

Skirtingy elementy: 4/16 Zodiio X ilgis:

Zodis X

X¥AY=B lygties parametrai:

Zodis R: 2;2;3:2;173;2;2:1:2;
1000 Zodiio Allgis:
DA O O DB

DL DB 0 O Zodis A

Dh 0 DB 0 Zodio Y ilgis:
Skirtingy elementy: 4/16
Zodis Y
Zodis ¥: 1;2;1;1:3:;2;1:3:1:1;
DR O DB O [T] Spausdinti generatoriy vaizdus
br DB 00 [] Atlikti patikrinima
DA O O DB
1000
Skirtingy elementy: 4/16

Alikti Burau vaizdavima

Zodi= B = XAY:

1000

DA O O DB

DA DB O O

DA O DB O

Skirtingy elementy: 4/16

3.1. pav. Programos dalies ,,Burau vaizdavimas“ vaizdas.
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Sioje programos dalyje yra pasirenkami vienkryptés funkcijos (1.5) parametrai ir atlickamas

sudaromy braidy zodziy Burau vaizdavimas. Programos dalyje pasirenkami duomenys:

Daugianario kintamyjy skai¢ius m: galimos reikSmes nuo 0 iki 6.

Braidy grupés eilé n: parametrui taikomas apribojimas n > 2.

Lauko parametras p: lauko Z, parametras gali jgyti reikSmes 2, 3, 5ir 7.

Daugianaris t: pasirenkamas Burau atvaizdavimo daugianaris pagal formatg aptartg 2.1.
skyrelyje. Jeigu ivedimo laukas palieckamas tuScias, tai parenkamas atsitiktinis
daugianaris.

Zodzio X ilgis: nurodoma, i§ keliy atsitiktiniy elementariyjy braidy turi bati sugeneruotas
zodzio X pirmavaizdis.

Zodis X: pasirenkama, i§ kokiy elementariy braidy turi bati sugeneruotas zodzio X
pirmavaizdis. Elementarieji braidai pasirenkami nurodant jy indeksus, atskirtus
kabliataskiais. Jeigu jvedimo laukas palickamas tuSCias, tai parenkami atsitiktiniai
elementarieji braida atsizvelgiant j lauka ,,ZodZio X ilgis®.

Zodzio A ilgis: nurodoma, i$ keliy atsitiktiniy elementariyjy braidy turi biti sugeneruotas
ZodzZio A pirmavaizdis.

Zodis A: pasirenkama, i§ kokiy elementariy braidy turi bati sugeneruotas Zodzio A
pirmavaizdis. Elementarieji braidai pasirenkami nurodant jy indeksus atskirtus
kabliataskiais. Jeigu jvedimo laukas paliekamas tuscias, tai parenkami atsitiktiniai
elementarieji braida atsizvelgiant j lauka ,,ZodZio A ilgis®.

Zodzio B ilgis: nurodoma, i§ keliy atsitiktiniy elementariyjy braidy turi biiti sugeneruotas
ZodzZio B pirmavaizdis.

Zodis B: pasirenkama, i§ kokiy elementariy braidy turi buti sugeneruotas Zodzio B
pirmavaizdis. Elementarieji braidai pasirenkami nurodant jy indeksus atskirtus
kabliatasSkiais. Jeigu jvedimo laukas palickamas tu$Cias, tai parenkami atsitiktiniai

elementarieji braida atsizvelgiant j lauka ,,Zodzio B ilgis®.

Paspaudus mygtuka ,,Atlikti Burau vaizdavima®™ programa rezultaty lange iSveda skaiciavimy

trukme, daugianarj t bei matricas X, A, Y ir B = XAY. Po kiekvienos matricos pateikiama, kiek skirtingy

daugianariy jg sudaro ir kiek joje yra elementy. Prie X, A ir Y matricy iSvedami jy pirmavaizdzius

sudaranciy elementariyjy braidy indeksai. Papildomai pasirinkus ,,Spausdinti generatoriy vaizdus* yra

atspausdinami elementariyjy braidy vaizdai. Papildomai pasirinkus ,,Atlikti patikrinimg® yra

patikrinama, ar matricos X, A, Y, B ir elementariyjy braidy vaizdai tenkina (1.2) ir (1.3) salygas.
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3.3. DALIES ,,DAUGIANARIAI“ APRASYMAS

- Vienkryptés funkcijos tyrimas. FEPE )

Burau vaizdavimas | Daugianariai | Lyg&iy sistema I Griobnerio bazés|

Skaidiavimai truko: Oms = [¥] Al patikrinima
Visy daugianario reik3miy skaidius: 278
Imanomy daugianario reikdmiy skaidius: 4 Sudanyti galimy daugianaiy aibe
Imanomy daugianarico reik3miy, kai t = DB: 4

Daugianariui saugoti reikia: 1B

Visos ¥, A, ¥, B daugianariy reikZmés priklausc imanomu reikdmiy aibei.

Imanomos daugianaric reikimés:
4]

1

T

T+l

Imanomos daugianaric reik3més, kai t = DB: |
4]
1
DB
DR

3.2. pav. Programos dalies ,,Daugianariai* vaizdas.

Sioje programos dalyje yra nustatoma vir§ kokio daugianariy poziedZio T yra atliekamas Burau
vaizdavimas. Cia skai¢iavimus atlikti galima pirma atlikus skai¢iavimus programos dalyje ,,Burau

vaizdavimas*.

Paspaudus ,,Sudaryti galimy daugianariy aibe* yra naudojami parametrai, Kurie yra jvesti ir
suskaiciuoti dalyje ,,Burau vaizdavimas®. Rezultaty lange yra pateikiama skaiciavimy trukme, visy
daugianariy skaiCius Ziede Zp[X1, X2, ... , Xm], imanomy daugianariy skaiciy poziedyje T, poziedzio T
elementy skaicius su konkrecia t reikSme ir daugianariy uzimama kompiuterio atmintis. Taip pat Visi
galimi poziedzio T elementai bei elementai, gaunami jstacius t reikSme. Papildomai pasirinkus ,,Atlikti

patikrinima* patikrinama, ar visi matricy X, A, Y ir B elementai priklauso poZiedziui T.



3.4. DALIES ,,LYGCIU SISTEMA“ APRASYMAS

| Bursu vaizdavimas I Daugianariai ‘ Lygéiy sistema |Griobnerio bazés|

Hintamyjy skaidius: 8
Lygdiy skaidius: 4
Lygéiy sistema tenkina tikraji sprendini.

1#1~1&%50141*271%#7~141 = 0

Skaidiavimai truko: Oms = [¥] Al patikrinima

Daugianario nariy rykiavima tvana
() Leksikografing

Lygéiy sistemoje naudojami wvisi kintamieji. @ Laipsning ir leksikografing

() Laipsning ir atvincdting leksikografing

1*1~1%g°1+1%2~1%8°1 = O

Sudanyti lyg&iy sistemg

1#3~1%5°1+1%4~1*%7°1 = 0

1#3~1%6°1+1%4~1%8~1+1 = O

3.3. pav. Programos dalies ,,Lyg¢iy sistema* vaizdas.

Sioje programos dalyje yra sudaromos keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lygéiy sistemos

aprasytos 1.2.2. skyrelyje. Cia skai¢iavimus atlikti galima pirma atlikus skai¢iavimus programos dalyje

,Daugianariai*.
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Pasirinkus vieng i§ galimy trijy daugianariy nariy rikiavimo tvarky ir paspaudus mygtuka

Lwdudaryti lygciy sistemg rezultaty lange pateikiama skaiciavimy trukmé, lygciy sistemos kintamyjy

skaicius, lygéiy skai¢ius lygc¢iy sistemoje ir lygCiy sistema 2.4. skyrelyje aprasSytu formatu. Papildomai

pasirinkus ,,Atlikti patikrinimg“ patikrinama, ar lyg€iy sistema tenkina tikraji sprendinj ir ar visi

kintamieji yra naudojami lygc€iy sistemoje.
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3.5. DALIES ,,GRIOBNERIO BAZES“ APRASYMAS

- Vienkryptés funkcijos tyrimas.

| Burau vaizdavimas I Daugianariai I LygSiy sistema | Griobnerio bazés |

Skaidiavimai truko: 2%ms » | [¥] Alilti patikrinima
Lygdiy skaidius: 20 F l

Lygéiy sistema tenkina tikraji sprendini.

Sudanyti Gricbnerio bazes l
Lygdiy sistemoje naudojami visi & kintamieji.

1#1~1*5°14+1%271% 72141 = 0

1*1~1%g°1+1%2~1%8°1 = O

1#3~1%5°1+1%4~1*%7°1 = 0

1#3~1%6°1+1%4~1%8~1+1 = O

1#2~1*TA14+1%471%81+1 = O

1#1~1*T7A1+1%371%8°1 = O

1#2~1%5°1+1%4~1%6°1 = 0O

m

1#241*8~14+1%2714+1%8 141 = O

1%4~1% T 1+1%4714+1%T 141 = O

1*TAL*E~1+1% T 1+1%8 141 = O

1%4~1%5°1+1%471%6 1+1%5 " 1*8 1+1%6 1* T 1+1%6"1 = 0

1#241%4°141%27141%4 141 = 0

1#1~1%4°14+1%11%8 14+1%2 143 14+1%31#8 1+1%3"1 = O

1#1~1%8°1+1%1°1 = 0

1*5~1*g 1% T 1+1%5 1%~ 1*8~1+1*5°1%6"1 = O

1#%4~1%g~1+1*5 1% 1+1%6 " 1* T 14145 1+1%6"1 = O

1#241*3°1+1%3 1% 1+1%4 1*8 1+1%3 1+1%8"1 = O | 5

1#%4~1%8°1+1%5 1%8 1+1%471+1%5"1 = O

1*5~1*E8~1+1%6 14T 14+1%6 7 1* 8 14+1%4 1 4+1*51+1%671+1%8"1 = 0

F 3

3.4. pav. Programos dalies ,,Griobnerio bazés® vaizdas.

Sioje programos dalyje bandoma suprastinti keleto kintamyjy kvadratinés daugianariy lygéiy
sistemas taikant 1.3. algoritma. Cia skai¢iavimus atlikti galima pirma atlikus skai¢iavimus programos

dalyje ,,Lygciy sistema®.

Paspaudus mygtuka ,,Sudaryti Griobnerio bazes* rezultaty lange pateikiama skai¢iavimy trukme,
suprastintos lygCiy sistemos kintamyjy skaicius ir suprastinta lygciy sistema 2.4. skyrelyje apraSytu
formatu. Papildomai pasirinkus ,,Atlikti patikrinima®™ patikrinama, ar lygciy sistema tenkina tikrajj

sprendinj ir ar visi kintamieji yra naudojami lyg€iy sistemoje.
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4. DISKUSIJOS

Atsizvelge | rezultatus, gautus 2.1. skyrelyje, galime teigti, kad braidy grupés B, elementai yra

teisingai atvaizduojami j matricy grupe M(n, Zp[X1, X2, ..., Xm]), i8saugant visas braidy grupés savybes.

2.2. skyrelio pirmame pavyzdyje, kai lauko parametras p = 2, buvo pastebima aiski Burau
vaizdavimo matricy struktira. Dabar nezinome, kaip galima biity pasinaudoti §ia struktiira, bet tikétina,
kad ateityje kenkéjas galés pasinaudoti ja sickdamas iSspresti vienkryptés funkcijos atvirkstinés radimo
problema. Si struktiira randama visose matricose, gautose atlikus Burau vaizdavima, kai p = 2. Dél §ios
priezasties sudarant vienkrypte funkcijg, negalima naudoti Burau vaizdavimo ] matricy grupe vir$

daugianariy ziedo Zy[X1, X2, ... , Xm].

Antrame pavyzdyje, kai lauko parametras p = 3 ir poziedzis T jgyja tik 6 reikSmes i§ 18
maksimaliai galimy, buvo gaunama analogiSka Burau vaizdavimo matricy struktira. TreCiame
pavyzdyje, kai lauko parametras p = 3 ir poziedis T jgyja visas galimas 18 reikSmiy, jau nebepavyksta
1zvelgti aiSkios vaizdavimo matricos struktiiros. Todé¢l reikalausime, kad daugianaris t ne tik neturéty

nuliniy nariy, bet ir su juo gaunamas poziedis T turéty maksimaly galimg elementy skaiciy.

Atlikus tyrimg aprasSyta 2.3. skyrelyje nustatéme, kad vienkrypte funkcijg nusakinti keleto
kintamyjy kvadratiniy daugianariy lygCiy sistema turés nemaziau kaip 1600 kintamyjy ir Burau
vaizdavimo matricos uzims maziausiai atminties (288 baitus), kai parenkamos parametry reikSmés p =

3, m=3irn=06.

Vaizdavimg braidy grupés Bg elementus j matricy grupe M(6, Z3[X1, X2, X3]) IS tikro yra
atlickamas vaizdavimas j poziedj T. Siuo atveju poziedj T sudaro 18 skirtingy elementy, o vir§ jo

2150

galima sudaryti 18% skirtingy matricy, t. y. apie skirtingy matricy. Vadinasi, atlickant pilng

vienkryptéje funkcijoje galimy matricy X arba Y perrinkima, reikia atlikti apie 210

patikrinimy. Tai yra
apie 4,5x10° karty daugiau negu reikia atlikti patikrinimy perrenkant visus galimus funkcijos AES
kriptografinius 128 bity raktus. Priminsime, kad perrinkti visus galimus funkcijos AES raktus, reikés
atlikti 2'?® patikrinimy. Galime teigti, kad $iuo poziiriu sitiloma vienkrypté funkcija yra pranagesné uz

AES funkcija.

Grupé Bg turi 5 elementariuosius braidus ir galima sudaryti 5" skirtingus braidy Zodzius, kai h
yra sudaromy zodziy ilgis. Kad galimy Zodziy skai€ius nebiity mazesnis uz 2128 parametras h turi biiti

lygus |log, 2% |=56.

Kadangi nustatéme, kad p = 3, tai atsizvelgiant j 2.3. lentelés duomenis poZiedis T turi bitinai

biiti sudarytas 1§ 18 elementy.
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Atlikus tyrima aprasyta 2.4. skyrelyje 2.6. lenteléje, 2.7. lenteléje ir 2.8. lenteléje gauti
rezultatai patvirtina teiginj, kad Griobnerio baziy skaic¢iavimas priklauso nuo pasirinktos daugianario
nariy rikiavimo tvarkos. Kai naudojama laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné rikiavimo tvarka, tai
rezultatai gaunami greiciausiai, o kai naudojama leksikografiné rikiavimo tvarka, tai skaiciavimai

trunka ilgiausiai.

IS (2.2), (2.3), (2.4) ir (2.5) formuliy matome, kad 1.3. algoritmo vykdymo trukmé yra
eksponentés eilés. 5. Pavyzdyje pateiktai lygCiy sistemai sudaryti Griobnerio bazes (2.4) ir (2.5)
formulés prognozuoja, kad atitinkamai reikés 2851996 ms ~ 48 min. ir 5185987 ms ~ 1,4 val., bet
rezultaty nepavyko gauti net per 24 val. 5. Pavyzdyje pateiktai lyg€iy sistemai, kai naudojama
laipsniné ir leksikografiné daugianario nariy rikiavimo tvarka, sudaryti Griobnerio bazes (2.2) ir (2.3)
formulés prognozuoja, kad atitinkamai reikés 22921106 ms =~ 6,4 val. ir 43594083 ms ~ 12 val., bet
rezultaty taip pat nepavyko gauti net per 24 val. Vadinasi, Sios prognozeés formulés néra tikslios ir
tikroji Griobnerio baziy sudarymo trukmé yra didesné. Tai tik patvirtina, kad 1.3. algoritmo vykdymo

trukme yra bent eksponentés eilés.

Pasizitréjus | ketvirtame pavyzdyje Griobnerio baziy pagalba suprastintg lygciy sistema
matome, kad ji iSliko kvadratiné. Visais kitais atvejais, kai pavyko lyg€iy sistemas suprastinti
Griobnerio baziy pagalba, supaprastintos lygéiy sistemos taip pat isliko kvadratinés. Galima teigti, kad
vienkrypte funkcijg nusakancioms keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lygciy sistemoms (net ir
sé¢kmingai pritaikius Griobnerio baziy radimo algoritma) bus sunku rasti teisinga sprendinj, nes lygéiy

sistemos iSliks kvadratinés.

Sifravimo sistema AES nusakan¢ioje lygéiy sistemoje lygéiy yra daugiau nei kintamuyjy
(kintamyjy — 1600, o lygciy — 8000). Literatiiros Saltinyje (22) nurodyta, kad lygc¢iy sistemoje turint
daugiau lygé¢iy nei kintamyjy sudaryti Griobnerio bazes yra papraséiausia. I§ formuliy (1.6) ir (1.7)
matome, kad sitilomg vienkrypte funkcija nusakanti lyg€iy sistema turi daugiau kintamyjy negu lygciy.

Vadinasi, $iuo poziiiriu sitiloma vienkrypté funkcija yra pranasesné uz AES funkcija.
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ISVADOS
1. 1.1.2 skyrelyje pateiktas Burau vaizdavimas yra teisingas.

2. Burau vaizdavimas yra atlickamas ne j visa matricy grup¢ M(n, Zy[X1, ... , Xm]), 0 i pogrupi

M(n, T), kur T < M(n, Zy[X1, ..., Xm]).
3. Sitlomos vienkryptés funkcijos parametry reikSmés turi biiti: p=3, m =3, n =6 ir h = 56.

4. Vienkryptés funkcijos parametras, daugianaris t, turi baiti sudarytas i§ visy jmanomy
vienanariy ziede Z3[X1, X2, X3], padauginty i§ nenuliniy koeficienty, kad vienkrypte funkcija nusakanti

keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lyg¢iy sistema turéty maksimaly kintamyjy skaiciy.
5. Poziedyje T, gaunamame atlickant Burau vaizdavima, biitinai turi biiti 18 elementy.

6. Keleto kintamyjy kvadratiniy daugianariy lyg¢iy sistemai, nusakanciai vienkrypte funkcija,

Griobnerio baziy sudarymas trunka ne maziau kaip eksponentinj laika.
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Pasirenkame vienkryptés funkcijos parametrus: n =4, p =3, m = 3, t = 1*2088C0+2*31C0437.

Programos pagalba gauname rezultatus:

Skaic¢iavimai truko: 39ms
t = 1*2088C0+2*31C0437

Generatoriai:

Gen[0]:

1*1 1*0 1*0 1*0
1*0 1*1 1*0 1*0
1*0 1*0 1*1 1*0
1*0 1*0 1*0 1*1

Gen[1]:

1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437 1*0 1*0
1*1 1*0 1*0 1*0

1*0 1*0 1*1 1*0

1*0 1*0 1*0 1*1

Gen[2]:

1*1 1*0 1*0 1*0

1*0 1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437 1*0
1*0 1*1 1*0 1*0

1*0 1*0 1*0 1*1

Gen[3]:

1*1 1*0 1*0 1*0

1*0 1*1 1*0 1*0

1*0 1*0 1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437
1*0 1*0 1*1 1*0

Zodis X: 2;1;2;3;2;1;1;3:3;1;

1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*B3507+2*3248840 1*3073180+2*100030
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3073180+2*100030 1*B3507+2*3248840
1*100031+2*3073180 1*3073180+2*100030 1*0 1*0

1*3248840+2*B3506 1*B3507+2*3248840 1*0 1*0

Skirtingy elementu: 6/16

Zodis A: 2:;3;3;3:;3:;3;2;1:;1;2;

1*3248840+2*B3506 1*3248840+2*B3507 1*3248840+2*B3507 1*0
1*31C0436+2*2088C1 1*3248840+2*B3507 1*B3507+2*3248840 1*2088C0+2*31C0437
1*100031+2*3073180 1*80487+2*33B970 1*3248840+2*B3507 1*0
1*100031+2*3073180 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437 1*3248840+2*B3507
Skirtingu elementuy: 8/16

Zodis Y: 1;1;3;1:;3;1;2:;3:1:3;

1*31C0436+2*2088C1 1*80487+2*33B970 1*0 1*B3507+2*3248840
1*31C0436+2*2088C1 1*3248840+2*B3507 1*3073180+2*100030 1*0
1*3248840+2*B3506 1*0 1*3248840+2*B3507 1*3248840+2*B3507
1*31C0436+2*2088C1 1*0 1*B3507+2*3248840 1*80487+2*33B970
Skirtingu elementu: 7/16

Zodis B = XAY:

1*3248840+2*B3506 1*3248840+2*B3507 1*B3507+2*3248840 1*B3507+2*3248840
1*33B970+2*80486 1*B3507+2*3248840 1*3073180+2*100030 1*0
1*100031+2*3073180 1*B3507+2*3248840 1*B3507+2*3248840 1*80487+2*33B970
1*33B970+2*80486 1*3073180+2*100030 1*B3507+2*3248840 1*0

Skirtingu elementuy: 8/16
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Patikrinimas:

Fundamentalusis braidas D:

1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*80487+2*33B970 1*0
1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437 1*0 1*0

1*1 1*0 1*0 1*0

Skirtingu elementu: 7/16

Centro generatorius C:

1*3248840+2*B3506 1*B3507+2*3248840 1*3248840+2*B3507 1*B3507+2*3248840
1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437 1*3248840+2*B3507 1*B3507+2*3248840
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3073180+2*100030 1*B3507+2*3248840
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437
Skirtinguy elementu: 6/16

Lygybé G[1] * D = D * G[n-1] teisinga:

1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3073180+2*100030 1*B3507+2*3248840
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437
1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437 1*0 1*0

1*1 1*0 1*0 1*0

Skirtingu elementuy: 7/16

Lygybé G[2] * D = D * G[n-2] teisinga:

1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437
1*31C0436+2*2088C1 1*3073180+2*100030 1*3248840+2*B3507 1*0
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*80487+2*33B970 1*0

1*1 1*0 1*0 1*0

Skirtingu elementu: 8/16

Lygybé G[3] * D = D * G[n-3] teisinga:

1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437
1*31C0436+2*2088C1 1*B3507+2*3248840 1*80487+2*33B970 1*0
1*3248840+2*B3506 1*B3507+2*3248840 1*0 1*0

1*31C0436+2*2088C1 1*2088C0+2*31C0437 1*0 1*0

Skirtingu elementuy: 7/16

Lygybé X * C = C * X teisinga:

1*100031+2*3073180 1*3248840+2*B3507 1*0 1*80487+2*33B970
1*100031+2*3073180 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437 1*3248840+2*B3507
1*33B970+2*80486 1*80487+2*33B970 1*3248840+2*B3507 1*B3507+2*3248840
1*B3506+2*3248841 1*3248840+2*B3507 1*3248840+2*B3507 1*B3507+2*3248840
Skirtingu elementuy: 8/16

Lygybé A * C = C * A teisinga:

1*B3506+2*3248841 1*0 1*B3507+2*3248840 1*B3507+2*3248840
1*100031+2*3073180 1*0 1*0 1*3073180+2*100030

1*33B970+2*80486 1*2088C0+2*31C0437 1*B3507+2*3248840 1*B3507+2*3248840
1*33B970+2*80486 1*0 1*80487+2*33B970 1*0

Skirtingu elementu: 8/16

Lygybé Y * C = C * Y teisinga:

1*100031+2*3073180 1*2088C0+2*31C0437 1*3248840+2*B3507 1*3248840+2*B3507
1*100031+2*3073180 1*0 1*2088C0+2*31C0437 1*B3507+2*3248840
1*B3506+2*3248841 1*B3507+2*3248840 1*B3507+2*3248840 1*0
1*100031+2*3073180 1*B3507+2*3248840 1*0 1*2088C0+2*31C0437

Skirtingu elementu: 6/16

Lygybé B * C = C * B teisinga:

1*B3506+2*3248841 1*0 1*0 1*3248840+2*B3507

1*31C0436+2*2088C1 1*3248840+2*B3507 1*2088C0+2*31C0437 1*B3507+2*3248840
1*33B970+2*80486 1*3248840+2*B3507 1*0 1*2088C0+2*31C0437
1*31C0436+2*2088C1 1*80487+2*33B970 1*0 1*B3507+2*3248840

Skirtingu elementuy: 8/16
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2 PRIEDAS. POZIEDZIO T ELEMENTAI

0
1
t
t+1

2. Kaip =3, tai poziedj T sudaro:

0

1

t

2*t+1
2*t+2

t+2

™2

2* N2+t
2FEN2+t+1

1. Kaip =2, tai poziedj T sudaro daugianariai:

3. Kai p =5, tai poziedj T sudaro:

0

1

t

4*t+1

4*t+2

3*t+2

™2

4*F N2+t
4*tN2+t+1
4*tN2+27t
4*tN2+1
tT2+3*t+l
tT"2+3*t+2
tT2+4*t+1
tTh2+2*t+2
tTh2+2*t+3
3*t+3
4*tN2+2
t™2+t+3
tT2+t+4
t™"2+4
2FEN2+2%t+2
2*t+3
2*tN2+3
2*tN2+4
2FtN2+t+3
27N 2+4*t+4
3*N2+2*t
2*FEN2+E+2
4FEN2+47t+2
3*N2+t+2
3*N2+4*t+3
3*N2+4*t+4
3*t"2+3
3*N2+3*t+4
™3
4FEN3+EN2
4*EN3+102+1
4*EN3+EN2+t
4FEN3+HEN 2447t +1

2%/ 2425t

2%¢/2+1

th2+t+1

TA2+42

th2+2%t+1

242

2%EN2+2

2425t

2XEN2+2%E+2
2FENZHAFEN2+4* L+ TA4+2*EN3+4* t+4
2*ENZ+HA*EA2+3 L +1 TA4+2*EN3+3%t+4
2%/3+4 TA4+25ENZ+HEN2+2
2%E/3+3%t TA4+2%EN3+HEN2+3* 143
2*EN3+3*+1 TN4+2*ENZHEN2+35 L +4
2*EN3+4*E T4+ 2% PN +HEN2+4* 143
2*EN3+2xE+1 T4+ 2*ENZHEN2 427 E+4
TA3+E72+3 TA4+3* LN +HEN2 427 +4
TAB+25E 2435t +4 TA4+3*EN3+4*+3
BFENB+2XEN2+27E+3 TA4+3*EN3+2*EN2+4*
2*ENB+4*t+4 TA4+3*EN3+HEN2+E+A
2*EN3+HEN2+2* L TA4+3*EN3+3*E/2+4*
2XENZHEN2+2%E+1 TA4+3*EN3+3*E/2+3*t
2*EN+HEN2+3* L TA4+3*EN3+3%4+3
2XENZHEN2+T+] T4+ 25EN3+2*EN2+3* 143
2XENZH2*EN2+1 TN A2 ENBH2*EA2+2%1+3
2XENZH2* A2+ T+ TG ENABHEN2+4* E+2
2FENZHAFEN2 42 E+2 TNA+HA*ENZ+HA*EN2+3 7L +4
2FENZHIFEN2+3F L2 TNA+A*ENZ+HA*EN2+2 L +4
2XENZ+HA*EA2+E+3 TN 4+4*EN3+3%E/2+3
TAB+HEN2+E+2 T 4+A*EN+I*EN2+4* 143
4 TG4 ENB+2*t+4
4*ENAHEN3 TAA+HA*EN3+E+4
4*EN4+EN3+L TNG+HA*ENZ+2*EN2+ 2% E+2
4*ENA+EN3HE TNAHA*ENBH2*EA2+E+2
AEENA+EN+HA*E+L TN4+3*ENZ+HA*EN2+2
BEENAHENZHA*EH2 T 4+A*EA3+HEN2+E+4A
4EENAHENZHI*EH2 TNA+HA*EN3+HEN2+4
4EENAHENHEN2 T4+ 2*ENZ+HA*EN2+4* L
BEENAHENZHAFEN2+E TA4+25EN3+HA*EN2+3* L
BEENAHENZHAREA2+E+] TA4+25EN3+3* L2+t +4
GEENAHENZ+HAFEN2+2* L TA4+2%EN3+3*EN2+4
GEENAHENZHA*EN2+] TA4+25EN3+3%E
AFENAHENIHEN2+37 L+ TA4+2%EN3+2*5E
GEENAHENZHEN2+3FE+2 T 4+2%EN3+E+L
GEENAHENZHEN2+A T+ TN G+A*ENZHEN2+4™E
GEENAHENZHEN 242 E+2 T 4+A*EN+HEN2+3* E+1
GEENAHENZHEN2+27E+3 TN 4+3*EA3+3*E/2+27 t+1
4N 4+EN3+3*E+3 TA4+3%E/3+2% t+4
LEENAAENZHA*EN2+2 TA4+3*E/3+3%t+4



2*N243*t+1
4FEN3HEN 2447 E+2
4*EN3+EN2+37E+2
4FEN3+2*7 N2
4*tN3+t

4*tN3+t+1
4*EN3+2*t

4*tN3+1
4FEN3+27 N 2+3 7+l
AFEN3+27EN2+37E+2
4*EN3+27EN2+4* e+l
AFEN3H2FEN2+2%E+2
tT"3+3* N2+t
tT3+3* N 2+t+1
tTh3+3* " 2+2*t
tT"3+3* " 2+1
tTh3+3*t1"2+2
tTA3+3* N 2+4*E+2
tTh3+4* N2+t
tTh3+2* N 2+2*t
tTh3+2* N 2+2*t+1
tTh3+2*t"2+3*t
tTh3+27 N 2+t+1
tTh3+4* N 2+47E+1
th3+4*EN2+4%t+2
tT"3+4*t"2+1
th3+4* N 2+3*t+2
3*N2+2*7t+1
tT3+3* N 2+4*t+3
tTh3+3* " 2+3*t+3
TA3+27EN2+1+2
tTh3+2*tN2+2
tTh3+4* N 2+3*t+3
tTh3+47EN2+27E+3
3*N2+3*t
tT"3+tM2+3*t
Th3+/2+3*t+1
T3+t72+4*t
Th3+t7N2+27t+1
3*N2+t+l
t™T"3+4*t+1
tTh3+2*7t+2
tT"3+2*t+3
tT3+3*t+2

t™"3+t+3
4*FEN3+3F N 2+27 e+l
4FEN3+3FEN2+27E+2
4*EN3+3F N 2+3*t+1
4*EN3+3FEN2+E+2
4*FEN3+3FEN2+1+3
4*FEN3+3* N 2+3
4FEN3+H4FEN2+27 e+
4*EN3+47EN2+2
4*EN3+47t12+3
4FEN3+H4FEN2+E+2
4*FEN3+4FEN2+47E+3
4*FEN3+3*EN2+4
4FEN3+3F N 2+4*t+4
AFEN3+27EN2+27E+3
4FEN3+27 N 2+1+3
4FEN3+H4FEN2+47E+4
4FEN3+4FEN2+3 7t +4
4*tN3+2

4EENAHENZHEN2+E+3
AEENAHENZHEN2+E+A
GEENAHENHEN2+4
*
XN EN24 2742
4EEN4+EN3+2*E+3
4EENAHENZH2*EN2+3
AEENAHENZH2*EN2+4
GEENAHENZH2*EN2+E+3
4N N\
GEENGHENZ+2*EN2+4*
GEENAHEN+I*EN2+2*
GEENAHTNBH2*EN2+E+2
AR AHENB+A*EN2+4*
GEENGHENZ+I*EN2+E+2
GEENAHENZHI*EN2+4*E+3
GEENAHENZ+I*EN2+A L+
4FENA+ENB+3*EN2+3
j:t24+tA3+3*tA2+3*t+4
Th4+2%E03
4EENAHEN2
4N A+EN2+L
442+
4EENAHEN2+4* L+
AEENGHENZH2*EN2+3*
4*tA4+tA2+4*t+§+3 s
4FENAHEN2+3*E+2
GEEN4+2%EN2
4rEng+t
4N 4L
4*EN4+2%E
4rtn4+1
GEENG42%EN2+ 35+
GEENGA25EN2+ 35 +2
GEENGA2EN2+ 47+
GEENGADFEN2425E+2
GEENG+25ENZ+I*EN2+E
BN+ 25 ENZ+IFEN2+
art t+l
TN4+2%EN+3*EN2+2*E
4EENA+2FENB+B*EA2+]
4EENG+2FENBHBFEN2+2
GRENG+ 25 ENZ+I*EN2+4* L +2
GEENG+25ENZ+HAFEN2+TE
BN+ 25 AN+ 2R EN2+2*

4* N\, t
TN G2 ENBH2*EN2+2%
art t+1
TN A2 ENABH2*EA2+3*E

GEENG+ 25N+ 2> EN2+E+]
GEENG+25ENZ+HA*EN2+4* L+
BEENG+ 25N ZHAFEN2+ A7 E+2
GEENG+2FENB+AFEN2+]
GEEN G2 ENBHAFEN2+3*
4EEN4HENHI*EN e
drtrdity TA2+2%+1
4425 ENZ+B*EN2+4*E+3
AEENGH2*ENZHI*EN2+37E+3
BEENG+ 25 AN+ 2R EN2+E+2
BRENG+ 25 LN+ 2R EN2+2
GEENG+ 25 ENZ+A*EN2+3*
artn t+3
4*t 4425 ENZHA*EN2+2%E+3
TAAHEN3+3*EN
et +3TN2434T
2*EN3+HEN2+3* L
GrENG+25ENZ+HEN2+3 L+
AEENGH2*ENIHEN2+A*TE
AEENGH2*ENZHEN2 427 L+
GEENAHENBHBFEN2+E+L
GrENAH2%ENZHA*E+L

TtN4+4*tN3+2* 1N 2+3
TN4+4*EN3+2* 1N 2+4
tNAH4*EN3H2*EN2+E+3
TN4+4*EN3+2* N 2+4*7t+4
TN4+2*FEN3+2* N2+t +4
TN +2*FEN3+2* N 2+2*t+4
tTH4+4*tN3

T4 +4*EN3+3* N 2+3*
tA4+4*tA3+3*tA2+i*:Ij
TN4+2*FEN3+3* N 2+4*t
tTNA+EN3+3*EN2
tThA+EN3+3* N2+
T4+EN3+3* N2+t
T4+ EN3+3*F N 2+4*t+1
TN+ EN3+3*FEN2+4*E+2
N4+ EN3+3*FEN2+3*E+2
tNA+EN3+H4*EN2

T4+ EN3+2* N2+t
TN4+EN3+2*F N 2+t+1
TAAHEN3+H2*FEN2+2*E
N4+ EN3+H2*F N2+
N4+ EN3+H4*FEN2+3*E+1
TN+ EN3+H4*EN2+3*E+2
TNM4+EN3+H4* N 2+4*t+1
AL+ EN3+HA*FEN2+2%E+2
tTh4+EN3+2*t+1

N 4+EN3+2*E+2
tT4+tN3+3*t+1
tT4+tEN3+t+2
™T4+eN3+t+3
™4+t7N3+3

T4+ EN3+EN2+2*7E+1
TN4+EN3+EN2+2
tT4+tN3+t7N2+3
TN4+EN3+HEN2+E+2
T4+EN3+tEN2+4*t+3
™4+t7N3+4
thA+EN3+H4*E+4

TN+ EN3+HA*FEN2+2*E+3
TN4+EN3+4* N 2+1+3
T4+ EN3+tN2+4*t+4
Th4+tN3+tN2+3*t+4
TNA+EN3+2*EN2+2
tNAHEN3+H2*FEN2+3*E+3
T4+ EN3+2* N 2+3*t+4
TNM4+EN3+2*F N 2+4*E+3
T4+ EN3+H2*F TN 2+2*7t+4
tN4+4* N2+t
tN4+2*tN2+2*t
TN4+2* N 2+2*7t+1
th4+2*tN2+3*t
tN4+2*tN2+t+1
th4+2*EN2+E+2
th4+2*tN2+2
tTh4+3*tN2+2*t
T4+t 2+3*t

T4+t 2+3*t+1
tT4+tN2+4*t

T4+t 2+2*%t+1
tTW4+3*tN2+1
tTH4+3*tN2+2
tTh4+3*tN2+t+1
th4+3*tN2+4*t+2
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4*tN3+3*t+3
4*t"3+3*t+4
4*tN3+4*7t+3
4*FtN3+2*7t+4
A4FEN3+4*EN2+3*
2*tN2+4*t
4FEN3+H4FEN 2427
TA3+H4*EN2+2*t+4
t™T3+t+4
4FEN3+3* N 2+4*t
4*EN3+47E+2
A*EN3+H4FEN2+E+]
4FEN3+3* N 2+3*t
4FEN2+47t+3
3*EN3+4*t+3
3*tN3+4*t+4
3*t"3+3
3*N3+3*t+4
4FEN3+HEN242*t+4
3*tN3+3*t
3*tN3+2*t
3*EN3+EN2+4*t+3
3*N3+4*tN2+3
3*N3+H4*tN2+4
3*FEN3+H4FEN2+E+3
3*FEN3+H4FEN2+47E+4
3*EN3+eN2+2*7t+4
3FN3+EN2+2*t
3*N3+tN2+3*t+4
3*N3+tN2+t
2*h2+3*t
AFEN3+27 N2+t +4
2*EN242*t+1
tT"2+4*t

2*t+4

t+4

4FEN3+27EN2+4
4*tN2+37t+4
3FN3+2F N2+t +H4
3*FN3+2*F N2+t
S*FN3+2*F N 2+27t+4
3*FN3+2*F N2
3FEN3+2F N2+
3FEN3+2F N 2+47 e+
3*N3+3*F N2+t +4
3*N3+3*F N 2+4*t
3*N3+3*F N 2+4*7 e+l
3*EN3+3*FtN2
3*EN3+3F 2437+l
SFEN3+2FEN2+47E+2
3FN3+2FEN2+37E+2
3*N3+EN2+t+1
3*N3+e1°2+1
3*FEN3+3F 243742
3FN3+3FEN2+27E+2
3*N3+H4*FEN2+47*t
3FN3+H4FEN2+27 e+l
S*FN3+H4FEN2+27E+2
3*N3+H4*F N 2+3 7+l
3*FEN3+H4*FEN2+E+2
4* N3+ 2+37E+3
tT3+3* " 2+3*t+4
tT"3+2*t"2+3

BEENGA2FENZH25E+2
4EENGH2*ENZH27E+3
BEENGH2%ENZHB>EH2
4EEN4+25EN3+E+3
GrENAHBFEN2+ 25+
GEENGABFEN2+25E+2
4EENLABEN2+3>E+L
BEENGHBFEN2+E+2
4rEN4+3*EN2+E+3
4rEN4+3*EN2+3

GFEN A+ A< EN2+27E+1
GFEN A4 EN2+2
4rEN4+4*EN2+3
BEENGH4*EN2+E+2
BFENA+A*EN2+4> 43
4*EN4+B*EN2+4
4FENA+BFEN2+4 L +4
GEENGH25EN2+2%E+3
4EEN4+25EN2+E+3
GFENA+ A< T2+ 4L +4
GFENA+A*EN2+3% L +4
45N 4+2

4*EN4+3%E+3
4*EN4+3*E+4

4>t 4+4*E+3

4N 4+2%E+4
TAA43*EN+HEN2
TA443*EA+HEN2+L
TAAH3*EAZHEN2+E

TN 4+3*EN+HEN2+4* E+1
TN G43*ENZHEN2+47 E+2
TN 443*ENZHEN2+3* E+2
TN A+3*ENB+2*EN2
Th4+3* 113+t

TN 4+3*EA3+E+L

TN 443*EN3+25E

A 4+3%E/3+1

TN A+3*EN3+27E/2+3* t+1
TNA+3*ENB+2*EN2+3 42
TNA43*EN+2* L2 +4* E+1
TNG4B*ENH2*EN2+ 27 E+2
TNA43*ENZH2*EN2+2%E+3
TAA43*EA+HEN2+3%E+3
TA4+3%E/3+2
TN443*ENZ+2*EN2+E+3
TNA43*ENB+2*E 2 +E+4
TAA43*EN+2*EN2+4
TNA+3*ENB+3*EN2+27 42
TN A43*ENZHEN2+27E+3
TA4+3*EN+3*EN2+3
TA443*ENB+3*EN2+4
TAA43*ENZ+I*E 2 +E+3
TAA43*ENB+3*E 2 +4* E+4
TN 4+3*EN+HA*EA2+2*
TNA43*ENZ+I*EA2+E+2
TNAHB*ENZHA4*E+2
TNA4B*ENZHA*EN2+E+2
TNA43*ENBHA*E 2 +47E+3
TNA43*ENB+HA*E 2 +47 L +4
T 4+3*ENB+4*E/2+3
TAA+3*ENB+A*EN2+3% L +4
TNAH4*ENHEN2
TAAH2%ENB+25 N2

TA4+2%E/2+3
TN4+2*E 2 +4*E+3
TA4+EN2+2%E+2
TA4+HEA2+E+2
TA4+3*E/2+4%4+3

TN 4+3*EA2+3*E+3
th4+4*E

A 4+4*E+1

A 4+3%+1

T 4+4*EN2+1

TG4 EN2+3*E+2

TN 4+4*EN2+3%+3
TNG+4*EN2+4>E+2
TN4+4*EN2+2%+3
NG 2+4* L +4

TN 4H2* N 2+3* L +4

A 4+EA2+E+3
TA4+EN2+3
TA4+3*E/2+3%t+4
N4+ EN2+2% L +4
TA4+3*E+2

TA4+25E+2
TNG+A*EN2+2%E+4
TNA+HA*EN2+E+4
TG4+ N2

TN G+4*EN2+4> T+
th4+t+3

th4+t+4

TA4+2%+3

th4+4

TN 4+ENBH2*EN2+4* E+2
TN 4+HEN3+3*EN2+27 143
TNAHENBHB*EN2+2% L +4
TN AHENB+B*EN2+3*E+3
A 4+HEN3+3* L2+t +4

T 4+HEN3+HA*EN2+4

TN AHEN+HA*EN2+E+4
TNAHENBHAFEN2+4*E
TA4+HEA3+HEN2+3%E
TAAHEN3HEN2+2*E

A 4+EN3+3%E

TN 4+EN3+HARE
GEENAH3FENH2*EN2+E
AFENA+BFENBH2* L2+ 1+ L
GEENAABFENZH2*EN2+2* L
GEENAABEENZH25 N2+
GEENAABEENZH25EN2+2
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GrEENGHBEENZH25EN2+H4* L +2

GEENAH3*EN+IFEN2+E
GEENAHBFENZHEN2+2* L
AN AABEENZHEN 2425+
GFENAHBENZHEN2+3*E
BEENAHBEENZHEN2+E+L

BEENAHBEENZHIFEN2+47 L +L
GFENAABEENZHIEN2+47E+2

AEENAABEENZHI*EN2+L

GEENAABEENZHIEN2+35E+2
BN AHBEENZHIFEN2+35+3
BEENAABEENZH25EN2+47E+3

GEENAABEENZHEN2+E+2

AFENA4+BFENBHBFEN242%E+3
A ENAHBENBHB*EN242% L +4

4EENA4+BFENBHIEN2+ T4



3*tN2+2

t™"3+4
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BENA+IFENBHIFEN2+2
BREN4+BFENBH2F N2+ 142
BREN4+3FEABHEN2+3 L]
BEN4+3FENB+IFEN2+A* T2
BEN4+IFEN+IFEA2+4*E+3
BEEN4+IFEN+IFEA2+3 43
BEN4+3FEAB+AFEA2+]
BENA+IFENBH2F 242
BN+ HAFEN2+3 L2
BEENG+IFENZ+HAFEA2+3 43
BEENG+BFENZHAFEA2+A* T2
BN+ HAFEA2+27 143
3L 4+3*EA3+4

BN+ HAFEA2+4 L]
BEEN4HBFENZ+HEN2+2 T+
BEEN4+B*ENZHA*E+L
BEEN4+FENH27E+2
BEEN4+3FENZ+27E+3
BEEN4+3FEN+I*EH2

3L 4+3FEN3+E+3
BEENGHA*ENZH2*EN2+3 7L+
BEENG+2*ENZ+IFEN2+3 7L+
N4+ ENZ+IFEN2+3*E
BEENG+2*ENZ+IFEN2+4 L+
LN+ ENB+IFEN2+2* L
BN+ HAFEN2+E
BN+ EN+IFEA2+2* L]
NG+ LN+ A2+ ]
NG+ 2XENZHAFEN2+37 L+
BEENGH2FENBH2F N2 +4 L +4
BEENGH2FENBH2FEN2+4E
BEENG+2*EN+2*EN2+4
BEENG+2*ENZ+2*EN2+3* L
BEENGH2*ENZ+HAFEN2+E
BEENAH2FENBHAF A2+ 4L
BEENGH2FENBHAFEA2 425
BEENGH2*ENB+AFEA2+]
BEENG+A*EN+A* L+
BEENG+HA*ENI+HARE
IEN4+4*EN3+4
BREN4+HA*ENI+3*E
BEENGHA*ENZ+I*E+L
BEENGHA*ENZH2xE+L
BEENGHAFENZHEN2+4* E+4
BEENG+ARENZ+HAFEN2+4
BEENGHAFENZHAREN2
BEANAHAFENZ+HAFEN2+E+4
BEENAHA*ENZHAFEN2+4* L
BEENAHA*EAZHEN2+2* L
BRENAHAFEAZHEN2+ 27 L]

BFENA+IFEN2+3F L2
3L 4+3*E+4
BFEN4+A*EN2+3

B AHEN2+37 L +HA

BN+ +27+4
BFENAHBFEN2 42 E+2
BFENAHENH2FEA2+2*T+3
BFENAHENBH2FEA2+T+3
BFENAHENZHEN2+A L2
BFENAHENZHEN2+3F L2
BFENAHENBHIFEN2+T+3
3FENAHEN3+IFEN2+3
BENA4+EN3+HEHL
3EN4+EN3+L
BEENGH2FEN2+4* L+
BFENAHENBHAFEN2+3
BFENAHENBHAFEA2+4* 43
BFEN+AFENBH2F A2+ 2% T4
BENA+HA*EA+HEN2+3

BN AHAFEABHEN2+4* 43
BN AHENBHAFEN2+3* T +4
BENAHENBHAFEN2+2* T

3 4+HEN2+E
BENA+3FEN2+E+3
BFEN4+3FEN2+27E+3

B AHENBHAF L2

BN A+HEN3+HAREH3
B*EN4+EN3+2
BFENAHEN3+3*E+3

B 4+A4*EN3+3
BENA+HA*EA3+EH3
BENAHENB+BFEN2+4* T4
BFENAHENHEN2+2*T+3
BEENAHENBHEN2+3*E+3
BN A+AFEABHEN2+3 T +4
BEN4+2*EN3+EHA
BEN4+2*ENB+27 L+
BFEN4+2FENBHEN2+ T4
BEENGH2FENBHAF N2+ 25 L +4
BFENA+2FEABHEN2+A™TE
BFENGH2FENH2FEA2 42 L]
BFENA+2*ENBHIFEN2+2
BFEN4+2*ENB+BFEN2+3
BFENAH2FENB+IFEN2+ T2
BFENA+2*ENB+BFEA2+4*T+3
B*EN4+3*EN3+3F L]
BFENA+IFENZHEN2+EH2

B 4+IFEABHEN2+T+3
BFENA+BFENHEN 2427 L2
BENA+3FEN+HEN2+3
BFENA+IFENBH2FEA2+4*T+3
BFENA+3FEABH2FEN2+3
BFEN4+IFENBHAFEN2+2* L +4
BFENA+BFENBHAF A2+ T+4
BFEN4+IFENB+BFEA2+2* T +4
BENAH2*ENHEN2+4
BFENAH2FEABHAFEA2+3 43
BFENA+2FENBHAFEA2+4* 43
BFENA+IFENBHAFEN2

52

DFENA+AFEA+AFEA2+4 T+
DFENA+AFEAHEN2+2 T H]
2FENA+AFEABHEN2+ 27T H2
2FENA+AFEABHEN2+3 L]
2FENA+AFEABHEN2+TH2
2*EN4+3FEN3B+]
DFENA+AFEABH2 T3
2*ENA+AFEAB+EH3
D}ENA+AFENBHAFEA2+A*EH2
DFENA+AFENB+AFEA2+BE+2
DXENAHAFENABHEN2+E+3
DXENAHAFENBHEN2+3
2*EN4+3FENBHE
DFENA+AFEABHBFEN2+T
DFENAHA*FENBHBFEA2+E+L
DRENAHAFENBHBFEN2 425
DXENAHAFENBHBF A2+
D*ENA+IFEAB+A L]
DFENA+AFENH2FEA2+2* T+
DRENGHLFENBH2FEN2+2
DRENAHAFENBH2*EA2+3
DRENAHLFENBH2FEN2+E+2
DRENA+AFENH2FEA2+A* T3
D*EN4+2*EA3+]
DFENAH2*ENB+2
2*ENA+2*EAB+EH]
2*ENA+2FENB+A L2
DFENA+2*EAB+A L3
D*ENA+2*EAB+3 L3
2*ENA+2FENBHEN2+]
2FENA+2FENBHEN2+B L2
2FENA+2FEABHEN2+3 143
DFENAH2FEABHEN2+A* T2
DFENAH2FEAHEN2+2*T+3
2*ENA+2*ENB+3* L+
2*ENA+2*ENB+2 L+
DFENA+2FENB+AFEN2+3
DRENAA2FENBHAFEN2+AE+3
DFENAARFENBHEN2+2* L +4
DFENA+2FEABHEN2+ T4
DFENA+2FENBH2FEA2+B L2
DFENA+2FEABH2FEA2+T+3
DFENGA2FENBH2F N2+ +4
DFENAA2FENBH2FEN2+2*E+3
DFENA+2FENBH2FEN2+4
DFENA+IFENBH2FEN2+4
DFENA+IFENHEN2+2* 143
2*ENA+IFENBHBFEN2+2% L
DRENAABEENBH2F N2 +4 L+
DFENA+IFENBHAFEN2+2% L
DFENA+IFEABHAF N2+ T
DFENA+IFEAHEN2+T+3
2FENA+2FENBHIFEA2+1+3
2*ENA+2*ENBHIFEN2+3
DFENAH2FENBH 2T LA+ 2 L2
D*ENA+A*ENI+E+A
D*ENA+A*EN3+A
DFENA+AFENB+AFEA2+3 43
DFENA+AFEN+AFEA2+27 143
DFENA+AFENHEN2+4
DFENA+AFEABHEN2+A L4
DFENA+AFEAZHBFEN2+2
DFENA+AFENBHBFEN2+A* L2



3 PRIEDAS. LYGCIU SISTEMOS IR JU GRIOBNERIO BAZES
1. Pavyzdys:p=2,m=1,n=2,t=1.

Gauname s = 4 lyg¢iy sistema su k = 8 kintamaisiais:

1*INI*/AL+1*27M*7~M+1 = 0
1*1M*6M1+1*27M1*8”M = 0
1*3M1*5N1+1%4M*7~M = 0
1*371*67N1+1%4M1*8M+1 = 0

Kai naudojama leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 19 lyg¢iy:

1*IN1I*5NL+1*2M1* 771+
1*1M1*6/N1+1*27M1*8M
1*3ML*5N1+1*4N1*7M L
1*3M1*6N1+1*4M1*8M1+1
1*2/N1* 7N 1+1%47M1*8M1+1
1*1IM*77M1+1*37*8”M = 0

1*2M1*5MN1+1*47N1*61M 0

1+2/M1*8M1+1*%2M+1*8M+1 = 0
1*4NL*T7AL+1%4M+1*7M+1 = 0

0

1 1
o O 1

1*4NT*EAL+1*4NL*BAL*BAL+1*5AL+1*6AL*TAL+1*6/ = 0
1*7A1*8AL+1*7A1+1%871+1 = 0
1*1AI*GAL+1*1NAL+1*2AL*BAL+1*3NL*4AL*BAL+1%3AL = O

172/ *4N1+1%2M+1%4M+1 = 0

1*INI*FANTHI*INL+1*3NL*4ANL*8NL+1*3M*8M = O
17271 *3M1+1*3M1*4M1*87M1+1*%3M = 0
1+5M1*6M1*8ML+1*5ML*6ML+175M *8M1+1*%57M = 0

1*4N1*EAL+1*5AL*AL+1*EAL+1*6AL*TAL+1*6/ = 0
1*4N1*GAL+1*4N1+1*5A1*8A1+1*5/] = 0
1*BAL*EAL*TAL+1*5A1*8A1+1%5AL = O
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Kai naudojama laipsniné ir leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 20 lygciy:

1*INI*EA1+1*2M1* 771+
1*1IN1*6N1+1*27M1*8NL =
1*3M1L*BNAL+1*4NL*T7AL =
1*3M1*6N1+1*4M1*8N1+1
1*2N1*7A1+1*4N1*8N1+1
1*1IN1L*7/N1+1*37M1 %8N 0

17271 *57M1+1%47M1*6™N = 0

1+27M1*8M1+1*2M+1*8M+1 = 0

0

I o o 1
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1*4AI*TAL+1*4N1+1%7A1+1 = 0
1*7A1*8AL+1*7A1+1%871+1 = 0
1*4NT*EAL+1*ANL*BAL+1*BAL*GAL+1*6AL*TAL+1*6/ = 0
1*2A1*4N1+1%2/1+1%471+1 = 0
I*IAL*ANL+1*IAL*BALH1*2AL*3AL+1*3A*8AL+1*3AL = 0

1*1M*8MN1+1*1M = 0
1+5ML*6NL*7AL+1*5ML*6ML* 8N 1+1*57M1*6MN = 0
1+4N1I*6N1+1*5N 1> 8N L+ *6M 1> 7ML+ 1*5M1+1%60 ] =
17281 *3N1+1*3M1*BNL+1*4N1*8N1+1*37M1+1*8M
1#4N1*8AL+1*5M*8ML+1%4M141*57M = O
I*5M1L*8AL+1*6N > 7 L+1 %671+ 8N L+1*4M1+1*57M1+1%67M1+1*8™M = 0
1#37M1*4N1+1*3M*8M+1%47M1+41*8M = O

|
o

Kai naudojama laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro

19 lygciy:

1*INI*/AL+1*27M*7M+1 = 0
1*1N1*6N1+1*2/M1*8M
1*3NL*5NL+1*4N1*T7N L
1*371*67N1+1%4M1*8M+1 = 0

172/ *7A1+1%47M1*8M+1 = 0
1*ANI*EAT1*BNAL+1*ANT* 6N *BNL+1*6N 1> 7/ L+1*57M1*8M+1*6™N = 0
1FINI*ANTIFBNAL+L* 3N LF AN >N L+ *F 2L+ 3N+ >IN L *4M+1*3M]
1+27M1*8M1+1*%2M+1*8M+1 = 0
1*3ML*ANTI*BNAL+L*INL*F7AL*BNAL+1* 21> 3N+ *FINL*7AL+1* 1ML * 8N +1* 1M +1*37M = 0

0
0

1*2NI*4N1+1%271+1%471+1 = O
I*ANI*TAL+1%4N1+1*7A1+1 = O
1*7A1*8AL+1%771+1%871+1 = O

1*4N1*BAL*BAL+1*EAL*TAL+1*6M = O
I*IAL*2AL*BAL+L*INAL*BAL*4AL+1*1NI*3AL =
1*BAL*EAL*TAL+1*BAL*GAL*AL+1*X5AL*EN] =

| |
o O

2. Pavyzdys:p=2,m=1,n=2,t=3.
Gauname s = 8 lyg¢iy sistemg su k = 14 kintamaisiais:

1*1IM*9N1+1*37M*137M+1 = 0

1*1IM*10M+1+2/M %91 +172M * 10N+ 1+ 3/ *9NM 1 +1+ 38N X 10N L+ 1+ 3M * 13N +1%4M 1 0N 1+
+1*471*10"M = 0

1*17M1*117M+1*3M*157 = 0

1*INI*12M1+172M1*F 1IN+ * 281 * 1281 +1* 3/ 1 * 1IN T+ %3/ * 12/ 1+1%3M 1+ 157N 1+ 174781 117N+
+1*47°1*1271 = 0
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1*5ML*9N1+1*7/M1*137M = 0

1*57M1*107M1+1*6M1* 9N +1*%6/M 1% 10N +1* 741 * 9N L+ 1* 71+ 10N+ 157 A1 13N 1+1 %8N * 9N+
+1*8M1*10M+1 = 0

1*5/M1*11M+1*77M1*157M+1 = 0

IF5ML*12M+176M L * 1IN+ *6NL* 128N+ *7A1* 1IN L+ *7AT* 1221 +1*%7A 1+ 157N 1 +1%8M L 110N+
+1*87M1*1271+1 = 0

Kai naudojama leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 20 lyg¢iy:

1*5ML*9N1+1*7/M1*137M = 0

1*57M1*10M1+1*6M* 9N +1*%6/M1* 10N+ 1% 741 * 9N L+ 1* 7M1+ 10N+ 1% 7 A1 13N 1+1*8M L * 9N+
+1*871*10M+1 = 0

1*5/1*12/M+1*6M 1 * 11N 1+1*6M L 1281+ 1% 71T * 1IN L+ 157 AL 12/ 1+ 7M1 157 1+ 8M 1 X 11N+
+1*87M1*1271+1 = 0

1*117M+1*127 = 0

1*1IM+1*2M1+1*3ML+1%4N 1+ 175N +1*6M 1 +1*77M1+1%87M = 0

1*3ML+1*4NL*F7AL* 13N+ F4NL*ONI* 10N+ 128M 1 +1%4NT+9N L *10ML * 137N 157N+
+1FANIFONI* 10N> 13N L+ 4N *FONI* 10N> 15N L+ 4N *ON > 10N L+ 154N T*9M 1+ 120N +
+1*47N1*107M1*12/1*%13ML* 15N+ %471 %1071 128141 %471+ 107N 1% 15”1+ %471+ 100 1+
+1F4AN1F12/A1*13NL*LEN L+ F4ANT* 12/ * L3N L+ 54N> 1271 * 15N L+ 54N> 13N+ 145ML* 7/ 1+
+1*57M1*157M+1*%67M1*10M* 13781+ 157N 1 +1*%67M 1 * 108N * 157N 1 +1%67M 1 * 10N +1%67M 1 130N L+
+1*87M1*107M1*137M1*15M+1*8/M1* 107N * 157N 1 +1*87M 1 * 107N +1*%8M L * 13N +1+9ML *10M L * 138N * 157N +
+1*97M*107M*13M1+1*9M* 10N+ 15N 1 +1*%9M L * 107N +1+9M L * 13N * 15N +1 9N * 138N+ 19N L+ 157N+
+1*9M+1*10M*12M > 13M > 157N +1*10M > 1281 %1381 +1 %107 * 127141 %1281 1371 1571 +1*127 1+
+1*13M1+1*157M1+1 = 0

1*5MI* 15N +1*5M L+ 1> 7/ 1* 13N L+ * 7M1 +1%9M L * 10N * 13/ 1+ 157 1+1%97M 1 * 107N+ 137 1+
+1*97M*107M* 157N +1*%97M*107M +1*%10M*12M1 13N +1*10M > 12781 +1%10M 113/ L 15N+
+1*10M1*13M+1*107M* 1571 +1*10M+1* 12781 * 13/ 1+ 15N 1 +1 %12/ %138 +1* 12781 %1571 +1%127M +
+1*137M1+1*15" = 0

1*7/A141*9M*10M > 13/ 1+1*0ML > 13N * 157N +170M 1+ 13N +1%10M * 128N * 137N * 1571+
+1*10M1*12M*15M +1*107M1* 13701 +1*10M *15M +1*107M+1*12/M1*13M * 15N +1*1278M1 %137 +1= 0

1*12/M1*%15M+1*127M+1*157M+1 = 0

1*9M*15M+1*9M+1*10M* 157N +1%10M+1*15M+1 = 0

1*0M1*12M+1*10M %1271 +1%12M +1*13M* 158N +1*%137M+1*%15%1+1 = 0

1*107M1*12M1+1*10M* 157N +1%10M 1 +1*12M1 *13M+1*157M 1 +1 0

1*107M1*13M+1*10M* 15 +1*10M+1*12M *13M+1*157M 1 +1 0

1*137M*15M+1*13M+1*157M+1 = 0

1*5M1*13M+1*5M+1*6/M1+1*8/M 1 +1*9MN * 13N +1*9M +1*10M L * 157N +1*%10M1+1%128M1 137N +
+1*15™M = 0

1*67M1+41*8M+1*%97M1*10M+1*9M * 137 1+1*9M+1*%107M+1 = O

1*9M1*10M1L+1*9M *13M+1*9M+1*13M+1 = 0

1*97M1*13M+1*%9M+1*%10M*15M +1*12M1 %1371 +1*13M+1*%157 = 0
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172/ +1*4M+1*10M* 15N +1*%127M1%137M+1*1271 = 0
1*107M1*15M+1*127~1*13M+1*%157M+1 = 0

Kai naudojama laipsniné ir leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 20 lyg¢iy:

1*571*9M1+1*7~M1*137M = 0

1*571*%10M1+1*67M* 9N+ 17671 * 10N +1* 7M1 * 9N+ 1* 71+ 10N+ 157 A1 13N 1 +1*8M L * 9N+
+1*871*10M+1 = 0

IF5ML*12M1+176M L * 1IN+ *6N L * 1281+ *7A1* 1IN T+ *7A1* 1221+ 7~ 1+ 1571 +1%8M 1 110N+
+1*87M1*1271+1 = 0

1*117M+1*127 = 0

1*1IM+1*2M1+1*3ML+1%4N 1+ 175N +1*6M 1 +1*77M1+1%87M = 0

1*10M1*12/M1+1*77M1+1 = 0

1*9/1*127M1+1*1271 %157 +1*7/M1+1%157° = 0

1*9M1* 157N +1 %1271 %13 +1* 12/ 115N 1 +1* 7M1 +179M1+1*1271+41*15™M = 0

1*5M*15M+1*6M * 15N +1*8M 1 * 15N +1* 12781 * 13N+ 175N +1*6M 1+1* 7/ 1+1%87M 1 +1%157M1=0

1*107M1*15M+1*12M *13M+1*137M* 157N +1* 7M1 +1%107M+1*13M+1 = 0

1*12/M1*15M+1*13M*15M+1*12781+1*%137M = 0

1*13M*15M+1*13M+1*1571+41 = O

1*37M+1*1271 = 0

1*97M*13M+1*10M*13M+1*97M+1*10M +1*%13M+1 = 0

1*57M1*13M+1*%571 = 0

1*10M*13M+1*10M = 0

1*9M*10M+1*7/M1+1*10M+1 = 0

1*6/N1+1*7/M1+1*%87M1+1*13M+1 = 0

1*771+1*107M+1 = O

17271 +1*4M+1*127M+1*157M+1 = 0

Kai naudojama laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro

23 lygciy:

1*2/M1FONL+1*3NML*FON L+ FANL*ONL+1* 1IN T *10M+1*28M* 10N 1+1*3M 10N +1747 1> 10N+
+1*371*131 = 0

1*571*9M1+1*7~M1*137M = 0

1*6/1* 9N 1+1*7A1L*ONL+1*8M1* 9N L+1+57M 110N +1%67M 110N +1* 741 * 107N 1+1*87M 1 101N+
+1*77M1*137M+1 = 0

1*117M+1*127 = 0

1*1IM+1*2M1+1*3M L +1%4N 1+ 175N +1*6M 1 +1*77M1+1%87M = 0

1*3M*6N1* 13N L+1* 21> 7AL* 13N+ 1> 4N T*7AL* 13N L+ 15N * 7 A1+ 13N L+1*6/N 1> 7/ 1% 13N+
+1*3M*8NML*L3M+LIFT7ALF8ALFL3M+1* 271 *F10M*13M L +1*3ML*F 10N * 13N +1 %471 * 107N 1 *13M L+
+1*5M*F10M > 13N L+HI*ENL*T7AL+1* 2/ * 13N L+1*3M* 13/ +1+4N 1+ 13N +1*5A 113N +1* 7M1 * 1371+
+1*10M*13M+1*5” = 0
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1*6ML*7A1* 13N L+1*7AL*8ML*13M+1*2/M1*10M* 13N +1*37M1* 107N *13M L+
+1*4M*10M*13M1+1%6M* 10N * 13N 1+1* 721 107N * 137N 1+1*8M L * 100N * 137 1+1+ 281 10N+
+1*37M1*10M+1*%47M1*10M+1*%67M1* 10N 1 +1* 7M1 107N 1+1+8M 110N+ 1% 2/ 1% 13N +1*3M 1371+
+1*4M1*13M+1757M1* 13N+ 1*7AL 13N +1*2M+1%37M1+1%4M+1%571 = 0

172/ *6AL*T7AL+I* 3N L*ENL*TAL+L*4ANTFENL*TAL+LI*ENAL*XGNAL* 7 AL+ 1+ 2/ *7AL*8MN L+
+1*F3NIFTAL*FEAL+LFANI*TAL*BNAL+I*ENL*FTAL*BNL+1L* 2/ 1+ 3N * 10N +1+ 3/ %471+ 1001+
+1*3M*5M*F10M+1*27M1*6M L * 10N+ 174N X6 1+ 10N L+ %3N > 7AL*F10M L +1* 27 148N X 107N L+
+1*4ANI*8NL*F10MNL+I* 2/ L*F 3N * L3N L+1* 3N *ANT* L3N L+ * 21> 5N L *F 13N+ 1> 4N 15N> 137N+
+1*27M1*6MN1*F 13N+ 14N LRI 13N+ 1IFENL* 6N L F L3N L+ * 3N > T7AL*FL3MNL+L* 271 *+8M L X 130N+
+1*4N1*8NL*F13M+1*ENL*FBAL* L3N L+1*2M * 10N * 13N +174M * 10N * 13N+ 145N * 10N * 137N+
+1*2/N1*3NL+L*3NLFANL+L* 2N BN L+ TIF ML FENAL+LFANL*ENL+LF2AL* T AL+ >IN L*T7AL+L*4NL*F T L+
+1*67M1*10M1+1*7/21*10M+1*48M*10M +1+3M *13M+1*10M*137M1+1*%37 = 0

1*9M*10M = 0

1*57M1*10M+1*6M1*10M+1*7/M1*%10M 1 +1*87M1* 107N +1%10M = 0

I*5ML*7A1+1*%67M X 10N +1% 721 *10M +1+8M *10M +1*107M*137M1+1*%57 = 0

1F2/A1*5N1+1* 3N *ENL+H1*ANI*EN L+ 17 286N 1 +1* 3/ *6M L+ 1+ 4N T*EN L +1* 2/ > 7T/ ML+
+1*3NLFTAL+HL*FANL*FTAL+L* 28N> 8N +1*3M*8M L+ 174N+ 8N L +1*3M 107N 1+1* 7/ 1+ 107N+
+1*2/M1* 137N +1*43M* 138N +174M *13M+1*107M*1372 = 0

1*10M*13M+1*10M = 0

1*3ML*7AL* 13N L+1*3NI*EML+1*2/M1*10M 1 +1 %3781 107N 1 +1%47M1 10N +1%67M 110N+
+1*87M1*10M1+1*2/M1* 137N +1%4M1 * 13N +175M *13M+1*57M = 0

1#3M*10M+1*2M *13M+1*3M 13N+ 1 *4M1*13M L+ %2781 +1%3M+174M+1*10M = 0

17281 * 3N L+1*3NL* 4N L+ *57M1*6MN1+1*5M 1+ 8N +1*6M 110N +1*8M 1+ 10N L+ %271+ 137 1+
+1*3M* 13N +1*4NM* 13N +1+5M *13M+1*3M+1*10M = 0

1*5M*6MN1+1*%57M*8M1+1*%67M1*10M 1 +1*%87M1*107M 1 +1*%57M1+1*107M = 0

17271 *10M+1%4M1*10M L+ 1> 7/A1*10M L+ %371 %13/ L+1 %2781 +1%3M+1%4M = 0

1*3NL*SAL+LF2NL*TAL+L*3NL*TAL+L*4NT*7AL+1*6MN 110N +1* 7/ 1% 10N 1+1 %871+ 100N 1+
+1*2/M1* 13N L+1*3M* 13N +1 74N * 13N +1*5M L * 13N+ 1% 281 +1* 37N 1 +1%47M1+ 175N +1*107M = 0

1*771*10M = 0

1*2/1%13M+1*3M* 137N +174M % 13M+1%2/M1+1*3M+1%471 = 0

1*5M1*13M+1*571 = 0

1*37M1*9M1*13M+1*37M*137M1+1*10M = 0

3. Pavyzdys:p=2,m=1,n=2,t=2.
Gauname s = 8 lyg¢iy sistemg su k = 16 kintamaisiais:

1*1A1*9A1+1%3A1*9N1+1 = 0

1*1AT*10MNL+1*2/T*OAL+1*2A1* 10/ +1*3AI*OAL+1*3AL*13N L +1*3AT*14N1+1*4N1*131 1+
+1%471*1471 = 0

1*1/1*11A1+1*3/M*1141 = 0

I*IATF12AL+1*2AT*1INALH1*2AL* 1281 +1%BAL*11IAL+1*BAL*15A L +1*3AT* 16N 1 +1*4A1* 151+
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+1*47°1*1671 = 0

1*571* 9N 1+1*7~M1*9M+1 = O

1*571*107M1+1*67M1* 9N+ 17671 * 10N L+ 1% 7 /AL 9N L+ 1 * 7 AL * 13N+ 1% 7 A1 147N +1*8M 11301+
+1*8M1*14M+1 = 0

I*5M*1AM+1*7/M1*%11M = 0

IF5M1L*12M+176M L * 1IN+ 1*6ML* 128N+ 1> 7 A1 * 1IN L+ * 7M1+ 15N 1 +1*%7AM 1+ 167N 1+1+8M 1 157N +
+1*87M1*167M1+1 = O

Kai naudojama leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 29 lygciy:

1*571*9N1+1*7~M1*9M+1 = O

1*57M1*10M1+1*67M1* 9N +1*%6/M1* 10N L+ 1% 7 A1 9N L+ 1* 7L * 13N+ 171 147N +1*8M 11301+
+1*8M1*14M+1 = 0

IF5ML*12M+176M L * 1IN+ 16N L * 128N+ 1> 7A1* 1IN T+ *7A T+ 1I5A L+ 7~ 1167 1+1%8M 1 157N +
+1*87M1*167M1+1 = O

1*1171 = 0

1*1M+1*3M+1*57M+1*%7~M = 0

17271 *10M+1*2M1+1*37M1* 10N L +1*3M X 13/ L +1*3M L * 147N+ 173N +1*4M1*13M L+
+1*ANL* 1AM+ T1F6NIFONL+1*6M L * 10N L+ 1> 7AL*ON L+ 1*7ALF 10N L+ > 7/ L* 13/ 1+ 1+ 7M1+ 140N+
+1*87M1*137M1+1*87M1*147M1+1 = 0

17271 *127M1+1*3M* 128N +1*3M 115N +1* 371 * 16/ 1+1*4N 1T+ 15N 1 +1%4N1 * 167N 1+1%67M 11271+
+1*7A1I* 1271 +1*F7AL* 157N+ 1% 7M1 * 167N +1+8M *157M +1*8M %167 +1 = 0

1*6M1*9M1+1*%6M 1+ 1+ 7M1 *9MN+1*%7~M = 0

1F2AL*SAL+LF2ALFTNALFI3NL+L*2AL*TAL* 14N L+L7 2/ *7AL+1%2M1*8N1* 13N+
+1F2M*BALFLANL+TF 2T+ >3/ >SN > L3N+ 1F 3N IFENL* 14N+ 1+ 3N T*F5AL+1*3M 6N X 13N+
+1*3M*ENL*FLANL+I*3NLFTAL* L3N L+LI* N> T7AL* 14N T+ *3N > T7AL+1*3M1*8NML* 13N+
+1*3MI*BNAL*FLANL+L* 3N LAHL*FANIFENL* L3N+ L * AN I BN * 14N L+ 174N * 6N 1+ 13N L+1*4NT*6M 1 * 14N+
+1*F5AIFT7AL*FI3NL+I*ENL*FTAL* 14N +175ML*8NAL* 13N L+ *5/M 1+ 8N * 14N +1*5MN1+1*6M 1+
+1*F7AL*BNAL*FI3NL+L*FT7AL*BNAL* 14N L+1*T7AL*13M+1*7/M1*14M = 0

1*5N1*6AL+1*5N1I*7A1+1*6/1*7/M1+1%6™NL = 0

1*7/M1*9N1+1*7/~M1*107M 1 +1*%8M 1 *9M1+1*87M1*10M+1*%9M+1*107M = 0

1*3M*10M+1*3M* 128N +1*3ML+1*4NT* 10N L+ 154N * 12781+ 174N+ 1% 7/ 110N+
+1*7A1I* 1271 +1*57AM1+178M * 10N +1*8M 1 * 128N +1*8M1+1*%10M +1*127M+1 = 0

1F2A1*F7AL+1*2M* 8N L+1* 271+ 1+ 3N 6N 115N +1*3/M 16N 1 X167 1+1*3M 6N 1+
+1*3NLFTAL*L3NL+LFINLFTALF 14N+ *3NAL*FEAL* L3N L+ *3M* 8N * 147 1+1+ 3N 8L+ 15N+
+1*37M*8M1*16M+1*3M*8NML+1*73M* L3N+ *3M 14N +1 3N 15N +1* 37N+ 16781 +1%3M L+
+1*AN1*6N1* 15N L+1*ANL*6NL*F 16N L+ 1% 4N L * 6N L+ 14N> TAL* L3N L+ L *ANI*TAL* 14N L+ 1*4N LT L+
+1FANT*BNL*FL3NL+I*ANLFBAL* 14N +1 74N *BNAL* 1SN L+ *4NT*BNAL* 167N +1*4M1* 13N+
+1*F4N1* 14N 1+154N 1> 15N 1 +1%4M 167N 1 +176MN L *7A1+1%67MN 1 * 8N 1+1*67M1+1*%7/~M1*8”M = 0

1*6M1*13M+1*6M1* 14N +1*7/A1*13ML+1*7/M1*147M = 0

1*6M1*7/M1+1*67N1*8NL+1*6M1+1*7~1*8™N = 0

1#3NI*EALHI* N> T7AL* L3N+ LI* 3N LFT7AL*LANL+1* 3N * 7ML * 15N 1+ * 3N *7A1L* 167N L+
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+1*3N1L*T7AL+1*3NL*BNL*F 13N+ *3NL* 8N * 14N 1+1 %3N * BN 1 15N 1 +1*3/M1*8NL* 16N 1 +1%4N1*5N 1+
F1FANLFTAL* L3N+ L FANLFTALFLAN L+ L *ANL*FTALF IS L+ 4N LTI * 160 1+ 174N 17 M 1+
+1*4N1L*BNAL*L3NL+LF4NLFBAL*L4NL+1 54N 1 *8NL*F 15N 1+1 74N * 8N * 167N 1+ 1751 *7AL+1*5M *8M L+
+1*571+1*771*8”1 = 0

1*5M*15M +1+5M *16M 1 +1*5M1+1 %671+ 107N %1571 +1 %671+ 107N * 167N 1+1 %671+ 100N 1+
+1*6MN1*12/M1* 157N 1+1%6MN 1 * 12717167 1+1%67M 1> 12781+ 1% 7/ 10N X 13N 1+ 1* 741 10N * 147N+
+1*7A1* 10N L+1*F7AL* 121> 13N L+1*7AL* 12781 * 14N 1+ 1%7A1* 12781+ 1+ 78113781157+
+1*7/M1*13M* 16N L+1*7AL* 14N+ 1SN I+1* 71> 147N+ 167 1+1% 7M1 +1+8M L * 10N * 130N 1+
+1*87M1*107M1*147M1+1*8/M1* 10N> 1571 +1%8/M1* 10N * 1671 +1%8M1* 12781 * 138N +1+8M * 12781 * 147N +
+1*8NL* 12/ * 157 1+1*8M > 128N * 167 1+1+8M 1+ 13N *15M +1+8M* 13N * 167N +1+8/M 1+ 148N * 15N+
+1*87M1*147M1*167M1+1*87M1*157M1+1*%8M*167M1+1*107M1*13M1+1*%10M * 148N +1*107M 1+ 1571+
+1*10M*167M+1*12/M1* 13/ 1+1%12M * 148N +1* 12781 %1571 +1%12/M1 %1671 +1* 13N+ 17147 1+1%157M +
+1*16™1 = 0

1*67M1*15M+1*%6M1* 167N 1+1*6M L+ *7AML* 15N+ 1> 7M1 *167M1+1* 7”1 = 0

1#3M1*15M1+1*3M* 16/ 1+1* 3N+ 1*4M 1 * 15/ 1 +1 4N * 167N 1+ 144N 1+1* 7/ 1571+
+1*7M1*16MN1+1*7M1+178M *15M +1*8M *167M 1 +1*8M1+1*%10M * 15N +1*107M* 167 1+1%10M +
+1*127M1*15M+1*12M *167M1+1*12/M+1*%15M +1*%167M1+1 = 0

1*2/M1*15M+1%2/M 1% 167N 1+1* 281 +1*3M*6MN L +1*3ML* 7/ 1+1+3M L+ 13N +1*3M * 147N +1*3M 1+
+1F4ANIFENL+1F4NI*T7AL+1*4N T > 13N L+1 74N T F 14N+ %4M1 *157M 1 +1%47M1 168N 1+1* 741+ 10N *13M 1+
+1*77M1* 107N 1% 1481 +1*%7A 110N 1*15AL+1*57A1L* 10N X 16/ 1+ 157/ * 12781 * 13N 1L+ 1% 7/ %1281 %1471+
H1F7ALFL2M >SN LHL*T7AL* 128N * 16/ 1+ 1F 7 AL * 13N+ 1*7 AL 14N T+ > 7 AL * 15/ 1+ 1% 7~ 167 1+
+1*8M*10M*13M1+1*8M*10M *147M1+1+87M 10N * 157N +1+87M 107N * 167N +1+8/M 1+ 128N % 13N+
+1*8M1* 1271 * 14N 1+1*8/M 1> 12781+ 15N 1+1*8/M 1 * 12781 %167 1+1%8M 1 * 13N +1+8M L * 14N +1*8M L 15N+
+1*87M1*167M1+1*%10M*13M*15M +1*107M* 137N *167M1+1*10M * 148N * 157N +17107M 11481 %167 1+
+1*10M*157M1+1*10M * 167 1+1*12/M * 13/ 1151 +1* 1271 %13/ * 167N 1 +1%12/M1 %1478 % 15N+
+1*12/M* 1471167 1+1*12/M1 %1571 +1* 1271 %167 1+1* 13/ * 157 1+1*13M * 167 1+1* 147N * 1571+
+1*14M1*167M1+1*157M1+1*%1671 = 0

1*3ML*6NL+1*3NL*T7AL+L*3MI* L3N L+1*3NML* 14N+ 173N+ 14N <61+ 174N > 7T~ 1+
+1FANTF L3N L+1FANI*1ANT+1FAN L+ I*T7AL*10ML < 13N+ 1> 7/ 1 * 10N < 14N+ 1> 7/ 110”1 < 15N+
+1*7N1*10MI* 16N L+1*7AL* 12/ 1 * 13N L+1*7AL* 121> 14N 1+ 1% 7A1L* 12781 %1571+ 1% 7/ %1281 %167 1+
+1*7AL*L3NM+LIFTALFLIANL+H L7 L+178M 10N * 13N +178M 10N * 148N+ 14871+ 10N X 15N+
+1*87M1*107M1* 167N 1+1*8NM1* 12/ 1% 13N L+1*8N1L* 12781 %1471 +1%8M1* 12781 %1571 +1*%8M1* 12781 %167 1+
+1*8M1*13M+1*8M1* 147N +148M L +1*9M *1 3N * 15N +1*9M *1 3N * 167N +1*9ML*1 3N+
+1*97M1* 1471+ 15N 1+1%9M 1+ 1471+ 167N 1+1*%97M1 * 14781 +1%10M 11 3M *15M +1*10M > 1371+ 167 1+
+1*10M1*14M*157M+1*%107M* 1481 %1670 1+1 10N +1* 1271 %13/ 1+1 %128 %1481 +1% 1278 1+1%13M+
+1*14M+1 = 0

173/ *13MNL+1*3ML*F 14N+ *4NL*FL 3N+ *4NL* 14N L+ * 7M1+ 15N L+1*7AM 1% 167N 1+1*%8M1* 157N+
+1*8M1*167M1+1*%9M*10M* 1571 +1*%9M * 10N * 1671 +1*%9ML X 10N 1+ 149N * 12781 * 157N+
+1*9M1*12M*16M1+1*9M 1 * 1281 +179M 1+ 15N +1 99N *167M1+1*%9M L +1*10M 1+ 157N +1*%107M 167 1+
+1*10M+1*712/M*13M > 15/ +1%12M > 137116/ 1+1* 1271 %13/ 1+1* 1271 %1471 %157+
+1*12/M* 1471167 1+1* 1271 %1471 +1* 1271157 1+1 %1270 %167 1+1% 128N +171 38N+ 15N+
+1*13M*167M+1*13M1+1%14M*15M +1*147M1 %1671 +1%14M1+1*157M1+1*%1671 = 0
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1*3MI*7AL+I*3NL*BAL+L*INL+LFANLFTAL+1F4NL*BNAL+1F4N L+ 1+ 7M1 * 15N +1*7/A1* 167N 1+
+1*87M1*157M+1*8M1*167M1+1*10M*15M+1*10M*167M 1 +1*10M1+1*15M +1*167°1 = 0

1*7A1*13NM+1* 7ML 14N 141 7AL* 15N+ 1% 7M1 %1671+ 158/ 1 13N 1+1*8M L 147 1+1+8M 1+ 157N+
+1*8M1*167M1+1*10M*15M+1*%10M* 167N +1*%10M+1*12/1*13M* 157N +1%12/M1* 138N * 167N+
+1*12M*13M+1*12/M1 % 147115/ 1+1 %128 * 148N 167N 1+ 171271 %148 1+1 %1281 %157+
+1*12M*167M+1*12/M1+1%13M*15M +1*13M* 167N 1+1%14M1 157N +1*147M1 %167 +1 = 0

1*137M*15M+1*13M* 167N +1*13M+1*14M *15M +1* 1478 * 167N 1 +1%14M +1* 157N + 17167 1+
+1 =0

1*7/M1*15M+1*7/M1 % 16N +1* 7/ 1+1*8/M 1+ 157N 1 +1*%87M 1 * 167N +1+8M L +1* 107N+ 1571+
+1*10M*167M+1*10M1+1*%15M+1*167M1+1 = 0

1*12M*15M+1*12/M*167M+1*%12/M1+1*15M +1*%167M1+1 = 0

1*97M1*157M +1*9M * 167N 1+1*9M+1*157M+1*1671+1 = O

173N *ONL+1*3ML+1 74N> 9N L+ 14N+ 1+ 781 * 10N+ 1> 7/ 1+1*87M 1+ 107N 1+1*87M1+1*%10M+1= O

Kai naudojama laipsniné ir leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 28 lyg¢iy:

1*571*9N1+1*7~M1*9M+1 = O

1*57M1*10M+1*67M1* 9N +1*6/M1* 10N L+ 1% 7 A1 9N L+ 1* 7L * 13N+ 17 A1 147N +1*8M 11301+
+1*87M1*147M1+1 = O

IF5M1L*12M+176M L * 1IN+ *6M L * 128N+ 1> 7 A1 * 1IN L+ * 7M1+ 15N 1+ 7M1+ 167N 1+1%8M 1 * 157N +
+1*87M1*167M1+1 = O

1*1171 = 0

1*1M+1*3M+1*57M+1*%7M = 0

172/M1*10M+1*3M*10M+1*3ML*13M+1* 3N L * 1481 +1%4M T+ 13N L+154N 1> 147N+ 176N 19N 1+
+1*6ML*F 10N +1F7ALFON L+ > 7AL* 10N+ 1* 7ML * 13N+ 171 * 14N +1*8M L X 13/ 1+1*8M 1+ 140N +
+1*271+1*%3M+1 = 0

17271 *12M1+1*3M* 128N +1*3M 15N +1* 371 * 16/ 1+1*4N T+ 15N 1 +1%4N1* 167N 1+1%67M 1 1271+
+1*7A1I* 1271 +1*F7AL* 157N+ 1% 7M1 * 167N +1+8M *15M +1*8M %167 +1 = 0

1*7/M1*9N1+1*7M1*107M+1*%8M *9M1+1*%87M 110N +1%9M+1*107M = 0

1*3M*10ML+1*3M* 128N +1*4M1*F10MN L+ *4N 1% 1281+ 7M1+ 10N 1 +1 %7/~ %1271 +1%8M1 107N 1+
+1*8M1* 1271 +1*3M L+ 174N+ 1> 7/ 1+1*8M1+1%10M+1*127M+1 = 0

17281 *7A1+1%2/1* 8N L+1*3ML*5NL+1*3ML*8ML+1*3M L * 13N +1*3M 1 1481+ %3N+ 15N 1+
+1*3MFLONL+LFANI*ENAL+HL*ANIF T AL+ L *ANT* L3N L+ *ANT* 1AM T+ 54N> 157N+ 174N 167 1+
+1*ENLFTAL+LI*ENAL*F8NAL+L*7AL*F8NL+1*2M+173M+1*57M = 0

1*3NI*F5AL+I*3M*T7AL+LI*3NL*FI5NL+1*3M > 16/ 1+1 4NN L+ 1*4N T T A L+1+ 4N+ 15N+
+1*4AN1* 16N 1+1*5NL*7AL+1*5/M1*8ML+1*6MN1* 10N L+ * 7/ 1+ 8N L+ * 7 A1+ 10N L+ * 771+ 137 1+
+1*7A1*1ANI+1I*F7AL* 15N +177AML* 167N 1 +1*8M L * 13N +1*8M 1 * 148N +1*8M 1+ 15N 1+1 %871+ 1670 1+
+1*9M1* 137N +1*%9ML > 1478 +179ML * 15N +1*9M *167M 1 +1*10M * 137N +1%10M 1 * 148N +1*10M 1 * 157N+
+1*10M*167M+1*5M+1*67M1+1*%8M+1*%137M+1*%14M+1*157M1+1*%167M1+1 = 0

172/ *15M +172/M % 16N +1*3ML*6N L+ 1+ 3N *FTAL+H1*4NL*6NA L+ 154N *TAL+1 %471+ 150 1+
+1*4N1* 167N 1+1*5M* 15N +145M L * 167N 1+ 1*7/M1* 13N+ 1> 7/ 1% 148N +1*8M 1+ 13/ 1+1*8M 1+ 1401+
+1*8N1*157M+1*8M*16MN1+1* 2N 1 +1 %3N +1*5M1+1 %8N +1 13N +1*14M1+1*15M+1*%167M1+1 = 0
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1*3MN* 13N L+1*3NL*LANL+L*ANT*F L3N L+ L *ANL* AN L+ L T7AL* 15N L+1*7AL* 16/ 1 +1*8N1* 150 1+
+1*871*167M+1 = 0

1*2NI*EAL+1*2/ L *BAL+1* 2/ 1> 13N +1* 281 14N L+ 1*3NL*7AL+1*3ML*8AL+1*3/M1* 15N +
+1*3NL*16NL+L*4ANL*ENL+LI*ANT*TAL+LI*4NT* L3N L+ 4N * 14N 1+1*4N1* 150N +1*4N 11670 1+
+1*EAL*TAL+L*EAL*BNL+1*5AL* 13N L+ 1*5N L * 14N 1+1*5/L* 15N +1*5A1* 16/ 1+ 1* 7M1 *8N 1+
+1F7AL* 13N +1L*TAL* 14N +1*TAL* 15N L+1* 7ML * 167N 1 +1 75/ 1+1%6M+1*7M = 0

1*3M* 15/ 1+1*3M* 16N +1*4NT* 15N +1*4NL* 16/ L+1*7AL* 13N L+1*7AL* 14N +1*8MN1* 13/ 1+
+1*8NAL* 14N +1* 3N L+L*ANL+TI*T7AL+1*8NL+1*1 3N L +1*1471+1*157M1+1*167M = 0

1*7/1L* 13N L+LI*7AL* 14N+ *8AT* 13N +1*8N L * 14N L+1* 7ML +1*8MN 1 +1*13M1+1*%1471+1 = 0

1*9N1*15A1+1*9MN1* 167N +1*9N1+1*15/1+1*1671+1 = O

1*3NL*TAL+LI*INL*BAL+L*ANL*FTAL+L*ANT*8N L +1*5N 1 * 15/ 1+1*5M * 167N 1+1*7/A1*15M +
+1*7/1*16MN+1*3M1+1*4N1+1*5M +1*8M+1*15M1+1*%1671 = 0

1*5M* 13N 1+1*5N 1> 14N +1*6A1* 15/ +1*5N L * 16/ 1+ 1* 7ML * 15N +1*7A1* 16/ +1*8MN1* 13/ 1+
+1*8N1* 14N +1*13M* 15/ 1+1*13M * 16N +1*14M1 %15/ +1%14M %167 1+1*671+1*8M+1 = 0

1*13M*157M1+1*137M %16/ +1* 14N * 15/ 1+1%14M1* 167N +1* 13N +1* 1481 +1* 15/ 1+1*167 1+
+1 =0

1*3M1*ONL+1*4ANI*ONL+1*BN1L* 15/ 1 +1*5M 1> 16N L +1*7/A1* 10N +1*7A1* 15N 1+ 1% 7M1 * 167N 1+
+1*8M1*10M+1*12/M1 %15/ +1*12/M* 167N 1+1*3/M1+1*4M +1*5M+1*8/1+1*10M+1*127M+1 = 0

1*5N1* 16/ 1+1*5M1* 16N +1*7A1* 15/ +1* 7M1 %16/ 1+1*5M L +1* 7/ 1+1*157M1+1*1671+1 = 0

1*7/M1*15M+1*7/M1*%167M 1 +1*8M * 157N +1*8M L * 167N 1+1*10M *157M+1*10M* 167N 1 +1* 7M1+
+1*8MN1+1*10M+1*157M+1*167M1+1 = 0

122/ 1> 13N L+1* 2/ 1> 14N+ FAN L 13N +1*4ANL* 148N 1+1*%10ML* 15N 1+1*%10M %161 1+
+1*12/1*15M +1*12M1*16/1+1*7/M1+1*8MN+1*10M1+1*12/1+1*1571+1*167 = O

1*2/1*ONL+1*ANL*ON L+ *7AL* 10N +1*8A1* 10N +1 %12/ * 15/ 1+1 %12/ 1% 16N +1*27 N 1+
+1*4AN1+1*6MN1+1*8M+1*10M+1*12M1+1*13M+1* 147N +1*%15M+1*167M+1 = 0

1*12/M1* 15N +1*12M *167M1+1*12M+1*15MN+1*%167M+1 = 0

1*6M1+1*7/M1+1*13M+1*147M+1 = 0

1* N> 13N L+1*ONL* 14N +1*9N1+1 %137 1+1*147M+1 = 0

Kai naudojama laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro

26 lygciy:

1*2A1*OAL+1*BAL*QAL+1* 1AL *10AL+1#2AL*10AL+1*BALF 13N +1*4NT* 13N 1 +1*3AL* 1471+
+1*471*1471 = 0

1*BA1*QAL+1*7AL*9N1+1 = 0

1*6AL*OAL+1*TAL*QAL+1*BAL*10AL+1+BAL*10AL+1*TAL* 13N +1*8AI*13AL+1*7AL* 1471+
+1*871*1471+1 = O

1*1171 = 0

1*1A1+1*3A1+1*BA1+1%771 = 0

1*BA1*10/M+1*7A1*1071+1%107M = 0

1*9A1*1071+1*107 = 0

1*7A1*107M1+1*8/M1*107 = 0
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1*37M*10M+1%4M*10M+1*10M = 0

1*10M1*1371+1*107M1*14°1+1*10”M = 0

1*3NL*F7AL*I3NL+L* 4N *T7AL* L3N L+L* 3NN * L3N+ 154N 1 8AL* 13N +1*3M > 7ML * 1471+
F1FANIFTAL*L4NL+LF3NLFBAL* 14N L+ L FANL*FENAL*FLANL+L* 2/ > TN+ 1* 3N L*TAL+1*2M*8M L+
+1*3M1*BNAL+1* 2/ F 10N L+ *4NTF 10N L+ 53N> L3N+ *4NL* 13N+ 1H 3N * 14N+ 1+4N 1% 140N+
+1*271+1*3”1 = 0

172/ *13M+1*3M*13M+1* 2/ * 148N +1* 371+ 1481 +1*27M1+1%37M = 0

1+5AL*7AL+1*6N > 7/ L+1*57M 1+ 8N +1*6M 1+ 8N L+1*6M 1 *10M L +1*8M 1% 10N L +1*57M 1 +1%67M 1+
+1*10M = 0

172/ *10M1+174M1 % 10N+ 1+ 3/ 13N+ 1 *4N1* 13N L+ 53N L * 14N L +154N 1+ 1471 +1%20N 1+
+1*3" = 0

I*5MI*13M+1*6M*13M+1*5M L * 148N +1*67M 11471 +1*57M1+1%67M = 0

1*2/A1*5NL+1*3NL*EAL+L* 2/ * 7 AL+ 3N * 7/ 1+1727M1+1*%37M = 0

1*2N1*3NL+1* 2N *4NL+1*3NL*4N+1*2~ = 0

1#3NL*FEAL+HIFANI*ENL+HLI*3NL*F6N L+ I ANIF N L+ * 2> 7ML+ 1F 3N L*T7AL+1* 28N * 8N+
+1*3M1*8MN+1*67M1*%10M1+1*87M1*107M+1*%10M = 0

1*571*%67N1+1*5M* 8N +1*%67M1* 8/ 1+1*67M1*10M +1*+871*10M+1*57M1+1*10M = 0

1*67M1*10M+1*8M* 10N +1*7/A1* 13N +1*8MN1* 13N L+ * 7M1+ 147N 1+1*8M 1+ 147N +1%67M 1+
+1*77°1+1*%10M+1 = 0

1*6/1* 7/ 14+1*6M 18N L+ 1> 7AL* 8N L+ 1> 7ML * 13N+ 18I 13N+ > 7ML * 147N 1+41+8M 1+ 140N+
+1*8M = 0

1*3ML*ENAL+L*4ANL*ENL+HL*2ALFTAL+I*ANL*FTAL+L* 2/ * 8N L +1*3ML* 8N L+1* 7M1+ 13N 1+
+1*8M1* 13N+ * 7ML *14M+1*8M L *14M1+1+3 ML +1%47M1+1*6M 1 +1* 7M1+ = O

176N *13M+1*7/M1*13M+1*6MN 1 * 14N +1* 7M1+ 1481 +1%6MN 1+ 1% 7M1 +1* 137N +1%147M+41 = 0

1*3NM1*ONL+1*4NML*OML+1*37M 41747 = O

1*7/M1*9N1+1*8NL*ON L+ *7AL+1*8MN+1%9M+1 = 0

1*OM1I*13M+1*9MN* 14N +1*9M1+1%13M+1*147M+1 = 0

4. Pavyzdys:p=2,m=2,n=2t=A.
Gauname s = 12 lygc¢iy sistemg su k = 22 kintamaisiais:

1*17M1*13M+1*47M*137M+1 = 0

1*INI*F14AN L+ 72/ > 13N L+ * 2/ > 14N+ 174N 1 * 13N+ 154N 15 19N 1+ %481 20N 1+ 1+57M 119N +
+1*57M1*20M = 0

1I*INI*15ML+172/M1* 15N +1*3ML*13M+1* 3N * 1481+ %3N FLSNL+1 54N> 13N +1%4M1 > 147N+
+1*F4NT*LSNL+1*4NI* 19N +174NL* 20N 1+ 175N * 13N +1*5M 1 1481 +1*5M 1% 15N 1+1 %571 %1971+
+1*57M1*207M1+1*%67M* 1378 +1*%67M1* 147N +1%67M*157M = 0

1*1M*167M+1*4M %167 = 0

IFINI*I7AL+LI*2ML*F 16N+ * 2/ *F LT AL+ *ANTIF 16N L+ *4NT* 22N 1+ 154N+ 23N+ 14511 *220N ]+
+1*57M*237M = 0

1*IMI*18ML+172M *18M+1*3M* 16N+ *3NML* L7/ L+ %3N * 18N L+1* 4N+ 167N 1+ 14481 * 177 M1+
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+1FANTF L8N L+LF4NL* 22N+ 174N > 23N+ 1F5ML* 16N +1*5ML* L 7AL+1*57M 1 18N 1+1 %571+ 2271+
+1*57M*23M+1*%67M1*167M1+1*67M1*17M1+1%67M1*18M = 0

1*771*13M+1*107M*13M+1 = 0

1*77M1*%147M+1*8M* 137N +1*8M % 147N +1*%10M * 137N +1*%10M 19N +1*%10M*20M L+
+1*11M*19M+1*117M1*207M+1 = 0

1*7/M1*15M +1*8M* 15N +1*9M1* 13N +1*9N 1+ 14N 1+1*%9M1* 1571 +1*%10M1*13M +
+1*10M*14M+1*107M1* 157N +1*10M * 19N +1*10/M 1 * 200N 1+1*1 1M * 13N +1* 1AM * 1401+
+1*11M*15M+1* 11N+ 197N +1*1 1M * 20N +1* 12781 * 1371 +1%12/M % 148N +1*12781 %157 +1 =

1*771*167M1+1*107M*167M = 0

1*7/M1*17M1+1*8M* 16N +1*8M1*1 7M1 +1*10M* 167N +1*10M1* 22/ 1+1*10M *23M +
+1*11M1*22M+1*117M1*%237M+1 = 0

1*7/A1*%18M+1*8M *18M1+1*9M* 160N +1+9M 1 * 1 7M1 +1*9M *18/M1+1*10M * 1671+
+1*10M*17M+1*10M1* 18/ 1+1*10M * 228N +1* 107N 1 * 23/ L+1*1 1M * 167N +1* 11N> 17/ 1+
+1*11M*18M+1* 11N> 22781 +1*1 1M *23M+1* 12781 %167 1+1%12/M1 %1 7M1 +1*12781 %187 +1 =

|
o

|
o

Kai naudojama laipsniné ir leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro 28 lyg¢iy:

1*7~1*13M+1*107M*13M+1 = 0

1*7/M1*147M+1+8M *13M+1*8M 1% 148N +1*10M* 137N +17107M1*19M+1*10M *20M 1+
+1*11M*19M+1*117M*207M+1 = 0

1*7/M1*15M +1*8MN1*15M +1*9M1* 13/ +1*9NM 1+ 14/ 1+1*%9M1* 157N +1*%10M*13M+
+1*10M*14M+1*10M1* 157N 1 +1*%10M * 19N +1*10/M1* 20N 1+1*1 1ML * 13N +1* 11N * 1401+

+1*11M*15M+1* 111+ 197N +1*1 1M * 20N +1* 12781 %1371 +1%12M 148N +1*12781 %157 +1 = 0
1*7/M1*18M+1*8M1* 18N +1*9M * 16/ 1+1*9M L *1 7M1 +1*+9M1*18M +1*%10M L * 167 1+

+1*10M*17/M1+1*10M*18M+1*10M* 228N +1 %107 *23M +1*1 1M *16MN1+1*11M *17/M ]+

+1*11M*18M+1* 11/ * 22781 +1*1 1M *23M+1*12781* 167 1+1%12M %1 7M1 +1*12781*187M+1 = 0

1*16”M"1 = O

1*1M+1*4M+1*77M1+1%10M = 0

1*177M1+1*18M = 0

IF7AL*F1ONL+LI*T7AL*F 20N+ 1> 7AL* 220141 *7A1* 23N L+1 9N * 1471 +1%10M 1% 140N+
+1*10M1*22M+1*10MN1* 23/ 1 +1*1 1M * 14N +1* 111 * 19N 1+1*1 1N * 20N +1* 12/ 1% 1401+
+1*13M*18M+1*13/M1*19MN1+1*13M * 20N +1* 1471 * 15N 1+1*14M1 % 18N +1* 1471 * 19N 1+
+1*14N1* 20N +1* 14N 1* 22/ 1+1*141M1* 23N +1* 1571 * 197N 1+1*15M * 20N +1*18/M1* 190N 1+
+1*18M1*20M+1*18M1*22/1+1*18M *23M +1*3M+1*4N1+1*5M 1 +1%6MN 1 +1*8MN1+1*9MN 1+
+1*11M+1*127M1+1*%13M+1*15M+1*197M1+1*%20M = 0

1*7/1L*22M1+1*7/M1*23M+1*8M1* 148N +1*8M1* 18N 1 +1*9M 1+ 147 1+1*9M 1 * 197N 1 +1+9ML > 200N 1+
+1FONI*22M+1*FONM *F 23N+ 1IN F 14N +1 %1 1AM+ 18N +1*%1 1M * 2281 +1% 11N %237+
+1*12/M* 14N+ 1* 1271 * 19N 1+1*1 281 * 20N +1* 1281 %22/ 1+1*12/M]1* 23N +1* 13N * 1501+
+1*13M*19M+1*137M*20M1+1%14M * 15N +1* 1471 % 18N 1+1%15M * 228N +1% 157N %2371+
+1*18M*22M+1*18M1* 23N +1*3M L+ 176N +1*7/A1+1*9M+1%1 1M +1*128M +1%137M+1%157M+1 = 0

1*13M*15M+1*13M*18M+1*13M*19M +1*137M1* 20N +1*137M*22/M1+1*13M * 237N+
+1*14M1*19M+1* 1471 *20M1+1*15M * 18N +1* 15/ 1* 22/ 1+1*15MN * 23N +1*18/M 1 * 190N+
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+1*18MN*20M 1 +1*8MN+1*9N1+1*10M+1*12M +1 %14/ 1+1*15M +1*18M+1*%197M1+1*%20M = 0

1*1471*15M1+1*147M1 %2271 +1*%147M1% 23/ 1 +1*157M * 18N +1*157M1*19MN1+1 %1567 *20M 1+
+1*18M1*197M1+1*18M*20M1+1*18M*22/M1+1*18M *23M+1*3M+1*6M 1+ 179N +1* 12/ 1+1% 147N+
+1*15M+1*197M+1*20M1+1*22M+1*237M+1 = 0

1*13M #2281 +1*13M* 23N +1*14M1* 19N +1%147M1% 20N +1%18M1* 2281 +1*18M * 237+
+1*13M+1*147M1+1*%18™ = 0O

1*14M*19M+1*14M17 20N +1*18M1*22M +1 %1871 *23M L +1*% 197N * 2281 +1* 19N * 237+
+1*20M1*22M+1*207M1* 237N +1*27M+1%4M+1*107M +1%1 1M +1* 148N+ 1+ 157N 1 +1%18M L +1* 197N +
+1*20M1+1*2271+1*%23”1 = 0O

1*13M*18M+1*13M* 19N +1*13/M*20M+1 %1471 * 18N +1* 15N * 2281 +1* 157N * 237+
+1*18M*19M+1*18M * 20N +1*18M1* 228N +1*18M1* 23N +1*19M*22/M1+1*19M * 237+
+1*20M1*22M+1*20M*23M1+1*3M+1%6M+1*8M L +1*9M 1 +1%1 1M +1*1278M1 +1% 1371+
+1*157M1+1*187M1+1 = 0O

1*14M1 %2271 +1* 148172381 +1 %1571+ 18N +1 %1571 * 2281 +1*% 157N *23M1+1* 19N * 2271+
+1*19M1*23M1+1*20M* 22781 +1* 20N 1% 23N +1 %281 +1 %3N +1%4MN 1 +1%6MN1+1* 147N +1%18M 1+
+1*19M+1*20M1+1%22M+1*23M+1 = 0

1*1571*19M +1*157°1*%20M+1*%107M+1*117M+1 = O

1*13M*19M+1*13M* 20N +1*18M1*22M +1*18M1* 23N +1*%19ML * 2281 +1*19M * 2371+
+1*20M1*22M+1*207M1*23M1+1*27M1+1%4M +1* 13781 +1%18M+1*227M+1*%237 = 0

1*147M1%18M1+1*19M * 22781 +1% 1971 *23M1+1*20M* 2281 +1720M 1% 23/ 1+1 %2781 +1%57N 1+
+1*97M+1*%10M+1*11M+1*12/M1+1%15M+1*18M+1 = 0

1*157M1*22/M1+1*15M *23M+1*%18M*19M+1*18M * 20N+ 13N +1%4M1+1 %571+ 1%6MN 1+
+1*97M+1*%10M+1*11M+1*127M1+1%19M+1*207M+1 = 0

1*3M+1*4M1+1*57M+1%67M 1 +1*8M+1* 10N +1*19M L +1%20M +1*227M1+1*%237 = 0

1*157M1*18M+1*18/M1*22M +1*187M1*23M+1*8M1+1*10M +1*%15M +1*18/M1+1*19M1+1+20M +
+1*227M1+1*2372 = 0

1*18M1*22M1+1*18ML* 23N +1*19M1* 22/ 1+1*19M * 23N +1720M 1% 22/ 1+1*20M*23M +
+1*9MN1+1*10M+1*11M1+1*128M1+1*%18M+1 = 0

17271 +1*47M1+1*22M+1*237M+1 = 0

1*4AN1+1*5M+1*9MN+1*10MN L +1* 1AM +1*12781+1*18M+1*%19M+1*%20M+1 = 0

1*8M1+1*9M+1*10M1+1*12M+1*157M+1 = 0

1*197M1*22M1+1*19M *23M+1720M1*227M1+1*%20M *23M+1*10M 1 +1%1 1M +1*15M +1%197M L+
+1*20M1+1*2271+1*%23”1 = 0O

179N +1*10M+1*11M+1*127M+1*197M+1%20M+1 = 0

1*10M1+1*11M+1*157M+1 = 0

Kai naudojama laipsniné ir atvirkstiné leksikografiné rikiavimo tvarka, Griobnerio bazes sudaro
35 lygciy:
1*3M*13M+1*4M1*13M+1*5M 1 * 13N +1*6MN1* 13N L+1*3M 1> 14N 1 +1% 4N 1% 147N 1+ 175N * 147N +

+1*6MN1* 14N 1+1 71N> 1571 +172/M1 X151+ 1+ 3/ * 15N+ 1748 115N +1 %57 1% 15N 1+1 %671+ 150 1+
+1*4N1* 19N 1+1*57M* 197N +1%47M1 20N +1757°M1 %207 = 0
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1*7/1*13M+1*107M*137M+1 = 0

1*8M1*13M+1*10M1* 13N L+1*7/M1* 1471 +1%8M L * 147N +1*10M 1% 19N +1*11M1 197N +
+1*107M1*207M1+1*117M1*207M+1 = 0

1*9M1*13M+1*10M* 13/ +1*11M *13M+1*12/M1 %131 +1 9N * 147N +1%10MN1* 140N+
+1*11M* 14N +1* 12781 %1471 +1%7A1* 157N +1%8M L X151+ 179N % 15N +1 10N 15N 1 +1%1 1M1 %157+
+1*127M1*15M +1*10M*19M+1*11M *19M +1*107M*207M1+1%11M*%20M+1 = 0

116”1 = O

1*1M+1*4M+1*77M1+1%10M = 0

17271 +1*3M+1*5M+1*%67M 1 +1+8M+1*9M+1*11M+1*1271 = 0

1*7/1*%157M+1*107M*157M1+1*157M = 0

1*1371*%157M+1*15" = 0

1*147M1+41*157 = 0

1+8M1*15M+1*9M *15M +1* 11N * 15781 +1%1271%157M = 0

1+4M1*15M +1*5M *15M+1*157 = 0

1*107M*15M +1*11/M1*15M +1*157M1 %197 +1*1571%20M+1*157 = 0

1*4M1*10M* 19N +175M * 10N X 19N+ 17481 * 1AM X 19N+ 145/ * 11N * 19N+
+1*10M*13M*19M +1* 1171 %13/ 19N +1*9M 1+ 15N 1 * 197N 1+1 %1281 * 157N * 19N +
+1*47M1*10M* 20N +175M* 10N * 20N +174M 11N * 20N+ 15N <1 1M * 200N +1* 10N+ 1371+ 200N+
+1*117M1*13M*20M+1*9M*15M *20M +1* 12781 * 157N+ 20M 1 +1*3M* 107N +1%47M 107N+
+1*57M*10M+176M*10M+1*8M 1 *10M+1*3/M 1 * 11N+ %471 * 11N 1+1 %521 1AM +1%67M 1 * 110N+
+1*8M*117M1+1*10M > 11/ 141+ 3N * 15N+ 176/ 1 * 15N L +1%4M 1 19N 1+1* 5N * 197N 1+ 178N+ 19N+
+1*11/M1*19M1+1* 13/ 119N L +1 %481 * 20N 1+1+57M 20N +1%87M 120N +1*117M 1% 20N +1 %1371 %207+
+1*3M+1*4M+1*5M+1*67M1+1*%11M+1*157 = 0

1*157M1*19M+1*15M*20M+1*157 = 0

1*8M*19M+1*107M*19M+1*13M *19M +1*8M1*20M+1*10M*207M 1 +1%13M*20M1+1*8M 1+
+1*10M1+1*13" = 0

1*3NL*FANL+L*3NLFENL+HL*ANL*F6N L+ 1SN IO L+ * 3N * T AL+ IFANIF AL+ >S5 > 7ML+
+1*6NAL*7AL+1I*ANIFONL+I*ENAI*ON L+ *7AL*ONL+1 78N> 9N L +1%47M1* 107N +1457M 107N+
+1*7M1*107M+1*8M*10M+1*3M* 11N +1*6M 1 * 1IN L+ *7AL* 1IN L+ %8> 11N 1 +1%40M1 1271 +
+1*SM*12/L+1*T7AL* 128N +178/M1* 128N +1 510N 1 F 13N+ 1A T * 13N+ > 7ML 197N 1+1+9M 1 X 19N +
+1*10M1*19M+1*12/M1*19M +1*%13/M1* 19N +1*7/A1* 207N 1+1*%97M1*207M1+1%10M L * 20N+
+1*1271*%20M+1*13M*20M 1 +1*7/M1+1* 11781 +1%19M+1*%20M+1 = 0

1*3ML*7AL+LI*ONL*TAL+HL*ANTFON L+ >SN L*ON L+ 1+ 7ML * 9N L +1*47A1* 107N +1+8ML 107N+
+1*9M* 10N +1*3M* 11N +1*6M L *F 1IN+ I*7AL* 1IN L+ >8I 1IN L+ %41 * 12781+ 14571 1271+
+1*7/M1*127M141710M > 127141748 % 13N+ 175711 3M +1*5107M 1 * 13N +1 %11/ 113N +1*3M 1571+
+1*6M1*15M1+1*9ML*F 15N +1*128M1* 15N+ 131 F 19N +1*6M L * 197N 1+19ML*F 19N+ 112781 19N +
+1*137M1*197M+1*3M* 207N 1+1%67M 120N +1*%97M1* 200N +1*12/1% 20N +1*137M 120N +1*3M 1+ 1767 1+
+1*8MN1+1*9NL+1*11NM+1*12/M1+1*15M+1 = 0

1+4M1*8M1+1*57M*8M1+1*37M 1+ 107N +1*%67M 110N +1*48M X 10N +1+3M * 11N +1%48M 111N+
+1*5M*11M+1%6M* 11N +1*8M L * 11N +1*10M * 1AM +1%3M* 15N +1%6MN L * 15N+ 19N 157N+
+1*12/1*15/M1+1*4M * 197N+ 175N 19M +1%10M 19N+ 111N+ 19N+ 1547 1% 207N 1+1*57M 200N 1+
+1*10M1*20M+1*117M*20M+1*3M+1*6M1+1*8M1+1*%9M +1*12781+1*%15% = 0
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1#3ML*8AL+1*6MNL* 8N L+ *3NLFONL+I*4NTFONL+1FENML*9NL+1*6M L 9N L+1 %8N 1*ON L+
+1*3M1*10M+1*%67M1*10M+1*9MN1* 10N L +1* 3N > 12/ 1+1740M 1% 128N+ 155/ 1 12781 +1%67M 1120 1+
+1*8M*12M+1*710M* 128N+ 17471 *13M+1*5M 1 F 13/ 1+1*%10M * 13/ 1+ 11N X 13/ 1+1* 7/ 19M +
+1*9ML*19M+1*11M* 19N +1*128M % 19N +1%1 3N * 19N+ 1% 7 A1 20N +1*9M * 207N 1+1%11M <2001+
+1*12/M1*20M+1*13M* 20N +1*%7M1+1%8M+1*197M +1*%207M+1 = 0

1*7/M1*9M1+1*8M*10ML+1*8M 1+ 1AM +1*9ML * 1IN +1 10N> 1AM+ *7A1* 1271+
+1*11M*12M+1*4M * 13N +1*5M1*F1 3N +1* 3N L * 15N L+1*6M 1 15N 1 +1%4N 1 * 19N+ 145N * 197N +
+1*7M1* 19N +1*F9NI* 19N +17 1 1ML *19M L +1* 12781 * 197N+ 174N * 20N 1+ 145N * 20N+ 1> 7/ 1% 207N+
+1*97N1*20M1+1*11M*20M+1*1278M1*20M 1 +1*3M+1*6MN 1 +1*8M 1 +1*%9MN L +1* 10N 1 +1 %1 1M +1*127M 1 +
+1 =0

1*97M1*10M+1*9M* 11N +1*10M > 128N +1%1 1M1 * 128N +1%4M 1+ 13N +1 %5781 %137+
+1*9N1* 15N L+1*12M* 15N +1*3ML*19MN+1*4M 1% 19N +1 %571 * 19N 1+1%6/N 119N 1+ 17/ * 197N+
+1*10M1*19M+1* 1371+ 19N +1*37M* 207N 1 +1%47N1* 207N 1+ 175N * 20N+ 1+6M 1 * 20N+ 1> 7/ 1% 20N+
+1*10M1*20M+1*137M*20M1+1*3M ]+ 176N +1* 7/ 1+1*9M+1%1 1M +1*128M + 1% 137N +1%15M+1 = 0

1FANIFTALHLI*ENL*TAL+LI*FANT*ON L+ I*ENL*ONL+1*8M L * 9N L+1+ 3N+ 10N +1%47M1 %107+
+1*5M*10M+1767M1*10M+1*7/M1*10M 1 +1*8M * 10N +1+ 3N *F 11N +1%6/ 1 11N T +1* 7/ * 1171+
+1*8N1*LINL+1I*ONI*LANT+1*4NI* 1281+ 175N * 1281 +1 %8N 128N +1* 11N> 1281+ 154781 % 137N+
+1*57M1*13M+1*10M*13M +1*11M *13M+ 14481+ 157N+ 1 7M1 +1*%10M1+1*%137M+1 = 0

1*77M1*10M+1*8M*10M+1* 7/ 1* 11N +1*8M 1 * 1IN L+ %37+ 15N 1 +1%67M 1 157N 1 +1%9M L * 157 1 +
+1*12/M* 157 1+1%4M1 X 19N+ 175/ 1 * 19N +1 %13/ 119N +1 %471 * 207N 1+1*5M L * 200N+ 17138 207N+
+1*3M1+1*%4M+1*5M+1*6MN1+1*% 7M1 +178M+1*13M+1*%157M1+1*%19M+1*%207M+1 = 0

1*9M1*157M +1*12/M1*%157M1+1*%10M *19M +1* 1171+ 197N +1%10M *20M+1* 1171+ 207N 1 +1%9M 1+
+1*10M1+1*117M+1%127M1+41*157+1 = 0

1*87M1*10M+1*8M*11M+1*10M* 1M +1%4M *13M +1*5M *137M 1 +1*10M *137M L+
+1*11M*13ML+1*3M* 19N+ 174N TF 19N +1*5N T *F 19N L +1*6M L 19N 1+ 1+ 7/ 19N+ 11 1ML+ 19M +
+1*3M*20M+1747M1F 20N +1*57M1* 20N 1 +1*6M L * 20N 1+ 1 7M1 20N+ 171 1M R 20N+ 143N L +1*6M L+
+1*7M1+1*%8M+ 179N +1* 11N +1712/M1+1%13M+1*19M+1%207M = 0

1*37M*19M+1*%4M1* 19N +1*5M1 *19M+ 16/ 119N +1* 741+ 19N +1 9N *197M ) +
+1*11M*19M+1* 1271 % 197N +1%13M *19M +1* 3/ 20M 1 +1 %471+ 20N 1+1*57M1* 207N +1%67M 120N 1+
+1*77M1*20MN1+1*%9M*20M 1 +1*%11M1*20M 1 +1*128M1 % 20N+ 17137 1% 20N 1 +1 %3N 1+ 154N+ 175N+
+1*6MN1+1*7M1+1*9MN+1* 11N +1%12/M1+1%13M+1*19M +1*%207M+1 = 0

1*4N1* 9N 1+1*5ML*ONL+1*8M 1 *9MN L+ 3N 10M+1%6/M 1 10N +1*3M * 11N 1+1%6M X 11N+
+1*9NMI* 1IN L+1* 4N * 12781+ 1756/ * 1281 +1*8M L * 128N +1* 11N * 12781 +1%10M %13/ 1+1* 118N 137+
+1*3M* 157N +1*%6M 1 * 157N+ 17481 19N +1 57N *19M +1 10N * 19N +1%1 1M1 *19M L +1 %1378 * 197N+
+1*471*20M1+1*%57M*20M1+1*%10M*20M 1 +1*11M > 20N +1*137M 1% 20N 1 +1 %3N+ 156N +1%8MN L+
+1*97M1+1*11M+1*12M+1%197M+1%20M+1 = 0

1*107M1*13M+1*11M*13M+1*%137M1*19M+1*13M *20M 1 +1*10M 1 +1%1 1M +1*197M +1*%207M1=0

1*13M*19M+1*13M*20M+1*137M+1*19M +1*%207M+1 = 0

1*8ML*9NL+1*9M L * 11N +1*48M L * 12781+ 1% 1IN+ 1281+ %4N T+ 13N 1 +1*5A 1> 137N 1+ 1% 7/M1* 19N+
+1*10M1*19MN1+1*7/M1*20M 1 +1*10M L *20MN L +1%4M1+1 571+ 1% 7281 +1*8M 1 +1 10N 1+1* 11N +1%19M 1 +
+1*20M+1 = O

1*471*13M+1*5M*137M+1%47M+1*57 = 0
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1*37M1*15M+1*6M1* 15N +1%4N1* 19N +1*5/M 1+ 19N +1*7/A1* 19N +1 9N %197 +
+1*11M*19MN1+1* 128N * 197N 1+1%40M1 220N+ 1%57 1% 20N 1 +1* 771 * 207N 1+1%9M * 20N+ 11 1M * 20N+
+1*127M1*20M1+1*3M+1%4M1+1*5M 1+ 16/ 1+1* 7~ 1+1%9M1+1*11M+1%1271 = 0

1*9M1*19M +1*10M* 197N +1 %1 1M1 *19M +1 %1271 %1971 +1 %971 *207M 1 +1*%10M1* 20N+
+1*11M*20M+1*12781*%207M1+1*%9M +1%10M L +1*11M +1*127M1+1*%197M+1*%20M+1 = 0

1*7/M1*19M+1*10M* 19N +1*7/A1* 207N 1 +1%10M * 20N +1*7/M1+1*%10M+1*197M +1*%20M+1= 0
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4 PRIEDAS. PRANESIMAI

Vienos vienkryptés funkcijos apibréZimas panaudojant braid grupe

P. Vitkus, lekt. P. Tvarijonas
Kauno technologijos universitetas

Kriptografinés sistemos, kuriy pagalba subjektai apsikei¢ia informacija viesais rySio kanalais, naudoja vienkryptes
funkcijas privaciai informacijai paslépti. Vienkrypté funkcija yra tokia funkcija, kurig paprasta apskaiciuoti, taciau labai
sunku (atliekamy operacijy ir trunkancio laiko prasme) apskaiCiuoti jai atvirksting funkcija. Daznai naudojamos landinés
vienkryptés funkcijos, kurioms galima apskaiCiuoti atvirksting funkcija panaudojant tam tikra papildoma informacija —
landinj parametra.

Klasikinis tokios vienkryptés funkcijos pavyzdys yra dideliy pirminiy skai¢iy daugyba. Problema iskyla sudarant
atvirkiting funkcija, kai norima gauta sandauga i$skaidyti pirminiais dauginamaisiais. Sia matematine problema remiasi
plac¢iai paplitusi RSA Sifravimo sistema. PanaSus pavyzdys yra ir diskretaus logaritmo problema paremtas Diffie'io ir
Hellmano rakty apsikeitimo protokolas [4].

Auks¢iau paminétos kriptografinés sistemos $iomis dienomis yra plac¢iai taikomos. Taciau joms yra daugiau nei 30
mety ir sparciai tobulé¢jant matematiniams metodams bei skaiciavimo technikai (kompiuteriams) Sios sistemos gali tapti
nebepatikimos. Todél yra ieSkoma naujy budy kaip kriptografiSkai apsaugoti duomenis. Pastaraji deSimtmet] didelio
démesio susilauké braid grupés, kurios sitilo jvairiy potencialiai sudétingy matematiniy problemy. Jy pagrindu galima kurti
vienkryptes funkcijas.

Pirmasis braid grupes apibrézé Artin'as [2, 3]. Nekomutatyvi grupé B, vadinama n-braid'y grupe, kurig apraso n-1
generatorius a; (i = 1, 2, ..., n-1) bei vienetinis elementas e ir yra tenkinami sgrysiai:

0i0j = 00, [i-jl>1;

0i0j0; = 0j0i0j, || -jl =1

Taip vadinami Artin'o generatoriai turi labai grazia geometring interpretacija. [sivaizduokime, kad n-braid'a sudaro n
juosty (angl. braid — juosta, kasa) einanciy i$ virSaus j apacia, tada generatorius o; reiSkia, kad susikerta i ir i+1 juostos.
Sutarta, kad juosta i eina po juosta i+1, kai turime a;, ir juosta i eina vir$ juostos i+1, kai turime o;*. PavyzdZiui, braid'as w
= 6,030, pavaizduotas 1. paveiksle.

Viena i§ matematiniy problemy braid grupése yra jungtinio paieskos problema (angl. conjugator search problem), kuri
apibréziama taip: turime du dydzius a, b € B, ir a = xbx™, reikia rasti nezinoma dydj x € B,

Auksciau pateiktas braid grupés apibrézimas yra abstraktus ir vadinamas braid grupés apibrézimu raiskos lygmenyje:
grupé vaizduojama aibe generatoriy ir aibe rysiy tarp jy. Kaip ir daugelis kity grupé B, gali biiti atvaizduota matricy grupe
vir§ polinomy ziedo Z[t*']. Tai matricos, kuriy elementai yra polinomai, priklausantys nuo kintamojo t ir atvirkstinio
kintamojo t*, o polinomy koeficientai priklauso Ziedui Z. Toks atvaizdavimas vadinamas Burau atvaizdavimu.

T 2 5 4

\

N

(

1.pav. Braid'as W = o,0501 ™

Mes naudojame B, atvaizdavima matricy grupe vir§ Galua lauko (angl. Galois field) GF(2) [4].

ApibréSime vienkrypte funkcija A = XB'X?* [1]. Cia A, B ir X yra braid grupés elementai, atvaizduoti Burau
matricomis, o r — didelis sveikasis skaigius.

Apskai¢iuojant vienkrypte funkcijg turime X, B ir r, o reikia rasti A. Norint rasti vienkryptés funkcijos atvirkstine
reik§me Zinome A ir B, o reikia rasti X bei r.

Norint surasti slapta parametra r reikia i$spresti diskretaus logaritmo problema matricoms, tai yra ne lengviau nei
diskretaus logaritmo problema vienam sveikajam skai¢iui. O ieskant slapto parametro A reikia iSspresti jungtinio paieskos
problemga braid grupés jvaizdyje, t. y. rasti jungting matrica A.

Mes teigiame, kad tokios vienkryptés funkcijos atvirkstinés reikSmés apskaiCiavimo uzdavinys yra sudétingas.
Akivaizdu, jog vienkryptés funkcijos apskai¢iavimo uzdavinys yra algoritmiskai lengvai sprendziamas, nes apskai¢iuojant
matricg A reikia atlikti O(Ig r) matricy daugybos veiksmy.

Braid grupiy panaudojimas sudarant §ig vienkrypte funkcija yra naudingas tuo, kad leidzia efektyviai koduoti matricas
ir lengvai rasti jy atvirkstines.
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KEY AGREEMENT PROTOCOL USING ELLIPTIC CURVE MATRIX POWER FUNCTION*

Arturas Katvickis, Paulius Vitkus

Abstract: The key agreement protocol (KAP) using elliptic curve matrix power function is presented. This function pretends
be a one-way function since its inversion is related with bilinear equation solution over elliptic curve group. The matrix of
elliptic curve points is multiplied from left and right by two matrices with entries in Zx.

Some preliminary security considerations are presented.

Keywords: key agreement protocol, elliptic curve cryptography, NP-complete problem.

ACM Classification Keywords: E.3 Data Encryption, F.2.1 Numerical Algorithms and Problems.
Conference topic: Cryptography.

Introduction

Key agreement protocols (KAP) is one of the basic cryptographic protocols. KAP allows two or more parties
negotiate a common secret key using insecure communications.

First KAP was presented by Diffie-Hellman [Diffie, Hellman, 1976] which caused rapid development of
asymmetric cryptography.

In 1993 new ideas appeared in asymmetric cryptography [Sidelnikov et al, 1993] — using known hard
computational problems in infinite non- commutative groups instead of hard number theory problems such as
discrete logarithm or integer factorization problems to construct one-way functions.

This idea was realized in [Anshel et al, 1999] where KAP was constructed using conjugator search problem and
membership problem in Braid groups. The similar result was presented in [Ko et al, 2000].

Later, [Shpilrain, Ushakov, 2004] showed that conjugator search problem does not produce sufficient security
level. The others hard problems were investigated to construct KAP and were based on triple decomposition
problem [Kurt, 2006], subgroup membership problem [Shpilrain, Zapata, 2006] and elliptic curve pairing
[Smart, 2002].

The idea to use non-commutative infinite group (e.g. braid group) representation was also used for the other
kind of one-way functions construction as a background of both digital signature scheme and key agreement
protocol [Sakalauskas, 2005], [Sakalauskas et al, 2007]. The (semi)group representation level allows us to avoid
a significant problem of hiding the factors in the publicly available group word when using its presentation
level. The hiding of factors in representation level occurs in a very natural way. However, the original hard
problems, such as conjugator search or decomposition problems in (semi)group presentation level are
considerably weakened when they are transformed into the representation level. Therefore using
representation level these problems must be considerably strengthened by simultaneously adding the other
additional hard problems.

In this paper we present KAP using elliptic curve matrix power function. This function pretends be a one-way
function since its inversion is related with bilinear equation over elliptic curve group. The matrix of elliptic
curve points is left and right side multiplied by two matrices with entries in Z,,.

" Work is partially supported by the Lithuanian State Science and Studies Foundation
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Mathematical background

Let p > 3 be a prime integer. An elliptic curve E,(a, b) over GF(p) is defined by equation
y=x +ax+b, (1)
where a, b € GF(p) and 4a® + 27b* mod p #0.

The addition operation between two points P =(xy, y1) and Q = (x,, y,) on elliptic curve is written in following
algebraic formulas:

12
Xg =A"=X, = X,,

(2)
Ys =/1(X1_X3)_y1’

yz_yl PiQ
27Xy

where A = 3
Xt oo
2y,

A set of all points (x, y), a, b € GF(p), which satisfy (1) equation, together with special point O, called infinity
point, and addition operation forms a finite cyclic group with O as its identity.

Another operation, defined on elliptic curve is multiplication of point P by integer k. This operation is defined
straightforward, i.e.4P=P+ P+ P+ P.

Elliptic curve group order n = #E,(a, b) can be roughly estimated using Hasse theorem [York, 1992]:

Let E,(a, b) is a group on elliptic curve yV=x+ax+bandt=p+1- #Ep(a, b). Then

t|<2p. 3)

Equation (3) can be rewritten in more comfortable form:

p+1-2p <#E, (a,b) < p+1+2p.

Since elliptic curve group is cyclic with order n, fixed point P multiplication by any integer k can be replaced
with multiplication by number ke Z., where K =kmodnandOP = 0, i.e. any point multiplied by zero is an

infinity point.

Key agreement protocol (KAP)

Now we propose the following two parties key agreement protocol.
1. Parties agree on publicly available matrix Q over elliptic curve E,(a, b) and matrices L, R over Z,.

2. Alice randomly generates two secret sequences {x}, {y;}, i =0, 1, ..., k in Z, and computes
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k .
X =2 xL =% +xL+...+xL,

i=0

k .
Y=Y yR =yl+yR+...+yR"

i=0

3. Bob randomly generates two secret sequences {uj}, {vi}, i =0, 1, ..., k in Z, and computes

k .
U=>ul =ul+ul+...+ul,

i=0

k .
V=>VR =v+vR+..+VR".

i=0
4. Alice computes intermediate value K, and sends result to Bob.

K, =XQY (4)
5. Bob computes intermediate value Kz and sends result to Alice.

Ks = UQV (5)
6. Since matrices X, U and Y, V are commutative, both parties compute common secret key

K = XKzY = UK,V = XUQVY. (6)

Preliminary security analysis

The security parameters are matrix dimension m, elliptic curve group order n and secret sequences length k.
They must be large enough to prevent brute force attack. To compromise the key K, the adversary must solve
the (4), (5) matrix equations to find X, Y and U, V with known instances Q, K,, K.

Let X = {x;}, Y = {y;}, Q={Q;}, A = {A;} are matrices of 2-nd order. Then matrix equation XQY = K, =A can be
rewritten as system of bilinear equation over elliptic curve group:

XllyllQll + X11y21Q12 + X12y11Q21 + XlZyZlQZZ = All
XllyIZQll + X11y22Q12 + X12y12Q21 + X12y22Q22 = A12
XZlyllQll + X21y21Q12 + X22yllQ21 + X22y21Q22 = AZl
X21y12Q11 + XZlyZZle + X22y12Q21 + X22y22Q22 = A22

(7)

We do not know the actual complexity of such systems. It is known that solution of a system of polynomial
equations over any field is NP-Complete [Garey, Jonson, 1979]. But in this case the obtained system is not over
the field. This system can be interpreted also as a system of equations in vector space of elliptic curve points
over Z,. Thus, we can make a conjecture that solving a system of bilinear equations over elliptic curve points
vector space is not easier than solving a system of bilinear polynomial equations over any field.

We can also refer to Schaefer Dixotomy theorem for a constraint satisfiability problem denoted by SAT(S)
[Schaefer, 1978]. In general, the complexity of any computational problem can be estimated by reformulating
this problem into the decisional problem and reducing some known NP-Complete problem into this decisional
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problem. Without proof we assert that there is a SAT(S) problem reducible in polynomial time to the decisional
problem corresponding to (4), (5).

On the other hand, notice that proposed KAP is a generalized elliptic curve Diffie-Hellman KAP (ECDH). Indeed,
if we set matrix dimension to m = 1 and secret sequence length to k = 1, we get algorithm similar to ECDH.

Further investigations are required to select the values of security parameters and estimate the security level.

Bibliography

[Anshel et al, 1999] Anshel I., Anshel M., Goldfeld D. An algebraic method for public key cryptography.
Mathematical Research Letters 6, pp. 1-5, 1999.

[Diffie, Hellman, 1976] Diffe W., Hellman M.. New Directions in Cryptography. In IEEE Transaction on
Information Theory, IT-22 (6, 644-654), 1976.

[Garey, Jonson, 1979] Garey M. R., Johnson D. S. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-
Completeness, W. H. Freeman and Company, 1979.

[Ko et al, 2000] Ko K. H., Lee S. J., Cheon J. H., Han J. W., Kang J. S., Park C. New Public key Cryptosystem Using
Braid Groups. Advances in Cryptology, Proc. Crypto 2000, LNCS 1880, Springer—Verlag, pp. 166—183, 2000.

[Kurt, 2006] Kurt Y. A New Key Exchange Primitive Based on the Triple Decomposition Problem. Available at:
http://eprint.iacr.org/2006/377, 2006

[Sakalauskas, 2005] Sakalauskas E., One Digital Signature Scheme in Semimodule over Semiring, Informatica.
ISSN: 0868-4952, vol. 16, no. 3(2005), pp. 383-394.

[Sakalauskas et al, 2007] Sakalauskas E., Tvarijonas P., Raulinaitis A., Key Agreement Protocol (KAP) Using
Conjugacy and Discrete Logarithm Problems in Group Representation Level, Informatica, Vol. 18, No. 1, 2007,
pp. 115-124.

[Sidelnikov et al, 1993] Sidelnikov V., Cherepnev M., Yaschenko V. Systems of open distribution of keys on the
basis of non-commutative semigroups. Russian Acad. Sci. Dokl. Math., 48(2), pp. 566-567, 1993.

[Schaefer, 1978] Schaefer T.J., The Complexity of Satisfiability Problems. In Proceedings 10th ACM Symposium
on Theory of Computing, 216-226, 1978.

[Shpilrain, Ushakov, 2004] Shpilrain V., Ushakov A., The conjugacy search problem in public key cryptography:
unnecessary and insufficient, Available at: http://eprint.iacr.org/2004/321, 2004.

[Shpilrain, Zapata, 2006] Shpilrain V., Zapata G. Using the subgroup membership search problem in public key
cryptography. Contemp. Math., Amer. Math. Soc. 418 (2006), 169-179

[Smart, 2002] Smart N. P. An Identity Based Authenticated Key Agreement Protocol Based on the Weil Pairing.
Electronics Letters, 38 (13). ISSN 00135194, pp. 630-636. 2002.

[York, 1992] York E. Elliptic Curves Over Finite Fields. Aviable at:
http://www.math.rochester.edu/people/grads/jdreibel/ ref/yorkECC.pdf, 1992.


http://eprint.iacr.org/2004/321�

74

Authors' Information

Artiiras Katvickis — PhD student, Department of Applied Mathematics, Kaunas University of Technology, Studentu str. 50-
324a, Kaunas, LT-51368, Lithuania, e-mail arturas.katvickis@ktu.lt

Paulius Vitkus — M.Sc. student, Department of Applied Mathematics, Kaunas University of Technology, Studentu str. 50-
3244, Kaunas, LT-51368, Lithuania, e-mail paulius.vitkus@ktu.It



	ĮVADAS
	TEORINĖ DALIS
	VIENKRYPTĖS FUNKCIJOS SUDARYMAS
	BRAIDŲ GRUPĖ
	BURAU VAIZDAVIMAS
	DAUGIANARIŲ KODAVIMAS
	SIŪLOMA VIENKRYPTĖ FUNKCIJA
	VIENKRYPTĖS FUNKCIJOS TAIKYMAS
	REIKALAVIMAI VIENKRYPTEI FUNKCIJAI
	VIENKRYPTĖS FUNKCIJOS PARAMETRAI
	KELETO KINTAMŲJŲ KVADRATINIŲ DAUGIANARIŲ LYGČIŲ SISTEMA
	GRIOBNERIO BAZĖS

	TIRAIMOJI DALIS IR REZULTATAI
	BURAU VAIZDAVIMO TYRIMAS
	DAUGIANARIŲ TYRIMAS
	KELETO KINTAMŲJŲ KVADRATINIŲ DAUGIANARIŲ LYGČIŲ SISTEMOS
	GRIOBNERIO BAZIŲ TYRIMAS

	PROGRAMINĖ REALIZACIJA IR INSTRUKCIJOS VARTOTOJUI
	PROGRAMINĖS ĮRANGOS PASIRINKIMAS
	DALIES „BURAU VAIZDAVIMAS“ APRAŠYMAS
	DALIES „DAUGIANARIAI“ APRAŠYMAS
	DALIES „LYGČIŲ SISTEMA“ APRAŠYMAS
	DALIES „GRIOBNERIO BAZĖS“ APRAŠYMAS

	DISKUSIJOS
	IŠVADOS
	ŠALTINIAI IR LITERATŪRA
	1 PRIEDAS. BURAU VAIZDAVIMO TIKRINIMO PAVYZDYS
	2 PRIEDAS. POŽIEDŽIO T ELEMENTAI
	3 PRIEDAS. LYGČIŲ SISTEMOS IR JŲ GRIOBNERIO BAZĖS
	4 PRIEDAS. PRANEŠIMAI

