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Karpinaité A. The convergence rate analysis of the k-th extremes of independent random variables:
Master‘s work in applied mathematics / supervisor doc. dr. A. Jokimaitis; Department of Applied
mathematics, Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2008.
-52p.

SUMMARY
Let X,,X,,...,X sequence of independent random variables with distribution function F(x).

Denote

ordered sample values.

Random variables X and X,k is k-th extreme values. Let’s note maximum and minimum

n—k+ln
terms of variation series:

Z =max(X,,X,,.... X)),
W, =min(X,,X,,....,X,).

If there are satisfying particular condition, then

limP(Z, <a,+bx)=H(x),

n—>0

lim P(X

n—>0

<a,+b,x)=H, (x) and

n—k+Lln

limP(W, <c, +d x)=L(x),

n—>0

limP(X,, <c,+d,x)=L, (x).

n—>0

In this work we research the convergence rate of k-th extreme values (X and X, ) to limit

n—k+Ln

distribution (in case of maximum to limit distribution H, (x), in case of minimum - L,(x)). This

problem is solving in case of particular distributions such as, exponential, Pareto, uniform.
The phase of this problem solving are:
1) the matching of centering and normalization constants;
2) the determination of extreme values limit distribution;
3) the determination of k-th extreme values distribution;

4) computerized analysis.
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IVADAS

Ekstremaliy reikSmiy teorijos aktualumas ir svarba. Pateiksime keleta pavyzdziy, kuriuose
ekstremalios reikSmés (maksimumai arba minimumai) vaidina svarby vaidmeni.

Stichiniai gamtos reiSkiniai. Potvyniai, lititys, ekstremalios temperatiiros, uraganai gali pridaryti
nuostoliy ivairiems statiniams (bokStams, uztvankoms, gyvenamiesiems namams ir pan.). Aisku, tokiy
stichiniy nelaimiy i§vengti negalima, taciau, projektuojant Siuos statinius bei parenkant jiems statybines
medziagas, galima ir reikia atsizvelgti { minéty stichiniy nelaimiy galimybeg, kas padéty sumazinti juy
padarinius.

Sistemy patikimumo problema. Sakysime sistema nustoja veikusi, jei sugenda bent vienas i§ jos
elementy. Siuo atveju maziausiai patikimas sistemos elementas turi lemiamos jtakos visos sistemos
funkcionavimui.

Korozija. Paprastai laikoma, kad metaliné danga su dideliu koroziniy démiy skai¢iumi yra paZeista
korozijos, jeigu kurioje nors i§ Siy démiy korozija apima visa dangos stori. Korozijos démiuy gylis yra
atsitiktinis ir jis kinta laikui einant, priklausomai nuo aplinkos poveikio. Siuo atveju lemiama jtaka turi
maksimali korozijos defekto gylio reikSme.

Atmosferos uzterStumas. Atmosferos uzZterStumas iSreiSkiamas procentiniu terSaly kiekiu
atmosferoje (koncentracija). Siy terSaly koncentracija yra nuolat matuojama. Svarbu, kad maksimali
koncentracija nevir§yty nustatytos normos.

Atsparumas tritkiams. Kaip rodo eksperimentai, néra absoliu¢iai vienaly¢iy medziagy. Todél ir
atsparumas traukimui taip pat gali buti nevienodas, net jei medziagos pagamintos taikant ta pati
technologinj procesa. Si fakta galima paaiskinti tuo, kad kiekviename taske (arba maZoje srityje)
medziagos atsparumas yra atsitiktinis dydis. Todél medziagos atsparuma traukimui lemia minimaly
atsparuma turintis taskas.

Sie pateikti pavyzdziai toli grazu neiSsemia visy atveju, kuomet gali biti taikoma ekstremaliy
reikSmiy teorija, taciau ir ju pakanka parodyti, kokia plati gali biiti Sios teorijos taikymo sritis. Taciau ne
vien taikomojo pobtidZio uzdaviniais turtinga ekstremaliyjy reikSmiy teorija, joje gausu ir idomiy teoriniy
problemu.

Placiau apie ekstremaliyju reikSmiy teorija ir jos taikymais galime susipazinti [5], [6] ir [7]
darbuose.

Kai atsitiktiniy poveikiy skaicius didelis, naudotinos maksimumy ir minimumy (ekstremumu)
ribinés teoremos. Jos teikia galimybes sudétingus ekstremumuy skirstinius aproksimuoti paprastesniais

(ribiniais) skirstiniais. Taciau iSkyla aproksimavimo paklaidy problemos.
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Siame darbe tirsime nepriklausomy atsitiktiniu dydziu k-tyju ekstremaliyju reikSmiy konvergavimo
greiti, bei nepriklausomy atsitiktiniy dydziy k-tyjy ekstremaliyju reikSmiy tankio konvergavimo greiti.

Konkre€iy skirstiniy atveju parinksime centravimo ir normavimo konstantas, gausime k- tyju

maksimumy (minimumy) ribinj skirstini H,(x)(L,(x)), bei k-tyju maksimumy (minimumy) tankj

h, (x) (I, (x)). Aproksimavimo paklaidas tirsime remdamiesi kompiuterine analize.
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1. BENDROJI DALIS

1.1. EKSTREMALIUJU REIKSMIU SCHEMOS SAVOKA

Sakykime, kad X, X,,... X, -

n

atsitiktiniy dydziy (a.d) seka. Sudarykime n pirmyjy sekos nariy
variacing eilute
X, <X, <.2X,,.

Fiksuokime ke N. Kai n— oo, atsitiktinius dydzius X, ir X vadinsime k-osiomis

n—k+l:n
ekstremaliosiomis reikSmémis. Didziausig ir maZziausia variacinés eilutés narius pazymésime

Z,=max(X,X,,..X,),
W, =min(X,,X,,.,X,).
Atsitiktinius dydzius Z, ir W, vadinsime ekstremaliosiomis reikSmémis arba tiesiog maksimumu ir

minimumu.

Tarkime, u, =u,(x) - tokia realaus kintamojo funkcijy seka, kad pasiskirstymo funkciju seka
H, (u,(x))=P(Z, <u,(x)) silpnai konverguoja | neiSsigimusia pasiskirstymo funkcija H(x). Taip
apibrézta struktiira Z, kartu su prielaidomis apie atsitiktiniy dydZiy seka {X,,n =1} bei ju funkcijy seka
{u,,n >1} sudaro maksimumy schema.

Analogiskai apibréSime minimumy schema. Tarkime v, =v, (x) - tokia realaus kintamojo funkcijy
seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka L (v, (x))=P(W,6 <v, (x)) silpnai konverguoja | neiSsigimusia
pasiskirstymo funkcija L(x) . Struktiira W, kartu su prielaidomis apie atsitiktiniy dydziy seka {X,,n >1}ir
funkcijuy seka {v,,n =1} sudaro minimumy schema.

Jei atsitiktiniai dydziai {X, ,n >1}yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¢ su pasiskirstymo
funkcija F(x), o normavimo funkcijos u, ir v, tiesinés, t.y.

u,(x)=a,+bx, a,eR, b, >0,
v(x)=c,+d,x, c¢,eR, d,>0,
tai tokia ekstremaliyjy reikSmiy (maksimumy arba minimumy) schema vadinama klasikine.

Galimi jvairts klasikinés ekstremaliyjy reikSmiy schemos apibendrinimai. Pavyzdziui, vietoje

maksimumo ar minimumo galime imti k-asias ekstremaligsias reikSmes; galima nagrinéti atsitiktiniy

dydziy seriju sekuy ekstremaligsias reikSmes; atsitiktiniai dydZiai {X 6 ,n>1} gali biti nevienodai
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pasiskirstg arba priklausomi; normavimo funkcijos u, ir v, gali buti netiesinés; atsitiktiniai dydZziai
{X,,n>1} gali buti daugiamaciai; variacinés eilutés ilgis gali buti ne fiksuotas, o atsitiktinis (Sig
problema nagringja taip vadinamos perkélimo teoremos); pagaliau, galima nagrinéti ne atsitiktiniy dydziy,

o atsitiktiniy procesy ar atsitiktiniy lauky ekstremalias reikSmes.

1.2. RIBINIAI EKSTREMALIUJU REIKSMIU SKIRSTINIAI

Suformuluosime keleta fundamentaliy vienmaciy ekstremaliyjy reikSmiy teorijos rezultaty, kuriuose
yra gauti nepriklausomy vienodai pasiskirs€iusiu atsitiktiniy dydziy tiesiSkai normuoty ekstremaliyju
reikSmiy ribiniai skirstiniai ir pateikiami centravimo ir normavimo konstanty parinkimo bidai.

Sakykime, {X ,n =1} - nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy seka.

Tarkime,

Fx)=P(X,<x), Vjzl.

Pazymékime
Z,=max(X,X,,..X,).

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {a,,n>1} ir
{b, >0,n>1}, kad
limP(Z, <a,+b,x)=H(x) (1.1)

kiekviename funkcijos H(x) tolydumo taske (¢ia H(x)- neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija). Toki
konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba atsitiktiniu dydziy konvergavimu.
Sakysime, kad skirstinys /' priklauso ribinio skirtinio H traukos sri¢iai (zymésime F € D(H)), jei
egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé (1.1).
Pazymékime
W, =min(X,,X,,...X,).
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {c,,n2>1} ir
{d, >0,n>1}, kad
limP(W, <c, +d, x)=L(x) (1.2)

kiekviename funkcijos L(x) tolydumo taske (Cia L(x)- neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija). Toki

konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba atsitiktiniu dydziy konvergavimu.
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Sakysime, kad skirstinys F' priklauso ribinio skirtinio L traukos sri¢iai (Zymeésime F € D(L)), jei
egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé (1.2).
Pazymékime
a(F)=inf{x: F(x) > 0},
w(F) =sup{x: F(x)<l1}.
Suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinys F, kad jis priklausyty kurio nors
neissigimusio ribinio skirstinio traukos sriciai. Taip pat pateiksime konstanty parinkimo biida.

1.1. Teorema. Tarkime , w(F') = oo, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta « , kad

lim L) _

7o (1.3)

visiems x > 0. Tuomet F' € D(H ). Cia

0’ x < 0,
exp(—x %), x>0.

Hl,a (x)= {

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu btdu:
b, =inf{x:1-F(x)<1/n},
a, =0 .
1.2. Teorema. Tarkime w(F') < o, o pasiskirstymo funkcija
F'(x)= FOW(F)—1/x)
tenkina salyga (1.2). Tuomet F e D(H, ). Cia

H, ()= {exp(—(—x)“ ), x<0,
1, x2>0.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
a, =w(F),
b, =w(F)—inf{x:1-F(x)<1/n}.
1.3. Teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta « integralas

w(F)

[a=F)dy (1.4)

yra baigtinis. Intervale (a(F),w(F')) apibrézkime funkcija

1 w(F)

R() [a=F()dy.

T1-FQ)
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Jei visiems realiems x egzistuoja riba
1-F
im (t+xR(@) _
t—>w(F) 1-— F(t)

e, (1.5)

tai F e D(H,,).Cia
H,,(x)={exp(-e™)},  xeR.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
a,=inf{x:1-F(x)<1/n},
b, =R(a,).

1.1. Pastaba. Siose teoremose patektas centravimo ir normavimo konstanty a,ir b, parinkimo
biidas néra vienintelis. Mes net negalime teigti, kad tai pats paprasc¢iausias konstanty parinkimo biidas, ir
kad parinktos konstantos yra geriausios, taciau jis yra geras tuo, kad yra paprastas ir konstruktyvus.

H

1.4. Teorema. Klasikinéje maksimumy schemoje egzistuoja tik trys (H H, ) neiSsigimusio

la» 2,a°
ribinio skirstinio tipai.
1.5. Teorema. Tarkime, turime klasiking maksimumuy schema.

1) F e D(H,,) tada ir tik tada, kai w(F') =oo ir tenkinama salyga (1.3);
2) F e D(H,,) tada ir tik tada, kai w(F') <oo ir funkcija
F'(x)= FW(F)-1/x), (x> 0)

tenkina salyga (1.3);
3) F € D(H,,) tada ir tik tada, kai integralas (1.4) yra baigtinis, ir tenkinama salyga (1.5).

1.6. Teorema. Tarkime, a(F') = —0, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta ¥, kad

im F(tx) _
t—>—0 F(t)

x7 (1.6)

visiems x > 0. Tuomet F € D(L,,). Cia

1—exp(—(—x)7), x<0,
1, x2>0.

Ll,y (x)= {

Normavimo konstantas galima parinkti tokiu biidu:

d, =sup{x:F(x)<1/n},
c, =0.
1.7. Teorema. Tarkime «a(F')yra baigtinis, o pasiskirstymo funkcija

F'(x)=F(a(F)-1/x), x<0
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tenkina salyga (1.6). Tuomet F e D(L, ). Cia

1-exp(—x)", x>0,
LZ,;/ (x) =
0, x<0.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
d, =sup{x:F(x)<1/n}—a(F), o
c,=a(lF).
1.8. Teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta « integralas
I F(y)dy 1.7)
a(F)

yra baigtinis. Apibrézkime funkcija
0 =—— [Fay
F(1) 2, ’
¢ia t > a(F).

Jei visiems realiems x egzistuoja riba
m Ft+xrt) _ e, (1.8)
t—a(F) F(l‘)

tai e D(Ly,). Cia
Ly, (x)=1-exp(—e’), (-0<x<o).
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
c, =sup{x: F(x)<1/n},
d,=r(c,).

1.9. Teorema. Klasikinéje minimumy schemoje egzistuoja tik trys (L, ,,L,,,L,,) neiSsigimusio

Ly>
ribinio skirstinio tipai.
1.10. Teorema. Tarkime, turime klasiking minimumy schema.

1) F e D(L,,) tada ir tik tada, kai «(F') = —oo ir tenkinama salyga (1.6);
2) F e D(L,,) tada ir tik tada, kai a(F) > oo ir funkcija
F'(x)=F(a(F)-1/x), (x<0)
tenkina salyga (1.6);
3) F e D(L;,) tada ir tik tada, kai integralas (1.7) yra baigtinis, ir tenkinama salyga (1.8) .
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1.1-1.10 teoremos jrodytos [1] darbe.

1.3. RIBINIAI k-tyjy EKSTREMALIUJU REIKSMIU SKIRSTINIAI

1.11. Teorema. Tarkime, {a, }ir {, >0} - normavimo ir centravimo konstanty sekos, o k >1 -

sveikasis teigiamas skaiCius. k-tojo maksimumo X, ,,  skirstinys P(X, ,,,, <x) silpnai konverguoja {

neiSsigimusia skirstinio funkcija H ;,(x) tada ir tik tada kai
limP(Z, <a, +b,x)=H(x);
¢ia H(x)- neiSsigimusi skirstinio funkcija.

Jeigu egzistuoja ribinio skirstinio funkcija H ,(x), tai su visais x, tenkinanCias nelygybg

a(H) < x <w(H), teisinga lygybe

Sy 1Y
im P(X, .., <a,+b,x)=H, (x)=H(x) —(log J (1.9)
e fert * 20: T H(x)

1.12. Teorema. Tarkime, {c, }ir {d, >0}- normavimo ir centravimo konstanty sekos, o k>1 -
sveikasis teigiamas skaiCius. k-tojo minimumo X, skirstinys P(X,, <x) silpnai konverguoja i
neiSsigimusia skirstinio funkcija L, (x) tada ir tik tada, kai

lim(¥, <c, +d,x) = L(x)
¢ia L(x) - neiSsigimusi skirstinio funkcija.
Jeigu egzistuoja ribinio skirstinio funkcija L, (x), tai su visais x, tenkinancias nelygybg

a(l) < x<w(l), teisinga lygybe

k-1

lim P(X,, <c, +d,x)=Ly (x)=1-(1-L(x))) %(— log(1 - L(x))) . (1.10)

n—»0
=0 L:

1.11-1.12 teoremos jrodytos [1] darbe.

1.4. NEPRIKLAUSOMU ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO TANKIO
ASIMPTOTIKA

Tarkime, kad X,,X,,...,X,,,... - nepriklausomy vienodai pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydzZiy seka su
pasiskirstymo funkcija F'(x)ir tankiu p(x).

Pazymeékime
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u,(x)=n(l-F(a, +b,x));
¢ia {a,,n2>1}ir {b, >0,n21}- centravimo ir normavimo konstanty sekos. Tarkime, kad skirstinio
funkcija F(x) yra tokia, jog
}li_r)gun (x)=u(x)>0. (1.11)
Tada
}11_{{1‘0 P(Z,<a,+b,x)=H(x) (1.12)
visuose funkcijos H tolydumo taskuose; ¢ia H - neiSsigimusi skirstinio funkcija. Be to H(x)=e™™ . Jei
tenkinama (1.12) lygyb¢, sakysime, kad skirstinio funkcija F priklauso ribinio skirstinio H traukos
sri¢iai (zymésime F € D(H)).
Pazymeékime,
Pz, (x) = H'(x).
Suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinio funkcija F', kad tiesiSkai normuoto

maksimumo tankis p, (x) konverguoty i ribinio skirstinio H tanki H'(x), t.y.
lim p, (x) = H'(x). (1.13)

1.13. Teorema. Jei F € D(H) ir

a. H=H, ,tai(1.13) sarysis bus teisingas intervale (0;00) tada ir tik tada, kai tankio funkcija p(x)

la >
yra teigiama su pakankamai dideliais x, ir su @ > 0 tenkinama salyga

1m—xP(x) =a;
x>0 ] — F(x)

b. H=H,, tai(1.13) sarysis bus teisingas intervale (—o0;0)tada ir tik tada, kai tankio funkcija p(x)

yra teigiama, ir su o > 0 tenkinama salyga

i ) —0)p(x) _
—wF) 1= F(x)

2

¢ia - w(F) =sup{x: F(x)<1};

c. H = H,, tai (1.13) sarySis bus teisingas su visais x tada ir tik tada, kai tenkinama salyga

w(F)

p(x) [(1=F(e)dt
lim L 5
v (1= F(x))

Teorema jrodyta [2] darbe.
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1.5 NEPRIKLAUSOMU ATSITIKTINIU DYDZIU k-TOJO MAKSIMUMO
TANKIO ASIMPTOTIKA

Tarkime, tenkinamos 1.11 teoremos salygos. Tada

H (x) = H(x)z_:@.

TiesiSkai normuoto k-tojo maksimumo ribinio skirstinio H ,,(x) tanki pazymékime #, (x). Tada

diferencijuodami k-tojo maksimumo skirstinio funkeija H ,, (x), gauname jo tanki /4, (x):

ho () = H' ) (x) = H'(x)%. (1.15)

Tiesiskai normuoto k-tojo maksimumo skirstinio tanki pazymekime p,  (x).
1.14. Teorema. Tarkime, tenkinama 1.11 ir 1.13 teoremy salygos. Tada
limpy . (X)=hg(x).

Teorema jrodyta [2] darbe.
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2. TIRIAMOJI DALIS

2.1. k-TUJU MAKSIMUMU SKIRSTINIO KONVERGAVIMO GREICIO
TYRIMAS

2.1.1. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MAKSIMUMO
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Sakykime, kad atsitiktiniai dydZiai{X, ,n =1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¢ su

pasiskirstymo funkcija F(x)=1-e™, x> 0ir tankiu p(x)=Ae ™.
Surasime centravimo ir normavimo konstantas ir maksimumo ribini skirstini H
Kadangi o(F) =, galime taikyti 1.1 arba 1.3 teoremas. 1.1 teoremos salyga netenkinama, todé¢l

tikriname 1.3 teoremos salygas. Kadangi integralas

Ww(F)
J-Foar= j(l L+ )y =+ j P = ==

konverguoja, tai salyga tenkinama.

Sukonstruojame f-ja R(?):

J-(l — F(x))dx J-e_)“"dx » |
e
R()=- = = =—,a(F)<t<w(F),
© 1-F(z) e leM A (F) (£)
tikriname, ar tenkinama antra teoremos salyga
“a(-x Ly
1 F(t+xR(t)) im & S o
t—>+oc 1-F(t) >0 oM )
Kadangi 1.3 teoremos salyga tenkinama, tai
limP(Z, <a,+bx)=H(x)=e* xeR 2.1

n—>a0

Parenkame centravimo ir normavimo konstantas.
IS salygy a, =inf{x:1-F(x)<1/n}, b, =R(a,), gauname, kad a, R b =—.

Kadangi teisinga (2.1) lygybé, tai 1.11 teoremos salygos tenkinamos ir taikydami 1.11 teorema

gauname k-tojo maksimumo ribinj skirtini H ,(x):

kll
XN=e* ) —e
Ho=e" 3

—x

n
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Kai k=1, tai
H, (x)= e .
Kai k=2, tai
H,(x)=e* -(I+e™).
Kai k£ =3,tai
— —x 1 —x
Hy(x)=e* -(+e +5(e .
Kai k=4,tai
e VR QAN VI IV
H,y(x)=e* -(l+e +E(e )+g(e )).

Konvergavimo greitj tiriame nagrinédami skirtuma

|P(x <a,+b,x)—H (x).

n—k+l:n
Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir k tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.
Matome, kad k-tojo maksimumo skirstinys konverguoja greiCiau prie ribinio skirstinio H ;,(x),kai

x did¢ja ir k did¢ja. Grafiné analizé pateikta prieduose (zr. 1 priede 1, 2 pav.) .

2.1.2. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MAKSIMUMO
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Sakykime, kad atsitiktiniai dydziai{X,6,n>1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg su
pasiskirstymo funkcija F(x)=1- La , kai x> 1.
x

Surasime centravimo ir normavimo konstantas ir maksimumo ribini skirstini H .

Kadangi w(F') =+, tai galime taikyti 1.1 arba 1.3 teoremas . Tikriname 1.1 teoremos salyga:

1
im 1-F(x) = lim (&) = L =x7.
{—>+00 l_F(t) t—>+0 i xa
ta

Teoremos 1.1 salyga tenkinama, todél
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limP(Z, <a,+bx)=H(x)=¢* ,kai a>0. (2.2)

n—>a0

Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu biidu:

1

a, =0, 0b,=n® i§salygu b, =inf{x:1- F(x)<1/n}.
Kadangi lygybé (2.2) yra teisinga, tai 1.11 teoremos salygos tenkinamos ir taikydami 1.11 teorema

gauname k-tojo maksimumo ribini skirstini H ;, (x).

oo k-1 1

H, (x)=e —'x"”‘
t=0 b
Kai k=1, tai
H, (x)= e .
Kai k=2, tai
Hy(x)=e" (1+x7™).
Kai k£ =3,tai
-x -a 1 —a \
Hy(x)=e™ " -(I+x +5(x ).
Kai k=4,tai
e o L, 1( .9
H,y(x)=e" -(I+x +5(x )+g(x )).

Konvergavimo greitj tiriame nagrinédami skirtuma:

|P(x <a,+b,x)~Hg (x|

n—k+l:n
Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo 7, x ir k tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.
Matome, kad k-tojo maksimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio H ;,(x),kai

x did¢ja ir k did¢ja. Grafiné analizé pateikta prieduose (zr. 2 priede 1, 2 pav.) .

2.1.3. TOLYGIU INTERVALE (a,b) ATSITIKTINIU DYDZIU k-TOJO
MAKSIMUMO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS
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Sakykime, kad atsitiktiniai dydziai{X,6,n>1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¢ su

pasiskirstymo funkcija F(x) = z_ a

,kai a < x <b.

Surasime centravimo ir normavimo konstantas ir maksimumo ribini skirstini H .

Kadangi w(F)=b , taikome 1.2 teorema.

Sukonstruojame f-ja

1 b—l—a (b—a)—l 1
F*(X)=F(b——j= x x .
X b—a b—a x(b—a)
ir tikriname ar ji tenkina 1.2 teoremos salyga
b
lim 20 =D _ 1
t—+w© 1
ttb—a)

Kadangi 1.2 teoremos salyga tenkinama, tai

limP(Z, <a, +b,x)=H(x)=¢",kai x<0. 2.3)

n—>0

Parenkame centravimo ir normavimo konstantas

(b-a)+an b-a
n no

1—F(b)=1 b b=
n

Kadangi lygybé (2.3) yra teisinga, tai 1.11 teoremos salygos tenkinamos ir taikydami 1.11 teorema

gauname k-tojo maksimumo ribinj skirstini H ;, (x).

Kai k=1, tai
H,(x)=e".
Kai k=2, tai
H,(x)=e"(1-x).
Kai k=3, tai

H (%) :ex(l—er%xzj.

Kai k=4,tai
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X 1 2 1 3
H,(x)=e 1—x+§x —gx

Konvergavimo greitj tiriame nagrinédami skirtuma

’P(Xn—k+l:n < an + bnx) - H(k) (x)’ .

Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir & tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.
Matome, kad k-tojo maksimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio H ,, (x), kai

xmazéja ir k mazéja. Grafiné analizé pateikta prieduose (Zr. 3 priede 1, 2 pav.)

2.2. k-TUJU MINIMUMU SKIRSTINIU KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

2.2.1. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU QYDZIU K-TOJO MINIMUMO
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Sakykime, kad atsitiktiniai dydZziai{X ,n =1} yra nepriklausomi ir

vienodai pasiskirst¢ su
pasiskirstymo funkcija F(x)=1-e™, x> 0.

Surasime centravimo ir normavimo konstantas ir minimumo ribin; skirstini L, .

Kadangi a(F) =0, taikome 1.7 teorema.

Sukonstruojame f-ja F(x)

F*(x)zF(O—ij:F(—ij, x<0,1>0
x x

ir tikriname teoremos 1.7 salyga:

F* (1) l—ex (0 BRI ave)
lim — = lim - =(—j = lim -
t>—0 | (t) t—kccl

t
i 0 t——o A
ol e .A(_lj

Kadangi 1.7 teoremos salyga tenkinama, tai

lim PW, <c, +d x)=L(x)=1-e", x2>0.

n—>+0

2.4)
Randame centravimo ir normavimo konstantas

¢, =a(F), d, =0,

In(l— 1)
n

L L d —x—ath) =L
n -A nA A

n
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Kadangi teisinga 2.4 lygybé¢, tai 1.12 teoremos salygos tenkinamos ir taikydami 1.12 teorema

gauname k-tojo minimumo ribini skirtini Z,, (x):

kll
Ly (x)=1- e’ ;
Kai k=1, tai
Ly(x)=1-¢"
Kai k=2, tai
Loy(x)=1-e"(1+x) .
Kai k£ =3,tai
. 1
L(3)(x):l—e’(l+x+5(x)2).
Kai k=4,tai
—x 1 2 1 3
L, (x)=1-¢ (1+x+5(x) +g(x)).

Konvergavimo greitj tiriame nagrinédami skirtuma
P(X,, <c,+d,x)— L, (x).
Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir & tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.

Matome, kad k-tojo minimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio L, (x), kai x didéja

ir kK maz¢ja. Grafiné analiz¢ pateikta prieduose (zr. 1 priede 3, 4 pav.)

2.2.2. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MINIMUMO
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Sakykime, kad atsitiktiniai dydZiai{X, ,n =1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¢ su
pasiskirstymo funkcija F(x)=1- L , kai x> 1.
x*

Surasime centravimo ir normavimo konstantas ir minimumo ribinj skirstini Z,,
Kadangi a(F)=1, a >0, x >1 taikome 1.7 teorema.

Sukonstruojame f-ja F~(x):



25

F*@):F[l—-):l——a, x<0
G

ir tikriname teoremos 1.7 salyga:

()
F~ (tx) Mim tx :(QJ
0

im —
t>-o | (t) [—>—o - 1

&)

Teoremos 1.7 salyga tenkinama, todél

o —(—a)[l—lj (DD
4 t

lim PW, <c,+d x)=L(x)=1-e", x20. (2.5)

n—>+0
Surandame centravimo ir normavimo konstantas

c,=a(F), c, =1,

1
d, :(1—% =L
n nA

Kadangi teisinga 2.5 lygybe, tai 1.12 teoremos salygos tenkinamos ir taikydami 1.12 teorema

gauname k-tojo minimumo ribini skirstini L, (x):

k— 11
Ly(x)=1-e Xz;
=0
Kai k=1, tai
Ly(x)=1-¢"
Kai k=2, tai
Loy(x)=1-e"(1+x) .
Kai k=3, tai

L (x) =1—e)‘(1+x+%(x)2).

Kai k=4,tai
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. 1 1
L, (x)=1-c (1+x+5(x)2 +g(x)3).
Konvergavimo greitj tiriame nagrinédami skirtuma

P(X,, <c,+d,x)— Ly (x).

Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir & tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.
Matome, kad k-tojo minimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio L, (x), kai x didéja

ir k mazéja. Grafiné analizé pateikta prieduose (Zr. 2 priede 3, 4 pav.)

2.2.3. TOLYGIU INTERVALE (a,b) ATSITIKTINIU DYDZIU k-TOJO
MINIMUMO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Sakykime, kad atsitiktiniai dydZiai{X, ,n =1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¢ su

pasiskirstymo funkcija F'(x) = Al

,kai a <x <b.

Surasime centravimo ir normavimo konstantas ir minimumo ribinj skirstini L, .
Kadangi a(F) =a,kai a < x <b taikome 1.7 teorema.

Sukonstruojame f-ja F(x):

1) 4-—-a 1
F*(x)zF(a——jz X =—*
x

Ir tikriname teoremos 1.7 salyga:

m F () *(tx) - lim =4
t—>-o | (t) t—>— _1
t

Kadangi 1.7 teoremos salyga tenkinama, tai

lim PW, <c, +d x)=L(x)=1-e", x20. (2.6)
n—»+%0
Surandame centravimo ir normavimo konstantas:

c,=a(F), c,=a,

n




27
Kadangi teisinga 2.6 lygybe, tai 1.12 teoremos salygos tenkinamos ir taikydami 1.12 teorema

gauname k-tojo minimumo ribini skirstinj L, (x):

kll
Ly (x)=1- e’ ;
Kai k=1, tai
Ly (x)=1-e".
Kai k=2, tai
Loy(x)=1-e"(1+x) .
Kai k£ =3,tai
. 1
L(3)(x):l—e’(l+x+5(x)2).
Kai k=4,tai
. 1, v 1, v
L,(x)=1-e (1+x+5(x) +g(x)).

Konvergavimo greitj tiriame nagrinédami skirtuma
P(X,, <c,+d,x)— Ly (x).

Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo #n, x ir £ tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.

Matome, kad k-tojo minimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio L ,,(x), kai x didéja.

(k)

Grafin¢ analiz¢ pateikta prieduose (Zr. 3 priede 3, 4 pav.)

2.3. k-TUJU MAKSIMUMU TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

2.3.1. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZ{U K-TOJO MAKSIMUMO
TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS.

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai {X j} turi eksponentinj skirstini su skirstinio f-ja F(x)=1—e™,

x>0 irtankiu p(x)=Ae ™. 2.1.1skyrelyje parodéme, kad

limP(Z <ln—n+ j e .
A A

n—>x0

Kadangi skirstinys tenkina 1.13 ir 1.14 teoremy salygas, tai k-tojo maksimumo tankis
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F"*(a, +b,x)(1-F(a,+b,x)""
(n—k)!(k-1)!

an—lwl:n (x) = n!bnp(an + bnx)

konverguoja i ribinio maksimumo skirstinio H, (x) tanki

e e—x k-1
h(k)(x) = H'(k) (x)=e"e i

(k-1
Kai k=1, tai
hy=e"-e*
Kai k=2, tai
-x —e (eix)
ho, =e e - "
Kai k£ =3, tai
e (e
hy =e’ e - 5
Kai k=4, tai

- L e—x3
h(4):ex_ee ( )

Konvergavimo greitj tirsime nagrinédami skirtuma
’p %, ) = (x)’ -
Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir k tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.

Matome, kad k-tojo maksimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio 7, (x), kai

x didéja ir k did¢ja. Grafiné analize pateikta prieduose (zr. 4 priede 1, 2 pav.).

2.3.2. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MAKSIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai {X j} turi eksponentinj skirstini su skirstinio f-ja F(x)=1-—,
X

o

a+l *

kai x > 1 ir tankiu p(x) = 2.1.2 skyrelyje parodéme, kad

n—

1
limP(Zn < xn® j —e .

Kadangi skirstinys tenkina 1.13 ir 1.14 teoremy salygas, tai k-tojo maksimumo tankis



F"*(a, +b,x)(1-F(a,+b,x)""

an—lwl:n (x) = n!bnp(an + bnx)

(n—k)!(k-1)!
konverguoja i ribinio maksimumo skirstinio H, (x) tankj
B a o (x—a)k—l
h, (x)=H', (x)=x“-—-¢e" .
(k)( ) (k)( ) . (k—l)!
Kai k=1, tai
w a
hyy =x -;-e
Kai k=2, tai
A e (X7)
hyy =x ;-e T
Kai k£ =3, tai
-a -x (xia)z
his =x < e 5
Kai k=4, tai
o« @ -x* (xia)3
h(4) = x -;- e . 6 .

Konvergavimo greitj tirsime nagrinédami skirtuma

Py () =Ry (@)
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Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo #, x ir k£ tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.

Matome, kad k-tojo maksimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio /7, (x), kai

x did¢ja ir £ didéja. Grafiné analizé pateikta prieduose (zr. 5 priede 1, 2 pav.).

2.3.3. TOLYGIU INTERVALE (a,b) ATSITIKTINIU DVYDZIU k-TOJO
MAKSIMUMO TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai {X j} turi tolygiy intervale (a,b) skirstinj su skirstinio f-ja

F(x)= ’b“ ~9 kai a<x<b. irtankiu p(x)= % 2.1.3 skyrelyje parodéme, kad
—dad —dad

limP[Zn < b+Mj e

n—®0 n

Kadangi skirstinys tenkina 1.13 ir 1.14 teoremy salygas, tai k-tojo maksimumo tankis



an—lwl:n (x) = n!bnp(an + bnx)

F"*(a, +b,x)(1-F(a,+b,x)""

(n— )k 1)

konverguoja i ribinio maksimumo skirstinio #, (x) tankj

Kai k=1, tai
Kai k=2, tai
Kai k£ =3, tai
Kai k=4, tai

h(k)(x) = H'(k) (x)=e" (_X)H

(k-1
hyy =€
h(z) =" %
ha =e™ - (_;)2 .
hy =e” %

Konvergavimo greitj tirsime nagrinédami skirtuma

Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo #n, x ir £ tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.

Matome, kad k-tojo maksimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio 7, (x), kai

Py () =Ry @)

x mazéja. Grafiné analizé pateikta prieduose (zr. 6 priede 1, 2 pav.).

2.4. NEPRIKLAUSOMU ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MINIMUMO
TANKIO ASIMPTOTIKA

Tarkime, kad X,,X,,.... X, ,...

pasiskirstymo funkcija F(x)ir tankiu p(x).

Pazymékime

z,(x)=nF(c,+d, x);

30

- nepriklausomy vienodai pasiskirs€iusiy atsitiktiniy dydziy seka su

¢ia {c,,n=1}ir {d, > 0,n 21} - centravimo ir normavimo konstanty sekos. Tarkime, kad skirstinio funkcija

F(x) yratokia, jog
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limz, (x)=2z(x)>0. 2.7

Tada
IimP(W, <c, +d, x)=L(x) 2.8)

visuose L tolydumo taskuose; &ia L - neiSsigimusi skirstinio funkcija. Be to L(x)=1-e ", Jei
tenkinama (1.17) lygybe, sakysime, kad skirstinio funkcija F priklauso ribinio skirstinio L traukos sriciai
(zymésime F € D(L)).
Pazymeékime,
Py, () =n(1=F(c, +d,x)""d, p(c, +d,x)
&ia p,, (x)- atsitiktinio dydzio (W, —c, )/d, tankis.
Suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinio funkcija F', kad tiesiSkai normuoto

minimumo tankis p, (x) konverguoty i ribinio skirstinio L tankj L'(x), t.y.
lim p,, (x) = L'(x). 2.9)
2.1. Teorema. Tegul F pasiskirstymo funkcija turi p(x) pasiskirstymo tanki. Jeigu F € D(L)
a. L=1L,,, tai (2.9) sarySis bus teisingas intervale (—o0;0)tada ir tik tada, kai tankio funkeija p(—x)
yra teigiama, pakankamai dideliems x, iry > 0 tenkinama salyga

hmm .
e F(=Xx)

b. L=1L,,, tai (2.9) sarySis bus teisingas intervale (0,%0) tada ir tik tada, kai tankio funkcija p(—x)
yra teigiama, ir ¥ > 0 tenkinama salyga

i (@)= x)p(=x) _
xTa(F) F(_x)

2

¢ia w(x) =sup{x: F(x) <1}
c. L=L, ,tai(2.9) sarySis bus teisingas visiems x tada ir tik tada, kai tenkinama salyga
i(l—F(—x)] o0
e dx\ - p(=x)
Atsizvelge 1 sarysi
min(X,..., X, ) = —max(-X,,..., X,)
Sioje teoremoje suformuluotos salygos gaunamos analogiSkai kaip ir 1.13 teoremos salygos.
TiesiSkai normuoto k-tojo minimumo ribinio skirstinio L, (x) tanki pazymékime [/, (x). Tada

diferencijuodami gauname
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L) = L) = L) E 0

TiesiSkai normuoto k-tojo minimumo skirstinio tanki pazymekime p, (x).
2.2. Teorema. Tarkime tenkinamos 1.12 ir 2.1 teoremy salygos, tai

lim (1) =1 ().
Irodymas. [4 ] darbe parodyta, kad

(F(c, +d,x)"'(1-F(c, +d,x)""
(n—k)!(k-1) '

pXk:n (x) = n!dnp(cn + dnx)

Atlike elementarius pertvarkymus, gauname
n—1 (nF(cn + dnx))k71 %

pX,m (x) = ndnp(cn + dnx)(l - F(cn + dnx))

(k-1)!
(n=1)..(n—k+1) 1
X k-1 ' k-1
n (1-F(c, +d, x))
Panaudoj¢ jvestus pazyméjimus, gauname
(z, X)) n-1 n—k+1 1
xX) = X e cesene . .
P, 0= P, =070 n (-Fc, +dx)"

Per¢j¢ prie ribos, kai k£ fiksuotas, o n — oo, bei atsizvelge 1 (2.7) ir (2.9) lygybes ir tai, kad

F(c,+d x)—>1, gauname

limp, (x)=L'(x) (;SC_))D! =1, (x).

Teorema irodyta.

2.5. K-TUJU MINIMUMU KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

2.5.1. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MINIMUMO
TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS.

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai {X j} turi eksponentinj skirstinj su skirstinio f-ja F(x)=1—e™,

x>0 irtankiu p(x) = Ae ™ .2.2.1skyrelyje parodéme, kad

limP[Wn <%)=1—e_x, x=0.

n—®0 n

Kadangi skirstinys tenkina 2.1 ir 2.2 teoremy salygas, tai k-tojo minimumo tankis



Py, (x)=nld, p(c, +d,x) (F(c, +d,x))"'(A-F(c, +d,x)"™"

(n—k)(k-1)!
konverguoja i ribinio minimumo skirstinio L, (x) tanki
7 \k-1
[.,(x)=L],(x =xy-Z-e_xy&.
=L@ = L B
Kai k=1, tai
Y —x7
[,=x"-~-e
M X
Kai k=2, tai
Loy =x" Loy
X
Kai k£ =3, tai
2y
/4 X
ly=x" =" . —.
(3) X 2
Kai k=4, tai
3y
Y 7 X
ly=x" =" - —.
(4) X 6

Konvergavimo greiti tirsime nagrinédami skirtuma
Py, () =14, ()]
Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir & tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.
Matome, kad k-tojo minimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio /,,(x), kai x did¢ja

ir k£ maz¢ja. Grafiné analizé pateikta prieduose (zr. 4 priede 3, 4 pav.).

2.5.2. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU K-TOJO MINIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai {X j} turi pareto skirstinj su skirstinio f-ja F(x)=1-—-, kai
X

a

+1°
xC{

x >1 ir tankiu p(x) =

2.2.1skyrelyje parodéme, kad

limP[Wn <1+Lj=1—e_x, x=0.
n—®0 n/l

33
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Kadangi skirstinys tenkina 2.1 ir 2.2 teoremy salygas, tai k-tojo minimumo tankis

(F(e, +d, )" (1= F(c, +d,x)""

Py, (x)=nld, p(c, +d,x) (n— Ik —1)!

konverguoja i ribinio minimumo skirstinio L, (x) tanki

' —-x7 x’ !
l(k)(x)zL(k)(x):xy-%e &)

(k=1
Kai k=1, tai
4 —x7
[,=x"-=—-e
M X
Kai k=2, tai
[y =x" Loy
X
Kai k=3, tai
2y
Y X
lgy=x"" 5
Kai k=4, tai
3y
l :x}/.l.e_xy.x_'
) X 6

Konvergavimo greitj tirsime nagrinédami skirtuma
‘pxm (x)— l(k) (x)’ .
Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo n, x ir & tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.
Matome, kad k-tojo minimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio /,,(x), kai x did¢ja

ir k£ maz¢ja. Grafiné analizé pateikta prieduose (zr. 5 priede 3, 4 pav.).

2.5.3. TOLYGIU INTERVALE (a,b) ATSITIKTINIU ]v)YDZIU k-TOJO
MINIMUMO TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai {X j} turi tolygiy intervale (a,b) skirstini su skirstinio f-ja

X—a

F(x):b—a

,kai a <x <b. irtankiu p(x) = % .2.2.3 skyrelyje parodéme, kad
—a

b—a
n

n—>x0

limP(Wn<a+ jzl—ex,xZO.
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Kadangi skirstinys tenkina 2.1 ir 2.2 teoremy salygas, tai k-tojo minimumo tankis

pX ke (x) = n!dnp(cn + dnx)

(F(e, +d, )" (1= F(c, +d,x)""

(n—k)!(k—1)!

konverguoja i ribinio minimumo skirstinio L, (x) tanki

Kai k=1, tai
Kai k=2, tai
Kai k=3, tai
Kai k=4, tai

() = Lipy () =7 L™

ly=x"-L

(4):x -

X

3
—x7 x7
-e - —_—

&

Konvergavimo greitj tirsime nagrinédami skirtuma
‘pxm (x) - l(k) (x)’ .

Sio skirtumo kitimo priklausomybé nuo #, x ir k tiriame atlikdami kompiuterinius skai¢iavimus.

(xy)kfl

(k=1

Matome, kad k-tojo minimumo skirstinys konverguoja greiciau prie ribinio skirstinio /,,(x), kai x did¢ja.

Grafiné analizé pateikta prieduose (Zr. 6 priede 3, 4 pav.).

2.6. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Programa paraSyta Maple programavimo kalba. Si programavimo kalba yra patogi uzdaviniy

sprendimui ir sasajos vartotojui kiirimui.

Atsidarius byla ,,Astos Karpinaités magistrinis ir paleidus programa matome pagrindini uzdaviniy

meniu.
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Ex Uzdaviniy meniu @

Minirmurny skirstinio konvergavimo greitis  Maximumy skirstinio konvergavinno greitis — Minimany tankio konvergavimo greitis — Maksimummy tankio konvergavimo greitis

Astos Karpinaités magistro darbo
Mepriklausomy atsitikkiniy dydziy k-tujy ekstremaligiy reik&miy konvergavimo greicio byrimas

Programing jranga

2.6.1 pav. Pagrindinis uZdaviniy meniu langas.
VirSuje, meniy juostoje, vartotojas gali pasirinkti uzdavini: minimumuy skirstinio konvergavimo
greicio tyrimas, maksimumy skirstinio konvergavimo greicio tyrimas, minimumy tankio konvergavimo

greicio tyrimas ar maksimumy tankio konvergavimo greicio tyrimas. Uzvedus kompiuterine pele ant

norimos uzduoties iSsiskleidzia trys pasirinkimo variantai (2.6.2 paveikslas).

k2 Uzdaviniy meniu

Ty g T T e =T =l e (= [acimunny skirstinio konvvergavimo greitis  Minimumy tankio konvergavimo greitis — Maksimumy tankio konvergavimo greitis

Eksponentinis skirstinys

Pareto skirstinys

fstos Karpinaités magistro darbo

Mepriklausormy atsitikkiniy dydzig k-tyiy ekstremaliyjy reikémiy konvergavimo greicio byrimas

Pragraming iranga

2.6.2. SKkirstinio pasirinkimo galimybés.

Pasirinkus bet kurj i$ trijy skirstiniy, pasirodo ji atitinkantis meniy (2.6.3 paveikslas).
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E=Z Tolyeus skirstinys. Minimumai

Tolygaus skirstinio parametrai

Fiksuakite x reikime | 5 |

Mrmin= [za | Mmax= | 200 |

Mlitimuamai

0,035

0,030 \
0,020 3 \

: \

0,015 :"\ \\

N \\

0,005 —] —_—
] e L —_—
: ——

20 40 60 &0 o0 1200 140 160 180 200

]

2.6.3 Grafikas tolygaus skirstinio atveju.
Uzpildzius visus laukelius vienu pelés spraktel¢jimu ant mygtuko ,,Braizyti* aktyvuojame
skaiCiavimo procesa Siam uzdaviniui. VirSuje, kairiajame lango kampe, galime pasirinkti i§valyti grafiko

sritj arba iSeiti.
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ISVADOS

Siame darbe tyréme nepriklausomy atsitiktiniy dydziu k-tujy ekstremaliyjy reik§miy konvergavimo

greitl. Taip pat nagriné¢jome nepriklausomy atsitiktiniy dydziu k-tyju ekstremaliyjy reikSmiy tankiy

konvergavimo greiti.

1. Nagrinéty skirstiniy atveju galime pastebéti, kad nepriklausomy vienodai pasiskirs¢iusiu

atsitiktiniy dydziy k-tojo maksimumo ir k-tojo minimumo konvergavimo | ribinj skirstini greitis yra

panasus kaip maksimumo ir minimumo. Kadangi yra parodyta, kad $iy skirstiniy atveju paklaidos eilé n

atzvilgiy yra lygi 1/n, tai galima daryti prielaida, kad ir k-tyjy ekstremaliyju reikSmiy konvergavimo

greicio eilé lygi 1/n.

2. Eksponentinio skirstinio atveju:

k-tojo maksimumo paklaida mazéja, kai x did¢ja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k didéja, o
x reikSmés pakankamai didelés.

k-tojo minimumo paklaida mazéja, kai x didéja. Paklaidos reik§mé mazéja, kai k mazéja.
k-tojo maksimumo tankio paklaida maz¢ja, kai x didéja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k
didé¢ja.

k-0jo minimumo tankio paklaida maz¢ja, kai x didéja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k
mazeja.

parametras A konvergavimo grei¢iui jtakos neturi.

3. Pareto skirstinio atveju

k-tojo maksimumo paklaida mazéja, kai x didé¢ja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k didéja,
i8skyrus ta atveji, kai x reikSmés artimos vienetui.

k-tojo minimumo paklaida mazéja, kai x did¢ja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k mazéja, o x
reik§meés pakankamai didelés.

k-tojo maksimumo tankio paklaida mazéja, kai x did¢ja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k
didéja, iSskyrus ta atveji, kai x reikSmés artimos vienetui. Parametrui o didéjant paklaidos
reikSmé mazéja.

k-ojo minimumo tankio paklaida maz¢ja, kai x did¢ja. Paklaidos reikSmé mazéja, kai k
mazeja, iSskyrus ta atveji, kai x reikSmés artimos vienetui. Parametrui o did¢jant paklaidos

reikSmé mazéja.

4. Tolygiy intervale (a,b) skirstinio atveju

k-tojo maksimumo paklaida mazéja, kai x mazéja.

k-tojo minimumo paklaida mazéja, kai x did¢ja



k-tojo maksimumo tankio paklaida mazéja, kai x maze¢ja.
k-ojo minimumo tankio paklaida mazéja, kai x didéja.

Parametrai a ir b konvergavimo greiciui itakos neturi.

39
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1 PRIEDAS. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU K-TUJU EKSTREMUMU
KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS

Fiksuotas x=1
0.002 [ [ [ [ [ I I

0.0015 [
El(n,x) ’

Eiin,xy 0001
kdin,x)

5.0t

275221077

20

1.1 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydziy k-tojo maksimumo konvergavimo

greicio priklausomybé nuo n.

Fiksunotas n=200
0.0002 | | | |

1510
klin,x)

K3n,x 110
kdin,xm

51077

9.895:107 10

1 15 2 25 3 35
b 3.5,

1.2 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydziy k-tojo maksimumo Kkonvergavimo

greicio priklausomybé nuo x.
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1.3 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydZiy k-tojo minimumo konvergavimo greicio

priklausomybé nuo n.

Fiksuotaz n=300
0.005 I I I I
0.004 — T —
.’_r .‘-\
4 .
klin,x ’ Y o
; "n
K2(n, 0003 = A "\.. -
....... A .
E3(n,x ’ b
i N
; L
kA(n.xh oo |- ; ™ m
i »,
‘r' "’*,‘.
|'f ‘-
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] ) S,
i e
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= g Le ol I L [frrrereeee boviasasees
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D]._ x 10

1.4 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydZiy k-tojo minimumo konvergavimo

greicio priklausomybé nuo x.
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2 PRIEDAS. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU K-UJU EKSTREMUMU KONVERGAVIMO

0.004

GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS

Fiksuotas =2
T T

.00z

klfn,x)

E53(n,x0.002 |
kdin, i) E

0.001

2626x1077,

0

2.1 pav. Pareto atsitiktiniy

priklausomybé nuo n.

0.000%

dydziy k-tojo maksimumo konvergavimo greicio

Fiksuotas n=100
I I

'!
b
1
i
=
v

1
= 1
K2(n,x 10 :

K3(n, %) L
I |
Mgt B
P
3
i
[
—4 LY
110t - o
‘-
2152=1077 |
0
1 2
d.1
2.2 pav. Pareto atsitiktiniy dydziy k-tojo maksimumo konvergavimo

priklausomybé nuo x.

greicio



Fiksuotas =35
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2.3 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy k-tojo minimumo konvergavimo greicio
priklausomybé nuo n.
Fiksuntas n=200
D014 15 I T T I
.;ﬁ' 'h_\‘
I.J \l
# &
r 3y
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3 = ;r_ "I_\I ]
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2.4 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy k-tojo minimumo konvergavimo greicio

priklausomybé nuo x.
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3 PRIEDAS. TOLYGIU INTERVALE (a,b) ATSITIKTINIU DYDZIU K-TUJU EKSTREMUMU
KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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konvergavimo greicio priklausomybé nuo x.
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4 PRIEDAS. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU K-TUJU EKSTREMUMU TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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5 PRIEDAS. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU K-TUJU EKSTREMUMU TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS

Fiksuotas :=-8

0011012 I T I T T T T T

0ot - ] -

kll:n,x:lnnng "._. —

I
-
|

E3(n 200,006
Edin, =) Y

- m.a LY

0.004 S, .

0.002 = .

te e
“-.“h"-—a-
e ey

o I } } }
20 40 al 20 100 120 140 160 120

4562107

4 n 170,
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6 PRIEDAS. TOLYGIU INTERVALE (a,b) ATSITIKTINIU DYDZIU K-TUJU EKSTREMUMU
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