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SUMMARY

Gaussian distribution is the most applied in practice and because of that reason there is a great
amount of studies done in this area. In this report we look at Gaussian distribution from a point of view
of extreme value theory. More concretely, moments of maximum of normally distributed values are
discussed.

There are methods to calculate moments of extremes of independent identically distributed
normal values, values with different variances and asymptotical results.

In this work a case of dependant variables is analyzed and aim is to look for results in similar
cases that is done for independent variables. Continuing Bachelor’s work formula for moment
calculation of maximum of two dependent normal variables with all different parameters is presented.
Also there is a proof of formula for calculation of odd order moments of three dependent variable
maximum. This result is generalized for random variable vectors of any length. There is a theorem
stated, according to which moments of length n vector maximum could be expressed by same order
moments of shorter vectors. Unfortunately, because of requirements for numbers »n and m, no recursion
method could be applied.

Using computer, maximum of various length random vectors with dependent components is
simulated and average is analyzed. In experiments relation between mean values of dependent and
independent variable maximums is observed. This relation is stated in a form of a formula and proved
for vectors of any length. In this way it forms a method all results that were showed for independent
normal variable to be transfered into dependent variable case.

A part of this work was presented and published in XLV Conference of Lithuanian

Mathematicians Society (2004). Report: ”On Calculation of Moments of Normal Values Extremes”.
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JZANGA

Daznai praktikoje pasitaikantis yra normalusis arba Gauso pasiskirstymo désnis. Dél savo
populiarumo §is skirstinys yra istirtas visapusiskai. Siame darbe dar karta bandysime panagrinéti
normalyji skirstini ekstremaliyjy reikSmiy teorijos pozitiriu, o konkreCiau, bus tiriamos normaliyju
dydZziy maksimumo skaitinés charakteristikos.

Nepriklausomy normaliyju dydziy ekstremumy pradiniai momentai yra iSsamiai iSnagrinéti.
Zinomos konkre¢ios reikimés keliems vienodai pasiskirs¢iusiems normaliesiems dydZiams,
normaliesiems dydziams su skirtingomis dispersijomis ([2]).

Priklausomiems atsitiktiniams dydziams, iSskyrus asimptoting aproksimacija, yra nedaug kas
iStirta. Tikslios normaliyjy dydziy maksimumo ir minimumo momenty iSraiSkos yra taikomos
ekonomikos modeliavime, operaciju tyrime, genetikoje ([5]). Taip pat, kai ekstremumuy pasiskirstymo
funkcija turi sudétinga iSraiSka, kurig néra patogu naudoti, yra naudinga Zinoti kitais metodais
apskaiciuotus ekstremumy momentus.

Siame darbe bandoma rasti momenty i$raiskas priklausomiems normaliesiems dydziams tokiais
atvejais, kuriais rezultatai literatiiroje yra pateikti nepriklausomiems dydziams. Pratgsiant bakalauro
darba yra pateikiamos formulés dviejy priklausomy dydziy su skirtingais parametrais maksimumo
momentams skaiciuoti, taip pat formulé triju priklausomuy normaliyju dydziy maksimumo nelyginés
eiles momentams skai¢iuoti. Sis rezultatas yra apibendrinamas n-madiams vektoriams. Pateikta
teorema, kurios rezultatais remiantis #-macio vektoriaus maksimumo momentus galima iSreiSkiant
mazesnio mato vektoriy maksimumy momentais. Taciau, dél salygu vektoriaus matui (ilgiui) » ir
momento eilei m, negalima sudaryti bendros rekurentinés formulés momentams skaiciuoti.

Kompiuterio pagalba yra modeliuojami ir analizuojami jvairaus ilgio vektoriy, sudaryty is$
priklausomy vienodai pasiskirs¢iusiy normaliyju dydziy, maksimumo vidurkiai. Eksperimentiskai
tiriant pastebétas rysys tarp priklausomy ir nepriklausomy atsitiktiniy dydziy maksimumy vidurkiy. Sis
sarysis pateikiamas formule ir jrodomas n-maciams vektoriams. Taip pat rezultatai yra apibendrinami
aukStesnés eilés momentams. Tai leidzia rezultatus, gautus nepriklausomiems vienodai
pasiskirs¢iusiems normaliesiems dydziams, perkelti priklausomiems dydziams.

Dalis Sio darbo medziagos buvo paskelbta XLV Lietuvos matematiky draugijos konferencijoje

(2004). Pranesimas ,,Priklausomy normaliyjy dydziy maksimumo vidurkis”.



1 BENDROJI DALIS
1.1 EKSTREMALIUJU REIKSMIU TEORIJA

Ekstremaliyjuy reik§miy teorija yra tikimybiu teorijos Saka, jungianti daug taikymy ir auksto lygio
matematinius rezultatus. D¢l to S§i sritis yra jdomi tiek tikimybiy teorijos specialistams, tiek
inZinieriams bei statistikams. Daugeli mety Sis mokslas buvo glaudziai susijes su E. J. Gumbelio,
idomios ir jvairiapusiSskos asmenybés, veikla.

Ekstremaliyju reikSmiy teorija tiria atsitiktiniy dydziy maksimumus ir minimumus. Tai yra
ekstremaliy reikSmiy skirstinius, pozicines statistikas ir virSutinés bei apatinés riby perzengimus —
vadinamasias skirstinio virSuting ir apating uodegas. Ekstremaliyju reikSmiy teorija yra taikoma
[vairiose srityse, kuriose dideli nuokrypiai yra reikSmingi. Galima paminéti tokias sritis, kaip
aplinkosauga, meteorologija, finansai ir draudimas, medziagy atsparumo tyrimas. [prasti statistiniai
metodai dideliu nuokrypiy situacijoms modeliuoti netinka. Bitent tokiy situaciju prognozavimui
priemones pateikia ekstremaliyju reik§miy teorija.

Istorijoje ekstremaliyjuy reikSmiy problemy sprendimo pradzia jau galima jzvelgti N. Bernulio
darbuose (1709). N. Bernulis tyré vidutini didziausia nuotoli nuo atsitiktinai iSsidés¢iusiy » tasku iki
fiksuoto ilgio ¢ tiesés.

Taciau pati ekstremaliyjy reikSmiy teorija pradéjo formuotis veliau. Teorijos formavimasi
paskatino astronomy poreikis atrinkti patikimus steb&jimus, atmetant virSijancius tam tikro kriterijaus
riba. M. L. Fulerio (1914) ir A. Grifito (1920) ankstyvuosiuose §ios srities darbuose tiriami tiek
matematinés analizés metodai, tiek juy taikymai. Susistemintai bendrajai ekstremaliyjy reikSmiy teorijai
pradzia davé fon BortkeviCiaus darbas, aprasantis normaliyju atsitiktiniy dydziy imties intervalo
skirstini. Sis darbas svarbus tuo, kad &ia pirma karta buvo pavartotas terminas — ,,maksimalios
reikSmés pasiskirstymas”. Kitais metais fon Mizesas (1923) apskaiciavo Sio pasiskirstymo vidurki, o
Dodas (1923) apskai¢iavo mediang ir tyré kitokius nei normalusis pasiskirstymas atvejus. Didesnés
reikSmés buvo R. M. Fres¢ (1927) darbas, kuriame aptartas maksimumo asimptotinis skirstinys. R. A.
FiSeris ir L. H. C. Tipetas (1928) paskelb¢ atskiro Sios problemos tyrimo rezultatus. Taciau R. M.
Fresé (1927) nurodé tik viena galima ribini ekstremumo skirstini, o R. A. Fiseris ir L. H. C. Tipetas
(1928) parodé, kad ekstremumo ribinis skirstinys gali biiti tik vieno i$ trijy tipy. Fon Mizesas (1936)
pateiké paprastai suformuluotas, pakankamas kiekvieno i$ triju, R. A. FiSerio ir L. H. C. Tipeto (1928)
pateikty, ekstremumy ribiniy skirstiniy silpno konvergavimo salygas. B.V. Gnedenko (1943) pateike
bitinas ir pakankamas ekstremumy konvergavimo salygas, tuo padédamas tvirta pagrinda tolimesniam

ekstremaliyjy reik§miy teorijos vystymuisi.
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D. Meizleris (1949), B. Markusas ir M. Pinskis (1969) (nezinodami apie D. Meizlerio rezultatus)
ir L. de Hanas (1970) (1971) isSplété B. V. Gnedenkos rezultatus. M. L. Junkoso (1949) darbas,
iSpleciantis B. V. Gnedenkos rezultatus nevienodai pasiskirs¢iusiems nepriklausomiems atsitiktiniams
dydziams, teoriSkai buvo svarbus, tac¢iau nepriimtas dél savo menko pritaikomumo.

Praeito amziaus 3-Ciojo ir 4-tojo deSimtmeciy teorinius darbus 4-ajame ir 5-ajame
deSimtmeciuose papildé straipsniai apie ekstremaliyju reikSmiy teorijos taikyma. Tai taikymai
zmogaus gyvenimo trukmés pasiskirstymui, radioaktyviai emisijai (E. J. Gumbelis (1937a,b)),
medziagy atsparumui tirti (E. H. V. Veiblas (1939)), potvyniy analizei (E. J. Gumbelis (1941, 1944,
1945, 1949a), S. E. Rantsas ir H. C. Rigsas (1949)), seisminei analizei (J. M. Nordkvistas (1945)),
liciy tyrimui (K. N. Poteris (1949)) ir kita. Labai didelg jtaka taikymams turéjo E. J. Gumbelio darbai.
Daugelis $iy problemu nagrin¢jama darbe ,,Ekstremumuy statistikos” (E. J. Gumbelis (1958)).

E. J. Gumbelis buvo pirmasis atkreipgs inzinieriy ir statistiky démesi 1 galima formalios
ekstremaliyjy reikSmiy teorijos taikyma tam tikriems pasiskirstymams, kurie anks¢iau buvo
nagrinéjami empiriSkai. Pirmosios problemos tokiu biidu pradétos tirti JAV 1941 metais. Tai buvo
susije su meteorologiniais reiskiniais, tokiais kaip kasmetiniai potvyniai, krituliy maksimumas ir kita.

Daugelis medziagy atsparumo statistiniy modeliy rémési A. Grifito idéja, kur teigiama, kad
neatitikimas tarp apskaiCiuoto ir stebimo medziagy atsparumo atsiranda dél tam tikry dinaminiy
procesu medziagos viduje. Rys$i tarp medziaguy atsparumo ir ekstremaliyjuy reikSmiu pasiskirstymo
désniy pirmasis pastebéjo F. T. Pirsas. PanaSias idéjas savo darbuose taiké ir Svedu fizikas bei
inzinierius E. H. V. Veiblas (1939).

Veéliau §ias problemas tyré rusy fizikai — J. I. Frenkelis ir T. A. Kontorova (1943). Svarbus, bet
nepripazintas, darbas buvo S. Kase’o (1953) straipsnis apie gumuy stiprumo pasiskirstymo
ekstremaliasias reikSmes.

Jei biity sudarytas visos su ekstremaliyjy reikSmiu teorija susijusios literatliros sarasas, jame
bty vir§ 1000 publikacijy. Tai rodo Sios tikimybiy teorijos Sakos turtinguma, gyvybinguma bei
taikymy gausa, taciau lygiai taip pat koordinacijos tarp atskiry mokslininky triikuma, nes daug vienody
tyrimy buvo atlikta lygiagreciai.

Yra keletas puikiy knygu apie ekstremaliyjy reikSmiy asimptotikos teorija ir jos taikymus
statistikoje. G. Deividas (1981), o taip pat B. C. Arnoldas, N. BalakriSnanas ir H. N. Nagaraja (1992)
trumpai pateiké ekstremumy asimptotikos rezultatus. J. Galambosas (1978, 1987), S. Resnikas (1987)
ir M. R. Ledbeteris, G. Lindgrenas bei H. Rucenas (1983) detaliau nagrin¢jo kai kuriuos Sios temos
aspektus. R. D. Raisas (1989) aptaré ivairius ekstremumy, o taip pat ir poziciniuy statistikuy,
konvergavimo greiCius. E. Kastilo (1988) atnaujino E. J. Gumbelio (1958) darba, pateikdamas daug
ekstremaliyjy reikSmiy teorijos taikymo pavyzdziy tiek statistikoje tiek inZinerijoje. H. L. Harteris

(1978) parenge ekstremaliyju reikSmiy teorijos bibliografija, kuri ir dabar tebeturi didel¢ moksling
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verte. J. Bairlantas, J. Toigelsas ir P. Vynekeris (1996) pateiké lengvai suprantama ekstremaliyjy
reikSmiy prakting analizg ir jos taikymus aktuarijy matematikoje. S. Coleso (2001) yra iSleistas
statistinio ekstremaliyjy reikSmiy modeliavimo vadovélis su iSsamiai iSnagrinétais pavyzdziais i$
meteorologijos ir finansy sriciy.

Lietuvoje ekstremaliyjy reik§miy teorija susidométa palyginti neseniai. Sios teorijos pradininku
Lietuvoje deréty laikyti prof. J. A. Aksomaiti, kuris jau penkiolika mety dirba Sioje srityje ir yra
paskelbes nemazai darby. P. Gudynas (1990, 1992), L. Sakalauskas (1992), A. Jokimaitis, R. Vilkas
taip pat yra paskelbe darby ekstremaliyju reikSmiy tematika. Daug démesio atsitiktiniy procesuy
ekstremumams yra skyrgs R. Rudzkis (1985, 1986, 1987, 1989). Atsitiktiniy procesy maksimumo
vertinimui skirtas N. Kalinauskaités darbas (1986). Nemazai Lietuvos matematiky yra tyrg atsitiktiniy

dydziy sumy maksimumus bei maksimumo itaka atsitiktiniy dydziy sumoms.

1.2 POZICINES STATISTIKOS IR EKSTREMALIOSIOS REIKSMES

Nagrinékime atsitikting imti X; X, ..., X, i§ aibés su tolydziaja tankio funkcija f{x) ir

pasiskirstymo funkcija F(x). Jei reikSmes isrikiuosime didéjimo tvarka:

X<1><X<2> < . <X<n>,
tai X~ = min(X;, X, ..., X,), X = max(X;, Xo, ..., Xp).

> . . . . . . . 1> - > . . . . .
Tuomet X~ yra vadinama i-taja pozicine statistika, o X' ir X" - ekstremaliosiomis imties

reikSmémis. DaZnai literatiroje yra Zymima:

Wn = min(XJ, Xz, veey Xn),
Z,= max(X;, X5, ..., Xy).

1.3 EKSTREMALIUJU REIKSMIU MOMENTAI

Taikant matematinius modelius daznai tenka skaiciuoti ekstremaliyjy reikSmiuy skaitines
charakteristikas. Taip pat sudétingesniais atvejais, kai neijmanoma nustatyti ekstremumy pasiskirstymo
désnio, skaitinés charakteristikos yra vienintelis biidas reiskiniui aprasyti. Tuo atveju, kai atsitiktiniai
dydziai yra vienodai pasiskirste ir imties dydis artéja | begalybe, $is klausimas yra iSsprestas. B.V. B.

V. Gnedenko iStyré galimas ekstremumy momenty ribines reikSmes ir konvergavimo greicius. Taciau
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yra labai daug jvairiy praktikoje pasitaikanciy atveju, kai atsitiktiniy dydziy kiekis yra baigtinis ir ju

skirstiniai nevienodi. Toliau nagrinésime normaliyju dydziy ekstremumy momenty skai¢iavima.

1.3.1 NORMALUSIS SKIRSTINYS

Nagriné¢kime nepriklausomy normaliyjy atsitiktiniy dydziy imti X;, X5, ..., X, kur

X, ~N(mi,0i),i=1,n,

(x—m; )2

1 N 20;
fi(x) = a,.\/ﬂe ; (1.1)
X 1 X 7(}'*’”1')2
E(x)=7fﬁ(y)dy=m f e 7 dy. (1.2)

Statistikos Z, = max(X;, X, ..., X,) skirstinys uzrasomas

P(Z, <) =] £, )

o momentai skaiiuojami pagal formule

MZ = Tx"d(ﬁlﬂ(x)j. (14)

—00

Atitinkamai statistikai W, = min(X;, X5, ..., X,)

P(W, <x):1—11[(1—F,-(X))a (1.5)

i=1

MW = ]zx’d(l—ﬁ(l—Fi(x))j. @6

—00

Jei turime vienodai pasiskirs¢iusius dydzius X; ~ N(m, o), galime uzraSyti



P(Z, <x)=F"(x),

MZ =n T)C’F""1 (x) f(x)dx,

—00

PO, <x)=1-(1-F(x)),

MW’ =n Tx’(l —F(x))"" f(x)dx.

n

—0

9
(1.7)

(1.8)
(1.9)

(1.10)

Nors gautos formulés neatrodo sudétingos, tiksly rezultata apskaiciuoti néra paprasta. Tuo atveju,

kai imties elementai yra nepriklausomi ir pasiskirst¢ vienodai, elementariosiomis funkcijomis galima

iSreiksSti visus momentus, kai n < 5 (¢ia n — imties dydis). Straipsnyje ([4]) yra pateiktos vidurkiy bei

dispersiju iSraiskos:

# =0,

My = L =0,5641895835...,
Vs

My = 3 =0,8462843753...,

2

My = i(l + zarcsin(én =1,0293753730...,

N

T

_ [1 + éarcsin(%D =1,1629644736...,

Hs _m pu
(o) =1,

(0,) =1 L 06816901138...
T

(o,) = [1 + g] — (1) =0,5594672037...,
T

(c,) = [1 +£J — () =0,4917152368...,
T

RENEIRENE [1

Zj —(u5)" =0,447534069....

(1.11)

(1.12)
(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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Rubenas (1954) nurodé rysi tarp poziciniy statistiky momenty ir tam tikry apibendrinty sferiniy
trikampiy. Pagal §i pozitri gaunamas jrodymas, kad MZ; negalima iSreiksti elementariosiomis
funkcijomis.
Idomu tai, kad nors neturime pg = 1,2672063606 ir o = 0,4159271090 iSraisky

elementariosiomis funkcijomis, ju kvadraty suma gali biiti uzraSoma tokiu budu:

1.21
(1t,) +(o5) =1+ ﬂ + 15\/25 arcsin(i} (20

4 27

Vatanabe (1957) tiesioginiais skai¢iavimais iSreiské poziciniy statistiky ir juy sandaugy vidurkius
bei dispersijas iki n < 7. Rezultata sudaré ne tik elementariosios, bet ir atvirkstinés funkcijos bei
specialios formos integralai. Vélesniuose darbuose Vatanabe tokiu pat budu iSreiské ir treCios bei
ketvirtos eilés momentus.

Buvo jvestos tokios formos specialiosios funkcijos:

1 . a (1.22)
S(er) = — arcsm( MJ
78(a) (1.23)
T(a)= Lz J arcsin iy ala +1) 5 |dz
T 9% 2 a(a+2)—tg(z)

Pasinaudojant Siomis funkcijomis, vektoriams n = 6 ir n = 7 vidurkiai ir dispersijos uzraSomi

tokiu budu:

15 (1.24)

= (1-45(2)+2T(2))=1,267...

1o 2J;( (2)+27(2)) =1,267...,
11 (1.25)

= (1-55(2)+57(2))=1352...,

= J;( (2)+57(2))
1.26
(06)2:1+ﬂ(1—35(3))—(u6)2=0,416..., (-2
T

1543 (1.27)

(o) =1+—(l—5(3)+lr(3)j — (i, =0392...,
T 4 2

Vektoriams n > 8 iSraiSky elementariosiomis ir minétomis specialiosiomis funkcijomis néra

gauta.
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Tuo atveju, kai nepriklausomi atsitiktiniai dydziai turi ta pati vidurki, bet skirtingas dispersijas,
knygoje ([1]) yra pateiktos formulés visiems dvieju dydziy ir nelyginés eilés triju dydziy maksimumo

momentams skaiciuoti. Pateiksime Sias teoremas.

Teorema 1.1.([1])

Jei X, ir X, — nepriklausomi normalieji dydziai su parametrais (0, o7’) ir (0, 63°), tai

Mz =Lk —p(o + o
2 (1.11)

|k -1 C/l{ 1( 2(k+i) +O_2(k+z))

= i +1)(al +ol (1.12)

Msz -1

Teorema jrodoma naudojantis kombinatoriniais metodais ir eilu¢iy teorija. Gauso funkcijos

skleidinys eilute:

V2 S+ (1.13)

ISvada 1.1.1. ([1])
Dviejy nepriklausomy normaliyjy dydziy su parametrais (m, oi°) ir (m, o7°) pradiniai n-tos eilés

maksimumo momentai

MZy=>» Cim'MZ,™
’ Z;‘ ’ 1.14)

o centriniai n-tos eilés momentai

Z” 1 C’ MZ! M ne
(mz3), Z() Mz w1

cia MZ)", n = 1, 2,... apskaiciuojami pagal formules (1.11)(1.12).

Kvada 1.1.2. ([1])
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Dviejy nepriklausomy normaliyjy dydiy X;, X> su parametrais (m, o) ir (m, o;°) maksimumo

vidurkis ir dispersija yra lygiis

2 2
M(max(X,, X,))=m+,| T %2
e (1.16)

D(maX(Xl,Xz))=%(1_%j(o'lz +022) 1.17)

Teorema 1.2. ([1])

Jei X;, X, ir X — nepriklausomi normalieji dydziai su parametrais (0, o;°), (0, 05°) ir (0, 03°), tai

3

MZH = % (M2 (max(X,, X,))+ M*" (max(X,, X))+ M*" (max(X,. X,)))
(1.18)

cia M" (max(X,, Y;)) apskaiciuojama pagal formules (1.11), (1.12), kur k =1, 2,....

1.3.2 DAUGIAMATIS NORMALUSIS SKIRSTINYS. PRIKLAUSOMU
DYDZIU EKSTREMALIUJU REIKSMIU MOMENTAI

Normalyjj skirstinj galima apibréZti n-matéje erdvéje. Atsitiktinio vektoriaus (X;, X5, ..., X))

skirstinj vadinsime normaliuoju, jei jo tankis yra

1 1 n n
P(X)5 %5500, X,) = Texp{—;ZZ% (o —m)(x; _m)J (1.19)
(7)?|B] = .

su visais (x;, X, ..., x,) €R"; ¢iam; = MX; (i = 1, ..., n); B — vektoriaus kovariacijy matrica

bll b12 bln

gl e b
(1.20)
b, b, .. b,

kurios elementai yra
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by =M(X,—m)(X;,—m))=cov(X,,X ), i,j=Ln, (1.21)

IB| = det B; c;; — matricos C = B elementai.

Dvimacio normaliojo skirstinio tankis uzraSomas taip

_ 1 _ 1 (x_ml)Z_ (x—m)(y—m,) (y—m2)2
ey exp[ 2<1—p2)( P D (1.22)

Gia m, = MX, m, = MY, 07 = DX, 02 = DY, p = <L)

0,0,

N-macio normaliojo vektoriaus su priklausomomis koordinatémis (X;, X, ..., X,) statistiky Z, =
max(X;, Xo, ..., Xp) it W, = min(X;, X5, ..., X,,) skirstiniai turi sudétingas israiskas, todél $iy statistiky

pradiniai momentai gali buti uzraSomi tik formaliai:

0

MZ = :[O_J;...:[o(max(xl,xz,...,xn))"p(xl,xz,...,xn) dx,dx,...dx,, 1.23)

MW = _J;:[O..._J;(min(xl,x2,...,xn))rp(xl,xz,...,xn) dx,dx,...dx,. 1.24)

Priklausomus normaliuosius dydzius yra jmanoma isreiksti nepriklausomuy normaliyju dydziy

sumomis:
.
X, =a, X,
* *
X, =ay X +a,X,,
(1.25)
* * *
X, =a,X, +ta,X,+..+a,X,,
e * * * . . . ve . . . .. e . .
¢ia X;, X>, ..., X, - nepriklausomi normalieji dydziai. Koeficientai a;;, i,j = I,...,n, apskaifiuojami

pagal charakteristikas D.X; ir cov(X; X)).
Taciau, nors ir priklausomi normalieji dydziai yra iSreiSkiami nepriklausomais, formuliy (1.11),
(1.12), (1.18), skirty normaliyju dydziy vektoriy su nepriklausomomis koordinatémis maksimumy

pradiniams momentams skaiciuoti, pritaikyti negalime. Taip yra dél to, kad gauname tokios formos

funkcija
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X, +a,X,+..+a,X.,) (1.26)

max(a“Xl*, a, X, +a,X;,..., a,
kurios neimanoma suvesti i teoremose (1.1), (1.2) reikalaujama forma: max(X1**, X7 X,,**), kai
X 1**, X 2**, X,,** nepriklausomi normalieji dydziai.

Taigi priklausomiems normaliesiems dydziams teoremy (1.1), (1.2) pritaikyti negalima ir turi
biiti ieSkomi kiti biidai maksimumo pradiniy momenty iSraisSkoms apskaiciuoti. Tai yra pagrindiné §io

darbo uzduotis.

1.4 DARBE SPRENDZIAMOS PROBLEMOS, PROGRAMINES JRANGOS
PASIRINKIMAS

Pagrindinis §io darbo tikslas - rasti analitinius metodus priklausomy normaliyjy dydziu
maksimumo pradiniams momentams skaiCiuoti, nustatyti, kuriais atvejais momentai gali biti
iSreiSkiami elementariosiomis funkcijomis. Nagring¢jami vienodai pasiskirs¢iusiy normaliyju dydziy
vektoriai, taip pat centruoty ir necentruoty normaliyju dydziu su skirtingais parametrais vektoriai.
Vienodai pasiskirsCiusiy atsitiktiniy dydziy vektoriy maksimumai taip pat tiriami eksperimentiskai.
Siekiama rasti momenty iSraiSkas priklausomiems normaliesiems dydziams tokiais atvejais, kuriais
rezultatai buvo gauti nepriklausomiems dydziams.

Modeliavimui naudojama Matlab programa. Pasirinkima nulémé tai, kad Matlab yra pritaikyta
matriciniams skai¢iavimames, turi statistiniy funkcijuy biblioteka ir patogias vizualizavimo priemones.

Analitiniams skai¢iavimams palengvinti buvo naudota programa Matematica.
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2 TIRIAMOJI DALIS

2.1 NORMALIOJO VEKTORIAUS (X, Y) SU PRIKLAUSOMOMIS
KOORDINATEMIS TYRIMAS

Nagrinékime atsitiktinius dydzius X, ¥ ~ N(w;, W, o1, 62, p). Straipsnyje ([4]) pateikta dydziy X
ir ¥ minimumo tankio funkcija (2.1), momentus generuojanti funkcija (2.2), bei pirmasis (2.3) ir

antrasis (2.4) momentai.

fmin(X,Y)(x) = fi(x)+ f,(x), Cia

(x—ul}p _(x;zﬂzj“’(

0,

f)="y
O

1 1

@2.1)

gy
Ji-p>

JA")

1-p?

Hy
7,

_(x Hy
fz(x>=i¢("‘”2]cp !

o, o,

m(t) = m, (£) +m, (1), Cia

—u —te? =
m, (t)= exp[m] + ll20'12 )(D Hy, — |, (O'l palgz)
2 \/0'22 ~2p0,0, +0;

(2.2)

—u —tle? =
m,(t) = eXp[t,uz +lt20-22jq) H — H, (0'2 pglo-z) ‘
2 \/sz2 —-2p0,0, +07

E(min(X,Y)) = qu{%j + /12@(%) "y @[%} dia

0 =\/022 -2p0,0, +07.

(23)

E(min®(X,Y)) = (0} + )@(Mj o2+ )q{ =t j _

¢ 0 2.4)
—(u, + 41y )HCD(MJ, dia

%

0 =\/0'22 —2p0,0, +07;.
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Remiantis straipsnyje pateikta metodika analogiski skai¢iavimus atliksime atsitiktiniy dydziy X ir
Y maksimumui.

Dviejy priklausomy atsitiktiniuy dydziy ekstremumams yra teisinga:

P(max(X,Y)<z)=P(X <z,Y <z),
P(min(X,Y)<z)=P(X <z)+P(Y <z)-P(X <2,Y <z), @2.5)

P(max(X,Y)< z)=P(X < z)+ P(Y < z)~ P(min(X,Y)< z).

PerraSe sarysi panaudodami pasiskirstymo funkcija ir apskaiciave iSvesting gauname:

fmax(x,y)(x) =[x+ fr(x)- fmin(x,y)(x)- (2.6)

I Sig formule irasg (2.1) ir pertvarke reiskinj, gauname atsitiktiniy dydziy X ir ¥ maksimumo

pasiskirstymo funkcija:
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fﬁﬂxwuv=¥L¢(”"%J+—L¢[x‘”2j—
O

1 O, 0, 0,
_(x_ﬂzj_l_p(x_ﬂl) _(x_/ul +p(x_/u2J
_L¢(x_,u1 ](D 0, 0, _L¢[x_,uz ]CD 0, 0, _
0, 0, 1-p° o, o, 1-p°
1 (x—u 1 [x—u
:_¢( | +_¢{ Zj_
0, o, o, o,
1 (x;ﬂzj_p[x;—ﬂlj
___¢[x e — |- @7
0, 0, 1-p°
(x_,ulj_p(x_fuzj
_L {x ;LIZ 1-d 61 0-2 —
0, 0, 1-p°
[x_,uzj [X_IUIJ [x_,u1 _p[x_,uzJ
LQ{X_/J] JQJ 0, o, +L¢(x_/u2 }D o, 0,
o, o, 1-p? 0, 0, 1-p?
Funkcija perrasome kaip dviejuy funkcijy suma:
fmax(X,Y) ('x) = fi ('x) + f2 (x)a (2‘8)

¢ia

SNEIE

fi="y
O

1 O-l

eonl 2e 2|

J1-p°

H="14¢
O

2 0,

Momentus generuojanti funkcija:
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m(t) = Te”“f1 (x)dx + Te”‘f2 (x)dx.

2.9
Integralus apskai¢iuosime pasiremdami lema, pateikta straipsnyje ([4]).
Jeib =0,
c a
1| "2
— d_b | jeid<o,
LT
P
tai [ gla+bx)d(c + dx)dx = ﬁ(b(c), jeid =0, (2.10)
c_4
Lol—d b | jeaso,
ol [, 1
P
Tada:
X— U X— U
T T 1 1 to; ( o )" p[ o | ]
x — —
Ie’xﬁ(x)dx: J'exp(t,u1 +—t20'12j—¢ # L @ 2 ! dx -
—o —o 2 1 0, 1- p2
(2.11)

M~ Hy +t(612 _palaz)
Joi-2po0, +0}

= exp(t,u1 + %ﬁo—f }D

Analogiskai:

[e" £, (x)dx = exp[tuz +—1’0; ]q) sty +ilol —poro) 2.12)
o 2 \/0'22 -2po,0, + 0} :

ir
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(2.13)

—_ 2 —
m(t) = exp(t,u1 + ltzalz Jd) B t(al palaz) +
2 \/0'22 ~2p0,0, + 0}

1 —u, +tlo; -
+exp(t,u2 +—t2022jd) A (0-2 pazal) i
2 \/0'22 ~2p0,0, + 0}

Pasinaudodami momentus generuojancia funkcija apskaiciuojame atsitiktiniy dydziy Xir ¥

maksimumo vidurkj ir antraji momenta:

Blnas(X,1) = 0) = o 422 o _ﬁalgz)cf{m )

— 0_2_ O, 0 —
+Iu2q)(ﬂzeﬂ1j+( 2 g 1 2)¢(ﬂ29ﬂ1}

Hy— M My — 1 By
E(max(X,Y)) = ﬂlcp[#j + uzcb[%j +0 ¢[%} cia (2.14)

0= \/622 -2p0c,0, +0;.

E(max*(X,Y))=m"(0) =

_ e Bt ) gl +2ﬂ1(0'12—,00'10'z)¢ AN
0 0 0 0

93

+ﬂ§®£uz —ul}rajq{uz —#Ij”uz(df —p0102)¢(u2 —ulj_
0

_ (/ul _,uz)(O'lz _p0'102)2 ¢(/l1 _ﬂ2j+

E(maxz(X,Y)):(yl2 +0'12)®('u1 o J+(,uz2 +a§)®(uj+

0 0
H—H .
+ (;11 + U, )49¢[T], cia

0= \/0'22 -2poc,0, +0}].

2.15)
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Apskaiciuotos skaitinés charakteristikos (2.14), (2.15) sutampa su straipsnyje ([5]) pateiktais
rezultatais. Pasinaudojant momentus generuojancia funkcija (2.13) galima apskaiCiuoti ir kitus

maksimumo momentus.
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2.2 NORMALIOJO VEKTORIAUS (Xj, ... , Xy) SU PRIKLAUSOMOMIS
KOORDINATEMIS TYRIMAS

Dviejuy priklausomy normaliyjy dydziy su skirtingais vidurkiais ir dispersijomis maksimumo
momentai gali biiti apskai¢iuojami pasinaudojant momentus generuojancia funkcija. Metodika pateikta
2.1 skyriuje. Ta pacia metodika buvo bandyta pritaikyti trims atsitiktiniams dydziams, bet norimas
rezultatas nebuvo gautas. Siame skyriuje bandysime rasti netiesioginiy biidy priklausomy dydziy
vektoriaus maksimumo momentams apskaiciuoti. Visi Siame skyriuje pateikti rezultatai turi apribojima
— atsitiktiniy dydziy vektoriaus komponenciy vidurkiai turi biiti vienodi. Dél maksimumo funkcijos
savybés, neprarasdami bendrumo, nagrinésime vektorius, kuriy vidurkiai yra lygilis nuliui. Pradzioje
pateiksime rezultatus trijy atsitiktiniy dydziy maksimumui, véliau rezultatus apibendrinsime n-

maciams vektoriams.

Teorema 2.1. Atsitiktiniy dydziy vektoriui (X, Y, Z), kurio tankis yra lyginé funkcija, galioja
lygybeé:

P(max(X,Y,Z) <u)+ P(max(X,Y,Z)<—u)=1-P(X <u)- P(Y <u)— P(Z <u)+ (2-16)
+ P(max(X,Y) <u)+ P(max(¥,Z) <u)+ P(max(X,Z) <u)

Irodymas
Atlikdami pertvarkymus tikimybe P(min(X,Y,Z)<u) iSreikSime atsitiktiniy dydziuy X, Y, Z ir Siy

dydziy maksimumo tikimybémis:

P(min(X,Y,Z) <u)=1-P(min(X,Y,Z2)>u)=1-P(X >u,Y >u,Z >u)=

=1-(P(Y >u,Z>u)-P(X <u,Y >u,Z >u))=1-P(Y >u,Z >u)+ P(X <u,Y >u,Z >u)=
=1-(P(Z>u)-P(Y <u,Z >u))+ P(X <u,Z >u)-P(X <u,Y <u,Z >u)=
=1-P(Z>u)+P(Y <u,Z>u)+P(X <u,Z >u)—P(X <u,Y <u,Z >u)=

=P(Z <u)+P(Y <u)-P(Y <u,Z <u)+P(X <u)- P(X <u,Z <u)-

—(P(X <u,Y <u)-P(X <u,Y <u,Z <u))=

=P(X <u)+P(Y <u)+P(Z <u)-P(X <u,Y <u)-P(Y <u,Z <u)-

~P(Z <u,X <u)+P(X <u,Y <u,Z <u)=

P(X <u)+P(Y <u)+ P(Z <u)- P(max(X,Y)<u)- P(max(¥,Z) < u)-

— P(max(Z, X)<u)+ P(max(X,Y,Z)<u)

2.17)

Atsitiktiniai dydziai X, Y, Z turi lygines tankio funkcijas, todél yra teisinga:
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min(X,Y,Z) = —max(X.,Y,Z). (2.18)

Pasinaudodami Sia savybe iSreikskime X, Y, Z minimumo tikimybg Siy dydziy maksimumo

tikimybe:

P(min(X,Y,Z) <u)= P(-max(X,Y,Z) <u)= P(max(X,Y,Z) > -u)= (2.19)
=1- P(max(X,Y,Z) < —u).

I8 (2.17) ir (2.19) iSplaukia, kad:

1- P(max(X,Y,Z) < —u)=P(X <u)+P(Y <u)+P(Z <u)-
— P(max(X,Y)<u)- P(max(Y,Z) < u)— P(max(Z, X ) < u)+ P(max(X,Y,Z) < u),

(2.20)
P(max(X,Y,Z)<u)+ P(max(X,Y,Z) < —u)=1-P(X <u)- P(Y <u)—P(Z <u)+
+ P(max(X,Y)< u)+ P(max(Y,Z) <u)+ P(max(Z,X) <u).
Teorema jrodyta.
Teorema 2.2. Atsitiktiniy dydziy vektoriaus (X, Y, Z), kurio tankis yra lyginé funkcija,
maksimumo nelyginés eilés pradiniams momentams galioja sqrysis:

E(max(X,Y,2))" =
-3 (E(max(x,Y))" + E(max(Y, 2))" + E(max(Z, X))" — E(X)" — E()" - E(z)")
m=2s+1, s=12,...
[rodymas
Remsimes teorema (2.1). Uzrasykime sarysi (2.16) pasiskirstymo funkcijomis:

Fmax(x,Y,Z) (u)+ Fmax(x,y,Z) (_ u) =1-Fy (u) -k (“) i (u) + (2.22)

+ Fmax(X,Y) (”)"' Fmax(Y,Z) (”)+ Fmax(Z,X) (”)

Diferencijuodami abi lygybés puses gauname sarysj atsitiktiniy dydziy tankiams:
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fmax(X,Y,Z) (”) - fmax(X,Y,Z) (_ ”) =—fx (”)_ Sy (”) -/ (“)+ (2.23)
+ fmax(X,Y) (u) + fmax(Y,Z) (u)+ fmax(z,X) (“)

Abi lygybés puses padauginame i§ ¢ ir integruojame visoje u apibrézimo srityje:

J;cu " (fmax(X,Y,Z) (u) - fmax(X,Y,Z) (_ u)}z’u = (2.24)

0

= J.um (_ fx (u)_ Sy (”)_ Sz (”)+ fmax(X,Y) (”)+ fmax(Y,Z) (u)+ fmax(Z,X) (u))iu

—00

:[ fmax(X YZ) j fmax(X Y.,Z) u)du =
:—Tu”’fx(uﬁu— Iume(u)du— J.umfz(u}[u_i_ (2_25)

—00 —0

+ J.umfmax(X,Y)(u}iu + jumfmax(Y,Z) (uyu + J.umfmax(Z,X)(u}iu‘
—00 —o0 —00

Antrajame integrale pakeiskime kintamaji —u:

w=-u

Jumfmax(X,Y,Z) (_ u}h‘ = J.(_ W)m fmax(X,Y,Z) (W}j(_ W) =

* (2.26)

B J W frnax(x.r.2) (whw, m=2k+1

Iwmﬁnax(X,Y,Z) (W}{W, m =2k
Irase (2.26) i (2.25), tuo atveju, kai m — nelyginis, gauname:

J. fmax(XYZ)
- _jumfx(u}iu - jume(u}iu ~ Tumfz(u)du + 2.27)

0 0 0
+ Ium max(X,Y) (”)d” + J.umfmax()/,z)(uyu + J.umfmax(Z,X) (”)d”
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Pagal m-tojo pradinio momento apibrézima:

2E(max(X,Y,Z))" = (2.28)
=—E(X)" —E(Y)" —E(2)" + E(max(X,Y))" + E(max(¥,Z))" + E(max(Z, X))",
m=2s+1, s=12,...

Atlike aritmetinius pertvarkymus gauname (2.21) sarysi. Teorema jrodyta.

ISvada 2.2.1. Atsitiktiniy dydziy X, Y, Z ~N(0, 0, 0, 61, 62, G3, P12, P23, P31) Mmaksimumo

nelyginés eilés pradiniams momentams galioja sqrysis:

E(max(X,Y,2))" =

= %(E(max(X, Y))'" + E(max(Y,Z))'" + E(max(Z,X))”’ - E(X)'” _ E(Y)’" _ E(Z)m)’ (2.29)

m=2s+1, s=12,...

Gauti rezultatai (Teorema 2.2) yra reikSmingi tuo, kad pasinaudojant (2.21) sarySiu galima
netiesioginiu biidu apskaiciuoti trijy atsitiktiniy dydziy maksimumo nelyginés eilés pradinius
momentus. Pasirinktos eilés pradiniam momentui apskaiciuoti reikia zinoti dvieju atsitiktiniy dydziy
maksimumo ir paciy atsitiktiniy dydziuy X, Y, Z tos pacios eilés pradinius momentus. Dviejy normaliyjy
dydziy maksimumo momentus generuojanti funkcija yra pateikta (2.13). Taip pat néra sunkumu

apskaiciuoti normaliyjy dydziy pradinius momentus.

Bakalauro darbe ([8]), pasinaudojant maksimumo funkcijos savybe, buvo iSvesta triju atsitiktiniy

dydZziy maksimumo vidurkio skai¢iavimo formulé, kuri yra (2.2.1) iS§vados atskiras atvejis:

M(max(X,Y,2)) =+ (M(max(X, V) + M(max(¥, 2))+ M(max(Z, 7)) - MX — My —Mz)), 30
2

M (max(X,Y,Z))=

_ 1 -(\/olz ~2p,,0,0, +0; +\/022 ~20,,0,0, +0; +\/<732 -2p,,0,0, +012) (2.31)
2427

Toliau, kaip teoremos (2.2) panaudojimo pavyzdi, pateiksime trijy atsitiktiniy dydziy
maksimumo trecios eilés pradinio momento skaiCiavimus. Pagal teorema, triju atsitiktiniy dydziy
maksimumo trecios eilés pradinis momentas yra iSreiskiamas dviejy atsitiktiniy dydziy maksimumy ir

paciy atsitiktiniy dydziy trecios eilés pradiniais momentais tokiu btdu:
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E(max(X,Y,2)) =

= %(E(max(X 1)) + E(max(¥,2)) + E(max(Z, X)) ~E(x)' ~ E(r)' - £(z))) 232)

Pasinaudodami momentus generuojancia funkcija (2.13) apskaiciuosime dviejy atsitiktiniy
dydziy maksimumo tregios eilés pradini momenta. Cia nagrinéjamy atsitiktiniy dydziy vidurkiai yra

lygiis nuliui, todél momentus generuojancios funkcijos iSraiSka tampa paprastesne:

m(t)=exp(%t2012j®[ ot po.2:) }*exp[%‘zaqu’[ i = poe) J (2.33)

\/0'22 -2p0,0, + 0} \/0'22 —2po,0, + 0}

Apskaiciuojame momentus generuojancios funkcijos iSvestines:

2 —_—
m'(t) =O'12texp(%t20'12j®[ t(o-l pdlo-z) }r

\/022 -2po,0, + 0}

+ 0-12 — PI,0, exp[%tzo_lz j¢{ t<o-12 — pO-IO-Z) ]+

\/022 —2po,c, + 0} \/0'22 —2po,0, + 0}

o -
+O'22texp[%t20'22jq)[ (62 pazal) }+

\/0'22 -2p0,0, + 0}

n o)~ po,0, CXP(%IZO'ZZJ¢[ t(622 _:00_201) }

(2.34)

\/022 —2po,0, + 0} \/0'22 —2po,0, + 0}

\/0'22 -2p0,0, + 0}

2
\/0'22—2p0'10'2+0'12 » —2po,0, + 0 \/0'22—2p010'2+0'12

n o) - po,o, [26121‘4-( tz(o-l2 _po'lo_z)z )Jexp(%tzalzJ¢[ t(o_lz _pO-IO-Z) }—F
O
(2.35)

+O'22(O'22[2 +1)texp[%t20'22]d)[ f(0'22 —pazo'l) }4_

\/0'22 -2p0,0, +0;

o5~ po,0, [20‘22t+( tz(o-z2 ~PI,0, )2 )Jexp(%tzo_;J¢[ t(0'22 —pO'QO'l) }
O

2
\/0'22—2p0'10'2+0'12 » —2po,0, +0 \/0'22—2p010'2+0']2
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to! -
mnv(t) :Glzt(O'Ith +2)exp(%t20_12jq){ (O-l po_laz) J_i_

\/0'22 ~2po,0, + 0}

2 2 2
O, — pOo,0 o, — po,o
+o? | —PO,0, [30‘12t2— ( 1~ PO, 2) +1JX

2 2
\/022—2p6102+012 (Uz —2po,0, +0;

2_
xexp(%tzof)gz{ t(o-l po_lGZ) J+

\/0'22 —2po,0, + 0}

N o - po,o, 207 - 2(0'12 _po-lo-Z)z - tj(alz—po'laz):
\/022 -2po,c, + 0} (O_z —2p0,0, +0, ) (O-z —2p0,0, +0, )

2_
xexp(%tzof){ t(o] palaz) }L

\/022 —2po,c, + 0}

(o2 (2.36)
- oft(aftz + 2)exp(lt26§ j(D (0-2 P29, ) -
2 \/022 -2po,c, + 0}

2
+0,

2 2( 2 2
0, —pPO,0, 35242 — 4 (O'z _po-2o-1) 1
ot > —~+1|x
\/(722—2p0'162+0'12 (Uz _2PO'102+01)

2
xexp(%tzofj{ t(0'2 po-zal) }L

\/022 —2po,c, + 0}

" O-z2 — PO,0, (20_22 _( (0_22 —PO,0, )2 J[l_ tz(o-zz —p0'20'1)2 ]x
2

\/022—2p0'162+0'12 > —2po,0, +U12) (022—2P0'102+012)
xexp[lt20'22)¢ t(of _po-zo-l) .
2 \/622 ~-2p0,0, +0;

Treciasis pradinis momentas yra lygus treciosios iSvestinés reikSmei, kai ¢ = 0:

3 612(0-12 _pGIGZ) _ 1 (‘712 _po-lo-2)3

N2 \/0'22—2,0610'2 +o] N27 (O.

3 0-22 (0_22 — po—zo_l) (0_22 — PO,0, )3

1
+ —~ :
V27 \/0'22 -2pc,0, +o] 27 ;

(0'22 —2po,0, + 0} )5

m'"'(0) =

+

w

> —2po,0, +0; )5
2.37)

Atlike aritmetinius pertvarkymus, gauname galuting iSraiska:
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E(max(X,Y)) =m'"'(0) =

1 (3 (012 (012 - po,o, )+ (612 - po,o, XGZZ - po,o, )+ ol (022 - po,o, )) o } (2.38)

N 0

cia <9=\/0'22 -2po,0, +0;].

Momenty E(max(Y,Z))’, E(max(Z, X))’ israiskos yra analogiskos (2.38). Momentai EX’, EY’ EZ’

yra lygiis nuliui. Gautas iSraiSkas jrase i (2.32), gauname:

E(max(X,Y,2)) =

3 ((0_12(0_12 _p6102)+ (0-12 — P99, Xazz _:00_10_2)+622(622 _palo-z))+

N 0

n (0-22<(722 —p0'263)+ (0-22 —p6203X0'32 —p(720'3)+632(0'32 — PO,0; ))

+
0
+ (0'32(032 _p0301)+ (0'32 — P00, XO'f _:00_30-1)"' 0-12(0-12 _:00_30-1))_93] (2.39)
9 b

cia 0= \/0'22 ~2po,c, +0;.
Teoremas (2.1) ir (2.2) apibendrinsime n-maciams vektoriams.

Teorema 2.3. Atsitiktiniy dydziy vektoriui (X, Xa,..., Xy ), kuriotankio funkcija yra lyginé,
galioja lygybé:

P(max(X,,..., X,) < —u)+(=1)" P(max(X,,..., X,) <u)=
=1-P(X, <u)-...— P(X, <u)+ P(max(X,,X,) <u)+...+ P(max(X
+o+ (1) (P(max(X ..., X, ) <u)+...+ P(max(X,,...,X,) <u)).

LX) <u)+ (2.40)

Irodymas

Pirmiausiai indukcijos btidu irodysime lygybe:

P(min(X,,...,X,) <u)=
=P(X1 <u)+...+P(Xn <u)—P(max(X1,X2) <u)—...—P(maX(X
+..+ (1" P(max(X,,...,X,) <u).

s X)) <u)+ 2.41)

Nesunku jsitikinti, kad sarysis galioja, kai n = 2:
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P(min(X,, X,) <u)=P(X, <u)+P(X, <u)-P(X, <u, X, <u)= (2.42)
= P(X, <u)+ P(X, <u)— P(max(X,,X,) <u).

Kai n = 3, jrodymas buvo pateiktas anksciau (2.17).

Tarkime sarysis yra teisingas, kai n =k,

P(min(X,,...,X,)<u)=
= P(X, <u)+...+ P(X, <u)-P(max(X,,X,) <u)-...— P(max(X, ,,X,) <u)+ (2.43)
+..4+ (=1)" P(max(X,,..., X,) <u)

Remdamiesi §ia salyga irodysime, kad sarySis yra teisingas, kai n = k+1.

P(min(X,,...,X,,))<u)=1-P(min(X,,..., X ) >u)=1-P(X, >u,..., X, >u)=
=1-(P(X, >u,..., X, >u)-P(X, >u,... X, >u, X,,, <u))=
=1-P(X,>u,.... X, >u)+P(X, >u,... X, >u, X, <u)=
=1-P(min(X,,...,X,) > u)+ P(min(X,,....X,)>u, X, <u)=

= P(min(X,,...,X,) <u)+ P(X,,, <u)-P(min(X,,..., X)) <u,X,,, <u)=

= P(X, <u)+...+ P(X, <u)- P(max(X,,X,)<u)—...— P(max(X, ,X,)<u)+
+o 4 (=1 P(max(X ..., X,) <u)+

+P(X,,, <u)-

—(P(X, <u, X, <u)+...+ P(X, <u, X, <u)-P(max(X,,X,)<u,X,, <u)-
= P(max(X, . X)) <u, X, <u)+..+ (1) Pmax(X,..... X,) <u. X, <u))=
= P(X, <u)+...+ P(X,, <u)-P(max(X,,X,)<u)-...— P(max(X,,X,,)<u)+
+.o 4 (=1 P(max(X,,..., X,,,) <u)

(2.44)

Pasinaudodami salyga, kad sary$is yra teisingas, kai n = k, irodéme, kad sary$is yra teisingas, kai
n = k+1, todél §i lygybé yra teisinga kiekvienam n.

Analogiskai kaip formuléje (2.18), dél to, kad tankis yra nelyginé funkcija, atsitiktiniams
dydziams X;, X5,..., X, yra teisinga:

min(X,,..., X, ) =-max(X,,..., X ). (2.45)

Remdamiesi $ia savybe iSreikskime X;, X>,..., X, minimumo tikimybe Siy dydziy maksimumo

tikimybe:
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P(min(X,,...,X,) <u)=P(-max(X,,..., X,) <u)= P(max(X,,...,X,)>—u)= (2.46)
=1-P(max(X,,...,X,)<-u).

Teoremos teigini irodysime irase iSraiska (2.46) i (2.41) ir atlike pertvarkymus:

1- P(max(X,,...,X,) < —u)=P(X, <u)+...+ P(X, <u)— P(max(X,,X,)<u)-
—...— P(max(X, ,,X,) <u)+...+(=1)" P(max(X,,..., X,) <u),
(2.47)
P(max(X,,...,X,) <—u)+(=1)""' P(max(X,,...,X,) <u)=
=1-P(X, <u)-...— P(X, <u)+ P(max(X,,X,) <u)+...+ P(max(X, ,X,) <u)+
+... 4+ (1) (P(max(X,,..., X, ) <u)+...+ P(max(X,,...,X,) <u)).

Teorema 2.4, Atsitiktiniy dydziy vektoriui (X,, Xa,..., Xn ), kurio tankio funkcija yra lyginé,

maksimumo pradiniams momentams galioja sqrysiai:

1.Kain=2k+1, m=2[+1,
E(max(X,,...,X,))" =

- %(— E(X)" =~ E(X,)" + E(max(X,, X,))" +...+ E(max(X,_, X)) +...+ (2.48)

+ E(max(X,,.... X, )" +...+ E(max(X,,..., X, ))’")

2.Kain =2k, m=2I,
E(max(X,,...,X,))" =

- %(E(Xl V' b4 E(X,)" = E(max(X,, X)) —...— E(max(X,_, X)) +...+ (2.49)

+ E(max(X,,.... X, )" +...+ E(max(X,,...,X,))" )

[rodymas
Irodymo metodika analogiska, kaip ir teoremoje (2.2). Remsimés teoremoje (2.3) pateiktu sarySiu

(2.40). Si sary§i uzrasysime pasiskirstymo funkcijomis:

(_ 1)’Hl Fm;u(()(l,..,)(n)(”‘)"F Fmax(Xl,...,X,,)(_ ”) =1- FXI (“)_ e FX,, (“)+
+ Fmax(Xl,Xz) (u)+ et Fmax(X,,,l,X,,)(u)Jr (_ 1)’”’1 (FmaX(Xl,...,X,,,,) (u)+ et Fmax(Xz,.”,X,,) (I/l)) (2-50)
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Diferencijuodami abi lygybés puses gauname atitinkama sarysj atsitiktiniy dydziy tankiams:

(_ l)nﬂ fmax()(l,m,)(”) (u) - fmax(x, e Xy) (_ u) = _fX, (u)_ cee fx,, (”)+ (2'51)

+ max(Xl,Xz)(u)+"'+ max(X,,,l,X”)(u)—i_(_1)’”1(fmax(Xl,...,X”,])(u)—i_"'+ max(Xz,...,X”)(u))

Naudosime ta pacia metodika kaip teoremoje (2.3). Abi puses dauginsime i§ kintamojo u™ ir

integruosime visoje apibrézimo srityje:

T” " ((_ 1)n+1 fmax()(1 X)) (“) - fmax(Xl,...,Xn) (_ ”))j =

2.52
J. ( fxl - ~_an(”)+ max(Xl,Xz)(u)+"'+ max(X,H,Xn)(u)—'_ ( )

+ (_ 1)’Hl (fmax(){1 X)) (”)+ cooF T max(xy.x,) (“ )))d”’
nﬂ J. mfmax(x1 X, )) J. fmax(){l X)) ”ﬁ” =
= —J‘u”’fx1 (udu—...- Iumfx () +
bt S (2.53)

0 0
+ J.umfmax(Xl,Xz)(uyu +...F .[um max(Xn,l,X”)(uyu—i_
—o —00

’+(_ l)”*l( J‘umfmax(XI,M,X,,,l) (uyu t.o.t J.umfmax(Xz,A“,X”) (uyu]

Norédami gauti tos pacios formos integralus, antrajame integrale pakeiskime kintamajj —u:

i o M= ) i M)
- (2.54)

0

= JEW)" frer, ) (0w

—00

Nagrin¢jami integralai pagal apibrézima atitinka m-tosios eilés momentus. Pakeista integrala

(2.54) irasykime { lygybe (2.53) ir atlikime pertvarkymus atskiriems # ir m atvejams:
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(_ l)’m J.”mfmax(xl,m,xn ) (”}i” - J.umfmax(X] enX) (_ u)du =
—o —0

J.umfmax(Xl,...,X,,)) (uﬁu - J.(_u)m fmax(Xl,...,X,,)(u)'{u’ n= 2k + 1’

—0 —

- Iumfmax()(l enX,) (”y“ - I(_ ”)m fmax(xI X)) (“y“, n=2k.
- - (2.55)

2J.u”’ﬁmx(Xl,'__’X”))(uﬁu, n=2k+1,m=2[+1,
0, n=2k+1,m=2I,
0, n=2k,m=2l+1,

-2 .[um max(X X)) (u)du, n=2k, m=2l

—0

Irase (2.55) i (2.53) ir atitinkamai pertvarke lygybés (2.53) deSiniaja puseg, gauname:

Kain=2k+1,m=2[+1,
2E(max(X,,...,.X,))" = (2.56)
=—E(X,)" -...—E(X,)" + E(max(X,, X,))" +...+ E(max(X,_,X,))" +...+
+ E(max(X,,..., X, )" +...+ E(max(X,,...,X,))",
kain=2k+1, m=2I,
0=-E(X,) —...—E(X,)" + E(max(X,,X,))" +...+ E(max(X,_,, X,))" +...+ (2.57)
+ E(max(X,,..., X, )" +...+ E(max(X,,..., X,))",
kain=2k,m=2[+1,

0=-E(X,)" —...—E(X,)" + E(max(X,,X,))" +...+ E(max(X,_,, X,))" +...— (2.58)
— E(max(X,,....X, )" —...— E(max(X,,...,X,))",
kain =2k, m=2I,
—2E(max(X,,...,X,))" = (2.59)
=—E(X,)" -...—E(X,)" + E(max(X,, X,))" +...+ E(max(X, ,X,))" +...—
— E(max(X,,....X, )" —...— E(max(X,,...,X,))".

SarySiy (2.57) ir (2.58) toliau nenagrinésime. I§ sarysiy (2.56) ir (2.59), atlikus aritmetinius

pertvarkymus seka teoremos irodymas.
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ISvada 2.4.1. Atsitiktiniy dydziy vektoriaus (X, Xa,..., Xn ) ~ N(0,Vx),

2
o 0,0,P),, *° 0,0,p,
2
0,00 o 0,00 . .. .. ..
v,=| "% : 20nm maksimumo pradiniams momentams galioja sqrysiai:
2
O-no-lpnl O-no-anZ e O-n

1.Kain=2k+1,m=2/+1,
E(max(X,,...,X,))" =
- %(— E(X,) —...—E(X, )" + E(max(X,, X,))" +...+ E(max(X, , X)) +...+ (2.60)

+E(max(X,,..., X, )" +...+ E(max(X,,..., X, ))’")

2.Kain=2k,m=2I,
E(max(X,,...,X,))" =

1

- E(E(X1 V' o E(X ) — E(max(X,, X)) —...— E(max(X,_, X)) +...+ (2.61)

n-1°

+ E(max(X,,..., X, )" +...+ E(max(X,,..., X ))”')

’ n

ISvada 2.4.2. Atsitiktiniy dydziy vektoriy (Y1, Ya,..., Yn ) ~ N(W,Vx) ir (X1, Xa,..., Xn ) ~ N(0,Vx),

2
0, 0,0,P, ° 0,0,P,
2
0,0,p o e 0,0,p . . - ..
VX = SR 2 27 nlan makszmumqpradzmams momentams galw]a sqrysis.
2
O-no-lpnl O-no-anZ T O-n

E(max(Y,,...,Y,))" = iC;,uiE(max(X1 e X))
< 2.62)

Sis sarysis irodomas pasiremiant maksimumo funkcijos tiesiSkumo savybe ir Niutono binomu:

E(max(¥,,...,Y,))" = E(u + max(X,,...,X,))" :E(ic;#i(maX(Xl,...,Xn))’”i]:

i=0

(2.63)

=3¢ g E(max(X,.... X))
i=0
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Deje, dél iSvadoje (2.4.1) pateikty apribojimy skai¢iams 7 ir m, formule (2.62) bendru atveju
galima pritaikyti tik dviems atsitiktiniams dydziams. Didesnio ilgio necentruotiems vektoriams galima

apskaiciuoti tik vidurki:

E(maX(Yl,...,Yn))zy+E(max(X1,...,Xn)):

1

:,u+5(—E(X1)—...—E(Xn)+E(max(X1,X2))+...+E(max(Xn_1,Xn))+._‘+ (2.64)

+ E(max(X,,..., X, ))+...+ E(max(X,,..., X,)))

Aukstesnés eilés momenty apskaiciuoti negaima, nes néra biido rasti visy Niutono binomo nariy
reikSmes.

Siame skyriuje pateikti rezultatai leidzia apskai¢iuoti n ilgio vektoriaus maksimumo momentus,
iSreiskiant juos mazesnio ilgio vektoriy maksimumuy momentais. Taciau, dél salygu vektoriaus ilgiui n
ir momento eilei m, negalima sudaryti bendros rekurentinés formulés momentams skaiciuoti. Yra
bitina zinoti (kitu budu apskaiciuoti) vienetu maZesnio ilgio vektoriaus maksimumo atitinkamos eilés
momentus. Siuo metu kitais metodais yra apskai¢iuoti tik dviejy priklausomy normaliyjy dydziy
maksimumo momentai, todél Siame skyriuje apraSomus rezultatus galima pritaikyti tik triju
priklausomy normaliyjy dydziy maksimumo nelyginés eilés momentams skaiciuoti.

Pastebésime dar vienas fakta, kuris tiesiogiai seka i iSvados (2.4.1) antrosios dalies. Bakalauro
darbe ([8]), atliekant kompiuterini modeliavima, buvo pastebéta, o véliau ir jrodyta, kad dvieju
priklausomy normaliyjy dydziy maksimumo lyginés eilés momentai nepriklauso nuo koreliacijos
koeficiento p. Remiantis i§vada (2.4.1), tai gali biiti nesudétingai parodyta. UzraSykime sarysi (2.61)

dviems atsitiktiniams dydziams:

E(max(X,, X,))" = %(E(Xl y" + E(x,)") cia m-lyginis skaicius. (2.64)

Desinéje lygybés puséje yra atskiry kintamyjy X; ir X, momentai, todél akivaizdu, kad Siy

kintamyjy maksimumo lyginés eilés momentai nepriklauso nuo koreliacijos koeficiento.
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2.3 DAUGELIO KINTAMUJU MAKSIMUMO VIDURKIO TYRIMAS

2.3.1 NORMALIOJO VEKTORIAUS MAKSIMUMO MOMENTU
MODELIAVIMAS

Tolesnius normaliojo vektoriaus su priklausomomis koordinatémis maksimumo momenty
tyrimus atliksime kompiuteriu. Generuosime priklausomus normaliuosius dydzius ir juos naudosime
[vairiems skai¢iavimams.

Standartiniy funkcijy priklausomiems dydziams generuoti néra, todél, pasinaudodami principu
analogiSku apraSytam (1.4.2) skyriuje, priklausomus dydzius formuosime i§ nepriklausomy
standartiniy normaliyjuy dydziu. Skyriuje (1.4.2) buvo minéta, kad priklausomus normaliuosius dydzius
galima iSreiksti nepriklausomais. Lygiai taip pat yra zinoma, kad turint nepriklausomus standartinius
normaliuosius dydzius, galima suformuoti priklausomy normaliyjy dydziy vektoriy su pageidaujamais
parametrais.

Jei turime nepriklausomy standartiniy normaliyju dydziy vektoriy X=(X;, X, .., Xn),
pageidaujamy vidurkiy vektoriy MY=(MY,,M Y, ..., MYn) ir koreliacijy matrica

bll blZ bln
B — 21 b22 2n
bnl bn2 bnn
by = M (Y, = MY)(Y, - MY,) = cov(V,,Y,), i,j=1n,
tai priklausomy normaliyjuy dydziy vektoriuy formuojame tokiu buidu:
Y=MY+X*R;
tia RT*R=RB. (2.66)

Siame darbe matricai R suformuoti naudojama Matlab funkcija R = CHOL(B), ¢ia B turi biti
teigiamai apibrézta ir simetriSka pagrindinés aSies atzvilgiu. Algoritmo veikima pademonstruosime
suformuodami normalyji vektoriy Y, Y, ~ N(5, -5, 2, 3, 0.5). Siuo atveju vidurkiy vektorius MY = (5,

-5), o kovariacijy matrica
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Pasinaudojus Matlab funkcija R = CHOL(B) gauname
2 15
R= .
0 2.5981

Tuomet Y = (5 +2*¥X, -5 + 1.5%X, + 2.5981*X,).
Sio darbo tyrimams yra atlickamas didelis skaiGius generavimuy, kiekviena karta randant max(Y)
reikSme ir skai¢iuojant empirinius vidurkius.

Funkcijy tekstus galime rasti 2 priede. Skaitiniai rezultatai pateikti 1 priede.

2.3.2 PRIKLAUSOMU IR NEPRIKLAUSOMU NORMALIUJU DYDZIU
MAKSIMUMU MOMENTU SARYSIS

Siame darbe buvo pateiktos formulés dviejy (2.14) ir trijy (2.31) normaliyjy priklausomy dydziy
maksimumy vidurkiams skaiCiuoti. Jei parinktume vienodus vidurkius, dispersijas ir koreliacijos

koeficientus, pagal Sias formules gautume

M(max(K,Yz)F%\/l—p ir
T

(2.67)

3
M(maxm,n,m%ﬁ\/l—p.

(2.68)

Matome, kad Siose iSraiSkose vidurkis tiesiSkai priklauso nuo V I=p reikSmés. Eksperimentiskai
patikrinsime, ar $is désningumas galioja keturiy ir daugiau kintamyjy atveju.
Maksimumo vidurkio priklausomybés grafikus matome (2.1 pav.). Skaitinés reikSmés (lentelé 1)

pateiktos priede.
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2.1 pav. max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) grafikai

skirtingiems vektoriaus Y ilgiams

Meélynos linijos vaizduoja dviejy ir trijy atsitiktiniy dydziy maksimumo vidurkius. Sios tiesés yra
nubréztos pagal formules (2.67) ir (2.68). Alyvinémis zvaigzdutémis pavaizduoti eksperimento
rezultatai keturiy kintamyjy, o raudonomis — Simto kintamyjuy atveju. Pagal brézini matome, jog

tikétina, kad bet kokio kiekio atsitiktiniy dydziy maksimumo vidurkiai taip pat tiesiskai priklauso nuo

Vi=p reikSmes. Tiesés, aproksimuojancios eksperimento rezultatus, taip pat, kaip ir tiesés nubréztos

pagal (2.67) ir (2.68) formules, eity per taska (0, 0) taciau su x aSimi sudaryty statesni kampa. Tai

reiskia, kad vidurkio iSraiskoje koeficientas prie V I-p bty didesnis.
Modeliavimo rezultatai rodo, kad maksimumo vidurkis tiesiSkai priklauso nuo /1-p . Be to,

pagal Siame darbe pateiktas dvieju ir triju priklausomy normaliyjy dydziy ekstremumuy vidurkiy
skaiCiavimo iSraiSkas pastebime, kad priklausomy ir nepriklausomy dydziy vidurkiai turi panaSia
struktiira. Priklausomiems standartiniams normaliesiems dydziams su vienodais koreliacijos
koeficientais vidurkiai pateikti skyriaus pradzioje, formulés (2.67) ir (2.68). Atitinkami nepriklausomu

dydziy vidurkiai:

M(max(¥;,Y,)) = ir

(2.69)

o

3
M(max(¥,.Y,,Y,))= % 2.70)
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Remiantis Siais pastebéjimais, yra pagrindo manyti, jog galioja sarysis:

px= = p, 21, @2.71)

¢ia y, *- priklausomy, o g, - nepriklausomy normaliyjy dydziy maksimumo vidurkiai.

Si pastebéjima taip pat paremia ir matematinis modeliavimas. Trumpai aptarsime modeliavimo
metodika.

Nepriklausomy normaliyju dydziy maksimumo vidurkiai, kai #<8 yra Zinomi (|2]). Didesniems n
vidurkius skai¢iuosime tokiu btidu: generuojamos standartiniy normaliyjuy dydziy sekos, iSrenkamos

seky maksimalios reik§Smés, apskaiciuojamas reikSmiy aritmetinis vidurkis.

Priklausomy normaliyju dydziy maksimumo vidurkiy modeliavimo algoritmas:
1) generuojamos standartiniy normaliyjy dydziy sekos X; = (X}, Xo, ..., X);

2)sekos transformuojamos, gaunamos priklausomy dydziy sekos ¥;:

I p - p (2.72)
1 ...
Y, =V"XT, &arv’v=c=|" 71
p p oo 1

(transformacijy matrica V apskaiciuojama standartine Matlab funkcija V=chol(C))
3)iSrenkamos seky ¥; maksimalios reikSmés;

4)apskaiciuojamas maksimumy aritmetinis vidurkis.

Toliau pateikiami modeliavimo rezultatai, kain =4, 5, 6, 7 (2.2 pav., 2.3 pav. 2, 3, 4, 5 lentelés),
tai yra tais atvejais, kai nepriklausomy dydziy maksimumo vidurkiai yra Zinomi, o taip pat, kai n=50

(2.4 pav., 2.5 pav., 6 lentelé).



Efrmax(X1 X2 %3 X4)), Elmax(1 X223 X4 X5)

K7)

KB, Efmax(<1, ..,

Elmaxix1,. ..

1.4

1.2

n.a

0.6

0.4

0.z

1.4

1.2

n.a

0.6

0.4

0.2

.*.
e
1 1 1 1 1 1 1 1 1
01 02 03 04 05 06 07 08 09
sgrt(1-ro)
2.2 pav. y *ir u .J1- p grafikai, n=4, n=5
i *
| | | | | | | | |
01 02 03 04 05 06 07 08 09

sqgrt(1-ro)

2.3 pav. u, *ir u, \1-p grafikai, n=6, n=7

38
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2.5 pav. y *ir u \/1-p grafikai, priklausomybé¢ nuo p, kai n=50

Gauti rezultatai iliustruoja prielaidos teisinguma, taciau Sis sarysis yra jrodytas tik dviejy ir trijy
atsitiktiniams dydziy atveju.
Panaudojant transformaciju matrica, kuri nepriklausomy normaliyju dydziy seka pakeicia |

priklausomuy, nagrinéjamaji sarysi (2.71) galima uZzrasyti kita forma;
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Emax(r" (X,, X,,....X,)" )= Elmax(\ 1= p(X,, X,..... x,)" ) 2.73)

Taigi, modeliavimo rezultatai rodo, kad atsitiktiniai dydziai max (VT (X, X,,....,X, )T ) ir
max(,/l -pX,,X,,.... X, )T) yra ekvivalentiis vidurkio prasme.

Taip pat tyrimai buvo atlikti su kitokios formos koreliacine matrica. Praktikoje daznai pasitaiko
atvejis, kai rySys egzistuoja tik tarp kaimyniniy atsitiktiniy dydziy, o likusieji yra nepriklausomi. Buvo
modeliuojama pagal pries tai aprasyta schema, taciau su kita koreliacine matrica, kurios elementai yra

apibréziami:

1, kaii=J;
c,=3p, kaii=jtl, 274

0, kitais atvejais.

Tikrinome, ar, taip pat kaip ir normaliyjuy dydziy sekoms su vienodais koreliacijos koeficientais,
galioja maksimumo vidurkio tiesiné priklausomybé nuo H . Deja, pagal grafikus matyti, kad labai
tikétina, jog §i priklausomybe néra tiesiné. Kaip pavyzdi pateikiame 30-ties kintamyjy sekos tyrimo
rezultatus (2.6 pav.). Taip pat néra aisku ar Siuo atveju galimas tiesioginis sarysis su nepriklausomuy

normaliyjy dydziy maksimumo vidurkiu.
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2.6 pav. y * grafikas, kai n=30

2.3.3 PRIKLAUSOMU IR NEPRIKLAUSOMU NORMALIUJU DYDZIU
MAKSIMUMU MOMENTU SARYSIO TEORINIS TYRIMAS

Siame skyrelyje nagrinésime atsitiktiniy dydziy seka (Xi, Xa..., Xa ) ~ N(0,Vx), kurios

1 p oo p
1 -
kovariacijy matricos struktiira yra V, = r r , ¢ia -1 < p < 1 — koreliacijos koeficientas.
p p oo 1

Prie§ pradedant maksimumo momenty tyrima yra svarbu Zzinoti ar yra papildomu apribojimy

parametrui p. Apskaic¢iuokime Sios atsitiktiniy dydziy sekos sumos antraji momenta:

(2.75)

ty
VR
M=
e
[\S]
Il
&5
7\
T NM=
~
l =

XinJ:E Zn:th +iZn:Xfo =
im1

i=1 j=l1
i#j

=N E(X2)+Y S E(X, X, )=n+n(n-1p.
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Sumos kvadrato vidurkis yra neneigiamas skaicius, todel:

n+n(n-1)p=0,

. L (2.76)
n—1

p2>0, kai n — o, .77

Taigi, dideliems » koreliacijos koeficientas p turi biiti didesnis uz neigiama skai¢iy artima nuliui.

Tolesniuose tyrimuose apsiribosime tuo atveju, kai p yra neneigiamas.

Teorema 2.2. Normaliyjy atsitiktiniy dydziy sekoms (X;, Xs,..., X, ) ~ N(0,Vy),

1 p - p 1 0 - 0
p 1 - pi. o 1 - 0 " .
Vy = ir (U, Us,..., U,)~NO,Vy), V, = galioja sqrysis:
p p - 1 0 0 1
2.78
E(maxXi)z l—pE(maXUi), n>1,p2>0, (2.78)
i=l,n i=l,n
[rodymas

Nagrinékime vienodai pasiskirsciusiy nepriklausomy atsitiktiniy dydziu seka (Zi, Za,..., Zy ) ~
N(0,1-p) ir atsitiktini dydi Y~ N(0,p), ¢ia p > 0. Sukonstruokime nauja atsitiktiniy dydziy seka (X,

X2,eeey Xn ), Xi = Y+Z;, 1<1 <n. Apskaiciuosime Sios sekos skaitines charakteristikas.

EX,=E(Y+Z)=EY+EZ =0, 1<i<n,

(2.79)
Var(X,)=Var(Y +Z))=Var(Y)+Var(Z)=p+1-p=1, 1<i<n, (2.80)
Cov(X X ,)=
— _ — — Y2 - 2.81
=EX,X,-EX,EX,=E(Y+Z)Y+Z,)=EY’+EYZ,+EYZ +EZZ, = p (2.81)
Sekos (X1, Xa,..., X, ) maksimuma galima iSreiksti tokiu biidu:
max X, =Y +maxZ, =Y +,/1- pmaxU,, n=], (2.82)
i=l,n i=l,n

i=l,n

¢ia (Uj, Uy,..., U, ) nepriklausomy standartiniy normaliyjy dydziy seka.
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Pagal §iq iSraiSka sekos (X, Xz,..., X, ) maksimumo vidurkis:

i=l,n

B(max X, )= By +maxz, )= 7 + B max 2, )= i=p B[ maxv, ) nz1. G
i=l,n i=l,n

i=l,n
Sarysis irodytas.

ISvada 2.2.1 Normaliyjy atsitiktiniy dydziy sekoms (X;, X,..., X, ) ~ N(1, V),

1 p - p 1 0 - 0
T VI B o1t o o
=0 ir (U, Us,..., U, ) ~N@O,Vy), V, = galioja sqrysis.
p p 1 (U 1
2.84
E(maxXl.):,u+0' l—pE(main), n>1,p2>0, (2.84)
i=l,n i=l,n

Isvada seka i§ maksimumo funkcijos ir vidurkio tiesiskumo savybiu. Jei (Y}, Y,

..... Y, ) ~N@O,Vy),
1 p e p
p 1 . C
v, = , tai pagal pries tai jrodyta teorema:
p P 1
E(maxXi) = E(max(,u+0'Yi)) = ,u+0'E( ax ’) =u+o 1—pE(maxUl),
i=l,n i=l,n i=l,n i=l,n (2.85)
n>1,p2>0.
Teorema 2.3. Normaliyjy atsitiktiniy dydziy sekos (X, Xs,..., Xu ) ~ N(0,Vx),
1 p “ee p
p 1 - p . .
Vy= , p > 0 maksimumo antrasis momentas:
p p “ee l
2 (2.86)
P+ (l—p)E(main) , n2>1,
i=ln

¢ia (Uy, Uy,..., U, ) nepriklausomy standartiniy normaliyjy dydziy seka.
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Irodymas
Remiantis ta pacia metodika kaip ir teoremos 2.2 irodyme sukonstruojame atsitiktiniy dydziy
seka (X1, Xz,..., X5 ), Xi = Y+Z;, 1< 1 <n. Pasinaudodami (2.82) savybe apskaiiuosime antraji

momentg

2 2 2
E(maxXl.j :E(Y+male.) :E(Y2+2Ymale.+(maxZi) J:

i=l,n i=l,n i=l,n i=l,n

) 2 2 (2.87)
= EY +2EYEmale.+E(male_) :p+(l—p)E(mainj, n>1.

i=l,n i=l,n i=l,n

ISvada 2.3.1 Normaliyjy atsitiktiniy dydziy sekos (X;, X,..., X, ) ~ N@OVy,

1 p e p
1 -
v, = P P p>0
p p oo l

maksimumo dispersija:

2 (2.88)
Var(max)(i)=p+(l—p) E(maxUl.) —Ez(maXUij , n>1,p>0,

i=l,n

¢ia (Uy, Uy,..., U, ) nepriklausomy standartiniy normaliyjy dydziy vektorius.

Irodoma tiesiogiai pagal dispersijos apibrézima:

2
Var(maxXi)=E(maxXij —Ez(maXXi)=

i=l,n i=ln i=l,n

2
=p+(1- p)E(ngx U,.) —(1- p)Ez(max U,) _ (2.89)

i=l,n

= p+(l—p)(E(mainj2 —Ez(maxUl)} n>1.

i=l,n i=l,n
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ISvada 2.3.2 Normaliyy atsitiktiniy dydziy sekos (X;, Xo,... X, ) ~ NuVy,

1 p e p
1 -
V,=0" r r ,p>0
p p e 1

maksimumo dispersija:

2
Var([sz(Xi):02p+02(1—p)(E(mainj —Ez(rgﬁigUi)} n>1,p2>0, 2.90)

¢ia (Uj, Uy,..., U, ) nepriklausomy standartiniy normaliyjy dydziy vektorius.

ISvada seka i§ maksimumo funkcijos ir dispersijos savybiu. Jei (Y, Y,..., Y, ) ~ N(0O,Vy),

1 p e p
p 1 .
v, = , tai pagal savybg 2.3.1:

p P 1

Var(max Xi) = Var(,u + o max Yij = GzVar(main) =
i=l,n i=l,n i=l,n
2
:02p+0'2(1—p)[E(maXUi) —Ez(maxUl)j, n>l. 2.91)
i=l,n i=l,n
Teorema 2.4. Normaliyjy atsitiktiniy dydziy sekos (X;, Xs,..., X, ) ~ N(0,Vx),
l p oo p
1 -
VX = p p > P = O
p p oo 1

maksimumo pradinius momentus galima isreiksti nepriklausomy standartiniy normaliyjy dydziy (U,
U,,..., U, ) maksimumo pradiniy momenty sumomis:

m

m |: 2 } m m=2j
E(max X[j = Z[cjj 2j-1p/(1-p)2~ E(max U,) j (2.92)
i=l,n

j=0 i=l,n
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Irodymas

Remiantis ta pacia metodika kaip ir teoremos 2.2 jrodyme sukonstruojame atsitiktiniy dydziy
seka (X, X2,..., Xp ), Xi = Y+Z;, 1< 1 <n. Momentams iSreiksti pasinaudojame (2.82) savybe bei

Niutono binomo formule:

m m m m—k
E(maxXi) =E(Y+,/1—pmaXUi) =F {CiY"(w/I—pmain) ]z
= 0

i=l,n = i=l,n

_i(CkEYk(l_ )L‘k [ )"”‘] (2.93)
= m p) 2 E|maxU, , n=x1.

i=l,n

Atskirai apskaicivosime atsitiktinio dydzio Y~ N(0,p) (¢ia p > 0) k-taji pradini momenta,

integruosime dalimis:

u -2 ,
2p
du:i,
2p

L (2.94)

Tesdami integravima dalimis gauname pradiniy momenty iSraiskas:

jei k-nelyginis skaicius,

(k-1

—

ke
—(2p): __[Oue du =0, (2.95)

jei k-lyginis skaicius,

0 k k
EY* = (k;l)”i(zp)i [eau= Ul ) k=10p% (206

s T Nz

25



47
Pradinius momentus (2.95), (2.96) iraSome | (2.93) iSraiska:

=0 i=l,n

o) -er - s )
2.97)

= i=l,n

%} ) m m=2j
[cj/(zj M p/(1-p)2 E(maxUj J n>1.

Teorema jrodyta.

ISvada 2.4.1 Normaliyjy atsitiktiniy dydziy sekos (X1, X5,..., X, ) ~ N(1,Vx),

l p e p
o L p . . e,
Vy=0 maksimumo pradinius momentus galima iSreiksti nepriklausomy
p p o l

standartiniy normaliyjy dydziy (U;, U,,..., U, ) maksimumo pradiniy momenty sumomis:

i=l,n

s d {% S—r s—r=2j
_ ro__s—r 2 . (1 ST
E(l}lﬁf){ij DN DY (C L@2j-1p/(1-p)2 E(maxU,.j ] (2.98)

Isvada seka i§ maksimumo funkcijos tiesiSkumo savybés. Jei (Y;, Y., Y, ) ~ N(O,Vy)

1 p een p
1 ..
Vv, = P r» , tai pagal teorema 2.4:
p P 1

E(maxX) :E(max(,u+0Yl.)) E(,u+0'maij Z,u O'”E(ma Ylj ,
i=l,n i=l,n =1

i=l,n
n>1.

E (ma Y’) apskaiciuojamas pagal (2.92) formulg:
=1
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o [% s=r s—r=2j
Y,) =2 (cff', (2j-1np’(1-p)2 E(max U,) J n>1. (2.100)
, -

i=l,n
J
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ISVADOS

1. Gautas sarySis tarp vienodai pasiskirsCiusiy priklausomy ir nepriklausomy normaliyjy dydziy
maksimumy pradiniy momenty. Tai leidzia nepriklausomy dydziy atveju gautus rezultatus perkelti

priklausomiems dydziams.

2. Nevienodai pasiskirs¢iusiy normaliyjy dydziy maksimumy momentams gauti rezultatai visais

atvejais, kurie pries tai buvo istirti nepriklausomiems dydziams.

3. Irodyta, kad dviejy ir daugiau priklausomy normaliyjy dydziy su skirtingais parametrais

maksimumo momentai negali biiti iSreiksti elementariosiomis funkcijomis.

4. Néra gauta rekurentiniy iSraiSky normaliyju dydziy maksimumy aukStesnés eilés pradiniams

momentams skaiciuoti.
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1 PRIEDAS. TYRIMO REZULTATAI

1 lentelé
Max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) tyrimas

skirtingiems vektoriaus Y ilgiams

Keturi kintamieji

Koreliacija sqrt(1-ro) Maximumo antrasis momentas

0.999900 0.010000 0.022631

0.951600 0.220000 0.260513

0.815100 0.430000 0.463758

0.590400 0.640000 0.677227

0.277500 0.850000 0.879598

Simtas kintamuju

Koreliacija sqrt(1-ro) Maximumo antrasis momentas

0.999900 0.010000 0.013260

0.951600 0.220000 0.565367

0.815100 0.430000 1.063837

0.590400 0.640000 1.600582

0.277500 0.850000 2.146424




52

2 lentelé
Max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) tyrimas,
keturi kintamieji
4 kintamieji
Koreliacija sqrt(1-ro) Maks.vid.generuotas Maks.vid.apskaiciuotas
0.990000 0.100000 0.067490 0.102938
0.960000 0.200000 0.205491 0.205875
0.910000 0.300000 0.221083 0.308813
0.840000 0.400000 0.531416 0.411750
0.750000 0.500000 0.497531 0.514688
0.640000 0.600000 0.589238 0.617625
0.510000 0.700000 0.659103 0.720563
0.360000 0.800000 0.771453 0.823500
0.190000 0.900000 0.928840 0.926438
0.000000 1.000000 1.122362 1.029375
-0.210000 1.100000 1.147079 1.132313
3 lentelé

Max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) tyrimas,

penki kintamieji
5 kintamieji
Koreliacija sqrt(1-ro) Maks.vid.generuotas Maks.vid.apskaiciuotas
0.990000 0.100000 0.141968 0.116296
0.960000 0.200000 0.311510 0.232593
0.910000 0.300000 0.391217 0.348889
0.840000 0.400000 0.473181 0.465186
0.750000 0.500000 0.562575 0.581482
0.640000 0.600000 0.696056 0.697779
0.510000 0.700000 0.871576 0.814075
0.360000 0.800000 0.900854 0.930372
0.190000 0.900000 1.044678 1.046668
0.000000 1.000000 1.121217 1.162964
-0.210000 1.100000 1.307994 1.279261




Max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) tyrimas,

SeSi kintamieji

6 kintamieji

Koreliacija sqrt(1-ro) Maks.vid.generuotas Maks.vid.apskaiciuotas
0.990000 0.100000 0.165184 0.126700
0.960000 0.200000 0.351063 0.253400
0.910000 0.300000 0.429670 0.380100
0.840000 0.400000 0.545956 0.506800
0.750000 0.500000 0.630763 0.633500
0.640000 0.600000 0.770650 0.760200
0.510000 0.700000 0.915233 0.886900
0.360000 0.800000 1.048052 1.013600
0.190000 0.900000 1.134433 1.140300
0.000000 1.000000 1.281370 1.267000

Max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) tyrimas,

septyni kintamieji

7 kintamieji

Koreliacija sqrt(1-ro) Maks.vid.generuotas Maks.vid.apskaiciuotas
0.990000 0.100000 0.126716 0.135200
0.960000 0.200000 0.264674 0.270400
0.910000 0.300000 0.414234 0.405600
0.840000 0.400000 0.512824 0.540800
0.750000 0.500000 0.647852 0.676000
0.640000 0.600000 0.792785 0.811200
0.510000 0.700000 0.930284 0.946400
0.360000 0.800000 1.095886 1.081600
0.190000  0.900000 1.246650 1.216800
0.000000 1.000000 1.355370 1.352000
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Max(Y) vidurkio priklausomybés nuo sqrt(1-p) tyrimas,

penkiasdeSimt kintamuyjy

50 kintamieji

Koreliacija sqrt(1-ro) Maks.vid.generuotas Maks.vid.apskaiciuotas
0.990000 0.100000 0.208327 0.225894
0.960000 0.200000 0.513345 0.451706
0.910000 0.300000 0.721382 0.683767
0.840000 0.400000 0.871553 0.901585
0.750000 0.500000 1.140690 1.133925
0.640000 0.600000 1.393659 1.333213
0.510000 0.700000 1.568767 1.563118
0.360000 0.800000 1.851557 1.802974
0.190000  0.900000 2.021212 2.007273
0.000000 1.000000 2.252936 2.243639
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2 PRIEDAS. MATLAB FUNKCIJU TEKSTAI

function [y] = multid(mu, kov,n)
%$generuoja priklausomus normaliuosius dydzius

$mu —-vidurkiu vektorius
$kov-kovariaciju matrica
%$n —generuojamu dydziu skaicius

len=length (mu) ;

[c d]l=chol (kov);

for i=1:1:n
y(l:len,i)=c'*normrnd(0,1,len,1l)+mu’';

end;

function [maxvidl, maxvid2, ro]l=analizeM(zingsnis,itsk,kiek,f,filename)

$funkcija skirta daugelio atsitiktiniu dydziu maksimumo vidurkio
%priklausomybes tyrimo rezultatams apibendrinti

%$zingsnis-zingsnio ilgis. Patartina ~0.1

%$itsk-iteraciju skaicius. Rekomenduojama >500
%$kiek—-analizuojamu atsitiktiniu dydziu kiekis

%$f-jei 1 spausdina rezultatus i byla, kitu atveju nespausdina
%$filename-rezultatu bylos vardas

[maxvidl, maxvid2, ro]=vidnuoroM(zingsnis,itsk,kiek);

if f==

f=fopen(filename, 'a');

$spausdinimoz=floor (1/zingsnis/5)+1;

[w, 1l]= size(ro);

fprintf (£, '%i kintamieji\n', kiek);

fprintf (£, '\n');

fprintf (f, 'Koreliacija sqgrt(l-ro) Maks.vid.generuotas
Maks.vid.apskaiciuotas\n');

for i=1l:w

fprintf (£, 'Sf ', ro(i,1));
fprintf (£, 'Sf ', ro(i,2));
fprintf (£, 'Sf ', maxvidl(i));
fprintf (£, '$f\n', maxvid2(i));
end

fprintf (£, '\n');
fprintf (£, '\n');
end
fclose(f);

function [vidurkiai, vidurkiai2, rrr]=vidnuoroM(zingsnis,itsk,kiek)

$funkcija skirta daugelio atsitiktiniu dydziu maksimumo vidurkio priklausomybei
nuo

$sgrt(l-ro) tirti

%$zingsnis-zingsnio ilgis. Patartina ~0.1
$itsk—-iteraciju skaicius. Rekomenduojama >500



%$kiek—-generuojami atsitiktiniu dydziu skaicius

r=0+zingsnis;
mu=zeros (1l,kiek);

vidurkiai=[];
vidurkiai2=[];
rrr=[1];

iki=floor (sqrt (1/(kiek-1)+1)/zingsnis);
for i=1:1iki
ro=1-r"2;
kov=ro* (ones (kiek)-eye (kiek) ) +eye(kiek);
y=multid(mu, kov, itsk);
mb=y (1,:);
for j=1l:kiek-1
m=max (mb,y (j+1,:));
mb=m;
end;
vid=sum(m) /itsk;
vidurkiai=[vidurkiai; wvid];
plot(r,vid, '*r'");
hold on
rrr=[rrr; ro r];
r=r+zingsnis;
end
r=0+zingsnis;
for i=1:1iki
if kiek==
vid2=1/sqrt (pi);
elseif kiek==
vid2=3/(2*sqrt (pi));
elseif kiek==4
vid2=3/(2*sqrt(pi))* (1+2/pi*asin(1/3));
elseif kiek==
vid2=5/(4*sqgrt (pi))* (1+6/pi*asin(1/3));
elseif kiek==6
vid2=1.267;
elseif kiek==
vid2=1.352;
elseif kiek>7
kov=eye (kiek) ;
y=multid(mu, kov, itsk);
mb=y (1, :);
for j=l:kiek-1
m=max (mb,y (j+1,:));
mb=m;
end;
vid2=sum(m) /itsk;
end
vidurkiai2=[vidurkiai2; wvid2*r];
if kiek>7
plot(r,vid2*r, 'sb');
end
hold on
r=r+zingsnis;
end
if kiek<=7

plot ([zingsnis, zingsnis*iki],vid2.*[zingsnis,zingsnis*iki], '-");

hold on
end
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