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SANTRAUKA

Nagrirtjant geometrin maks (min) stabilum klimatologijoje, finansuose, draudime, ne visada
pakanka vieno atsitiktinio dydzio, kartaisljina visa sistema. Siame darbe siekiama nuo geoioetniaks
(min) stabilumo vienmau atveju pereiti prie dvim@o atvejo. Pdtinys atsitiktiniams dvimé&ams
vektoriams, gali bti atliktas iki daugiaméiy vektori.

Dvim&iu skirstiniy (Pareto, logistinio) tyrimas pateéilnelauktus rezultatus. Tiriant skirstinius, kuri
vektoriaus komponeés nepriklausomos gauta, kad jiéram geometriSkai maks (min) stals| negautas
asimptotinis maks (min) stabilumas. Jeigu dviraiskirstiniai, kuriy vektoriaus komponeéd priklausomos

yra geometriSkai minstalgs, tai jie nebtinai geometriSkai maksstatd ir atvirkiai.

Gautos ribigs skirstinio funkcijos, kurios yra geometriSkai ragknin) stabilios.
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Ivanovierg I. : Geometric max (min) stability of vectors : BMar's work in applied mathematics /
supervisor prof. dr. J. A. Aksomaitis; Departmerit Applied mathematics, Faculty of Fundamental

Sciences, Kaunas University of Technology. — Kapyg@ge9.- 70p.

SUMMARY

The examination of geometric max (min) stability diimatology, finance or insurance areas isn't
enough to examine one random variable, sometimessmary to consider the whole system of random
variables. In this master’'s work our purpose isdgede from the geometric max (min) stability uniste

case to the bivariate case. Extension random biteaviectors can be made to the multivariate vectors

Research of bivariate distribution (Pareto, logjstiunction submitted unexpected results. The
examinations of distributions whose componentsirdependent have not received geometric max (min)
stability and have not received asymptotic max Jnstability. If bivariate distributions, whose vert
components are dependent are geometric min stadjedo not necessarily will be geometric max stable

and vice versa.

Marginal distribution functions are geometric maxir{) stable.
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[VADAS

Sio darbo tikslai: iStirti dvim&o vektoriaus geometrimmaks (min) stabilum kai jo koordinats yra
nepriklausomieji ir priklausomieji dydziai, rasyi§ tarp maksstabilumo ir minstabilumo.

Daugiamaiai ekstremum skirstiniai, atitinkamuose modeliuose, padedaianati meteorologinius
duomenis (pavyzdziui, ekstremumo reikSmeteorologiniuose matavimuose atrinkta i$ skiingikSmiy,
turint panasSius stépmus), sistem gedimus, finansines strukas (Tiago de Oliveira J., 1984). Dvitiha
ekstremum strukiira yra Zzinoma nuo 1960 metVadinasi statistikos teorija apie ekstremumus lgkei
nauja (Tiago de Oliveira J., 1984).

Darbe daznai naudosim loOgigtinPareto skirstinius.

Tikimybiy teorijoje ir statistikoje, logistinis skirstinysrgy tolydus tikimybinis skirstinys, kuris yra
naudojama logisti)e regresijoje ir nerviniams signalams tirti. Lagqss skirstinys taip pat naudojamas
augimo modeliuose, duomeranalizje. Yra toki, kurie teigia, kad logistinis skirstinys yra némas
duomem modeliavimui, nes kaidfe pugje logistinio atsitiktinio dydzio reikSas artja i neigiama begalyb
Taip gaunama neigiamas rezultatas modeliuojantngedaika. Pavyzdziui, sprendziant klausinoél
neigiamo gedimo laikgrodyta kad skirstinyggyja santykinai auksgtvidurki, vadinasi galima naudoti S
skirstini (Meeker, W.Q. ir Escobar, L.A., 1998).

Pareto skirstinys iS pradibuvo sukurtas siekiant apraSyti pajapaskirstym. Pagrindas yra tas, kad
didek dalis gyventaqj turi mazas pajamas,ciau tik keli Zzmors turi labai dideles pajamas. Pareto skirstinys
taip pat taikomas draudime, klimatologijoje jis dajamas apitdinti ekstremalias oroalygas. Pareto

skirstinys buvo paslytas modeliuoti naftos ir dujtelkinius (Reed J. W.).

Teorirgje dalyje supazindinama su vientna skirstinip, maks (min) stabilumu, geometriniu maks

(min) stabilumu. Pareto ir Logistiniais skirstirsai
Darbo tikslas: dvimé&y vektoriy maks (min) stabilumo anatiz
Uzdaviniai:
* pateikti vektorip maks (min) geometrinio stabilumo kriterijus.
» iStirti galimus stabilumo ptinius iS vienmaiy atvejs | daugiamaius.
Sia tematika skaitytas pranesimas Kédips universitete. Darbas publikuotas. Pateiktasgsianui

LMD 50 - tajai konferencijai.

Irma Ivanovieg, FMMM-7
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1. TEORINE DALIS

1.1 ATSITIKTINIO DYDZIO S AVOKA IR SKIRSTINIO
PASISKIRSTYMO FUNKCIJA

Atsitiktinio dydzio sivoka yra viena svarbiaustikimybiy teorijoje. Atsitiktinio dydzio X kitimo sriti
vadiname jgyjamy reikSmi aibe ir Zymime, . [gyjamy reikSmy aibé kartais lina zinoma prieS
eksperimeny, tatiau praktikoje ji dazniausiaiéna tiksliai apitidinama.

Norint apitudinti atsitikting dydi, nepakanka zinoti jggyjamy reikSmi, aile. Reikia apiladinti, kaip
daznai tas atsitiktinis dydis g&lyyti Sias reikSmes, t.y. kaip tikimyb yra pasiski@usios pagaigyjamas
reikSmes. VisiSka charakteristika, apilnanti § skirstin, yra atsitiktinio dydzio skirstinio funkcija.

Atsitiktinio dydZio X skirstinio funkcijaF vadinama tikimyb, jog X < x:

F(X)=P(X <x), xOR

Atsitiktinio dydZzio skirstinio funkcija iSsamiai @émdina atsitiktin dydi. IS jos iSraiSkos matyti, kokias
reikSmesgyja atsitiktinis dydis ir kaip tikimyés pasiskirgiusios pagal tas reikSmes (Aksomaitis A., 2000).

1.2 MAKS(MIN) STABIL US SKIRSTINIAI

Praktikoje daznai pasitaiko, kad bandymo rezultbiias ne vienas, o du ir daugiau atsitikiiniydZiy,

sudaraniy sistem. Atsitiktiniy dydziy X, X,... X,, sistema vadiname daugiaénaatsitiktiniu vektoriumi.
Tarkime (Xl,Xz...Xn)— nepriklausomi ir vienodai pasiskigstatsitiktiniai dydziai ir

F(X)=P(X; <x),]j= 1,n. Atsitiktiniy dydZiy maksimumo ir minimumo struitos apibéziamos taip:

Z, =max(X, X,,..., X)) (1.2.2)
W, =min(X;, X,,..., X)) -~ (1.2.2)
Kai dydziai X, , k> 1 yra nepriklausomi, vienodai pasiskgsekstremum Z ir W, skirstinio

funkcijos yra (Galambos, J., 1987):

P(Z, <x)=F"(x), (1.2.3)

Irma Ivanovieg, FMMM-7
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P(W, < x) =1-(1- F(X))". (1.2.4)

1.2.1 Apibrézimas Galambos, J., 1978 Skirstinio funkcija F(x)vadinama maksstahija, jei

egzistuoja tokios normalizavimo konstantgs ir b, >0, su kuriomis

_ 1.25
P[Z“b al < xj =F(X) ( )

n

ir minstabiliaja

- 1.2.6
P(W”d G < x) =F(x) ( )

n

su visais XJRir c, R d, > 0.

1.2.1 Teorema Zhang Z, 2002 Skirstinio funkcija H(x) yra maksstabili tada ik ttada, kai ji
priklauso vienam iS tnj tipy

H(x)=expte™), —oo<x<w; (Gumbel) (1.2.7)
H(x)= o =D Frechet )
“lexp(-x?), x>0 a>0 (Frechet) (1.29)

J=[mC) x0 0>

AR (Weibull) (1.2.9)

1.2.2 Teorema Zhang Z, 200% Skirstinio funkcija L(x) yra minstabili tada irktitada, kai ji priklauso
vienam iS trijy tipy

L(x)=1-expfe*), —co<x<ow (Gumbel) (1.2.10)
L(x)=1-exp(-(-x)"") x<0 (Frechet) (1.2.11)
L(x)=1-exp(-x) (Weibul

(1.2.12)

Visi Sie SeSi skirstiniai  yra normupt maksimuny (minimumy) ribiniai  skirstiniai

lim P[Z”b_a" < xj =H(x)

n-oo
n

ir

Irma Ivanoviei, FMMM-7



Vektoriy maks (min) geometrinis stabilumas 12

lim P(W”b_ &< x] =L(x).

n- oo
n

1.3 PERKELIMO TEOREMA

Nagriresime strukiira Z,,, kai N yra atsitiktinis dydis, nepriklausantis nXg,i >1.

1.3.1 Perkelimo Teorema(Galambos, 1978): Tarkime kad

P(Z”b;a“sxjmgjﬁH(x)

n

P(N” < Xj O[] - A(X).

Z —
P{Nnb—a“s xJ 0T - W(x);

n

¢ia skirstinio funkcija
W(X) = j H (x)dA(2)
0

1.3.1. PavyzdysTarkime, kadN, skirstinys yra geometrinis su parametoy :1. Tada skirstinio
n

funkcija

[X] [x] ™~
P(N,<x)=Y P(N, =k) = p> @-p)** =[q=1-p]=1-p Y g“* =
k=1 k=1

k=[x]+1

[x]
=1- p q :1—q[X]

Taigi, A(X) =1-¢€*

Dabar ribire skirstinio funkcija

Irma Ivanovieg, FMMM-7
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H@U -

W(x) = j H?(X)dA2) = j H?(x)dAL-e?) = j(

(H(X)j o
_ e _ 1
In(H (X)j " 1-In(H (X))

e

Turime tris maksstabilias skirstinio funkcijas

expFe ™), —oc<Xx<oo,
H(x)=e ™™ =Jexpx™), x>0
exp(-x)?), x<O.

ir tris ribines skirstinio funkcijas peékmo teoremoje:

1
, —00<X<oo,
l+e™
(=t =l x>0
1+z(x) |1+x“
1 x<o
1+(=x)°

Pirmasis skirstinys - logistinis, o kiti du - Paredkirstiniai. AnalogiSka pe#kmo teorema yra ir

atsitiktiniy dydziy minimumams. Ribié skirstinio funkcija, kaiN  geometrinis yra:

W(x) = 1—?(1— L(x))*dA2) = 1—?(1— L(x)*dAL-€e7?) = 1_T((1-_:(X))jzd _

(a—umrjzw
_ e _q- 1

B ln((l— L(x))zj o 1-I@-L()
e

Minstabilios skirstinio funkcijos

1-expEe*), —o<x<oo
L(x) =1-e™"® ={1-expE(-x)") x<O0
1-expEx"), x<0

Ribinés skirstinio funkcijos, pedlimo teoremoje minimumams yra:

Irma Ivanoviei, FMMM-7
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1
1- , —0<X<o0
1+e”
W(x) =1- ! =1—i, x>0
1+u(x) 1+ x7
1_;_, X<O
1+(=x)™

1.4 GEOMETRINIS MAKS (MIN) STABILUMAS

1.4.1 Apibrézimas Gatheesh S. ir Unnikrishnan Nair N., 2D08&kirstinio funkcija F(x) vadiname

geometriSkai maksstabiliaja, jeigu

P[ZN"b_ & o xj =F(X);

n

¢ia dydis N, nepriklauso nuo vig X ir jo skirstinys yra geometrinis:
P(N, =k) = p,(1-p,)"", k=1
Kadangi N, generuoja&ioji funkcija

PnZ

gN”(Z):m

ir
ZN -a,
Pl < x| = gy, (F(xty +a,)

tai geometrinio maksstabilumo kriterijus yra:

P.F(Xb +a)  _
=@ pIFOD ) | (44

Geometrinio minstabilumo kriterijus yra:

p,1-F(xd,+c,))) i
1= - p)A-F(xd, +c)) — (142

1.4.1 Teorema $atheesh S. and Unnikrishnan Nair N., 2004&kirstinio funkcija F(x), XIR yra
geometriSkai maksstabili tada ir tik tada, kai jiaygeometriSkai min-stabili (geometrinio skirstinio
parametras abiem atvejais turi sutapti)

Irodymas: Si teoremgiodoma pasinaudojus geometrinio skirstinio momegergeruojatia funkcija.

Gaunamas rezultatas:
Irma Ivanovieg, FMMM-7
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p({L-F(b, +a,)

pF(xh +a) F(xh +a) = 1-F(xh +a)= A -, )] (1.4.3)

1-(-p)F(xh +a,)]

Vienma&iy dydziy maks (min) stabilumas, geometrinis maks (min)ikiaias visiSkai yra iSnagrétas
jvairiuose leidiniuose (Satheesh S. ir Unnikrishhair N., 2004; Molchanov I., 2008; Kozubowski T.ird.
Rachev S. T., 1999).

1.5 LOGISTINIS IR PARETO SKIRSTINIAI

Misu tyrimo objektas bus logistinis ir Pareto skirsdiniPateiksime vienmaatvej, o su dvimaimis
iSraiSkomis susidursime tiriamojoje dalyje.
Logistini skirstin apibudina du parametrapz ir o (Nadarajah S., ir Kotz S.,, 2004; Stockute R.,
Veaux A. ir Johnson P., 2006)
Logistinio skirstinio tankis:
e mla

f(x)= 0.(1+e—(x-ﬂ)/ff)2 ,

Skirstinio funkcija

_ 1
F(x) = (1+e—(x—m/a)'

Mes naudosime skirstinio parametrpus=0 ir g =1. Tuomet logistinio atsitiktinio dydzio skirstinio

funkcija

1
1+e™’

F(x) = xOR,

GrafiSkai Si skirstinio funkcija atrodo taip:

0.6

-20 -12 -4 4 12 20

1.5.1. pav. Logistires skirstinio funkcijos grafikas
Irma Ivanovieg, FMMM-7
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Grafikas panasSus normaliojo skirstinio funkcijos grafik Tafiau jo ,uodegos” yra
sunkesgs (kciau F(x) - 1, kai X - o, F(X) - 0, kai X - —) (Stoutenborough J.W. ir Johnson P.,
2006). Pasteisime, kadF (-x) =1-F(x)
Skirstinio tankio funkcija

—X

f(x):(lex)z, xOR,  f(=x) = f(x)
03T
02
OAET
'Ill.lzﬁ \
006

0 =5 -6 -4 -2 0 2 4 6 & Ib
1.5.2. pav. Logistinio skirstinio tankio grafikas
Pareto skirstinio funkcija

F(X) = 1_ : x>0,a>0
1+x7™

Sios funkcijos grafikasstai argjantisi 1, kai X — o (sunkios uodegos)

1037
093
022
02T
0é2T
052
04
031
021

0.1

0 ] 10

1.1.5.3 pav. Pareto skirstinio funkcijos grafikaskai a = 2

Ekonomikoje yra naudojami, tie skirstiniai, kyniodegos yra sunkios.éDSios priezasties Vilfredas
Paretas (1897) pasé skirstinius, kurie vadinami Pareto vardu.

Pareto skirstinio tankio funkcija

Irma Ivanovieg, FMMM-7
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-a-1
f)=—~—9 x>0

oo

Pareto skirstinio tankio funkcijos grafikas

02T
064
0451
0327

0.laT

T %2 0 10

1.5.4. pav. Pareto skirstinio tankio funkcijos gratkas, kai a =2
1.6 DVIMA CIO VEKTORIAUS SKIRSTINIO FUNKCIJA

Norint apitudinti atsitiktini vektoriy, naudojame tikimyhi skirstinio, arba tankio, funkcija.

Tarkime, kad (X,,Y,).(X,.Y,).....(X,.Y,) yra nepriklausomi ir vienodai pasiskifsvektoriai su
skirstinio funkcijaF(x, y): P(X,=sxY <y Ui =1n

Dvim&gio atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos sdég.

1. Pasiskirstymo funkcijosF(x, y) reikSnes:

0<F(xy)<1

2. m Fxy)=Fi(x), lImF(xy)=F,(y),
arba

P(X; £ x+0) = F (X) = P(X £x), P(+0;Y; <y) =F,(y) =P(Y <),

3. limF(x;y) =1 arba F(+c0;+0) =1
y -

X — 00

4, lim F(x;y) = lim F(x;y) = lim F(x;y) =0
X —e0 Yy y—- e

5. Pasiskirstymo funkcijé(x, y) yra nemagjanti:
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F(X;y) 2 F(x;y) kaix,>x
F(Xy,)2F(xy,) kaiy,>y,
6. Skirstinio funkcijaF(x, y) yra tolydi iS deSias:
F(x+ 0, y+0) =F(xy)
Tikimybiy tankio funkcijai lmdingos Sios savyis (Aksomaitis, A., 2000)
1. Tankis yra neneigiamop(x, y) = 0 normuota funkcija:

J [ pex vy =1

2. Jeigu tankisp(x, y) yra tolydus ta§kéx, y) tai

_0%F(x,y)
p(x,y)= oy

1.7 PRIKLAUSOMIEJI IR NEPRIKLAUSOMIEJI ATSITIKTINIAI
DYDZIAI

Vienas iS pagrindimi tikimybiy teorijos uzdavini yra nustatyti, kada atsitiktiniai dydziai yra
priklausomi ir kada nepriklausomi.

Atsitiktiniai dydziai X ir Y vadinami nepriklausomais, jei vieno atsitiktinipddio skirstinio funkcija
nepriklauso nuo to, kokias reikSmegyja kitas atsitiktinis dydis. Remdamiesivykiy A ir

B nepriklausomumo apibzimu
P(A n B) = P(A)P(B)
tiksliau apibéSime dviey atsitiktiniy dydZiy X ir Y nepriklausomura
Sakykime,F(x,y), F,(X)ir F,(y) yra atsitiktinio vektoriaugX,Y) ir jo koordin&iuy X bei Y skirstinio

funkcijos.

1.7.1 Apibrézimas. Atsitiktinius dydzius X ir Y vadiname nepriklausomais jei su viséisy) 0 R?

P(X<xY<y)=P(X<x)P(Y<y) (1.7.1)
ty. jei
F(x.y)= F()[F,(y) (1.7.2)

Jeigu nors vienai skéi porai (;<, 3~/) 0R?
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F(x,Y) # F, (0 TF,(y),

tai atsitiktiniai dydziaiX ir Y vadinami priklausomais (Aksomaitis A., 2000).

1.8 SKAITIN ES ATSITIKTINI U DYDZIU IR VEKTORI U
CHARAKTERISTIKOS

Praktikoje pasitaiko, kad tikimybiskirstinio funkcijos ne visuomet yra zinomas, o lkariais atvejais
ju Zinojimas Rrra Mitinas. Pasirodo, kad tais atvejais atsitiktiydi galima charakterizuoti dalinai. Tokios

dalinés charakteristikos vadinamos skaitims atsitiktiniy dydZiy charakteristikomis:

1. Vidurkis MX = j xdF(x), MY = j ydF, (y).
2. Dispersija DX = M (X - MX)? = j(x— MX )2 dF, (X).

DY =M (Y -MY)? = T(y— MY)?dF, (y).

3. Kovariacijacov(X,Y) = M (X = MX) [M (Y = MY) = MXY - MXMY .
Jeigucov(X,Y) = 0, dydziaiX ir Y vadinami nekoreliuotais

4. Kovariacijos matrica

( DX  covX ,Y)j

coX,Y) DY

1.9 ATSITIKTINI U VEKTORI U EKSTREMUMAI

Tarkime turime dvimaius nepriklausomus vektoriugX,,Y,),(X,.Y,).....(X,.Y,) su skirstinio

funkcija F(X, Y). Tada y maksimumas
7Z = (Z(l) Z(Z))-
gia zWir z? yra koordingiy maksimumai:
ZY =max(X,, X,,e X0), 22 =max,,Y,,...,Y,),

Skirstinio funkcija:
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P(Z,<(xy)=PZ{ <xZ2? <y)=
=P(X, €%, X, XY, <Y,...,Y, Sy) =
=P((X,. V) S (%), (X, Y, ) < (%) =
=F"(x,y).

Vektoriy minimumas

W, = (W2 W),

cia

W& =min(X,, X,,..., X,), W& =min(Y,,Y,,...,Y.)
tuomet skirstinio funkcija

P(W, < (x,)) = PW,” <xW? <) =
=1- P(x]_ = X’-"lxn 2 XDYl 2 y""’Yn Z y) =

=1-P(X; 2 X,.., X, 2X)-PY, 2 y,...Y, 2 y)+ P(X, 2 X,...X, 2 XY, 2y,....Y,2Yy) =

=1-(1-F ()" - A-F(y)" + A-F(X) - F(y) +F(x,y)"

Matome, jog vektori minimumo skirstinio funkcijos iSraiSka Zenkliaiiglsi nuo atsitikting dydziy

minimumo skirstinio funkcijas.
1.10 RIBIN ES TEOREMOS. STABILUMAS

Tarkime, turime nepriklausoma vektpsek
(X1 YD), (X5, Yo)se o (X, V)
Vektoriy komponents X ir Y gali bati nepriklausomos, bet galiib ir priklausomos.

Cia vél galime nagrigti ribines teoremas, t.y. sgti problem: rasti tokias normalizavimo konstantas
{a,.b,>0n=1ir{a,,b, >0n2>1, su kuriomis

Z(l) _ Z(Z) -a
P( ”b I < x ”b 2 <y|OI-HXY); (1.10.1)
nl n2

¢ia ribiné skirstinio funkcijaH (x, y) yra neissigimusi funkcija.

Galimas ir perklimo teoremos variantas: jeigu

@ _ @ _
P( Zn anl < X, Zn a

. . n2 < yj O - H(x,y) (1.10.2)
nl n2
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ir

P[N” SXJDHDQOHA(X)
n

tai

zD -a z? -a
P{ B M ax—n <y O] - WX Y);

bnl bn2

¢ia ribiné skirstinio funkcija
W(x,y) = [H*(x y)dA2) (1.10.3)
0

AnalogiSka peridimo teorema yra ir minimum schemoje. Ribié skirstinio funkcija, kai X;ir Y;,

i =1 yra nepriklausomi

W(x y) =1- [ ({1~ L,(0)*dA2) - [ (1~ L(»)*dAD) + [ (L~ L)) (L~ Lo(v))* dA)

Visa tai yra atlikta (Jokimaitis A., 1998)
1.10.1. Pavyzdysimkime du vienmé&us logistinius skirstinius:

1
1+e™

_ _ 1
F.(X) = Fz(y)—m, xOR, yOR

Jeigu X ir Y nepriklausomi

1

F(xy)=
() 1+e™+e” +e7e”’

Imdamib, =b, =1 a, =a,, =In(n)gauname:
F"(xb, +ay,yb, +a,,) =

_ 1 ”
- (1'*' expxh, —a,) +exptyh, —a,,) +expxh, —a,)exptyh,, - aﬂwz)j

- H(X,y) =expe™* -e7)
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=

02 04 06 08

1.10.1. pav. Ribires dvimacio logistinio skirstinio funkcijos grafikas

1.10.2. PavyzdysTarkime yra du vienmaai Pareto skirstiniai:

L Ruy=

F,(x) = ,
(3 1+x7@ 1+y”*

x>0,y>0a>06>0

Dvimatis Pareto skirstinys, kaX ir Y nepriklausomi, yra:

1

F(x,y)= X7 sy P axiy?

Tuomet gauname ribendvimatio skirstinio funkcip, kai parenkamos normalizavimo konstantos
1
anl = an2 = O bnl =n“ bn2 = nﬁ

F n(anl +a,,yb, +a,) =

1 n
(1"' (anl tay, )_a + (ybnz ta,, )_ﬁ + (ybnz +a,, )_'B (anl + anl)_a j B
— H(x,y) =expx“ -y¥)
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1.1.10.2. pav. Ribigs dvimac¢io Pareto skirstinio funkcijos grafikas, kai
a=2£=1
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2. TIRTAMOJI DALIS
2.1. GEOMETRINIO STABILUMO KRITERIJUS

24

Apibr ézimas Dvimat skirstinio funkcip F(x,y) vadiname geometriSkai maksstabilia, jeigu

egzistuoja tokios normalizavimo konstan{agl,bpl} ir {apz,bpz}, su kuriomis

P(lell) _apl ZIEIZ) _apz
b

5 < X, Sy):F(x,y),

pl p2
¢iaN ,yra geometrinis atsitiktinis dydis su paramefru
P(N=k) = pl-p)“*, k=21,0<p<1

Pasinaudaj pilnosios tikimykes formuk gauname:

b, by

20-a, _ 20-a,
P P <x <y |=Y PP sxb,+a,,ZP <yb,+a,)P(N =k) =
k

=D P(Xy<xbyy+ag, ..., X, Sxby +ay, Y, Syb, +ta,,....Y, < yb, +a, )P(N=k)=
k

=Y FX(xb, +a,,yb,, +a,)P(N =k) =g, (F(xbp1 +a,,yb, + apz));
k
¢ia g, (z) yra geometrinio atsitiktinio dydzio generuo§as)i funkcija:

0y (2) = M2 =Y 2PN =) = (1p_z o

Tokiu badu, geometrinio maksstabilumo kriterijus dvithaatveju yra

pF(Xbpl + apl’ ybp2 + apz)
1- (1_ p)F(Xbpl + apl’ ybpz + apz)

=F(x,y),

Kadangi

PWY < x,W® <y)=P(min(X,,...,X,) < x,min(Y,,....Y,) < y) =
=1-P(min(X,,...,X,) = xOmin(Y,....Y,) 2 y) =

=1-P(min(X,,...,X,) = x) = P(min(Y,....Y,) 2 y) +
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+P(min(X,,...,X,) = x,min(Y,,....Y,) 2 y) =

(2.1.2)
=1-(1-F ()" - A-F(y)" + A= F(X) - F,(y) + F(x, y)"
Tai F(x,y) minstabilumo slyga yra
@- Fl(anl + Cnl))n +(@1- Fz(ydnz + an))n -@- Fl(anl + Cnl) - Fz(ydnz + an) + (2.1.3)
+ Fl(anl + Cnl’ ydn2 + an))n = 1_ F(X! y)
Geometrin minstabiluma apibesime taip:
o _ @ _
P{WN O <y W~ e yj =F(x,Y)
dy d,,
IS ¢ia pasinaudodami generuoaaja funkcijag,, , gauname, kad
wd® —c w® —¢
P——2<x———2<y|=PW <xd, +c, WP <yd,+c,,) =
dn d,,
=1-9, (1— Fl(xdpl + cpl))— SN (1— Fz(ydp2 + cpz))+ SN (P(X 2xd, +c,;Y=yd, + cpz)),
Geometrinio minstabilumo kriterijus yra
pla- Fl(Xdpl + Cpl)) + pla- Fz(ydpz + sz)) _
1-1-p)@a- Fl(Xdpl +Cpl)) 1-1-p@- Fz(ydpz + sz))
(2.1.4)

_ p [11_ Fl(Xdpl + Cpl) - Fz(ydpz + sz) + F(Xdpl + Cpl; yde + sz))
1_ (1_ p)(l_ Fl(Xdpl + Cpl) - I:2 (ydpz + sz) + F(Xdpl + Cpl; ydpz + sz))

=1-F(xy);

¢ia ¢,,cp, >0, d,,d,, JR normalizavimo konstantos. Kai koordiasitX ir Y nepriklausomos,

pl’ pl’

geometrinio minstabilumak/ga tampa paprastesn

2.2. VEKTORI U MAKS (MIN) GEOMETRINIS STABILUMAS
(PRIKLAUSOM U KOMPONEN CIJ ATVEJU)

Praktikoje daznai pasitaiko, kad bandymo rezultbii&as ne vienas, o du ir daugiau atsitikiiniydZiy,

sudaragiy imtj. Atsitiktiniy dydzip X,, X, ... X,, sistema vadiname n-itia atsitiktiniu vektoriumi.

2.2.1 uzduotis: Ar dvimatis Pareto skirstinys, kurio vektoriaus kmonengs yra priklausomos yra

geometriSkai min (maks) stabilus?
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F(xy)=1- t 1 + 1 X,y>0a,8>0

X+l yP+1 xT+yf+1

L 1 (2.2.1)
F(x)=1- , F(y)=1- ,
1(X) Xa +1 2(y) y'B +1

2.2.1. pav. Dvim&io Pareto skirstinio funkcijos grafikas, kai a =3, =3
Sprendimas: Sprsime naudodamiesi geometrinio minstabilumo kribenij, dvim&iui atvejui (2.1.4).
Pradzioje patikriname, af,(X)yra geometriSkai minstabili, jei ji bus geometriSkainstabili tai

galkesime teigti, kadF, (y) yra taip pat geometriSkai minstabili.

1
p{1—1+ " ]
PU-F(xdy +C,) (dptenf+1) o
e I AP T R T
(xdp1+cpl) +1

= dpl =p“ = 1 =1- Fl(X)
Cn =0

Gavome, kad vienmatskirstinio funkcija F,(x) yra geometriSkai minstabili, taF,(y)taip pat

geometriSkai minstabili. Tiriant dvinie Pareto skirstinio, kurio vektoriaus komporienipriklausomos

geometrin minstabilum, susiduriame su sétinga iSraiSka. T@au zinodami, kad vektoriaus komponent
F.(x) ir F,(y) yra geometriSkai minstabilios, mums pakanka nagritik Sia ”’;ﬁl skirstinio
X +y” +

funkcijos dal. Taigi:
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1 p
p 7 a
[(Xdpl +Cp1) + (yde +Cp2)ﬂ +1} — ( (Xdpl +)Cpl)( + (ydpz +)Cp2)ﬂ +1 -
1-p Xdpl+cpla+ ydp, +Cpp F+1-1+p
1-
L(Xdpl + Cpl)a + (yde + CpZ)ﬂ +1J (Xdpl + Cpl)a + (ydpz + sz)ﬁ +1
_ p _ dplzpl Cpl:0: p _ 1
(xdg + ) +(ydy, +c,0) +p 1 X +py’ +p  x*+y’ +1

d,=p’c,=0

Gavome, kad dvimatis Pareto skirstinys (2.2.1),ickwektoriaus komponeéd priklausomos yra
minstabilus. Ar tas pats skirstinys, bus geomedwidkaksstabilus? Tirsime naudodamiesi, geometrinio
maksstabilumo kriterijumi dvin@ui atvejui:

p [ F(Xbpl + apl; ybpz + apz)) —

1- (1_ p)(F(Xbpl + apl; ybp2 + apz))

1 1 1
1_ —
_ p[:ﬁ (b, +a,) +1 (yb,, +a,,) +1 ' (o, +a, ) +(vby, +a,,) +1] - {apl ) O} =

1- - p)1- 1 _ 1 . 1
(o + 2] +1 (vby, +a,, ) +1 (X +a, )" +(yb,, +a,, ) +1

pDEl— R S 1 J
(Xbpl)a +1 (ybpz)ﬁ +1 (Xbpl)a + (ypr )ﬂ +1

p*t p*t p*t 1 1 1
p{( + +1—( - + ]

xbpl)” +1 (ybpz )ﬁ +1 (xbpl)” + (ybpz )ﬁ +1 xbpl)” +1 (ybpz )ﬁ +1 (xbpl)” + (ypr)ﬂ +1
1 __ b _ P p
by =P 7 | _ (l X" +p y”+p+><”+y’3+p) £F(x.Y)
b = ~ 1, 1 1 - P _ P p ’
2 = P x*+p yf+p xT+yf+p x*+p yf+p xT+yf+p

Tokiu badu jrodeme § teigin:
2.2.1 TeiginysIS geometrinio minstabilumo bendru atveju neiSpiageometrinis maksstabilumas.

Vienma&iu atveju iS geometrinio minstabilumo iSplaukia gerinis maksstabilumas (Satheesh S. and
Unnikrishnan Nair N., 2007).

. 1
Imdami p = p, ==, gauname:
n
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1- Pn _ P + Px
. x“+p, Yy +p, x*+y’+p,
lim =

e 11 1 v1o Po Py, P,
x“+p, y+p, x+y’+p, X“+p, Yo +p, xT+yf+p,
1
= T =G(%y)

= 14X +y? _(Xa N yﬁ)_

2.2.2. pav. Ribires skirstinio funkcijos grafikas, kai a =3, =3

Gauta ribig skirstinio funkcija G(x,y) yra maksstabili. Paggime tai. Taigi, turime vienmates

skirstinio funkcijas

1
G, (X) =G, (X,+») =
10 = Gy(x#) = =

-a

G,(y) =G, (+,y) = x=0,y>0

1+y#’
jos sutampa st (x) ir F,(y) skirstinio funkcijomis uzduotyje (2.2.1).

Tikriname maksstabilumpasinaudodami kriterijumi (2.1.1):

1
Y .
[ﬁ1+ (Xbpl + apl)_a + (ybp2 + apz)_ﬁ - ((Xbpl +a,)’ +(yb, + apz)ﬂ) lj = [apl i 0}

ap2 =

1-(@- p)[ 1 ]
1+ (Xbpl + apl)_a + (ybp2 + apz)_ﬁ - ((Xbpl +ay)? +(yby, + apz)ﬂ)_l
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1 1
) pEEH(xbm)‘”+(ybp2)‘ﬁ—(<xbpl)”+(ybp2)ﬁ)1} |bu=pe

1 e
1-@- bp2 =p
( IO)[1+ (xbpl)'” + (ybp2 )'B - ((xbpl)” + (ybpz)ﬂ)'lj

= p =
px* + py* - plx” +y*) =)

1
tp
Tokiu biadu, ribire skirstinio funkcijaG(x, y) (priklausony komponetiy atveju) yra maksstabili.

2.2.2 uzduotis: Tirsime Pareto skirstin kurio forma Siek tiek skiriasi nuo tirtos pirmojZduotyje.
Tikrinsime ar Sis skirstinys yra geometriSkai méksn) stabilus?

1

F =
V=

, Xx>0y>0 a>0,6>0.
(2.2.2)

1 1
F()=——, F(y)= ,
l(X) X_a +1 Z(y) y_ﬁ +1

Vienmags skirstinio funkcijoskF, ir F,sutampa su (2.2.1) uzduoties skirstinio funkcijamis

2.2.3. pav. Dvim&io Pareto skirstinio funkcijos grafikas, kai a =5;4=5
Sprendimas: Vienmaio skirstinio maksstabilumas istirtas pirmojoje uat/je, nes

1 x7 1

F(x)=1- = = ,
1) X7 +1 xT+1 x9+1

Ar dvimat skirstinio funkcija, kurios komponeis priklausomos, bus maksstabili. Tikriname:

P( ngl) _ apl <X ZfEZ) — aP2 < yJ = P D:(Xbpl + apl; ybp2 + ap2)

B 1_ (1_ p)F(Xbpl + apl; ybp2 + a'p2) B

b, b

p2
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p
o b an i Garan) bbara) e
(Xbpl +ap1)_a +(ybp2 +ap2)_ﬁ +1 (Xb ta, ) + (ybpz ta, ) +t1-1+p
(X, +a, ) +(vb,, +ap2) 1
1
- p :bplzpa a, =0
(Xbpl + apl)_a + (ybp2 ta,, )_B *P pr = p_% ap, = 0

Xp+0+yp+0+p xp+yp+p X7 +y” +1

Gavome, kad dvimatis Pareto skirstinys (2.2.2)ggametriSkai maksstabilus.

Tikriname geometrinminstabilum, naudodamiesi kriterijumi (2.1.4).

Sprsime, nagrigjant dalimis:

p 1_ 1 p (Xdpl + Cpl)_a
pL-F,(xd, +cy)) _ (xd,, +c,)™7 +1 ~ -

3

(Xdpl + Cpl)

1-A-p@a- Fl(Xdpl + Cpl))

)—G'

- p(Xdpl + Cpl)_[7 — d
1+ p(Xdpl + Cpl)_[7

_ 1+x7“
Cn=0

pL —
1_ (1_ p)(l_ I:(Xdpl + Cpl) - F(ydpz + Cp2) + I:(Xdpl + Cpl’ ydp2 + Cp2)) Cp2 = O

pL-F(xdy +c,) - F(ydy, +Cp) +F(xdy, +Cpy,yd, +C0)) {C _ O}

pEﬁl‘ S S 1 J
= (xdpl)'” +1 (yde)_ﬂ +1 (xdpl)_” + (yde)_ﬂ +1

xd ., +c¢C
1- @-p) 1- L | 1-g-p| X% %)
(xdp1 + cpl) +1 (xdp1 + cpl)

.

30

-1 -1 -1
J P L, P _ p 1o 1 _ 1 . 1
(Xdpl)_a +1 (yde)_’B +1 (Xdpl)_a + (yde)_ﬂ +1 (Xdpl)_a +1 (yde)_’B +1 (Xdpl)_a + (yde)_’B +1
1 __ b _ P p
dp =P | _ (1 X +p y"’+p+x“’+y"’+pj
_ sl (e 1 1 P _ P p
dpz_pﬁ {X—a+p+y—ﬁ+p X—a+y—ﬁ+p+1 X—a+p y-ﬁ+p+x—a+y—ﬁ+pj

Isistatome bends iSraika ir gauname:
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P P, P
-a F+p x“+y*F+p
R S PR S X *P ¥ =
1+ X 1+y ( 1,1 1 41— P P, p j

XTHp yPap XTHyPap  XTHp yPap xT+yP4p

- P _ P p

11, X+p yl4p XT+yP+p

1+x7 1+y™” 1, 1 1 1P _ P, P
X“+p yP+p xT+yP+p - xT+p yP4p xT+yP+p

geometrinio minstabilumoéna.

-1

Gavome, kad Pareto skirstinys (2.2.2), kai vekterigomponers priklausomos, éra geometriskai

minstabilus, bet gal jis bus asimptotiSkai mindtahikai p = p,?

1o Po _ Pu P,
. X“+p, yP+p, XT+yP+p,
lim =

ve(1o .1 1 p P, D
X7+p, yl+p, x7+yP+p, xX7+p, yP+p, x7+yP+p,
~ 1 _ 1
1.1 1 +1 x”+y"3+(x‘”+y‘/3)_l+1
Xyt Xy’

Néra asimptotiSkai minstabilus.

ISvada. Tiriant Pareto skirsfipastebjome, kad kai dvimatis skirstinys yra geometriskeiksstabilus,
tai jis nebus geometriSkai minstabilus arba at¢ieks jeigu turime dvimatskirstin, kuris yra minstabilus,
tada gauname, kad jis nebus geometriSkai makastabKokioms sglygoms esant skirstinys bus

geometriSkai maksstabilus arba geometriSkai minatb
. . . N . 1
IS perklimo teoremos maksimumams, kuM, skirstinys yra geometrinis su parametp,=—,
n

gauname, kaB(N, =k) = i(l—lj, dvimat ribiné skirstinio funkcija:
n n

W(xy) = I H*(x, y)dA(z) = I HZ(x, y)dAl—e™?) = I(Mj dz=

e
(H(x,y)jz ©
L e J._ 1
In(H(x,y)jo 1=In(H (% y))
e

Tuometisistat dvimat ribing funkcija H(x,y) = H(X) H (y) = expx"* —y~#), gauname
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1 1 1

1-In(H(x,y)) ) 1-In(expex™ —y?)) - 1+ X7 +y P

Minstabilumo atveju ribia skirstinio funkcija:

Y(xy) =1~ [(1- L)) dA2) - [~ L (y)) dAR) + [ (L~ L, (X)) (1~ L,(v)) dA@2) =

e

zl_T (L= L(x) Zdz—T @-Ly) Zdz+T (1-L))A-L(Y) ZdZ:
0 e 0 € 0

((1— L(x))jz . ((1— L(x))jz o ((1— L(x)(1~ L(y))jz "

e e e

- |n((1—t(x))j 0 i m( a—:(x))j 0 ' m(‘l‘ L(x))(- L(Y)j -

e

.- 1 B 1 . 1
1-In(l-L(x)) 1-In@-L(y)) 1-In((L-L(X)L-L(y))

Tuometijsistat dvimat ribinio skirstinio funkcip L(x,y) = L(X)[L(y) i masu gauta iSraisk

L(x,y) = L(x) [L(y) = @-exp(Cx7))(A-expty?))

gauname:

Y(xy) =1- 1 - 1 + 1 =
1-Inl-L(x)) 1-In(l-L(y)) 1-In(@-L(X)@L-L(y)

—1- 1 T, 1

1+x7 1+y7 1+x7+yP

2.2.3. Teiginys.Jeigu dvimat Pareto skirstinio funkcija gaunama i$ rigBnmaksstabilios Frechet

funkcijos, ji bus geometriSkai maksstabili, o j& minstabilios Frechet funkcijos, bus geometrisSkai
minstabili.

2.2.3. Uzduotis:IStirti logistinio skirstinio, kurio vektoriaus koponenés priklausomos, maks (min)
geometrin stabilum.

F(xy) =1m— =+
1+e* 1+e’ 1l+e"+¢e’
1 e” 1
F(x)=1- = = , 2.2.3
1) 1+e* 1+e* 1+e” ( )
1 e’
F(y) =1

- = = — , xUOR yOR
1+e’ 1+¢€¢¥ 1+€”’
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=
)
b\_-,-m-:.:F"'

2.2.4. pav. Dvim#&io logistinio skirstinio funkcija

Sprendimas:_Naudosinés dvima&io geometrinio minstabilumo kriterijumi ir patikeime ar dvimatis

logistinis skirstinys minstabilus. Naudosisngeometrinio minstabilumo kriterijumi (2.1.4).

Pirmiausiai tikriname, ar skirstinio funkcijg (x) geometriskai minstabili?

p1-1+ 1
p [(l_ Fl(Xdpl + Cpl)) _ 1+ exp(Xdpl + Cpl)
1-A-p)(d-F(xd, +c
( p)( 1( pl pl)) l— (l— p) 1_1+ 1
1+ exp(xdpl +cp1)
0 1
1+exp(xd, +c ) ~ D ~
- T l+exp(xd. +c.)-1+p
l_ (1_ p) l p( pl pl) p
1+ exp(xdpl + cpl)

_ p _|9m =1 p  _ 1
expid, +C )+ p |[Cn=In(p)| e P +p  1+e

Turedami geometriSkai minstahili F,(x) galime teigti, kad irF,(x) yra geometriSkai minstabili.

Belieka patikrinti ar funkcija; geometriSkai minstabili:
1+e* +¢’
0 1
exp(Xdpl + Cpl) + exp(ydpz + Cp2) +1 — P —
1_ (l_ p) 1 exp(Xdpl + Cpl) + eXp(ydpz + sz) + p
exp(Xd pl + Cpl) + eXp(yd p2 + sz) + 1

= P =F(x,y)
exp(+In(p)) +exply + In(p)) + p

dpl :]"Cpl =In(p)
d,, =1 ¢y, =In(p)
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Gavome, kad logistinis skirstinys (2.2.3), geon$&ti minstabilus. Tirsime ar geometriSkai
maksstabilus?

PIF(xby +a,;Yb, +2y,))
1- (- p)(F(Xb, +a,;yby, +a,,))

1 1 1
1- - +
~ P EE expkb, +a,)+1 explyb,, +a,)+1 expkb,+a,)+expyb, +a,)+ 1}

1_a_mp_ 1 1 1 J

- +
expkb, +a,)+1 explyb,, +a,)+1 expkb,+a,)+explyb,+a,)+1

_ aplz_ln(p)’bplzl _
apZ :_In(p)’pr =1

1 1 1
p[ﬁl_ exp—In(p)+1_exply—In(p)+1 exp(x—ln(p))+exp(y—|n(p))+1j

- ( 1 1 1 J_
1- (- p) 1- - +
expx—In(p))+1 exply-In(p))+1 expx-In(p))+exply-In(p))+1

1-_ P P . P
e*+p e'+p e +el+p

= ZF(xy)
1 + 1 1 41 P _ P p
e+p e +p e*+e’+p e“+p e +p e +el+p
Irodéme Sitok teigini:
2.2.3. TeiginysDvimat logistinio skirtinio funkcija
F(x,y)=1- t ., 1
1+e* 1+e’ 1+e‘+e’
Yra geometriSkai minstabili, betra geometriSkai maksstabili.
Ar Sis skirstinys bus asimptotiSkai maksstabilus, 21?
n
1= P PP
. e'+p, e+p, e +e’+p,
lim =
1 N 1 1 41— P P Pn
e“+p, e +p, e +e+p, e“+p, e +p, e +e+p,
1 1
= = — = G(X' y)
1,11 4 e’x+e’y—(ex+ey)l+1

et e e +¢e

Ribinés skirstinio funkcijosG(x, y) vienmaes skirstinio funkcijos.
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G,(X) = G, (x+) =

35
1
e’ +1
G,(y) =G, (+0,y) = —

, XOR, yOR
1 y

Sutampa su (2.2.3) uzduoties skirstinio funkcijorfigx) ir F,(y). Taigi jos yra geometriSkai ir
minstabilios ir maksstabilios.

1IIZI
2.2.5. pav. Skirstinio funkcijos G(x,y) grafikas
Tikriname, arG(x, y )yra geometriSkai maksstabili?

p |:F(Xbpl + apl; ybp2 + a'p2 )) -
1- (1_ p)(F(Xbpl + apl; ybp2 +ta 2))

1
p
) EEexp(—xbpl ~a,) +explyb,, —a,,) + (expExb,, -

1- 1-p
exp(_Xbpl - apl) + exp(_ybpz pz) +

(exp(—xbpl -
_lap ==In(p),b,, =1
a'p2 = _ln( p)v bp2 =1

apl) + exp(_ybpz - apz))_l +1J _

apl) + exp(_ybpz - apz))_l + 1}

1
(exp—In(p)) +exp(y - In(p» +J
(exp(x+ln(p»+exp(—y+ln(p»+(exp(x—ln(p»+exp(y In(p)))” J
exp(x+In(p)) +expEy +In(p)) + (expx—In(p)) +exp(y —In(p)))™
_ P

_ 1
pe* +pe” + ple™ +e)  + p Ce*+e” rleve) 41

_ i Eﬁexp(—x+ In(p)) +expCy +In(p)) +

=G(x,Y)

Gavome, kadG(x,y )yra geometriSkai maksstabili. DvingafF (X, y) néra asimptotiSkai maksstabili
nesG(x,y) # F(X,y ).
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2.2.4. Uzduotis: IStirti logistinio skirstinio funkcijos (2.2.4) geeetrinn maks (min)

stabiluny?

F(x,y) = 1 (x,y)OR?

+e X+’

2.2.6. pav. Logistinio skirstinio funkcijos grafikas
Vienmaiiai skirstiniai su skirstinio funkcijomis

1

F.(X) = .
{9 —

i F _
1+~ ir F,(y)

yra geometriSkai maksstaisl. Tikrai, nes tai yra patikrinta (2.2.3) uzduotyjes

1 e 1

F,(x)=1- = =
() 1+e* 1+e* 1+e™

Ar dvimatis logistinis skirstinys geometriSkai madtabilus?

p Zl(ul) —ay < x Zl(uZ) —ap <yl= pl:F(Xbm tay, ypr + ap2) _
bpl bp2 1_ (1_ p)F(Xbpl + apl; ybp2 + apz)
0 1
expt-xb,, —a,) +exptyb, —a,,) +1 ~ p _
_ 1- P exp(_Xbpl - apl) + exp(_ybpz - ap2) + P
exp(_Xbpl - apl) + eXp(_ybpz - apz) +1
_ b, =1 a, =-In(p) _ D _ D _
b,, =1 &, =-In(p)| exptx+In(p)) +expy+In(p)+p pe™ +pe” +p
1
=  —  =F ,
e +e”’ +1 x.¥)
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Patikrinsime, ar Sis dvimatis logistinis skirstinyaurio vektoriaus komponeig priklausomos yra

geometriSkai minstabilus?

Tirdami ar dvimag skirstinio funkcija geometriSkai minstabili, naggame p dalimis, t.y.:

1
pa- Fl(Xdpl + Cpl)) _ p(l exp(_Xdpl - Cpl) +1J
1-A-p)A-F(xd, +cy)) 1- (- p)[l— 1 ]
expExd, —c,) +1

( exp(_Xdpl_Cpl) J

exptxd,, —c,)+1

_ pexp(_Xdpl _Cpl) - dpl =1 =1- 1
exp(-xd, —c,,) 1+ pexpxdy, —c,) | Cy =In(p) 1+e™
expxd,, —c,) +1

1-@- IO)(

p Hl_ I:(Xdpl +Cp1) - F(ydpz +Cp2) + I:(Xdpl + Cpl; yde + sz)) _ dpl = l' Cp2 = In(p) _
1_ (1_ p) Hl_ F(Xdpl +Cp1) - F(ydpz + sz) + F(Xdpl +Cp1; ydp2 +Cp2)) dp2 = :L Cp2 = ln(p)

ol1- P _ P P
e*+p e’+p e*+eV+p

1, 1 1 - PP, p
e’*+p e’+p e*+eV+p e’*+p e’+p e*+e’V+p

- P P P
e +p e’+p e“+e’+p

1 + 1 1 1o P _ P p
e +p e’+p er+e’+p e +p e’+p e*+e’+p

negauname geometrinio minstabilumo, kadangi geam@minstabilumo kriterijus netenkinamas.

: 1
Imdami p, ==, gauname:
n

[1_ PP, P J

e+ e’ + e’ +e’ +

i P, P, P, _
“*W( 1 1 1 P, P, P, j

+ - +1- -
-X -y X -y - -y - -y
e +p, e’+p, e +e’+p, e +p, e’+p, e +e’+p,

_ 1
e +e’ +(e‘X +e‘y)_1 +1

Asimptotinio stabilumo éra.
[rodéme toK teigin;:
2.2.4. Teiginys Skirstinio funkcija
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F(xy) :ﬁ, (x,y)OR®

yra geometriSkai maksstabili¢tau ji néra minstabili. Vienmaiss skirstinio funkcijos yra geometriskai
min (maks) stabilios.
Kokios slygos lemia, kad skirstinys bus geometriSkai maltsfils, bet nebus geometrisSkai

minstabilus arba atvirkgai bus geometriSkai minstabilus, bet nebus geagketrmaksstabilus.

Naudosings (2.2.2) uzdavinyje pateikta, gauta iSraiSka

1

Vo =[R2 upa-e = b

Isistat | dvimat ribine funkcija, maksstabilumo atvejuH(x,y) = H(X)[H(y) =exp-e™ -eY)

gauname

1 _ 1 -1
1-In(H(x,y)) 1-In(exp(exp-e*-€7)) 1+e*+e”’

Minstabilumo atveju, taip pat naudojasn(2.2.2) uzdavinyje pateikta iSraiska:

W(x,y) =1 [([L-L,(9)*dA2) - [ (1~ L, ()" dA2) + [ (L~ L, ()" (L~ L, (1)) dA(Z) =

1 1 1
TISnA- L) 1-n@-L(y)  1-In(@- L A= L(y)

I ja isistat dvimat maksstabili Gumbel funkcig L(x,y) = L(xX)[L(y) iiSraiSk

L(x,y) = Li(X) O, (y) = -expte”))d-expte)),
gauname:

- 1 B 1 N 1 1 1,1
1-In(@-L(x) 1-In-Ly(y) 1-In(@-L(x)A-L,(y)

1+e* 1+e¢’ 1+e*+¢’

Dvimatis logistinis skirstinys, kaip ir Pareto skinys yra geometriSkai maksstabilus, bétan

geometriSkai minstabilus, tuomet, kai galima iSreiksti, per maksstabilias funkcijas. ®@ometriSkai

minstabilus, bet ne maksstabilus, tuomet, kaigis lgiit iSreiSkiamas per minstabilias funkcijas.

2.3. VEKTORI U GEOMETRINIS MAKS (MIN) STABILUMAS
(KOMPONENT ES NEPRIKLAUSOMOS)

Tyréme dvim&ius skirstinius, kun vektoriaus komponeés priklausomos. Dabar imsime

nepriklausomas vektarikomponentes ir tirsime geomefrimaks (min) stabilum
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2.3.1. uzduotis.Ar dvimatis Pareto skirstinys, kurio vektoriaus kmonenés nepriklausomos bus
geometriSkai min (maks) stabilus?

1 1 1
F(X,y):]._ a - B + a\,B a B
XT+1 y"+1 x'y? +x"+y” +1
1 @ 1 (2.3.1)
F =1- = = F =1- , >0,y>0
=1 = s RSl x>0y

Kad hity dvimatis skirstinys geometriSkai minstabilus, jekioriaus komponeés turi kity

minstabilios, o tai mes jau esame igtypirmajame uzdavinyje, tad mums belieka patikrirar, Si
1

R skirstinio dalis yra geometriSkai minstabili:
XY 7 +xT+y 7 +1

1
p a a
[(Xdpl + Cpl) (ydPZ + sz)ﬂ + (Xdpl + Cpl) + (ydpz + sz)ﬁ +1J _

1- (- p)( L J
(xdy +c, ) [y, 0 ) +(xdy +c, ) +(yd,, 4, +2

1
P D, a
_ {(Xdpl + Cpl) (yde + sz)ﬁ + (Xdpl + Cpl) + (ydpz + sz)ﬁ +1J _
(Xdpl + Cpl)a (yde + sz)ﬁ + (Xdpl + Cpl)a + (ydpz + sz)ﬁ +p
(xdpl + cpl)” (ydpz + sz)ﬁ + (xdpl + cpl)” + (ydpz + sz)ﬁ +1

1
_ P _ dplzpa' Cplz0

) (Xdpl + Cpl)g (yde + sz)ﬁ + (Xdpl + Cpl)g + (yde + sz)ﬁ +p B )

_ p _ 1
px? [py” + px” + py’ +p  px? Oy +x7 +y” +1

Taigi nepakanka dving#o skirstinio vektoriaus komponéiy geometrinio minstabilumo, kad dvimatis
skirstinys, sudarytas iSyskomponeniy bity geometriSkai minstabilus. Gal Sis skirstinys bsisngtotisSkai
minstabilus, kaip = p, :1:

n

11,1
X“+1 yP+1 xT+yf+1

. 1 1
lim| 1- - + =1
el XTHL Yy L p X O Xy 4l

Sis skirstinys yra iSnagrtas ir jis yra geometriSkai minstabilus. Tadism nagrirtjamas dvimatis

logistinis skirstinys, kurio vektoriaus komponéntyra nepriklausomoséra asimptotiSkai minstabilus, bet
ribiné skirstinio funkcija yra minstabili.

Tikrinsime geometrinmaksstabilurny.
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40
p [ F(Xbpl + a'pl; ybp2 + apz)

1- (1_ p)F(Xbp:L + apl; ybp2 + apz)

1 1 1
p 1_ a - + a a
_ Eﬁ (Xbpl + apl) +1 (ybpz ta, )ﬂ +1 (Xbpl + apl) [(ybpz tag, )ﬁ + (Xbpl + apl) + (ybp2 +ap, )ﬁ +J _

1—(1‘P)[1‘ ! Fa— L . a 7 ’ a ;] }
(Xbp1+ap1) +1 (ybp2+ap2) +1 (Xbp1+ap1) |:(ybpz"'apz) +(Xbp1+ap1) +(ybp2+ap2) +1

1
O
°
2
|
ie]
QD
O
2
|
o

- P P, P
xX*+p y+p px7y? +x7+yf+p

z F(X,
1 1 1 p p p ()
+ - +1- - +

x+p yP+p px7yf+xT+yf+p xXT+p yP+p px7y’+x7+yf+p

Taigi, dvimatis logistinis skirstinys, kurio vekiaus komponews nepriklausomos, éra nei
geometriSkai minstabilus, nei maksstabilus. Tikmeaasimptotinmaksstabilung

1_ pn — pn + pn
i X*+p, y+p, pxY +x+yf+p, _
el 11 1 i1e P P, P,
X“+p, y+p, pxY +xT+yf +p, x*+p, y+p, pxyY +xT+yf+p
_ 1

= 1+ %7 + y_;; _(Xa + yﬁ)_l = G(X, y)

Gauta ribirg skirstinio funkcija, tokia pat kaip (2.2.1) uzdayje, kai skirstinio komponeés priklausomos,
ji yra maksstabili.

Irodeme Sitok teigini.
2.3.1. TeiginysDvimat Pareto skirtinio funkcija

F(xy) =l
X“+1 yP+1 Xy +xT+yf+1

néra geometriSkai maks (min) stabili.

2.3.2uzduotis: Tirsime dvimat Pareto skirstiiy kai vektoriaus komponeid nepriklausomos:

1 1 1
PO = o T e s v ol
X7+l yr+1 xTy T +x"+y 7 +1
1 1 (2.3.2)
F — , F =—— x>0,y>0
1(X) i1 2(Y) P+l x>0y
Taigi:
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p Zl(ul) —ay < x Zl(uZ) —ap <yl= pl:F(Xbpl tay; ypr + ap2) _
bp1 bp2 1- (1_ p)F(Xbpl + apl; ybpz + apZ)
p 1
(bt a,) (yby, +ay,) (b, +a, ) +(yb, +a,)” +1 _|bw=p T @y =0
d-p) -

1- > -
(Xbpl + apl)_a (ybpz + apz)_ﬁ + (Xbpl + apl) + (ypr + apZ) s +1

_ p _ 1
XpyPp+xIp+tyPp+p Xy FPp+xT+y 41

Vélgi negauname, geometrinio maksstabilumo, galimetggti, kad netuésime asimptotinio

stabilumo.

Patikrinsim Siam skirstiniui geometiiminstabilum, tiriant dalimis. UZduotyje (2.2.2), kai tiriamas
skirstinys (2.2.2), kurio vektoriaus kompongntpriklausomos, kompon&m geometrinis minstabilumas

iStirtas, jie yra geometriSkai minstaisl

pul_ I:(Xdpl + Cpl) - F(yde +Cp2) + I:(Xdpl +Cpl; ydp2 +Cp2)) - Cpl = 0’ dpl = p -
1- (1_ p)(l_ F(Xdpl + Cpl) - F(yde + sz) + F(Xdpl + Cpl; ydpz + sz)) %
p2 = O' dp2 p
- P _ P p
_ XT+p yP+p pyxT+xT+yP+p
1,1 1 - PP p
XT+p yPHp pyPxTHxTH+yPHp  xXT+p yPHp pyPXT+xT+y P +p

2.3.2. Teiginys Nepriklausom komponegiy dvimatis Pareto skirstinys

1
x“”y‘ﬂ + X7 + y‘ﬂ +1’

F(xy) =

néra nei geometriSkai minstabilus, nei geometriSkaksstabilus. Lengvai galime pastgpkad kai

p= L ir n - oo ribinis skirstinys, kurio vektoriaus komponéstpriklausomos yra maksstabilus.
n

Tai nelauktas rezultatas. Logistinio skirstinioinys, kai vektoriaus komponetg nepriklausomos
pateiksime priede, kadangi gausimepiaf rezultag, kaip ir Pareto skirstiniui. Be to priede paterksi
kitokiy skirstiniy tyrima.

2.3.3. Teiginys Jei dvimatis skirstinys, kurio vektorius kompotinpriklausomos yra geometriskai
minstabilus, tuomet jis nebus geometriSkai makdsisbarba atvirk&ai. (geometrinio skirstinio parametras

abiem atvejais turi sutapti)
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Irodymas: Galimejrodyti prieStaros i#du, teigdami, kad jei dvimatis skirstinys, kurio
vektoriaus komponeés priklausomos yra geometriSkai minstabilus, tuonigt bus ir geometrisSkai

maksstabilus:

Turédami geometrinio minstabilumo (1.11.8) ir geometrimaksstabilumo (1.11.9) kriterijus:

F(x,y)=1— p[(l_F(Xdpl+Cp1)) _ p[(l_F(ydp2+Cp2))
1-0-pA-F(xd, +cy)) 1-@A-p)A-F(ydy, +cy))
(2.3.3)
pl- F(Xdpl + Cpl) - F(ydpz + sz) + F(Xdpl *+Cphs ydp2 + sz))
1- Q- p)(a- F(Xdpl + Cpl) - F(ydpz + sz) + F(Xdpl +Cps ydp2 + sz))
F(xy) = pF(xb, +ay, yb, +a,,) (2.3.4)

1- (1_ p)F(anl tay, ybnz + anz)

Remiantis prielaida, kad dvimatis skirstinys yreometriSkai minstabilus tai ir yra geometrisSkai
maksstabilus, galime sulyginti kritaripeSinasias puses:

_ p [ (1_ F(Xdpl + Cpl)) _ p [ (1_ F(ydpz + sz))
1- (1_ p)(l_ I:(Xdpl + Cpl)) 1- (1_ p)(l_ F(ydpz + sz))

pll-F(xd, +c,)-F(yd, +c,,)+F(xd, +c,;yd, +C,)) _
1-(1-p@- F(Xdpl + Cpl) - F(ydpz + sz) + F(Xdpl + Cp1s ydp2 + sz))
__ PF(xb, +a,,yh, +a,)
1= (L= p)F (X, +ay, Yh, +2,,)

Galime lengvai pasteéh, kad puss yra nelygios. O tai prieStaraujaisa prielaidai.
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Darbe tikrinama ar vienndau atveju geometriSkai maksstatsl skirstiniai, bus taip pat geometriskai
maksstabils dvim&iu atveju. Ar geometriSkai minstabilus dvimatisrsknys, bus taip pat geometriskai
maksstabilus. Tiriami dving@ai skirstiniai, kai vektoriaus komponest priklausomos ir nepriklausomos.
Pasirinkti tyrimui skirstiniai yra Pareto, Logisisn taip pat miSrieji skirstiniai. Pasirinkta pragmniré jranga
MathCad, jos pagalba nubraizyti tiriajm skirstiny funkcijy grafikai. O kai skirstiniai, éra geometriskai
maksstabils, bet yra asimptotiSkai maksstakil tada vieno skirstinio prigfima prie kito tiriama Matlab
programingranga.

Matlab terpeje algoritmai realizuojami naudojant vidinMathlab programavimo kaly kurios
objektai yra visi operatoriai bei funkcijos, naualmjos komandiniu ézimu. Matlab terpje paraSyta
programa vadinamigl failu [10].

Programos vartotojui sukurtas M failas pavadinimtogpama.m, o programos langas failu
programa.fig. Vartotojas nésdlamas pragti darty su programa turi:

1. Reikia nurodyti keh iki programos failo, t.y. Current directory paskii katalog,

kuriame yra programos failas.
Current Directory

C:WMATLABRL1Ywork Browse. .. |

2. Matlab darbo lauko lange reitq paraSyti Zzodgl,Programa“ ir spausti ,Enter”. Tuomet,

kali jis viska ivykdys, atsidarys toks programos langas:

Programa Ivesti duomenis Ivesti duomenis ‘
Pareto skirstinys Logistinis skirstinys
Ivesti alfa ,7 Valyti Valyti
Ivedamas x Ivesti beta ,7
1
vedamas y
09t
o0&t
Ivedamas n g
06

0&r

04r

031

02r

B

o

0 02 0.4 06 08 1

3.1.1 pav. Programos langas

Pirmiausia reikiajvesti pradines reikSmes. Taigi nuspaudygtuky ,Ivesti duomenis” irjivece

duomenisx =10, y=10,n =100, a =2, =2 paspaudziame mygtakPareto skirstinys“. Tuomet galime
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pamatyti programos lange 3.1.2. pav. grgfikuris vaizduoja pokyttarp dvim&io Pareto
skirstinio, kurio vektoriaus komponest nepriklausomos ir ribinio dvinien Pareto skirstino, kurio

komponenis priklausomos.

-} Programa u E VE
. - Ivesti duomenis i i
Pr ograma Ivesti duomenis
Pareto skirstinys Logistinis skirstinys
lvesti alfa l 7 Valyti Valyti
Ivedamas x Ivesti beta ] 2
Baigti
10
,x 1w
Ivedamas y I I I I I I I I
T i
Ivedamas n A |
100 07 r i
06+ L
o
a
£ o5 7
=
=
-
04H Tl
9.70877e-007
03 H I
02H i
01 H S
0 L L L I T ! T ? *
0 10 20 0 40 &0 =] 70 80 o0 100

3.1.2 pav. Programos vykdymo langas

Norint pasiziréti logistinio skirstinio ajima, reikia nuspausti ,Valyti“ mygtuk ir suvedus norimus
duomenis, paspausti mygtukusesti duomenis* ir ,Logistinis skirstinys®, gaunamiezultatas atlikus visus

Siuos veiksmus matomas paveiksle 3.1.3.
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J Programa g@@
Programa Ivesti duomenis Ivesti duomenis
Pareto skirstinys Logistinis skirstinys
Ivesti alfa Valyti Valyli
Ivedamas x hvesti beta
Baigti
10
10’
hradnoae'y T T T T T T T T
10
Ivedamas n
100
£
£
2.0816e-011
0 | | | I 1 T
0 10 20 30 40 50 60 70 a0 a0 100

3.1.3 pav. Programos vykdymo langas

Kiekvienam parametrui yra priskirta intervalas, jartotojasiveda reikSm, kuri nepatenka §

intervah, jis informuojamas apie padasyklaida.

Parametras Intervalas
X (0;1100
Y (0;1100
n (90,2000
B (0;8)
a (0;8)

Taigi jvedus n mazesmegu 10 pasirodo klaidos praneSimas 3.1.3.
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e Tikrinti ar f parinktas iz intervala [10:1700]

3.1.4 pav. Klaidos langas

Programos tekstas pateiktas, jis buvo kuriamasajantis literatira (Quach Q., Sutoyo D., Slazas R.,
2007)5 priede
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DISKUSIJA

Siame tyrime, buvo gautas nefiis rezultatas. Tiriant Pareto, logigtiivimatius skirstinius, kuk
vektoriaus komponeés nepriklausomos, negavome geometrinio maks (nmabilamo. Geometrinis maks
(min) stabilumas buvo gautas, tiriant dvisius skirstinius, kux vektoriaus komponeéd priklausomos.

Vienmaio skirstinio atveju, jei jis yra geometriSkai matabilus, tai galime teigti, kad jis bus taip pat
ir geometriSkai minstabilus (Satheesh S. and Urshikan Nair N., 2004). Tiriant dviniais skirstinius,
gavome prieStara vienria skirstinio atvejui, jeigu dvimatis skirstinysaygeometriSkai maksstabilus tai jis
bendru atveju nebus geometriSkai minstabilus andek&iai. Darbe Sis teiginygodomas pavyzdziais.

Remiantis maks (min) stabiliais skirstiniais, tgpt perklimo teorema (Falk M., 2004), galima
nustatyti kuris vienmatis skirstinys, bus geomé&aidminstabilus arba geometriSkai maksstabilus p@f
galime padaryti ir dvim&u atveju.

Jei dvim&io vektoriaus koordinégs yra geometriSkai maksstabilios arba minstabilias nelutinai
vektorius, bus geometriSkai maksstabilus arba ralists.

Normalizavimo konstantas dvifia vektoriaus maksstabilumo tyrime parenkame tokiasas, kaip
ir vienakio skirstinio tyrime.

Dvimatis vektorius, kurio koordinés nepriklausomos yra asimptotiSkai maks (min) &iabikai

Tiriama buvo Pareto, logistinis ir miSrieji skirsii, visi jie parod vier ir ta paf rezultag. Tyrima
galima prapdsti iki n-maiio vektoriaus tyrigjimo, sukuriant geometrinmaks(min) stabilumo kritetj n-
maciam vektoriui ir tiriant n-maus ekstremumus.

Uzsienio literaliroje gausu atsitiktimi sumy geometrinio maks (min) stabilumo nagfimo
(Kozubowski T. J. and Rachev S. T., 1999; KozubawskJ. and Rachev S. T., 1999). Tad atsitiktini

dvimatiu vektory nagrirejama paskatino panasitemy stoka maksimumams ir minimumams.
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REKOMENDACIJOS

Siame darbe atliktas tyrimas dvitieems vektoriams, kug koordinats priklausomos arba
nepriklausomos. Gal galimaity prapksti dvimaio vektoriaus geometrinio maks (min) stabilumortyiiki

n-madio vektoriaus geometrinio maks (min) stabilumortyoi

Gal galima rasti tokdvimai skirstin, kuris bus geometriSkai maksstabilus ir taip pabrgetriSkai

minstabilus.

Nepriklausom koordin&iuy atveju, esant asimptotiniam maks (min) stabilungalima bandyti
ivertinti konvergavimo greit Mano darbe atlikta tik kompiuteirsio greéio analiz.
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ISVADOS

1. Jei dvim&iai Pareto, logistiniai skirstiniai, kufikomponenis priklausomos, yra geometriskai

minstabilis, tai jie rira geometriSkai maksstaiisl.

2. Jei dvim&iai Pareto, logistiniai skirstiniai, kufikomponenits priklausomos, yra geometriskai

maksstabiis, tai jie rra geometriSkai minstalos.

3. Dvimatiai Pareto, logistiniai skirstiniai, kurivektoriaus komponeéd nepriklausomos,éma

geometriSkai maks (min) staivdl. Taip pat éra asimptotinio maks (min) stabilumo, kaizl, n- oo,
n

4. Dvim&iiu atveju iS geometrinio minstabilumo neiSplaukiaometrinis maksstabilumas ir

atvirk&iai (Tai 1,2 ir 3 iSvad apibendrinimas).
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1. PRIEDAS. SKIRSTINI U GEOMETRINIS MAKS (MIN)
STABILUMAS

1. Logistinio skirstinio tyrimas, kai vektoriausrkponengs nepriklausomos.

1
F(xy) =
(x.9) 1+e+e” +e7e™
1 . 1
F.(x) = ir F =
1 (X) 11e 2(Y) 1rer

Ar dvimatis logistinis skirstinys geometriSkai mateilus?

=) ngl) —ay < x ZrEZ) —a, < _ p EF(Xbpl + Ap; ybpz + apZ)
<X bp2

B 1_ (1_ p)F(Xbpl + apl; ybp2 + apz) B

1
P
[exp(_Xbpl - a'pl - ybp2 - apz) + exp(_Xbpl - apl) + exp(_ybpz - apz) +1J _

= - =
1_
(exp(_Xbpl - a'p1 - ybp2 - a‘pz) + exp(_Xbpl - apl) + exp(_ybpz - apz) +1J
_ p _ b, =1 a, =-In(p)
exp(_Xbpl - apl - ybp2 - apz) + exp(_Xbpl - apl) + exp(_ybpz - apz) + p bp2 = 1 a'p2 = _ln(p)
pe*pe’+pe*+pe’+p pere’+e +e”’ +1

% F(X,Y)

Néra geometriSkai maksstabilus. Patikrinsime, ardSisnatis logistinis skirstinys, kurio vektoriaus

komponents nepriklausomos yra geometriSkai minstabilus?

Jau esame gaykad skirstinio vektoriaus komponéstminstabilios.

pl-F(xd, +c,)-F(yd, +c,,)+F(xd, +c,;yd,, +C,)) _ d, =1 c,, =In(p)
1- (1_ p) Hl_ F(Xdpl +Cp1) - F(yde +Cp2) + F(Xdpl +Cp1; ydp2 + sz)) CIp2 =1 Cp2 = In(p)

ofi-— P P P
e“+p e’+p e’e’p+rter+e’+p

1, 1 1 41— P _ P, P
e*+p e’+p eTe’ptert+eV+p e‘+p e’+p eYelptet+eV+p

Bet Sis skirstinys éra asimptotiSkai maksstabilus, béta asimptotiSkai minstabilus:
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54
1- P Py P

im e*+p, e’+p, e’e’p,te +e”’ +p, B
ve( 11 1 i1- PP, P

e’+p, e’+p, e’e’p,+ter+e’ +p, e’*+p, e’+p, e’e’p,+te+e’+p,
_ 1

(1+1—1 +1j

e’ e’ e*+e”’

Ir

. 1 1 1

lim ——— — - =— - p=p,=—

n-epete’ +e+e’ +1 e +e’ +1 n

Gauta ribir skirstinio funkcija yra geometriSkai maksstabili.

2. MiSriojo skirstinio tyrimas, kai viena skirstonikomponent logistinis skirstinys, o kita Pareto
skirstinys.

1 1
= =
1+e™* 19 1+y”

F(x) =

Dvimatis skirstinys:

1

F(X)=—
l(X) 1+e_x + y_ﬂ

Ar maksstabilus?

B 1_ (1_ p)F(Xbpl + apl; ybpz + apz) B

P(ngl) - apl <x ZrEZ) - a'p2 < ] _ p |:F(Xbpl + apl; ypr + apz)
b b -

pl p2

1
P -
_ (exp(_)(bpl - apl) + (_ybpz - apz) b +1}

1- 1-p )
exp(_Xbpl - apl) + (_ybpz - apz)_ﬁ +1
b,=1a,

_ P
= = 1
exp(_Xbpl - apl) + (_ypr - apz)_'g P b.= )

_ p _ 1
pe*+y“p+p e*+y’+1

=F(x,y)

Ar minstabilus?
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d,=1 c,=In
plll_ I:(Xdpl +Cp1) - F(ydpz +Cp2) + F(Xdpl +Cp1; ydp2 +Cp2)) _ w P2 (p) _

1 _—

1- (1_ p) Hl_ F(Xdpl + Cpl) - F(yde +Cp2) + F(Xdpl +Cp1; ydp2 + sz)) B d B

p2 :O Cp2 = pﬁ
p p p
1- - +
_ pé e*+p y?+p e*+y”+pj

1 1 1 -
p[ “x = T X 4 B +1- —xp B —,Gp t p—ﬂ j
e*+p yP+p e*+yP+p  e*+p yP+p eX+yP4p

P I p
_ e*+p yP+p e+yP+p

t ., 1 4 P _ P . P
e*+p y’P+p e*+yP+p  e¥+p yl+p eX+y’+p

Gavome geometriSkai maksstabékirstin, kuris rera geometriSkai minstabilus.
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2. PRIEDAS. ATSITIKTINI U VEKTORI U GEOMETRINIO
MAKSSTABILUMO TYRIMAS

Irma Paleviciate
Kauno technologijos universitetas
Anotacija

Atsitiktinio dydzio geometrinio maks-stabilumaveka gerai zinoma statistje analizje. Jos
taikymai yra populiars finans rinkos analizje, inZineriniuose bei socialiniuose tyrimuose.n$éadarbe
stabilumo gvoka iSpl€éiama dvimg&iams atsitiktiniams vektoriams. Pateiksime kowkgepavyzdZzi.

Patikrinami konkrets pavyzdziai.

PAGRINDINIAI ZODZIAI: ekstremoliosios reik$@s, maks-stabilumas, atsitiktiniai vektoriai.

Abstract

The concept of geometric max-stability random \J#eais very well known in the statistics of
analysis. It's popular to use this in finance marlangineering and social researches. In this vibek

stability concept is dilatable into the bivariasmdom vectors. We will show some examples.

KEY WORDS: extreme value, max-stability, randomtoes.

Jvadas

Tarkime, kad (%, X»,...Xn) yra paprastoji atsitiktinhimtis iS generaliés aikes su skirstinio funkcija
F(x)=P(X<x).

Atsitiktini dydj X; vadiname maks-stabiliuoju ([1]), jeigu egzistutp&ias normalizavimo konstantos

&, ir bp>0, su kuriomis

P(Z“b_a” < xj =F(x)

n

¢ia struktira Z, = max(X,...X,)

Tarkime, kad imties didumas N yra atsitiktinis dydnepriklausantis nuo;Xi =1 ir jo skirstinys yra

geometrinis
P(N=k)=p@- p)*k=210<p<1

Atsitiktiny dydi X; vadiname geometriSkai maks-stabiliuoju ([2]), |eigegzistuoja tokios

normalizavimo konstantos, & b,>0, su kuriomis
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P(Z”b_ % < xj =F(x) (1)

n

¢ia struktira Z, = max(X,...X,)
Atsitiktiniy dydZiy geometrinio maks-stabilumo analizei skiriami [Bddrbai.
Plétinys atsitiktiniams vektoriams

Apibudinsime (1) stabilumoagsoka dvima&iy atsitiktiniy vektory atveju. Tarkime, yra dvintay
vektoriy seka (%, X1), (X2, X2),... .Vektoriai (X, Xi), i 21 yra nepriklausomi su skirstinio funkcija F(x,
y=P(X <xY <y)

Sudarome struktas:

Z, =max(X,...Xy) Z,, =max(,..Yy)

Vektoriy maksimumas

Zy = (Z].,N'ZZ,N)

Targ, kad N yra geometrinis atsitiktinis dydis, tiesimormalizavimo konstaatvektorius

a, =(a,,,a,,) ir b, =(b,,,b, ) parinkime tokius su kuriomis:

P(Z”b_ % < xj =F(x) (2)

n

Jeigu rra (2) arysis, vektony (X, X;), vadiname geometriSkai maks-stabiliuoju.

Teorema: Bitina ir pakankama vektoriams (i), geometrinio maks-stabilumalgga yra

F(Xb.l.p+a1p’yb2p a2p
1-QA-p)F(xb, +a,, yb,, +

Irodymas

=F(xy)

Z _

iFk(Xpr+ai,p.ybz,p+a2,p)P(N=k): 3)

k=1

=0y F(thp ta,,yh, +a'2,p))’
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tia skirstinio generuojatioji funkcija g, (z) = Mz"

Geometrinio skirstinio generuojénji funkcija

zol-p)t=—PL _ |4<1

: 1-@1-p)z

M

an(2) =

=
1

IS (3) ir (4) iSplaukia teoremos teiginys.

Pavyzdziai

1. Pavyzdys

Tarkime, kad vektoriaus skirstinio funkcija yra istné:

1
F(X,Y)zm, xUOR, yUOR

Imdami g=(-Inp, -Inp), (1, 1), gauname:

P Zn_a'n <x|= pl:F(X_ln p)y_ln p) — 1
b, 1-@-p)F(x=Inp,y-Inp) 1+e*+e”’
2. Pavyzdys
1
F(xy) =

1+e*+eV +e*’
geometrinio maks-stabilumo negausime.
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GEOMETRIC MAX-STABILITY OF RANDOM VECTORS RESEARCH

|. Palevidiuté

Summary

In the article is shown the random vectors esseahd enough conditions of the geometric max-

stability. Are explored some cases and got results.

Straipsn recenzavo darbo vadovas prof. A. Aksomaitis
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3. PRIEDAS. STRAIPSNIS. ATSITIKTINI U VEKTORI U
GEOMETRINID MAKS STABILUMAS

Algimantas Aksomaitis', Irma Ivanoviené!

Kauno technologijos universitetas

Student g. 50, LT-51368, Kaunas, Lietuva

el. pastas: algimantas.aksomaitis@ktirrha.paleviciug@stud.ktu.lt

Santrauka. Atsitiktiniu dydZiy geometrinis maks (min) stabilumas pakankamai graagrirttas.
Straipsnyje mes pragieame 5§ geometrinio stabilumoasoka vektoriams. leSkome rysSio tarp vekiori

geometrinio maks stabilumo ir min stabilumo.
Raktiniai zodziaimin stabilus, maks stabilus, vekipakstremumai, pegkmo teorema
IVADAS
Tarkime, kad (Xl,Yl),(XZ,Y2 )(X N, ,YNn) yra nepriklausomi, vienodai pasiskirst
atsitiktiniai vektoriai su skirstinio funkcij& (x, y) = P(X, < x;Y, < y). N, n>1 — atsitiktiniai dydZiai
igyjantys nairaliasias reikSmes ir nepriklausomi n(l)éi VY, )i >1.
Dvimagiy vektoriy maksimumo strukira
z, =ma{z®,z2);
gia 29 =max(X,, X,,..., Xy ) Z@ =max{¥,.Y,,....Y, )
Analogiskai
W, =minfw W)
gia W =min(X,, X,,..., Xy ) W@ =min(Y,,Y,,...,Y,, ).
Ateityje atsitiktin dydi N, kartaiszymésime tiesiogN .
Tarkime, kadN skirstinys yra geometrinis:
P(N=k)=p1-p)* k=1
Apibr ézimas Skirstinio funkcig F(x, y) (arba vektom (X,Y)) vadiname geometriSkai maks

stabiliaja, jeigu egzistuoja tokios normalizavimo konstang,,a , ir b, >0,b_, >0, su kuriomis
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Z9 —a ZP —a
P N pl SX, N p2 Sy =F(X,y) (1)
bpl bp2

Geometrinis minstabilumas apiaramas taip:

M _ @ _
P(WN Co W, -c

ST "zsy}F(x,y) (2)

pl p2

Vektoriy geometrinio maks (min) stabilumo agibimai yra [4] straipsnyje pateikivienmaiy
atsitiktiniy dydziy (arba skirstini) geometrinio stabilumo analogas. Minimame straypsfrodoma,
kad vienmaiu skirstiny atveju iS geometrinio maksstabilumo iSplaukia gewmis minstabilumas ir
atvirk&iai.

Misu tikslas patikrinti Sio teiginio galiojimatsitiktiniams vektoriams.

Kai N yra geometrinis su parametiu, jo generuoja&ioji funkcija

— 5N _ pz
gy(29) =Ez “1-a-p)z )

Kadangi
P(z® < xb, +a,,2? <yb, + apz) =F" (xbpl +a,,yb, ta, ) k=1
tai, panaudgj pilnosios tikimylés formuk, gauname geometrinio maksstabilumo kriterij

pF(Xbpl + apl’ ybp2 + apZ)
1-(@1- p)F(xbpl +a,,yb, +a,

)=F (x.y) 4)

Geometrinio minstabilumo kriterijus yra siishgesnis. Kadangi

PW® < xd, +c,, W@ <yd, +c,,)=1-PW® 2 xd, +c,, )-PW® 2 yd , +c,, )+
+PIWE 2+, W 2 vy, e )21, (L Rulxdy, +e) - 0y (- Fo(ydy, +,))+

+ 0y (P(X1 2xd,; +cy,Y, 2yd,, +CPZ))

tai geometrinio minstabilumo kriterijus yra:
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p(l— Fl(Xdpl + Cpl)) p(l— F, (ydpz +tCp ))

1= - pi-Fxd, +c,) 1-a-pl-Flyd, +c,,) *

(%)
p(P(Xl > xdpl +Cp, Y, 2 ydpz + cpz))

1- - p)P(X, 2 xd, +c,,Y, 2 yd,, +c,,)

);tF(x,y)

1 teiginys Tarkime, kad vektou koordinags yra nepriklausomos ir geometriSkai maks (min)

stabilios. Tada vektoriaiéna geometriSkai maks (min) staisl

Teiginio jrodymas. Kadangi koordin&iy geometrinio maks stabilumo kriterijus [4]:

pFl(Xbpl + apl)
1- (- p)F,(xb, +a,

= Fy(x) (6)

sz (ybp2 + apZ)
1- (1_ p) Fz (ypr + ap2

)" F,(y) (7)

tenkinami. 1S (4), (5) ir (6) iSplaukia, kad

pF, (Xbpl + apl)FZ (ybpz + apz)
1- (1_ p) F1 (Xbpl + apl)FZ (ypr + ap2)

4 szl(Xdpl + Cpl)FZ (ydpz + sz)
(1_ d-p) Fl(Xdpl + Cpl))(l_ 1-p)F, (ydpz +Cpo

Geometrinio maksstabilumairma.

)) = F1(X)Fz(y)

Analogiskaijrodomas geometrinio minstabilumo nebuvimas,l‘w'(é'(, y) = Fl(x)Fz(y) .

1 pavyzdys Tarkime, kad

1 1
R0 =1- = F(y) =1-

, , X,y=20, a,8>0

Nepriklausom koordin&iy atveju

11 1
1+x7 1+y?  1+yf +x7+x7yF

F(xy)=1-

1
b, = p 7, gauname

Imdamia, =0,a,, =01ir b, =p

SR
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1 1
- = - =
p{ 1+X”p_lj - F,(x) p{ 1+ yﬂp_lJ

=Rk =R 9)
1-0-p)f1-——— 1-0-p)l-—
( IO)( 1+Xgp_lj ( IO)( 1 yﬁp_lj
Taciau
1 1
T e
1+x7 1+y?p™ 7yh
P YR - XY iRy (10)
1 1 p+y” +x7+y~x
1-0-p)|1- < 11- =
1+xp 1+y’p
kai 0< p<1.
Analogiskai

p(l— Fl[xpj’ D p[l— F{yp” D p[P(Xl > xpé Y, > ypﬁ)J
1_ 1 a 1 + 1 1 =
1-(1- p)[l— F{xpan 1- (- p){l— Fz{ypﬁn 1-@- p)(P(xl > xp?.Y, 2 ypﬂ)]

11 1
1+x7 1+y?  1+y? +x7+ px7y”

=1- % F (xR, (x)

Taigi, geometrinio maks (min) stabiluméra.

Imkime priklausom koordin&iy skirstinio funkcija

1

_ > >
Loy P +x %y>0 (1)

F(xy) =

Ja galima gauti iS skirstinio funkcijos

x*y*

, X>0,y>0
p+y” +x7+yfx? xR

G(x,y) =

esaios (9) arysyje, imdamip = p, :1, kai n - oo (tai bidinga perklimo teoremai).
n

Nesunkuisitikinti, kad marginaliosios skirstinio funkcijos

() =

F.(X) =
(3 1+x7@ 1+y#
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Yra geometriSkai maks (min) stabilios. Jos sutasmpéB) skirstinio funkcijomis.

2 Teiginys. IS F(x,¥y)geometrinio maksstabilumo bendru atveju neiSplaukjaometrinis

minstabilumas.

Teiginio jrodymas. Imkime skirstinio funkciy F(x,y) apibgzty (10) sirySiu. Kadangi

R
pF[xp”,ypﬂJ
_ 1

1 1) 1+x 9+ y*
1-@-p)F| xp 7,yp *

tai F(x,y) yra geometriSkai maksstabili. diau geometrinio minstabilumo kriterijus (5)éma
iSpildytas.

Pateiksime petimo teoremos atsitiktini dydziu atveju [3] analagatsitiktiniams vektoriams.

Teorema.Tarkime, kad atsitiktinis dydidN, yra geometrinis su parametiy, = 1. Jeigu
n

limn(1- F(xb, +a,,yh, +a,)) = u(xy),

n- oo

tai

npl bn2
¢ia skirstinio funkcija

1

Vo) e

Irodymas analogiskas kaip ir vienéiem atvejui [3], panaudojant lyggb

) N
lim P( n< xj =1+
n- o n

3 Teiginys  Skirstinio  funkcija qJ(x,y) yra geometriSkai  maksstabili, kai
n m(anl +ay,yb, + anz) =u(x,y)

Teiginio jrodymas. [rodymas iSplaukia i&asySiy:

LP()(bﬂl + anl' ybn2 + anz) - pn —
Pr 1- (1_ pn)LP(anl +a,, ybnz + anz) P, + U(anl +ay, ybnz + anz)
1

- 1+ n Eu(anl + a-nls ybn2 + an2)

Pastebsime, kad funkcijos
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u(x,y) =x7+y” u(xy)=e*+e”, u(xy) = (-x)7 +(-y)’, u(x,y)=e+y“irt.t

tenkina 3 teiginio glygas.

Analogiskus uzdavinius galime ggti minimum; schemoje.
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Summary
Geometric max stability of random vectors
A. Aksomaitis and I. Ivanovien

Geometric max (min) stability of random variablssinvestigated enough. In this article, geometric
stability concept is extended for the vectors. W&o asearch connections between the geometric max

stability and min max stability of vectors.

Keywords min stable, max stable, extremes of vectorssteartheorem
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4. PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS.

function varargout = programa(varargin)
gui_Singleton = 1;
gui_State = struct('gui_Name', mfilename, ...
'gui_Singleton', gui_Singleton,
'gui_OpeningFcn', @programa_Open ingFen, ...
'gui_OutputFcn', @programa_Outp utFcn, ...
'gui_LayoutFen', ], ...
'gui_Callback’, []);
if nargin & isstr(varargin{1})
gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1});
end
if nargout
[varargout{l1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
end
% --- Executes just before programa is made visible
function programa_OpeningFcn(hObject, eventdata, ha ndles, varargin)
handles.output = hObject;
guidata(hObject, handles);

function varargout = programa_OutputFcn(hObject, ev entdata, handles)

varargout{1} = handles.output;

B ivedama x reiksme-------------

function editl_Callback(hObject, eventdata, handles )

x_string = str2double(get(hObject,'string")); /I nuskaitoma reikSm e

if (isnan(x_string) | (x_string < 0)| (x_string >=1 100)) /tirinamas alyga

set(hObject,'String',1);

errordig(‘'Klaidinga x reiksme','klaida’); /I klaidos dialogas
else
X = x_string; /I jei neklaidinga tuomet ivedama reikSm é
handles.x = x;
guidata(hObject,handles);
end
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function editl_CreateFcn(hObject, eventdata, handle
% Baltas edit langas
if ispc
set(hObject,'BackgroundColor','white");
else
set(hObject,'BackgroundColor',get(0,'defaultUic

end

function edit2_Callback(hObject, eventdata, handles
% perkoduoja eilute
y_string = str2double(get(hObject,'string");
if (isnan(y_string) | (y_string < 0) | (y_string >=
set(hObject,'String',1);
errordig('Klaidinga y reiksme','klaida’);
else
y =y_string;
handles.y = y;
guidata(hObject,handles);

end

function edit2_CreateFcn(hObject, eventdata, handle

if ispc
set(hObject,'BackgroundColor','white");

else
set(hObject,'BackgroundColor',get(0,'defaultUic

end

function edit3_Callback(hObject, eventdata, handles
n_string = str2double(get(hObject,'string"));
if (isnan(n_string) | (n_string < 90) | (n_string
set(hObject,'String’,100);
errordlg(‘'Tikrinti ar n parinktas is intervalo
else
n = n_string;
handles.n = n;
guidata(hObject,handles);
end
function edit6_CreateFcn(hObject, eventdata, handle
if ispc
Irma Ivanovieg, FMMM-7

s)

ontrolBackgroundColor");

1100))

s)

ontrolBackgroundColor");

>=1000))

[100;1000], 'Klaida);
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set(hObject,'BackgroundColor','white");
else
set(hObject,'BackgroundColor',get(0,'defaultUic

end

function edit3_CreateFcn(hObject, eventdata, handle
if ispc

set(hObject,'BackgroundColor','white");
else

set(hObject,'BackgroundColor',get(0,'defaultUic

end

function edit6_Callback(hObject, eventdata, handles
b_string = str2double(get(hObject,'string"));
if (isnan(b_string) | (b_string <0)|(b_string >=8))
set(hObject,'String',1);
errordig('Klaidinga beta reiksme','Klaida’);
else
b =b_string;
handles.b = b;
guidata(hObject,handles);

end

function edit5_CreateFcn(hObject, eventdata, handle
if ispc

set(hObject,'BackgroundColor','white");
else

set(hObject,'BackgroundColor',get(0,'defaultUic

end

function edit5_Callback(hObject, eventdata, handles
a_string = str2double(get(hObject,'string’));
if (isnan(a_string) | (a_string <0)|(a_string >=8))
set(hObject,'String',1);
errordig('Klaidinga alfa reiksme','Klaida’);
else
a = a_string;
handles.a = a;

guidata(hObject,handles);
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end

function  Skaiciuoti_Callback(hObject, eventdata, handles)

a=handles.a;

b=handles.b;

n=handles.n;

x=handles.x;

y=handles.y;

n=zeros(handles.n);

n(1)=1;
for i= 2:length(n); /ISiame cikle paskai ¢iuojama pokytis, n ivedama
f = 1/(1+(x*(-a))+(y"(-b))+((x*(-a))*(y*(-b))));
H(i) = L/(1+(x"(-a))+(y"(-b)) +((x"(-a))*(y"(-b)) *(1-(1/(n(-1)))));
delta_n(i) = (H(i)-f);
n() = n(i-1) + 1;

end
plot(n(1:length(n)),delta_n(1:length(n)), 'Linewidth' ,3);  /lgrafiko braizymas
hold on
plot(n(1:length(n)),delta_n(1:length(n)), ‘Linewidth' ,3);
hold  off

set(gca, ‘XTick' , 0:50:1000)
xlabel(  'n" );

ylabel( 'skirtumas' );

¢ = real(delta_n(length(n)));

set(handles.textl, 'String' ,c) [/l iSveda poky cioreikSm e
%p------mmm e Mygtukas pradeti--------------
function Pradeti_Callback(hObject, eventdata, handl es)

set(handles.editl, Visible','on");
set(handles.edit2,'Visible','on");
set(handles.edit3,'Visible','on");
set(handles.edit5, Visible','on");
set(handles.edit6, Visible','on");
set(handles.Skaiciuoti, Visible','on");
set(handles.textl,'Visible','on");

set(handles.axesl, Visible','on");

function Valyti_Callback(hObject, eventdata, handle s)
cla(handles.axesl,'reset’)

set(handles.Pradeti,'Visible','on");

cla(handles.textl);

set(handles.editl, Visible','off");
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set(handles.edit2,'Visible','off");
set(handles.edit3, Visible','off");
set(handles.edit5, Visible','off");
set(handles.edit6, Visible','off");

function  Logistinis_Callback(hObject, eventdata, handles)
m=handles.n;
x=handles.x;
y=handles.y;
m=zeros(handles.n);
m(1)=1;
for i= 2:length(m);
f = 1/(1+(exp(-x))+(exp(-y))*+(exp(-x)*exp(-y)));
H(i) = 1/(1+exp(-x)+exp(-y)+(exp(-x)*exp(-y)*(1-( 1/(m(i-1)))));
delta_m(i) = (H(i)-f);
m(i) = m(i-1) + 1;
end

% axes(handles.axesl);

plot(m(1:length(m)),delta_m(1:length(m)), ‘Linewidth' ,3);
hold on

plot(m(1:length(m)),delta_m(1:length(m)), 'Linewidth' ,3);
hold  off

set(gca, YTick' , 0:0.1:1);

set(gca, ‘XTick' , 0:50:1000)
xlabel(  'n" );

ylabel( 'skirtumas' );

d = real(delta_m(length(m)));

set(handles.textl, 'String' ,d)
%p------mmm e Mygtukas valyti---------------
function Valytil_Callback(hObject, eventdata, handl es)

cla(handles.axesl,'reset’)
set(handles.Pradeti,'Visible','on");
cla(handles.textl);
set(handles.editl, Visible','off");
set(handles.edit2,'Visible','off");
set(handles.edit3,'Visible','off");

function pushbutton8_Callback(hObject, eventdata, h andles)
set(handles.edit5, Visible','of);

set(handles.edit6, Visible','of");

set(handles.editl, Visible','on");
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set(handles.edit2,'Visible','on");
set(handles.edit3,'Visible','on");
set(handles.Logistinis, Visible','on");
set(handles.textl,'Visible','on");

set(handles.axesl, Visible','on");

function Baigti_Callback(hObject, eventdata, handle

delete(handles.figurel);
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