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SANTRAUKA

Siame darbe tiriamos naujo metodo, skirto funkeiproksimavimui baigtine eksporign suma
galimybss, taikant § metody konkreiios diferencialing lygciy sistemos, apras&ons mechaninius
virpesius, sprendiniams.

Viena iS galiny darbe pristatomos mechaniniirpesiy sistemos taikymo sfiy — joros bang
arba jo sukeltus virpesius panaudoti kaip atsinaujinanergijos 3altin Tokiy mechanizm veikimo
principai prie$S pradedant kurti rgaleikiani mode| analizuojami taikant matematimodeliavimna.

Sudttingos lygiu sistemos sprendiniai, priklausomai nuo sprendinatosio, gaunami laipsnini
eiluciy pavidale arba kaip tagkaibe, bet nei viena i$ giformy néra patogi sprendinio kokybiniam
tyrimui. Taciau turint sprendinio iSraidkeksponentinj funkciju su kompleksiniais koeficientais suma,
Zinomi ir § sprendin sudaratiy harmonik; dazniai — svarbi konkretaus virpessistemos rezimo
charakteristika.

Atliekant skaitinius eksperimentus nustatyta, jogsistogjusi sistemos sprendingalima
jvertinti  baigtine eksponény suma. Aproksimavimo paklaidos priklauso nuo Zingsn

aproksimuojamos funkcijos ir skavimo paklaidos.



Petkevitiutée D. Expressing the solution of differential equatias that describe the
system of mechanical oscillations as a finite sunf @xponential functions: Master's work in
applied mathematics / supervisors prof. K. Ragulslsg, prof. Z. Navickas; Department of Applied
mathematics, Faculty of Fundamental Sciences, KausaUniversity of Technology. — Kaunas,
2007. - 55 p.

SUMMARY

The aim of this work was to explore the possilaitof a new method, which gives an ability to
approximate functions by a finite sum of expondntimctions. This method was applied to the
solutions of the concrete differential equatioret thescribe the system of mechanical oscillatiGme
of the possible application areas of the systenosifillations presented in the paper is to use
oscillations caused by the wind or water waves sguace of renewable energy. The action principles
of such mechanisms are investigated using matheahatmulation before the real working model.

The solutions of the sophisticated system of défifidial equations are obtained either in the form
of power series or a set of points, depending efdblving method chosen. However, none of these
forms is convenient for exploring properties of tkelution. Therefore, we have a problem to
approximate the solutions with linear formationgrponential functions. It is possible then to esgr
the solutions as the linear formations of harmanics

It is demonstrated that a steady solution of th&tesy can be expressed as a finite sum of
exponential functions. Approximation errors varypeéeding on the distance between the points used,

the function, which is being approximated, anddbmputation errors.
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IVADAS

Sprendzianivairias diferencialines lygtisyjsprendiny iSraiSkos gali Bti gaunamos laipsnini
eiluciy pavidale, kuris éra patogus tirti sprendigisavybes. Tod iSkyla uzdavinys tuos sprendinius
iSreiksti eksponentini funkciju tiesiniais dariniais - tuomet gauti sprendiniaip$ainiy eiluc¢iy su
tiksliomis koeficient iSraiSkomis pavidale galitli efektyviai iSreikSti harmonik tiesiniais dariniais.

Egzistuoja specialus algoritmas, leidziantis fujikcif (x) apraSyd Teiloro eilute arba jos

reikSmemis tam tikruose taskuose iSreiksti baigtine eksptin suma [6]:
f(x)=> ue*.
r=1

Sio darbo tikslas — baigtine ekspodien suma aproksimuoti mechanirvirpesiy sistem
apraSatiy diferencialiniy lygéiu sprendinius, gautus skirtingais metodais. Ska&imams buvo
naudotaMaple matematia programir jranga [5].

Pirmajame skyriuje - bendrojoje dalyje pateikiarkaig§iavimams naudaot Rungs-Kutos ir
operatorinio metogd apraSymai bei funkaij reiSkimo eksponefiy suma algoritmas. Taip pat
apraSomas akademiko prof. K. Ragulskio flgtshs mechanini virpesiy sistemos modelis. Daugiau
teorijos apie operatorinmetod, ir funkcijy reiSkimy baigtine eksponeiy suma beijvairiy
skatiavimo pavyzdai galima rasti prof. Z. Navicko ir L. Biktienes straipsniuose [1], [2], [3], [4],
[5], [7]. Tiriamojoje dalyje lyginamas operatomnir Rungss-Kutos diferencialinj lygéiy sprendimo
metod; efektyvumas, pateikiami gy sprendini pavyzdziai bei tiriamos sprendinio aproksimavimo
baigtine eksponeiny suma paklaidos.

Sio darbo tema buvo skaityti prane$imai 2006 m. Kiykusioje student konferencijoje
»raikomoji matematika®, taip pat konferencijose ,Maatika ir matematikosédtymas — 2006“ bei
,Matematika ir matematinis modeliavimas - 2007“.rf@rencijy leidiniuose iSspausdinti straipsniai

pateikti prieduose.



1. BENDROJI DALIS
1.1 RUNGES-KUTOS METODAI

Pirmuosius skaitinius diferencialinlygé¢iy sprendimo metodus sk 1. Niutonas (I. Newton) ir
L. Oileris (L. Euler). XX amZiaus pradZioje jau lmu¥inomi dabar tapklasikiniais Rungs ir Kutos
bei Adamso metodai [9]. RuagrKutos metodai — tai visa kkasmetod; skirty apytiksliam
diferencialiniy lyg¢iu sprendimui, aproksimuojant duoto laipsnio Teilodaugianayr Tai vieni
dazniausiai taikompapytiksliy diferencialiniy lygciu sprendimo metad
Tarkime, kad y(x) - diferencialires lygties y' = f(x, y) su pradigmis silygomis Y‘x=x0: Yo

KoSi uzdavinio sprendinys. ISreiSkime Teiloro formule kiekvieno ta§k0<n(n:12,...,) aplinkoje,

242 343
+h$/+—hOI y+hdy; cia
dx 2dx* 3dx®

apsiribodami pirmaisiais keturiais nariais: y(x) =Y,

h=X =X, =X, =X =..= X, =X ;.

Imdami tik pirmuosius du Sios formad narius, gautume Oilerio metodo formuul

Yo = Yo+ (%, o), Yo =+ 0 ) oes Vo = Yo +hE (%00, i).
dy  h’d®y N hid3y

Pazyntkime =y, +A,; ¢ia A, =h—=+ .
y yn+1 yn n d)< 2| d)<2 3 d)<3

Sis dydis apska&iuojamas pagal

formule A, :%(k1 +2k, +2k, +k, ) ¢cia k, = hf(x,, y, )k, = hf(xn +g,yn +k—21j

o=t +2.9, +42 i =i s, #hy, i),
Taigi diferencialiis lygties sprendinio reiksitaskex,,, apskatiuojama pagal formgl
You =V, +%(kl +2k, + 2k, +k,).

Rungs-Kutos-Felbergo metodas, naudojamas Siame darbeadaptuotas skaitinis metodas
spresti uzdaviniui su pradimmis silygomis y'(t) =f(t, y(t)), y(ty) =Y, Sis metodas suderina
ketvirtos ir penktos eib Rungs-Kutos metodus. Pagal apskaotas paklaidas kaskart Ke&mas

zingsnis, ir skaiiuojama tik dviem funkcijogveriais daugiau, nei fiksuoto zingsnio ketvirtosésil

Rungs-Kutos metodo atveju.
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1.2 OPERATORIU TAIKYMAS DIFERENCIALINI U LYGCIU
SPRENDIMUI

Operaton taikymas tiesinj diferencialiny lygéiy sprendime buvo apraSytas prof. Z. Navicko
straipsniuose [4], [7].

1.2.1 OPERATORINIS DIFERENCIALINI U LYG CIU SPRENDIMO
METODAS

Pirmiausia pateiksime specialiagvekas ir teoremas, skirtas netigsms diferencialidms
lygtims spesti.
Tarkime, turime trij kintamyjy algebrirg eilute

Fxst :{ ZaklnxkSltn |akln DC}

kIn=0

ir funkcija f, == f, (x,st), k=12,...,n. Funkcija f, yra laipsni eilute nuo x,s,t. P(x,s,t) ir
Q(x,s,t) yra daugianariai.

1 apibrezimasTiesin operatory D = P(x,s,t)D, +Q(x,s,t)D, vadinsime apibendrintuoju

diferencialiniu operatoriumidia DsirD— diferencialiniai operatoriai atitinkamai pagal is t,

pvz.: D" :=ns"™).

1.1 pavyzdysSakykime D, =sD, +tD,, tadaDx" = (sD, +tD,)x" =s@+t [0 =0,

D, s*xt® = (sD, +tD,)s’xt® = 2’xt® + 3s’xt® = 5s’xt®, D x"s't" = (I +k)x"s't*.

Apibendrintasis diferencijavimo operatorius pasizyokiomis savyBmis:
1. Teisinga lygyb Dstzn:ak fi :Zn: aD,f..a OR
k=1 k=1

2. Teisinga lygyb D, (f, [f,)=(Dgf)f,+ f,(Dgf,).

3. Teisingos lygyés:

D

L — (D fi) f, = f.(Dy f5) o

st f2 f22

fln = nfln_l(DSt fl)’ D

st

1 teoremaTiesinis operatorius g(L,Dg) = G(Dy) = >_(L,Dy)*, kai (L,Dg)°:=1,
k=0
yra multiplikatyvusis operatorius, ir, be, ttenkina tokias lygybes:

1. GZH: af, = Zn:akGfk.
k=1 k=1

2. G(f(st) = f(Gs Gt).
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fi(st) _ f,(GsGY)
f(st) f,(GsGt)’

4. G(Dy)(f, + f,) =G(Dy) f, +G(Dy) T,

3. Teisinga lygyb G

5. G(D,)s't' =(G(D,,)s)" UG(D,)t)'.

1.2 pavyzdysTarkime, Dg :=tD, —sD,, tuomet
X 2 3

G(D,)s=s+t——-s——-t—+...=scosx+tsinx.
r 2 3

AnalogiSkai gauname, kad

x? x*
—'—2ts§+...: (scosx +tsinx)?,

G(D.)s? = §% +ts >+ (t? — 52
(Dq) 1 ( )2_

(G(Dg)9)', =G(Dy)t,... ,
x2 ox2 Xt

G(D)t = —S—t§+ S—+t——-s——...=-ssinx+tcosx
1 2 3 4

Sprendziant diferencialines lygtis, taikomos irsSiggyles:

2 3

G(D, V" = (L,D,)v" =| v + Xnw™ + X n(n-1u"? + 2 n(n-1)(n-2v"> +...| = (x+v)",
— 1 2 3
G(D,)f,(v,st) = f,(x+v,st), (A-L,D,)f,(,st)=f (0s1t),vOR.
Kai D, =D, +P(st)D, +Q(s,t)D,,

G0 L) =GO () = 2 (LD L) L)+ (L) +.]= fxe0),

G(D) fi(v,s1) = i(Lx(DV +P(s,t)D, +Q(s,))D,))" f (v,5,1) =

= f(G(Dvst)v,G(D:S:;S,G(Dvst)t),...
1.2.2 DIFERENCIALINI U LYG CIU OPERATORINI U SPRENDINIU
SUDARYMO PAVYZDZIAI
1. y =P(y) lygties sprendinio sudarymas
Tarkime, turime diferencialinlygti
y =P(y). (1.1
Duotosios lygties pradinsalyga yra y(0,s) =s. Surasime Sios lygties sprendiy = y(X,S).

Sudarome geometiG = > (L,)“(P(s)D,)" . Tuomet sprendinys uzrasomas taip:
k=0

y(x,s) =Gs (1.2)
Irodysime, kad (1.2) sprendinys tenkina (1.1)ilygt
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(y(x,9)), =D,Gs=D, @+L,P(s)D, + LXZ(P(S) DS)2 +..)s=D,(s+L,P(s)D.;s+...)=
=(P(s)D, + P(s)D,L,P(s)D, +...)s=P(s)D, @+ L ,P(s)D, + LXZ(P(S) DS)2 +..)s=
=GP(s)D,s=GP(s) = P(Gs) = P(y(x,8) = v, = P(y).

G% =@+LP(s)D,+...)s=s = y(0s)=s.
x=0

2. Y. =P(y,Y) lygties sprendinio sudarymas
Sakykime, turime diferenciaknlygti
Yo = P(Y,Y). (1.3)

Surasime Sios lygties sprengiry = y(x,s,t). Duotosios lygties pradés alygos yra

y(Ost)=s ir Y (xst) =t.
x=0

Sudarome geometiG = Z(Lx)k(tD,S +P(s,t)D,)*. Tuomet sprendinys uzraSomas taip:
k=0

y =y(x,st) =Gs. (1.4)
Irodysime, kad (1.4) sprendinys tenkina (1.3)ilygt

(y(x,9))}, =D,Gs= (DX)2 @+L, (D, +P(st)D, +...))s=D, (D + P(s,t)D, +...)Gs=
=D, Gt =G(P(s,t) = P(Gs Gt) = P(y,Y)

= Yu=P,Y).

G =@A+LD,+(LD,)*+..)s=s = VY, =Gt=t.
x=0 x=0

3. V¥, =P(xy,Y) lygties sprendinio sudarymas

Sios lygties sprendinio iSraiskos buvo pateiktoa\oR].
Sakykime, duota diferencialifygtis

Yo = P(XY,Y) (1.5)

su pradigmis silygomis:

y(v,s,t)X:V:s ir (y(v,s,t))'xX:V:t, (1.6)

kai P(x,st) yra daugianaris arba funkcija, iSreiSkiama visanderguojatia eilute. Tada

duotosios diferencialis lygties sprendinys yra

y(x,st) = i(xl—(_lv)k((Dv +tD, + P(v,s,t)D,)*s), vOR. (1.7)
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4. Apibendrinimas
Sio skyrelio formules galima apibendrinti bet ksrigiks netiesinei diferencialinei Iyi.

Diferencialires lygties

YO = P(X, ¥, Yo Vi Y2, (1.8)

su pradigmis slygomis

V(i8S 0n80) = 85 (VX688 00800)) 1 = 5,

n

(y(X;Sl’SZ1""Sn—1)) X|><:v = S31 "t (y(X;81152""1Sn—1))5<n_l)|x=v = Sn—1 (19)
sprendin y(x;sl,sz,...,sn_l), galima paraSyti tokia forma:
i x—v)"
y(>csl,sz,---sn_l)=Zpk(sl,sz,---sn_1,V)( k,) , (1.10)
k=0

Kai Py (S,,Syr--18,.0,V) = (D, +s,D, +s,D, +..+s D+ P(v,sl,sz,...,sn_l)DS"_l)ksl.

Cia D,.D D, .....D, , - diferencialiniai operatoriai, dD(x, Y, y’X,yi,...,yi"'l)) yra daugianaris

arba funkcija.

1.3 pavyzdys.Tegul duota diferencialinlygtis y' = y?, y(v): s. Naudojantis (1.2) sprendinio

w A S
operatorine iraiska gauname, ke y(x;s) = > p, (x k|V)
k=0 .

kai p, = p,(s.v)=(D, +s°D.,)s.

n+l
H

Tadap,=s, p,=103° p,=102s°...,p, =n's
ty. y=y(xs)= sg(;sk(x—v)k : arbay:Ti_v), kai [s(x— V)| <1.

Tokia sprendinio analizgalima tik tuo atveju, kai jis uzraSomas operatoriniu pawidal

1.4 pavyzdys.Tegul duota antros €8 diferencialig lygtis y” = xy? su pradigmis silygomis
y|X:O =5, y'|X:O =t. Tada apibendrintas diferencialinis operatorius Wds= D, +tD_ +vs’D,, 0
funkcijos p, = p,(s,t,v).k =12,.... Tada gauname, kad

P, =D°s =§,p, =Ds =s,,p, =D’ =vs,, p, =D’ =5  +2uss;,....

Tada bendrasis diferenciadmlygties sprendinys galiib iSreiSkiamas funkcij eilute:

(X]—JV) 2()(_2!\/)2 +(312 +2V5152)%+""

Kai v =0, bendrasis sprendinys tasko 0 aplinkoje yra

y=s+ts, tvs

yes+sXrs? X
Xegtioe



[raSius vietojs, ir s, konkretias skaitines reikSmes gautume atgkitygties sprendip

+oo k 3
Pavyzdziui, jeis, =1, s, = 2, atskirasis sprendinys yra= Z P, (12,0)% =1+ 2% +% +...
k=0 : :

5. Diferencialiniy lygéiy sistemos sprendini sudarymas
Tegul duota diferencialinilygéiu sistema su pradémis silygomis:

X =P(x,y), x(O;u,v) = u,
{y{ =Q(xy), y(O;u,v) =V, (1.11)

kai P(x,y),Q(x,y)O Fy-

Tada jos sprendiniai iSreiSkiami taip:

x=Gu, y=Gv, kai G := i(Lt (P(u,v)D, +Q(u,v)D, ))*. (1.12)
k=0

Pirmiausia pasteisime, kad algebrinis tiesinis operatori@syra multiplikatyvusis:
G:<Fuv;+,[[ID> o <Ker(Dt - P(u,v)D, —Q(u,v)DV);+,[[ID>.

Taigi x, = D,Gu = (P(u,v)D, +Q(u,v)D, JGu = G(P(u,v)D, +Q(u,v)D, Ju =

= GP(u,v) = P(Gu,Gv) = P(x, y).

Analogiskai turimey! = Q(x, y).

1.5 pavyzdysDiferencialiny lyg¢iy sistemos

X =ax+by (1.13)
Y. =a,X+h,y .

su pradigmis slygomis x(v) =s, y(v) = s, operatorini sprending artiniai yra tokie:

X=X(t:sl:sz,V)=gpk(sl,sz,V)(t_k:')k, y=y(t:sl:sz,V)=§(;qk(spsz,V)(t_lf- (1.14)

Cia p,(s,,s,.V)=s,,

Peas(51:8,.v) = (D, +(as, +b;s,)D, +(a,8 +b,s,)D,, Jpi (5,8, ),

A5, v)=s,,

G (8, 5,,V) = (D, +(aus, +b,5,)D,, + (2,8, +b,5,)D, Jac(s,.s,.v).

Taigi

p,(s;,,S,, V) =a;s, +b;s,, ps(s,,s,,Vv) =a,(as, +bs,)+b(a,s, +b,s,) irt.t.,
a,(s,,s,,v) =a,s, +b,s,, 0;(s,,S,,v) =a,(a;s, +bs,) +b,(a,s, +b,s,) irt.t.

14
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1.2.8 APIBENDRINIMAI DIFERENCIALINI U LYG éIU
SISTEMOMS
Naudojant panasi metodilky, galima gauti ir sugingesnip diferencialinip lygéiu sistermy

sprendinius.
Tegul duota diferencialinilygciy sistema
X, =P, XX, 0.
{ A (L.15)
¢t :Q(t’ X’XI’¢’¢I)
su pradigmis slygomis x(v)=s, X(v)=s,, #(v)=s,, ¢/(v)=s,. Tada sprendini teorirés

iSraiSkos:
= (t-v) = (t-v)
=3 p LV Goghg oW (1.16)
k=0 k! k=0 k!
¢ga p,=D%s, q, =D*s,, apibendrintas diferencialinis operatorius $iuo atveju
D=D, +s,b, +PD, +s,D, +QD, , 0P = P(v,sl,sz,ss,s4) ir Q :Q(v,sl,sz,ss,s4).
Turint trijy antros eits diferencialini lygéiy sistem
X =P, XX, Y, V., 8,80),
(1.17)

Vi = QM XX, Y, Vi, &, 81),
¢ =RUXX,Y, Y, 9,8,

su pradiemis slygomis x(v)=s, X(t)_, =s. yV)=s,

¢t'(t)|t:V = s, jos sprendinj iSraiSkos bus

X:ipk%’y:qu%,¢:grk(t_kr) (118)

p, =D%s, @ =D“s,, r,=D%,, o D=D,+sD, +PD, +s,D, +QD, +s,D, +RD,. Cia

daugianariaiP, Q ir Ryra kintamyju t, X, X;, Y, V;,#,¢,, arba atitinkamav, s, s, ,.. S, funkcijos.

1.2.9 SKAICIAVIMO ALGORITMAS

Pastebsime, kad diferencialinilyg¢iuy strukfiriniai sprendiniai nusako iStisSeiny sprendiniy,

priklausagiuy nuo parametr konkretiy reikSmiy.
Tegul sprendinioy(x) = y(x,s,t,v) koeficientai p, = p,(s,t,v), esant fiksuotiems parametrams

s, t, v tenkinajverti |pk| <M¥, 0<M <+, k= 012...Tada algebria eilut (1.7) konverguoja su

visomis xR reikSnmemis , ir, be to, Si eildétyra (1.5) lygties sprendinys klasikine prasme.
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Sprendziant kompiuteriu gauname tik baigtskatiy koeficienty p,, taigi turime
sprendinio artip Apskatiavus funkcijasp, (s,t,v), k=0,...,N, konstruojame daugianar
Ixst,v)= kZ:) Py (s,t,v)%. (1.19)
IraSius skaitines reikSmes vietoj kintgms, t ir v gauname sprendiniy(x) artini — daugianar
¥(x) taskov aplinkoje.Sis daugianaris ,tolsta“ nuo tikrojo sprendinio, kai kintesis x “tolsta” nuo
centrov.

Tada sprendinio artinys y*(x) formuojamas naudojant sprendini artiniy  Seiny

{§, 9|1 = OL....,n} tokiu budu (1.2 pav.):

y ()= 9 (%) (1.20)
kai v, < X<V,;; 1 =212,...,n.
0.4 43
02 027
D.Dé 00 T T T T T T T
- . 200.8
3 = t
0.2 0.2

1.1 pav. a) Artiniy Seima, b) Galutinis sprendinio artinys

Cia artiniy Seima gaunama naudojant tokiagag:

N -
Tegul J(x) =D’ pk(so,to,vo)(X k|V0) L Yolvo) = sy, y;(|X:V0 =t, , kai S,ty,V, yra duoti. Tada
k=0 .
. N (x-v,) . . A
i (X) = Z pk(sl A )T! kai S+ =Y (VI+1)1 t,= (yl (X)) X , 1=12...,n, 0 Vi VooV
k=0 . X=Vi g

pasirenkami laisvai, dazniausigi,, = v, + h, o h vadinamas péjimo tarp centy zingsniu.

Galima naudoti ir kitoki artinio sudarymo technik Naudojantis aprasomu skeivimo
metodu galima keisti pgimo tarp centy zingsn, daugianario e4, daugianar, naudojam (1.20)
artinio sudarymui, skéiy.

Norint gauti tikslesnes aproksimacijas, reikia aukstinti danagia eik. Tikslumas priklauso ir
nuo peéjimo tarp centy Zingsnio, bet tam tikrais atvejais per mazas zingsnisigsdukti paklaid

didéjima ir pailginti skatiavimo laika. Be to, sprendZiant sétihgesnes diferencialines lygtis, kritiniu



gali tapti operatyvigds atminties kiekis, nes susiduriame su simbolinio diferawicijo
problema, kadangi jis uzima daugiausiai 8kaiimo laiko.

Diferencialiniy lygciu sprendimo operatoriniu metodu algoritmo schema pavaiaddid pav.

Pasirenkama diferencialiné Iyvgiis su pradinémis
salvgomis ir parametr reflkcsmés
¥

p.,(5.t.v)=(D, +1tD. +(P(v.5.1))D )p. (5.1.v)

| o=l +1
Y

. Taip
< <N =

I Ne

Priskdiriamos pradinés salygos

v

=0
v
- _i P . [.‘C_ V-l].{
yix)= l DelsLt Ly |T
k= Kl
— 1
v ]=1+1

Siaq = j';{_1";_1). Lo = [Jﬂ,(‘)fl

R
< -

l<m
‘T‘”ﬁj

Ve =V +h
=y, -

& -
Randamas galutinis sprendinio artinys V (T) =V (T)
kai V; S X<V I=12,....n

:

Sprendinys vaizduojamas grafiskai

1.2 pav. Diferencialiniy lygéiy sprendimo operatoriniu metodu algoritmo schema

17
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1.3 FUNKCIJOS REISKIMAS EKSPONENTINI U FUNKCIJ U SUMA

Siame skyrelyje pateikiamoaw®kos ir teoremos, leidZi&ios nusakyti slygas, kai eilut gali
biti iSreiSkiama baigtine standartinfeksponentini ir trigonometrini) funkciju suma. Si teorija buvo
pateikta straipsnyje [6].

2 apibrezimasSkatiy rinkinj A;,4,,...,A, OC, kai nON , vadinsime Van-der-Mondo rinkiniu
(V-rinkinys), jeigu jis tenkinagdygq A, ZA,, kai k# r. Su kiekvienu V-rinkiniu galima sudaryti

nelyg nuliui Van-der-Mondo determinan¥, (A, 1,,...,A,):

1 /‘1 /]f /]'l"l
2 n-1

Vn(/‘11/12|--- /‘n) = 1 /12 /12 /]2 _
1 An /]ﬁ /]2_1

= (/‘2 _/‘l)(ACB _/]1)(/‘3 _AZ)D"[qAn _/]l)(/‘n _/12)|:|"[(/‘n _An—l)
Pastebsime, kad visuome¥, (1,) =1.

Tegul duota kompleksini skatiu seka (pj;jDZ). Tada su kiekvienumON ir fiksuotu

j, 0Z, galime sudaryti Hankelio mateicH ™ bei ispksting matrica H ™ (p):

o o

P, Pin - Piem
P, Pisr - Phama ) & p“ ' ) &
m) . p-0+1 p-0+2 p'g+m 7 (m . ot lo2 Jorrma
M= T L AR
pj +m-1 pj +m pj +2m-1
p'0+m— p'0+m p'0+2m—2 ° ’ ’ m
o . : 1 0 0

3 apibrezimas.Jeigu duotajai kompleksimi skatriy sekai (pj;jDZ) egzistuoja toksr,,

tenkinantis glygq r, = n%ﬁlxrangH J(;“) tai sakysime, kad kompleksjrgkatiy seka(pj ;)0 Z) turi H-

Jo0Zo
rangq r,. Tada naudosi@s tokiu zyrgjimu H —rang(pj; jd Z)= ro-
Pateiksime kelatpavyzdzi.
1.6 pavyzdys.H -rang(a, + jd; j 1Z) =2, kai d #0.
IS tikryju duotajai sekai

a, +dj a, +dlj+1
detH ¥ =|a, +dj| =a, +dj,detH® =| - ° (_J ):—dz,detH(m) =0, kKai
! b la+d(j+1)  a, +d(j+2 J

m= 34,... Taigi r, =maxrangH ™ = 2.
m, |

1.7 pavyzdys.H —rang(jz; j0 Z)=3.
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2 (i+f (j+2)
Pastebsime, kad detH® =|(j+1)° (j+2)° (j+3Fj|=-8detH!" =0, kai
(j+2) (i+3)* (j+4f

m=45...

Taigi r, = nrlzjixrangH J(”‘) =3.

1.8. AnalogiSkai galime parodyti, kad

H —rang(a, j'+a '+ rajra,; ] DZ)=I +1,kaia #0,I0N .

Betarpiskai gauname, kad —rang(a,, a,,..a, 00,..)=n, kai a, # 0.

Sutarsime laikyti, kacH —rang(00,..) = 0.

Seka(j!; ] DZO) H-rango neturi, nesdetHr(n” # 0, suvisaismON ir jOZ,.

Betarpiskai iS H-rango apibrezimo iSplaukia tokios iSvados:

1isvada.Tegulq; = p,,,, kainON - fiksuotas ir, be tom, <m,. Tada
H —rang(pj; j DZO)E H —rang(qj 7 DZO), rangH ](:‘1) <rangH ](:‘2)

2 isvadaJeiguH —rang(p,; j 0 Z,)=r,, tai detH ") 0, o detH """ =0, kai j,n0 Z,.
Taigi

H - rang(pj ;0 ZO): rpDaerangHém) (1.21)

3 iSvada.Duotoji seka(pj ;g ZO) turi H-rangg, tenkinant atitikt;
H —rang(pj ;0 ZO): m, m Z, tada ir tik tada, kai egzistuoja tokios konstantos
A AL A, OC, nepriklausatios nuo j ir tenkinatios silygq

AoPj + APjsg * oot Apt Piema = Pjam (1.22)

Su visomisj Oz, reikSmemis, ir, be to, (1.21)asySis yra negalimas su', kai m' <m.

4 iSvada.Dvi kompleksinj skatiy sekos(p;;j0z,) ir (q;:i0Z,), turindios H-rangus, lygios
tada ir tik tada, ty.p;=q;,j0Z,, kai H —rang(pj;jDZO):H —rang(qj;jDZO):m ir p;=q;, kai
j=0L...2m-1.

Lema. Tegul duota seképj v ZO), kai

P, =D M A0 ALLA, (1.23)
=1

yra V-rinkinys.

Tada detH ™ = (1, Qu, 0.0, )(A, O, O.04,) V2 (A, O, O..0A,,), (1.24)

detH (" =detH (0=, )(0-1,)0.Lp-4,) (1.25)
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18 tikrjy detH ™ = (4 0, 004, )4, 0, 0L3R,) Y defat

(A,

_o||m .
Hk|—1' sumuojama

pagal visus sveiky skatiu  12...m  klinius  (r.r,,...r,). Pastebje, kad

et = (defla|f k! =1...m, gauname (1.25) tapatd irodyma. Analogiskai

irodoma ir (1.26) tapatyb
5 iSvada IS lemogrodymo turime, kadletH J(m) =0, kai p; nusakomagl.21)su visaisjdZ,,

on=m+1lm+2... Taigi H —rang(pj;jDZ):m

Tegul
. 0, 0<J<k : I
. 0 jzk, .
(JJ:: (J][ﬂ)“k ::{ : L j.kOZ,. (1.26)
k ( k)‘ k<j; |k Lk=j.

Tada pamg V-rinkini A,,A,...,4,, galime sudaryti skaiy selq (pj ;0 ZO), nusakom sarySiu

imzla,k( ]/l' K (1.27)
=

su visaism;, m,,...m ON ir a, OC.

10 apibrezimas Skatiy seka, nusakom#l.27) sgrySiu, vadinsime algebrine progresija, 0
koeficientusA,, 4,...,4,, jos vardikliais.

Pastaba. Skatiy sekos, pateiktos pavyzdziuose, o taip pat nusakylo24) srysSiu, yra
algebrires progresijos, kuu vardiklius galima sudaryti betarpiskai. Pavyzdzisfbkos(pj; ] DZO),

kai p; =a, + jd, vardikliai yraA,, = 1 t.y.

p, = +d(lj1"l ir t.t. Taigi tiek aritmetine, tiek geometéinprogresijos yra algebris

progresijos.

Tequl jl,jz...,/im gc /{0} yraV-rinkinys. Tada galima sudaryti iSraiSkas:

N (Y= Al (;
A(f)(j)::/lJK, A(;”)(j):: A"j(J) /iAk*l(J),r =01...k=12,....n-r -1. (1.28)
-

kor +1
KadangiA(;)(j) galime iSreiksti ir taip:
NO(§) = g AD + p )+ /TE) su koeficientaisy, 4, ....4, , nepriklausatiais nuoj,
tai seka (a0(j)jOZ,)r=12..m-k yra algebric  progresija ir, be to,
H —rang(A(,Z)(j); j DZO): r+1.

Pastebsime, kad egzistuoja ribos
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y Iin;J A A(;)(j):(:JA,i'r, kai A, bet koks fiksuotas kompleksinis s&ais.

Pasinaudg@j (1.27) tapatybe, ribos sk@&vimo ypatumais bei (1.23)ySiais, gauname, kad

skatiy sekos([:}l,ﬂ'r ;jad ZO] H-rangas tenkinaasysi:

H —rang((:}l,i‘r; ] DZO] =r+1, ir, be to,

detH! = (-1 AL =r+
0, m=r+2r+3,...
IS A(,i)(j) pateikt; savybi; turime, kad (1.26) iSraiSka yra atitinkamu ribipiecjimu gaunama i
(1.21) israiskos, t.y. atitinkamai parinkus koeditius 1, 4, ..., 4, turime, kad

n m-1 i
_ ] ~ ] ik
pJ . /ilszxl.!-r»}‘]rmﬁfh Z/jr/]: - Z arkr[ j/‘: , J D ZO’

Arnl-ﬁ-,“-ﬁ-mn_l*-lv"-»An)l-*-,“-ﬁ-mn "/]n

kai m +...+m_ =m, ir, be to, A;,1,,....,A, 0C yra V-rinkinys. Tada, pasinaudojus ribiniu
perjimu, H —rang(p,; j0Z,)=m.

IS ank$iau pateikty samprotavim iSplaukia tokia iSvada.
6 iSvada.Jeigu algebrids progresijos(pj; ] DZO) narys p; yra nusakomagl.26) tai jos

Henkelio matricosH ](m) ir ﬁj(m) tenkina grysius:

detH ™ =g, (A o 0. )’ detF ™ = detH M o - 4)™ o - A,)™ C.{p- A, )™,

kai daugikliso,, # 0 ir nepriklauso nuo j.
Pastebsime, kad su visais V-rinkiniaig, , 4, ,...,A, teisinga tokia pereinamyb
(o oo ) =1,
Taigi yra teisinga tokia teorema.

2 teorema.Algebrires progresijos(pj;jDZO), nusakomog1.27) sgrySiu, H-rangas tenkina
sqrysi:

H —rang(pj; ] DZO)=ml+m2 +..+m , kaia, #0.

Tegul duota realaus kintamoj® konverguojanti su visomi, X, R reikSnemis, kai x, -
fiksuotas, laipsnié eiluté
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() ipj(x%‘p‘<Mlo<M<+oo (1.29)

11 apibeZimas. Funkcig, nusakom (1.27) iSraiSka, vadinsime algebrine, jeigy galima

iSreiksti tokia baigtine suma:

y(x)= Z Q. (xje*, (1.30)

kai Q, (x) = %arkr x*,m =12,..;a, OC,ir, betqa,, #0.

k, =0
3 teorema.Laipsnire eilute, nusakoma (1.29)x8y/Siu, yra iSreiSkiama (1.30) iSraiSka tada ir tik
tada, kai (1.26) eilés koeficientai sudaro algebeiprogresia (pj ;jad ZO).

IS ank$iau pateiktos medziagos iSplaukia tokia iSvada.

7 i8vadaAlgebrire funkciig y(x), nusakom (1.29 israiSka, galime isreiksti ir tokia iSraiska:

+Z - codA, (x= %))+ y, sin(v, (x = x,)))

tada ir tik tada, kai jog(1.26) laipsnires eilugs koeficieng seka(pj v DZO) yra algebrire,

turinti (1.30)iSraiSky, ir, be to, jos vardiklj realiosios dalys lygios nuliui.

1.3.1 TEORINES ISRAISKOS IR SKAICIAVIMO ALGORITMAS

Skakiavimo algoritmo esm sudaro funkcijosf(x) eksponentias iSraiSkos (1.30) vektari
7 :(pl,,uzy...,,um) ir A= (Al,AZ’...,/lm) sudaryy i$ atitinkamy koeficienty 1, , A, bei iy koeficienty
skatiaus m radimas, kai duotas f(x) Teiloro eilues (1.29) koeficient vektorius
p= (po, [ pn), n>m; n,mON . Algoritmo schema pavaizduota 1.3 pav. Sieiimai susideda iS
tokiy daliy:

1. Konstruojamos Hankelio matricos, sudarytos ifof@ eilutes koeficienty

Po Pr - Pia

Hék) — P SPR Py

Peir P - Pa
0 po to skaiiuojami ju rangai.
Jei duot funkcija f (x) galima iSreiksti eksponéiy suma, tai Sios sumogmen; skatius lygus

funkcijos H-rangui [6].
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Taikant algoritra randamas toksn, su kuriuo m= rPDalerangH(‘,k’, ty. detH™ #£0, 0

detH{™"” =0, Or ON.
Kompiuterirgje  algoritmo  realizacijoje ayga detH{™"” =0 keiciama slyga

detH{™" <&, r=m+im+2.--,m+l, [ON.

2. Panaudojus algebriplygciy sprendimo metodus surandame tokios algébrygties

Po P - Pn
Pr P2 - Pra
=0 (1.31)
Pma Pm - Poma
1 p .. p"

Saknisp,, p,,...,p,,. Jei Sios Saknys skirtingos, jos tenkinbgas:

A =0, =0, A0 = Py

3. Sudaroma tiesinilygciy sistema

Mu+ A, + .+ A =p;, j=0..m-1 (1.32)
Jos sprendimui naudojami tiessalgebros metodai - sprendinys yra koeficieptgiy, ..., 4, .

Pastebje, kad funkcijos reikSmi seka f(O), f(h), f(2h),...,hD R, sudaro algebrinprogresij,

kaip ir koeficientai p;, ta paf algoritmy galime naudoti ir funkcijosf (x) = Z,u,e”rX iSraiSkai rasti,
r=1

kai Zinoma kg tik pamiréta Sios funkcijos reikdmiseka f (0), f (h), f (2h),...,f(nh), n>m; n,mON.

Si seka sudaro algebeiprogresij kaip ir f(x) Teiloro eilués koeficientai, nes
fki) =) e =) (e ] =Y A, daet =A,.
r=1 r=1 r=1

Tada Vietoje Teiloro eildés koeficienty vektoriaus p = (po, [ pn) pame funkcijos f(x)
reikSmu vektorig
Y= (Yo, Y1 oY) = (£(0), £(h), £ (2h)....,f (nh)),n>m; n,mON

ir jam pritaike ank€iau aprasytus ské&avimus, galime rasti koeficientus, i = (pl,,uzq...,pm)

ir 7\:(/\1,/\2,...,/\ ) Koeficientai /T:(/ll,AZ’...,/lm) randami kompleksini skatiy aibeje

naudojantis  @ysiu A, =Ln(A,),r=12,...,m. Cia Ln(A,)=In|A |+i(argA, +27t), 102Z.
Parametra$ parenkamas eksperimentiskai ir priklauso nuo zimmgk pasirinkimo. Té&iau daugumai

atvepy | =0.
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Eandarm koeficienta 13, A2, ., A
Pu pl pm
#1 #1 -
Fl ol ] F o+l
= I:I,
Fu-l  Fu Fama
1 a ar
A=A =0 by = O,

Eandarm koeficienta g1, o, ., pim
Bpg+ B+ + A, =p, j=0..m-1

£60)= Z,a,

1.3 pav. Funkcijos reiSkimo eksponefiy suma algoritmo schema

24
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1.3.2. SKAICIAVIMO PAVYZDYS

Pateiksime pavyzdiliustruojant Sio algoritmo veikim funkcijai, kurios iSraiSka ir yra baigtén
eksponetiy suma. Sios funkcijos Teiloro eilist koeficientams bei reik&ms tam tikruose taskuose
pritaikius ank&iau aprasw algoritma, gauti rezultatai lyginami su pradine funkcijosaiSka [8].

1) Tegul duota pradinfunkcija fi(x), iSreiSkiama 10 eksponentiniunkcijy suma:

1 17
f,(x) = 0.09%* -75e %% 2012402 +512¢2° _Cog(\/z)e—o-leﬁx _

— 0.082p006x +ﬁe—o.7x +0.175%80% +%7E—0.914x +\/§\/;.e—218«/3x.

Jos Makloreno eilétyra

f,(x)=-13.702-60.031x - 21.811x? +...+ 0,002 +0O(x?*)

Pasinaud@j auk&iau apraSytu algoritmu, $ieilute vél iSreiSke eksponediy suma — gauname
funkcija fg(x):

fo(x) = -0.0826%% +0.175°%™ +0,09%* +1.144e""™ - 20,1243 -

—-1.47€e %% - 0.156e %" + 2.64€e % +1.571 %™ + 2.507e*¥",

Cia skatiavimams atlikticmeme £ =107°. Pastebsime, kad skirtumai tarp atitinkamf, (x) ir
f3(x) koeficienty 4, ir A, (algoritmo absoliutias paklaidos) nedidesni n&d™"°.

2) Tarkime, kad duotos tos @as funkcijos f,(x) reiksmes taskuosex = 0,h,2h,..10h h=04.
Siuo atveju, pasinaudojus pateiktu algoritmél,gaunamasfl(x) eksponentiés iSraiSkos artinys — jo
koeficientai skiriasi nuo pradigine daugiau nel0™®.

Pastebje, kad Siame pavyzdyje determinantdetH ' monotoniskai aéja prie nulio,
skakiavimus nutraukiame anksu, ty. slygoje detH (™" <g, r=m+1m+2m+3 imame
£=10", 0 ne10™, kaip anksiau. Taip randama paprastédankcijos f,(x) idraiska —f,(x) tik su
5 ekspone&iy suma:

f,(x)= 2517 + 367e %> - 2065%°> + 055 + 0626,

Sios funkcijos reiksws intervale (-0,25; 3) yra gana artimos (paklaiéairsija 10°) pradires

funkcijos f,(x) reikmems. Paveiksluose pateikiami funkgiff, (x) ir f,(x) grafikai kaixo[-11] (pav.

1) bei absoliutini paklaid; funkcijos f(x) = f,(x)- f,(x) grafikas (pav. 2), kaiC[03].
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1.4 pav. a) Funkcijosf1(x) ir fa(x), b) paklaidy funkcija f1(X) - f2(x)

Kai x<0, didtjant k| neapéztai auga ne tik pradés funkcijos fl(x) reikSmes, bet ir absoliutini

paklaid; f,(x)- f,(x) dydziai.

1.4 MECHANINI U VIRPESIU SISTEMA

Siame skyriuje pateikiamas mechaniniirpesi; sistemos modelis. iSmode| apraSatias
diferencialines lygtis sudamkademikas K. Ragulskis.
Sistemos modelis (1.5 pav.) susideda iS korpuswigsverto rotoriaus. Korpusas pritvirtintas

prie nejudatio pagrindo tampriais bei sklaidos elementais pageaOx ir Oy.

YA

B(Xs, Y8)

1.5 pav. Virpesy sistemos modelis



Sistemos kinetiair potencirt energija bei disipatyvinfunkcija atitinkamai lygios:

2
T:ﬁ+i’
2 2
2
n=S4" (1.33)
2
p=H
2
Pazyntkime:xg = X+rsing, y; =y-rcosg, r=AB,m, =m, +m,m =m_+m, | =1, +mr?,
Tuomet

2T =m 3¢ +my y° + 19" +miig +¥5),
2M =C,x* +C,y* +C(r cosp)” + 2mgifl-cosf + y)],
2D=H x* +H y* + Hr’p?sin’ ¢ + H ,¢%,

%G + Y =X° +Y° +179° + 2 (xcosp + ysing),
2T =mX* +m,y* +1¢° + 2mrp(Xxcosp + ysing).
Sistemos judesio diferenciadis lygtys yra tokio poidzio:
I(x)+MN' +D; =F,,
I(y)+N, +Dy =F, (1.34)
(@) +N,+Dy =M.

Cia

T, = m X+ mrgcosg, I (X) = m, X+ mr(¢cosp —@*sing),
T, =m,y+mrgsing, I(y) =m,§ +mr(#sing - ¢* cosg),
T, =mrg(=xsing + ycosp),

T, = 1@ +mr(xcosg + ysing); [ (@) =14 +mr(Xcosg + ysing);
M, =C,x, D; = H X,

n, =C,y, Dy =H,y,

M, = -Cr? cospsing + mgrsin@ + y), D, =Hr’gsin’¢ +H ¢,

Sistemos dinamis charakteristikos sk&uojamos taip:

t+T

o L.oo= 1
vidutinis greitis - ¢ =— dt,
g § =7 J ¢

27
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¢max B ¢min

max ¢min

netolygumo koeficientas d¢ =

t=+T

iSoriniy jégy vidutinis darbas A, = [(F, idt+ F, yt), (1.35)
t

t+T

naudingas sistemos darbag,- = IM¢¢ dt,
t

t+T

disipatyviniy jégy darbas - A, = '[(HXXZ +H,y? +Hr?¢*sin’ ¢ + H¢¢2)ﬁ,
t

naudingo veiksmo koeficientagy-= A = A
A AFA
Vel pazymekime:
H 2
181_51 fX: FX ’ p)f:CXl hX:HX, h¢ :_¢1 Ulzcr ’
r rm, m, m, I I
F C 2
ﬁzzza f, = —, psz—y’ hy:_y’ h:Hr ’ Uzzl_’
r rm, y m, I m,r
— 'y _m _mr? -9 _M,
=T x - T - m, =—-—
:uyx mX :uO ) :u I g r @ I

Tada iS (1.34) gauname dinamsistena apraSadias lygtis:

B+ Hodpoosp = Fy,
) U, B + g?x¢sin¢ =Fg, (1.36)
Bucosp + Syusing+¢ =F,;
kur
Fps = f+ Uo@?sing - pi 5, -,
Fp, = f, = Ho,#° cOSP — ] 3, —h, 3,
F, =m, +0, cospsing - 1g” sin(g + y) - hgsin® ¢ —h,¢.
Cia ¢ yra rotoriaus sukimosi kampag, ir 3, - sistemos nuokrypiai nuo pusiausvyros gt
atitinkamai pagaDx ir Oy asis, h,,h,,h,,h - sklaidos koeficientaiz,,, 4, - redukuotos &no mass,

f ., f

«» T, - taSk A veikiartios jegos, p,, p, - sistemos savieji dazniai a¥Dx ir Oy atzvilgiu, o, ,0,-
standumo koeficientaiy - sistemos mas koncentruota taske By~ - laisvo kritimo pagreitis,y -
kampas tarp asiédy ir vertikaks, m, - rotoriaus sukimosi momentas.

Sistemos dinamiss charakteristikos tada galitib skakiuojamos pagal Sias formules:



A =mr?A, =T(fxﬁl 1,81

A =mr’A = Im¢dt,
t

t+T

A{; = mxrzp\j = J(hxﬁlz +hy13.22 +0—2h¢25in¢+02hy¢2)jt! (137)
t
t+T
_ ¢ —P
¢ — ¢dt, w — max min ,
}[ ¢max +¢min
gt A
A ATA
Sistemos parametrai turi tenkinti tokiagygas:
F, = F,, cosa, arba  f, = f, cosat,
Fy = F,, sinat, f, = f, sinat,
Uy, 0(0.1;1.0), pZ 04, h, 00.1 h, 001, o,(0.1; 2.0),
41(0.5;1.0), p; 09, h, 004, h0.1 o, (0.2; 3.0),

Lkaig >0;

=1 g 00 m,=-m, p) u¢):{o g <0

29
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2. TIRIAMOJI DALIS

2.1 SISTEMOS SPRENDIMAS OPERATORINIU IR RUNGES-KUTOS
METODAIS

Siame darbe mechaninvirpesi; sistem aprasatioms lygtims spgsti buvo naudojam&laple
komandadsolve realizuojanti Felbergo ketvirtos - penktosteiRungs-Kutos metog, bei anksiau
apraSyto operatorinio metodo, leidZan gauti polinomirg sprendinio iSraisk kompiuteriré
realizacija. Vis Siam darbui sukugtMaple programy tekstai pateikti priede.

Norint taikyti operatorin lygéiu sprendimo metad reikia, kad lydiy sistema bty uZraSyta
(1.11) pavidalu:

X =PX XY, Y800,
i = QM XX, Y, ¥i. . 41),
9 = RLX X, Y, Y. 8.8)).

Sia iSraiSky randame taikydami Kramerio formules:

1 O )qu COS¢ Fﬁl 0 :u0>< COS¢
A= O :uyx lu0>< Sin¢ ' Aﬂl = Fﬁ2 Iuyx lu0>< Sin¢ ’
HCOSp  using 1 F, using 1
1 Fs  Hox COSP 1 0 Fs,
Ay = O Fs, UusSing, A,= O Uy  Fgl,
ucosp F, 1 ucosp using  F,
. A . A A
: _ B _ =5 2 _ 9
ir g, = , = , =— .
B A B A ¢ A

Pateiksime pavyZd iliustruojani metodo pasirinkimataka skatiavimo laikui ir sprendinio
tikslumui.
Buvo sprendziama (1.36) diferencialjniiygc¢iu sistema su nulimis pradigmis slygomis ir
tokiomis parametr reikSnmemis:
f, =25 f, =05w=2m y=0,0 =1 g =10, m, =0, y,, = 05,
u=1 p, =1 p;=4 p;=9 h =01 h =01h,=01 h=01
Pasirinktas operatorinio metodo zingsnis (atstutags task, kuriuose, konstruojant sprendin
sujungiamos gretimos jo dalys) lygus 0.2.
Operatorinio metodo sprendinbuvo ieSkoma keé&iant sprendin sudaratiy daugianan eile.
2.1, 2.2, ir 2.3 paveiksluose pavaizduoti spreradift (virpesiy sisStemos nuokrypis nuo pusiausvyros
padities pagal aSOx). Paveiksh a) dalyse raudonai nuati Rungs-Kutos metodo sprendiniai, o
Zaliai — operatorinio metodo sprendiniai. b) dalységZtas skirtumo tarp 8§idvieju sprendini
grafikas
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2.1 pav. Operatoriniu (0 = 4) ir Rungés-Kutos metodais gaug sprendiniy
palyginimas: a) sprendiny grafikai, b) skirtumo tarp sprendini y grafikas
|.... l. B

a) .4

u_u§] »_ﬁ—uz-.../;/.\..f\*?lll/a
b)-m,é T~ \V/

2.2 pav. Operatoriniu (0 = 6) ir Rungés-Kutos metodais gau sprendiniy
palyginimas: a) sprendiny grafikai, b) skirtumo tarp sprendini y grafikas

a)

b)

a) 0.4 -
D_jﬁ L .

2.3 pav. Operatoriniu (0 = 10) ir Rungés-Kutos metodais gaua sprendiniy
palyginimas: a) sprendini grafikai, b) skirtumo tarp sprendini y grafikas
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2.1 lentetje pateikiamos didZiausios skirtumo tarp sprendieikSmes tirtame intervale
[0;8] bei operatorinio metodo sk#vimo laikas. Didinant sprendisudaratiuy daugianatii laipsri,
operatorinio metodo sprendinys &@at prie Rungs-Kutos metodu gauto sprendiniog¢itau tuo paiu
auga skaiiavimo laikas. Sprendziant sistarfrelbergo Rungs-Kutos metodu (naudojant standagtin
Maple Sio metodo realizaci), skatiavimai uztrunka 0.1 s.
2.1 lentek

Operatorinio ir Rung és-Kutos metody palyginimas

Daugianani Operatorinio | Didziausias skirtumas
laipsnis metodo tarp sprendinj
n skakiavimo intervale [0;8]
laikas
4 15s 0.14
6 154s 0.04
9 281.4 s 0.021
10 826.9s 0.012

2.2 SISTEMOS SAVYBIU PRIKLAUSOMYB E NUO PARAMETR U

Sprendinio egzistavimo ir stabilumalggos yra funkcijos nuo vigsistemos parametr Siame
darbe tyeme sistem veikiartiy jegy amplitudziy f, ir f, bei ju daznio @povei sistemos
rezimui, t.y. vis eksperiment metu kiti parametrai liko pastas. Buvo pasirinktos nuliés pradirs
uzdavinio glygos, kurios taip pat nebuvo keamos.

2.4 paveiksle pavaizduoti nusistpy sistemos (1.36) sprendiniai, gauti kai
fXO = 25 fyo =05ir w=2n. Kai Sie parametrajgyja reikSmes fXO =10, fyO =21, w=8,

sistema veikia chaotiniu rezimu (2.5 pav.).

LALLM LA BAR LA
AVVTTITVVTTTTVYT

a IIIIIII|IIIIIIIII DD
Fit) o

WA DAL AR A Pl LA P y

s

2.4 pav. Nusisto¥jusio rezimo pavyzdys: a), b) kino virpesiai pagal asSiOx ir Oy; c)
rotoriaus svyravimai fazinéje plokStumoje ¢/¢’
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2.5 pav. Chaotinio rezimo pavyzdys:a), b) kiino virpesiai pagal aSiOx ir Oy;
c) rotoriaus svyravimai fazinéje plokStumoje ¢/¢’

2.6 paveiksle pavaizduoti sprendiniai sistemosiosuparametraif, =20 , f, =10, @w=8
ir y = 0.6 (t.y. mechaninsistema yra pasvirusi pagak ag). Siuo atveju nusist@jusiame rezime

¢'>0, t.y. rotorius ne svyruoja, o sukasi aplink task

l ” Jl “J l | i ot ool (IALATAN AR RARKARRARRROROGRCT AT

””' 1"” H'I'[ l|'1lil"\”'“”'” R

o

b)

"'51 ioh i
|||||||||I|||||||||I|||||||

2.6 pav. Dar vieno rezimo pavyzdysa), b) kiino virpesiai pagal asiOx ir Oy;
c) rotoriaus svyravimai fazinéje plokStumoje p/¢’

2.7 ir 2.8 paveiksluose pavaizduotos sprendinibilstiano ir rotoriaus sukimosi sritys, kintant
sistem, veikiartiy isoriniy jegu amplituems f, ir f (2.7 pav.) bei amplitudef, ir dazniui @.

Rotorius sukasi, jei nusistéusiame rezime sukimosi (svyravimo) greitigt) > . 0
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- - stabilus rezimas - - rotorius sukasi

2.7 pav. Sistemos savyhipriklausomybé nuo parametry f, ir f
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Xo

9 91 92 93 94 95 9B 97 98 99 10

I:I - stabilus rezimas - - rotorius sukasi

2.8 pav. Sistemos savybipriklausomybé nuo parametry f, ir @

2.3 SPRENDINIO REISKIMAS BAIGTINE EKSPONEN CIU SUMA

Siame skyriuje pateiksime kedet pavyzdzi, kuriuose baigtine ekspongn suma
aproksimuojami skirtingo tipo (1.36) sistemos spliarai.

Turint nusisto¥jusj sistemos sprendingalima jam taikyti funkcijos reiSkimo ekspor@nsuma
algoritma, apraSyd 1.4 skyriuje. Jei sprendinys gautas operatorinetoaiu, eksponentinifunkciju
koeficientams skdiuoti galima naudoti Teiloro eilas koeficientus, o jei skaitiniu metodu — funkcijos
reikSmiy vektoriy.

Nesunku pasteli, jog taikant algoritm funkcijos reikSmms taskuose ng 2zng ...,n-zng
didek itaka rezultatams turi Zingsnipngir pradinio tasko pasirinkimas.

1 PavyzdysNagrirckime sistem (1.36) su parametraisf, =25 f = 05 @=27. Sios

sistemos sprendiniéy(t) grafikas pavaizduotas 2.4 pav., a).

Rungss-Kutos metodu gautam sistemos sprendiniams bukontas reiSkimo eksponemis
algoritmas, kaiiant zingsm zngir pradin taSk. Paveikslai 2.9 ir 2.10 vaizduoja pakhaiflinkcijas:
skirtumus tarp sprendinjéy(t) ir jo aproksimacijos baigtine ekspoansumaf(t).

Pirmiausia buvo pasirinktas pradinis taskas99.926 — funkcijos maksimumo taskas.

Kai zng= 0.333 gauta tokia sprendinio aproksimacija:

f (t) = _0.0874e0.000621-0.062 + (0.0480+ 0.0029)6(-0.00015" 628i)(t-99.99) +
(00480_ 00029 )e(—0.000lS— 628i)(t-99.99) )
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Pritaikius Eulerio formu, funkcija f(t) galima iSreiksti taip:
f (t) = -0.0874+0.94co0s(628) — 0.004sin(628) .
Siuo atveju aproksimavimo paklaida intervale [90]18evirSija 0.0025, o intervale [100;110] —
0.001.
Kai zng= 0.666 f(t) turi tokia iSraiSk:
f (t) = —0.0874¢&°0071+00207 1 (0,0475+ 0.00286)e 0000 628)(179999)
(0.0475- 0.00286)g( 00002+ 628)(1-9999)
Didziausias skirtumas tarp Sios funkcijos irdiigsistemos sprendinio intervale [90;120] — 0.01.

Kai zng= 2.333
f(t) - _0.0874e0.00062f0.062 + (0.0480+ 0.0029)8(—0.0001562&)(1—9999) +

(00480_ Oloozg)e(—0.000IS- 628i)(t-99.99) )
DidZiausia paklaida itervale [90;120] — 0.003.

Kai zng= 0.43
f(t) - _O 091 50.0024#0.24 + (0048_ 0.0029)e(—0.0000025625i)(t—99.99) +

(0.048+ Oloozg)e(—0.00000ZS 625i)(t—99.99) .
Siuo atveju paklaida intervale [90;120] siekia 84 (2.10 pav.).

aﬂf\ﬂﬂﬂf\f\f\r\f‘w | m\ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ
gguvvvvﬁsb’u” oo Migd WAL o

2.9 pav. Sprendinio aproksimavimo eksponafiy suma paklaida,zng= 0.43
Palikus & paf Zingsn zng= 0.43, t&iau pakeitus pradintaSk i t = 100.3, Zymiai padigja
aproksimavimo paklaida, kai> 105. 2.11 pav. pavaizduotas paklaidos grafikakl pav. - funkcij
Sa(b) ir f(t) grafikai: p1(t) — juodos spalvod(t) — pilkos spalvos grafikas.

t
0 35 100 105
0.0

-0.1

0.2

2.10 pav. Sprendinio aproksimavimo eksponaiiy suma paklaida,zng= 0.43,
prad. taskast = 100.3
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2.11 pav. Sprendinio aproksimavimas ekspon€iy suma,zng= 0.43,
pradinis taSkast = 100.3

Jei algoritmo Zingsnigng per mazas, nei vienam funkcijos periode negaunpak@nkamai
tikslios aproksimacijos. iSeigin iliustruoja 2.11 pav. pavaizduoti funkgip(t) ir f(t) grafikai (O =
0.01), 2.12 pav. - funkaijjpi(t) ir f(t) grafikai: fi(t) — juodos spalvod(t) — pilkos spalvos grafikas.

AL SUA AT
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2.12 pav. Sprendinio aproksimavimas ekspon€iy suma,zng= 0.01,
pradinis taSkast = 100.3

2 PavyzdysDabar imkime sistem(1.36) su parametraisf, =17, f =16ir @ =8. Sios

sistemos sprendinio, gauto Résg- Kutos metodu@(t Yrafikas pavaizduotas 2.13 pav.

195 200 205
2.13 pav. Sprendiniog(t) grafikas

Sistema buvo spsta dviem metodais: Ruég — Kutos bei operatoriniu. Spendziant {ygt
operatoriniu metodu, kai aproksimuofgm daugianario laipsnis lygus 4, gauta tokia spind
iSraiSka intervale [195; 196.2]:
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—3426 107 + 7.027 1017 s — 5407 10° 2 + 1.849 108 £ — 23704 ¢ < 1951
2579 101% — 5287 10% ¢ + 4.063 10% £ — 1.388 10° £ + 1778 ¢ £ 1952
1.207 101 — 2475 101 ¢ + 1.903 10% £ — 6.506 10° £ + 833.9 ¢+ £ 1953

—2202 102 + 4507 101%: — 3461 10° 2 + 1181 10° 2 — 151244 £ < 1954

—3.089 102 + 63231010 — 4855 10° 2 + 1658 10° 2 — 2122, 44 £ < 1956
5.873 10 — 1.200 10M ¢ + 9.209 10% £ — 3.137 10° £ + 4010, ¢* £ 1957

—1416 102 + 2889 1010 — 2212 1% 2 + 7530 107 £ — 961064 ¢ < 1958

—2822 102 + 57671010 — 4417 10° 2 + 1505 10° 2 — 19214 ¢ < 1959
2463 10" — 5.028 10'%: + 3.849 10% £ — 1.309 10° 2 + 1671. ¢ £ 196.0
£.283 101 — 1691107 ¢ + 1.295 10% # — 4413 10° £ + 5634 4% £ 196.1
8283 1011 — 1.691 100 ¢ + 1.295 10% # — 4413 10° £ + 5634 ¢ otherwise

Paveiksle 2.14 Rurg — Kutos metodu gauto sprendinio grafikas siiais raudona spalva, o
operatoriniu metodu gauto sprendinio grafikas +azapalva. Mlyna spalva pavaizduota Ruigg

Kutos sprendinio aproksimacija baigtine ekspa@ngsuma, kai aproksimavimo zZingsmisg= 0.111.

10

1982
t

2.14 pav. Sprendiniog(t) aproksimacijy palyginimas

Siuo atveju Rungs - Kutos metodu gaatsprendin aproksimuojatios funkcijos iSraiska yra
tokia:
F=—057+ 13 ol 1600 +32000.) | qq J(63¢—13000) _ g4 (107 —2000.)
4oe 5 M3 - 2000 _ 4g (14— 2800 | g (176 =300 g qq 0184 — 3600
400010 et2l. ¢ — 4200}

Kaip ir pirmajame pavyzdyje, nesunksitikinti, jog sprendin aproksimuojatios eksponetiy
sumos iSraiSka priklauso nuo aproksimavimo zingsradstumo tarp tagk naudojam skatiavimams
2.15 paveiksle pavaizduoti skirtipgaproksimaciy grafikai. Matome, jog i&art geriausia rinktis

Zingsn, lygu 0.15 (2.15, a). Sios aproksimacijos paklaida irter [198;199] nevirsija 0.001.



39

10 znc=0.1
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c)
10 zn¢ =0.05 0 znc=001
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200 1979999959959 1989999959959
t
d) e) ‘
2.15 pav. Sprendiniog(t) aproksimavimas eksponetiy suma, esant skirtingiems
zingsniams

3 PavyzdysTirkime atvej, kai f, =21, f =16ir @=8. Sios sistemos sprendinio, gauto

Y,

Rungss — Kutos metodug(t yrafikas pavaizduotas 2.16 pav.

200 205 210
2.16 pav. Sprendiniog(t) grafikas
Vél palyginkime operatoriniu metodu (kai aproksimudja polinomo laipsnis lygus 4) ir

Rungs —Kutos metodu gautus sprendinius su sprendiniokajmacija baigtine ekspon&n suma
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(2.17 pav.)Cia Rungs - Kutos metodu gauto sprendinio grafikas nitars raudona spalva,
operatoriniu metodu gauto sprendinio grafikas +azgppalva, Rungs-Kutos sprendinio aproksimacija
baigtine eksponeiy suma, kai aproksimavimo Zingsrieg= 0.1 - nélyna spalva. Siuo atveju, kai
funkcijos grafikas sugtingesnis, gaunam aproksimaciy tikslumas mazesnis, arba funkcija gerai
aproksimuojama tik trumpam intervale.

10 /‘x/\

|:||IIIIIIIIIIIIIIIIIII|

1599.99993599999 201.99939999999
2.17 pav. Sprendiniog(t) aproksimacijy palyginimas

Sprendiniog(t polinomiré aproksimacija, gauta operatoriniu metodu:

—2203 10 + 4402101 — 32909105 2 + 1099 10%° £ — 1372 ¢4 ¢ < 200.1
—6334 102 + 1266 101 s — 9495 10° 2 + 3165 10° £ — 3954 ¢4 ¢ < 2002
7.594 1012 — 1517 100 ¢ + 1136 107 £ — 3785 108 £ + 4725 ¢ ¢ < 2003
—9700 10" 4+ 1934 1017 s — 1446 10° £ + 4799 10° £ — 59794 ¢ < 2004
—3636 1072 + 7259101 — 5434 10° 2 4+ 1.808 10° £ — 2255. ¢4 ¢ < 2006
1972 10 — 3930 1010 + 2937 10° # — 9761 10° £ + 1216. ¢ ¢ < 2007
1564 107 — 3119 100 + 2332 10° £ — 7754 10° £ + 966.2 ¢ ¢ < 200.8
— 1105102 + 2201 1017 — 1.643 10° £ + 5450 10° £ — 678.2¢* ¢ < 2009
—1.024 102 + 2040 1017 — 1,523 10° £ 4 5.054 10° £ — 628.9¢* ¢ < 201.0
—2589 102 + 5156 107 — 3849 10° 2 4+ 1.278 10° £ — 1589 ¢ ¢ < 201.1

| —2589 10 4+ 5156 107 — 3849108 2 + 1278 10° £ — 1589. 4% otherwise

Sprendiniog(t )aproksimacija baigtine eksponentiriunkcijy suma:



F=(—11.832 — 1.2206 ) e(133351— 2667.1)
+ (10209 — 0.87465 1) e(38813:—11363) o 00356999
+0.027305 1) o( (22472 + 133581) (¢~ 200.)) 4 (24.717
+ 72850 I) 3[14.2431— 2845835
+ (—0.013115 — 0.0011013 I)

E( (23443 — 0453241 (— 20003

L (—039121 + 027236 1) o ((20.876 + 19169 1) (¢ — 200.))
e ([}4__1_2?5 + 0.20238 Ij‘ E'IE.T"S?? ].E'SI— 0.000011475]

+ (74.997 + 6.7339 1) el 18301~ 33055)

o (_35_539 — 15.683 I} EI: (16374 + 11443 1) (r— 200.3 )
+ (16374 + 1.9518 1) o (5:0056 1 — 1801.1)

4+ (—39541 — 14087 1) o ((18.866 — 1.95161) (¢ — 200.))
4 (—034424 — 032578 I) e( (20876 — 191691) (x—200.))
+ (—0.013148 — 0.00080057 I)

E( (23443 + 0.4532471) (¢ — 2000 )

-

+ (—0052254 — 0035216 1) e( (22472 - 13358D) (: - 200))

Y

L (—11611 — 1.8%09 T) E_.(11.351:— 2270.2) _
4 (—37.194 + 92040 1) e((16574 = L14431) (2= 200))
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1)

2)

3)

4)

5)
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ISVADOS

Rungs-Kutos ir operatoriniu metodu gaunami artimi spiiamai, tafiau Rungs-Kutos

metodas pasiekia pakankatiksluma per trumpesilaika.

Nusisto¢jusi sistemos sprendimgalimajvertinti baigtine eksponén; suma (paklaida nevirsija
0.001).

Aproksimavimo paklaidos priklauso nuo Zingsraproksimuojamos funkcijos ir skavimo

paklaidos.

Gautas sprendimiaproksimacijas eksponentinfiunkcijy suma galima naudoti sistemos rezimo

kokybiniam tyrimui, kuris reikalingas prieS pradetakurti real; veikiani mechanizm

Baty idomu palyginti Sio darbo rezultatus su trigononmétriis aproksimacijomis, gautomis

naudojant kitus metodus, pavyzdziui, taikant diglaje Furje transformacij



©
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1 PRIEDAS. PROGRAMU TEKSTAI

Failas operatorinis.mw — operatorinio diferencialinlygciu sistemos sprendimo

realizacijaMaple kalba.

> restart:
pradzia:=100:

## Sprendimas skaitiniu metodu (palyginimui)

# Sistemos parametrai:
fx0 :=2.5: fy0 := .5: w :=2*Pi: u := 0: mu := 1: mx
=1:px2:=4:py2:=9:81:=1: hx:=.1: hy :=.

fix := fx0*cos(w*t): fly := fyO*cos(w*t):

Fx2 := f1x+mOx*(diff(z2(t),t))*2*sin(z2(t))-px2*x2(

Fy2 := fly-mOx*diff(z2(t),t)"2*cos(z2(t))-py2*y2(t)

Fz2 := mz+s1*cos(z2(t))*sin(z2(t))-mu*g*sin(z2(t)+u

hh*diff(z2(t),t)*(sin(z2(t)))*2-hz*diff(z2(t),t):

sys2:= {diff(x2(t),t$2)+mOx*diff(z2(t),t$2)*cos(z2(
diff(y2(t),t$2)* mxy+mOx*diff(z2(t),t$2)*sin(

diff(z2(t),t$2)+mu*(diff(x2(t),t$2)*cos(z2(t))+mu*d
Fz2,

x2(0)=0, D(x2)(0)=0, y2(0)=0, D(y2)(0)=0, z2
F2:=dsolve(sys2, numeric, maxfun=100000):

## Sprendimas operatoriniu metodu

# Sistemos aprasymas (lygtys):

C := mxy-mu*mxy*mOx*(cos(z1))*2-mu*mO0x*(sin(z1))"2:
Fx := fix+mO0x*dz1/2*sin(z1)-px2*x1-hx*dx1:

Fy := fly-mOx*dz172*cos(z1)-py2*y1l-hy*dyl:

Fz := mz+s1*cos(z1)*sin(z1)-mu*g*sin(z1+u)-hh*dz1*(
xx:=simplify ((Fx*mxy+Fy*mu*mOx*sin(z1)*cos(z1)-Fz*m
Fx*mu*mOx*sin(z1)"2)/c):
yy:=simplify((Fy+Fx*mu*mOx*sin(z1)*cos(z1)-Fy*mu*m0O
Fz*mOx*sin(z1))/c):
zz:=simplify((Fz*mxy-Fx*mxy*mu*cos(z1)-Fy*mu*sin(z1

#Pradines salygos palyginimui su skaitiniu metodu
psx:=op(F2(pradzia)[2])[2]: psdx:=op(F2(pradzia)[3]
psy:=op(F2(pradzia)[4])[2]: psdy:=op(F2(pradzia)[5]
psz:=op(F2(pradzia)[6])[2]: psdz:=op(F2(pradzia)[7]

skaicius:=40: #
n:=10: # Daugianariu laipsnis

zng:=.2: # Zingsnis

f1[0]:=x1: f2[0]:=y1: f3[0]:=z1: pr[1]:=pradzia:

# Skaiciuojami koeficientai (funkcijos)
for k from 0 by 1 to n-1 do

f1[k+1]:=simplify((diff(FL[K], tt)+diff(FL[k],x1)*dx
y1)*dy1+diff(FL[K],dy1)*yy+diff(FL[K], z1)*dz1+dif

f2[k+1]:=simplify((diff(f2[K], tt)+diff(F2[k],x1)*dx
y1)*dy1+diff(f2[K],dy1)*yy+diff(f2[K], z1)*dz1+dif

f3[k+1]:=simplify((diff(f3[K],tt)+diff(f3[K],x1)*dx
Yy1)*dy1+diff(f3[k],dy1)*yy+diff(f3[k], z1)*dz1+dif
od:

Sudedamuju (daugianariu) skaicius

y = 1: mOx :
1 =.1

hz : h

1 o

:g:=10:
dimz=

= mO
:mz:=0:

Sl

t)-hx*(diff(x2(t),1):
-hy*diff(y2(t).1):
)_

t)) = Fx2,
z2(t)) = Fy2,
iff(y2(t),t1$2)*sin(z2(t))) =

(0)=0, D(22)(0)=0}:

sin(z1))"2-hz*dz1:
Xy*mOx*cos(z1)-

x*(cos(z1))"2-
)lc):
)2]:

)2]:
2]

1+diff(FL[K],dx1)*xx+diff(f1[K]
f(f1[k],dz1)*zz)):

1+diff(f2[k],dx1)*xx+diff(f2[Kk]
f(f2[k],dz1)*zz)):

1+diff(f3[k],dx1)*xx+diff(f3[Kk]
f(f3[k],dz1)*zz)):
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# Priskiriamos pradines salygos:

x1:=psx: dx1l:=psdx: yl:=psy: dyl:=psdy: z1:=psz: dz

# Konstruojami daugianariai:

for i from 1 by 1 to skaicius do
tt:=pr[i]:
X[i]:=(sum(fL[K]*(t-pr[i)"k/Kk!,'k'=0..n)):
ylil:=(sum(f2[k]*(t-pri)"k/Kk!,'k'=0..n)):
Z[i]:=(sum(f3[K]*(t-pr[i)"k/k!,'k'=0..n)):
dx[i]:=(diff(x[i],t)):
dy[i]:=(diff(y[i],1)):
dz[i]:=(diff(z[i],t)):
ddz[i]:=diff(dz[i],t):

t:=pr[i+1]:
x1:=x[i]: yL1:=y[i]: z1:=z[i]: dx1:=dx[i]: dyl:=dy
t="t"

pr[i+1]:=pr[i]+zng:
od:

> # Konstruojamas galutinis sprendinys x(t)
xgal:=[]:

for i from 1 to skaicius do xgal:=[op(xgal),t<p
xfunkcija:=t->piecewise(op(xgal),x[skaicius]):
#expand(xfunkcija(t)):
#plot(xfunkcija(t),t=pradzia..pradzia+skaicius*zng,
X);

> # Skaitinio ir operatorinio metodu sprendiniu x(t
(plots[odeplot])(F2,[[t,x2(t), color=red],[t, xfunk
color=green]],t=pradzia..pradzia+skaicius*zng,thick
numpoints=5000);
(plots[odeplot])(F2,[t,x2(t)-xfunkcija(t),
color=black],t=pradzia..pradzia+skaicius*zng-.1,thi
numpoints=5000);

> # Konstruojamas galutinis sprendinys y(t)
ygal:=[]:

for i from 1 to skaicius do ygal:=[op(ygal), t<pra
yfunkcija:=t->piecewise(op(ygal),y[skaicius]):
#expand(yfunkcija(t)):
plot(yfunkcija(t),t=pradzia..pradzia+skaicius*zng,t

> # Konstruojamas galutinis sprendinys z(t)
zgal:=[]:

for i from 1 to skaicius do zgal:=[op(zgal), t<pra
zfunkcija:=t->piecewise(op(zgal),z[skaicius]):
#expand(zfunkcija(t)):
plot(zfunkcija(t),t=pradzia..pradzia+skaicius*zng,t

> dzgal:=[]:

for i from 1 to skaicius do dzgal:=[op(dzgal), t<p
dzfunkcija:=t->piecewise(op(dzgal),dz[skaicius]):
#expand(dzfunkcija(t)):
plot(dzfunkcija(t),t=pradzia..pradzia+skaicius*zng,
dz"):

> ddzgal:=[]:

for i from 1 to skaicius do ddzgal:=[op(ddzgal), t
ddzfunkcija:=t->piecewise(op(ddzgal),ddz[skaicius])
plot(ddzfunkcija(t),t=pradzia..pradzia+skaicius*zng
'ddz"):

> plot([zfunkcija(t), dzfunkcija(t), t = pradzia ..
thickness = 1, color = black);

1:=psdz:

[i]: dz1:=dz[i]:

radzia+i*zng, x[i]]: od:

thickness=1,color=black,title=

) grafinis palyginimas
cija(t),
ness=1,color=blacktitle="x',

ckness=1,color=black,

dzia+i*zng,y[i]]; od:

hickness=1,color=black,title="y

dzia+i*zng,z[i]]; od:

hickness=1,color=blacktitle='z

radzia+i*zng,dz[i]]; od:

thickness=1,color=black,title="

<pradzia+i*zng,ddz[i]]; od:
:expand(ddzfunkcija(t)):
,thickness=1,color=blacktitle=

pradzia+skaicius*zng],
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Failas sprend_konvertavimas.mw Maple programa, realizuojanti sprendinio reiSkimo

eksponentinj funkcijy baigtine suma algoritm

> #Sistemos sprendinys:

restart:

N:=80:

N1:=50:

h:=0.2:
Poslinkis:=191.1:

fix := fx0*cos(w*t): fly := fyO*cos(w*t):

fx0 :=2.5: fy0 := 0.5: w :=2*Pi: u := 0: mu :=.7:
mO=1:px2:=4:py2:=9:sl:=1: hx:=.1: hy:
0:

Fx := fAx+mOx*(diff(z(t),t))*2*sin(z(t))-px2*x(t)-h

Fy := fly-mOx*diff(z(t),t)*2*cos(z(t))-py2*y(t)-hy*
Fz := mz+sl1*cos(z(t))*sin(z(t))-mu*g*sin(z(t)+u)-hh
hz*diff(z(t),t):

sys:= {diff(x(t),t$2)+mOx*diff(z(t),t$2)*cos(z(t))
diff(y(t),t$2)* mxy+mOx*diff(z(t),t$2)*sin(z(
diff(z(t),t$2)+mu*(diff(x(t),t$2)*cos(z(t))+

Fz,
x(0)=0, D(x)(0)=0, y(0)=0, D(y)(0)=0, z(0)=0

F:=dsolve(sys, numeric, maxfun=100000):
99:= (j) -> eval(op(F((j-1)*h+Poslinkis)[6])[2]):
interface(rtablesize=100):

v:=Vector(N1,99):

> # 1 zingsnis:

Digits:=100:

printlevel:=0;
tikslumas:=107(-5):

d:=1;

poz:=0;

N:="if (modp(N,2)=0, N-1, N):

for n from 1 to (N/2+1) while poz<5 do
f:=(i,j) -> v[i+j-1]:
A:=linalg[matrix](n,n,f):
d:=linalg[det](A);
d_modulis:=evalf(abs(d)); #print(d_modulis);
poz := "if (d_modulis<tikslumas ,poz+1,0);
end do;
m:=n-1-poz;

if (poz<2) then printf("Neimanoma konvertuoti koefi
modulis neartimas nuliui!") end if;

while (poz>2) do poz:=0:

# Il zingsnis:

f(rho):=(i,j) -> "if (i=m+1,rho”(j-1),v[i+j-1]):
B:=linalg[matrix](m+1,m+1,f(rho));
d:=collect(linalg[det](B),rho);
lambda:=map(allvalues,[solve(d)]);

# Il zingsnis:

x*(diff(x(0),0)):

diff(y(t),0):
*diff(z(t),t)*(sin(z(1)))"2-

= Fx,
t)) = Fy,
mu*diff(y(t),t$2)*sin(z(t))) =

» D(2)(0)=0}:

cientu: matricos A determinanto
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kart:=Vector(m):
for k1 from 1 to m do
kiek:=0:
if (kart[k1]=0) then
for k2 from k1+1 to m do
if (lambda[k2]-lambda[k1]<tikslumas) then kiek:
if:
end do:
end if:
end do:

f:=(i,j) -> binomial(i, kart[j])*lambdal[j](i-1-kar
C:=linalg[matrix](m,m,f);
b:=Vector(m,v[1..m]);
mu:=linalg[linsolve](C,b);

f:=(i) -> (1/h)*In(lambdali]):
lambda2:=Vector[row](m, f):
end do;

> #Grafikai:

f4(t):=add(mu[k]*(t-Poslinkis)"kart[k]*exp(lambda2[
plot(evalf(f4(t)), t=Poslinkis..Poslinkis+10, thic
color=black);

(plots[odeplot])(F, [[t, z(t),color = black], [t,f4
Poslinkis-20..Poslinkis+20, numpoints = 10000, titl

47

=kiek+1: kart[k2]:=kiek: end

thi):

k]*(t-Poslinkis)),k=1..m):
kness=1, numpoints=3000,

(t),color=gray, thickness=2]],
e="2(t)";
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2 PRIEDAS. STRAIPSNIS KONFERENCIJOS ,MATEMATIKA IR

MATEMATIKOS D ESTYMAS — 2006* LEIDINIUI

BAIGTINIO H-RANGO FUNKCIJ U REISKIMAS EKSPONENTINI U
FUNKCIJ U TIESINIAIS DARINIAIS

Liepa Bikul ¢iené, Zenonas Navickas, Daiva Petketiuatée

Kauno technologijos universitetas

1. Ivadas

Sprendziantvairias diferencialines lygtisyjsprending iSraiSkos gali ti gaunamos laipsnini eilu¢iuy pavidale [1],
kuris réra patogus sprendipisavybiy tyrimui. Todl iSkyla uzdavinys tuos sprendinius iSreiksti staiciy funkcijy
tiesiniais dariniais. Tuomet gauti sprendiniai &y eiluciy su tiksliomis koeficient iSraiSkomis pavidale galiati
efektyviai iSreikSti harmoniktiesiniais dariniais.

Siame darbe pateiksime vigspecial algoritma, leidZiant funkcija f(x), aprasSora Teiloro eilute:
+oo0 Xj
f00=) p % (1)
=0 IE
arba jos reikSmis tam tikruose taSkuose iSreiksti baigtine ekepiin suma:
f(x)=> et (2
r=1

Sis algoritmas sukonstruotas remiantigtifomis ir pakankamomis §iiraiSky egzistavimo slygomis [2] bei
diferencialiniy lygéiy sprendini reiSkimo trigonometrini funkciju suma pavyzdziais, kurie aprasSyti [3]. Algoritmo
realizavimui panaudota Maple matematprogramir jranga [4].

2. Teorinés iSraiSkos ir skatiavimo algoritmas

Skakiavimo algoritmo esm@ sudaro funkcijos f(x) eksponentiés iSraiSkos (2) vektaxi ,D:(yl,,uzv...,,um) ir

A :(/‘11/12,---,/%) sudaryt, i atitinkamy koeficienty 4, , A, bei iy koeficienty skatiausm radimas, kai duotasf (x)
Teiloro eilues (1) koeficient vektorius p = (po, P pn), n>m; n,mON . Skatiavimai susideda i$ tokidaliy:

1. Konstruojamos Hankelio matricos, sudarytos iof@ eilutes koeficient

Po Pp e P
H ék) - pl p2 pk ,
Pea P o P

0 po to skaliuojami ju rangai.
Jei duok funkcija f(x) galima iSreiksti eksponéiy suma, tai Sios sumogmen; skatius lygus funkcijos H-rangui
[2].

Algoritme randamas toks1, su kuriuo
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= ()
m nkwmaNtxrangHO ,
ty. detH{™ #0, o detH{™” =0,0r ON .
Kompiuterirgje algoritmo realizacijoje atyga detH{™" =0 keiciama alyga

detH{™?) <g, r=m+1m+2,-.-,m+I, ION.

2. Panaudojus algebrinlyg¢iu sprendimo metodus surandame tokios algébilygties

Po P. - Pm
P P2 - Pmu
=0 3)
pm—l pm p2m—1
1 p .. p"

Saknis o,, 0,....,0,, NES jos yra skirtingos ir tenkinalygyas:
A=p. A =0, 0, = P
3. Sudaroma tiesinilyg¢iy sistema
Mpy + Aty + .+ ALy =p;, j=0,...,m-1. 4
Jos sprendimui naudojami tiesinalgebros metodai, nes jos sprendinys yra koetaigy, i, ..., 4, -

Skatiavimams naudojamos standaésnMaple funkcijos Vector(), linalg[matrix](), lingldet](), eval(), coeftayl().
Sisteny (3) ir (4) sprendimui naudojamos f-jos solve()liiralg[linsolve](). Platesih3iy funkciju apraSym galima rasti
literataroje [4].

Pastebje, kad funkcijos reikSmi seka f (O) f(h), f(2h),... sudaro algebrinprogresiy, kaip ir koeficientaip, , ta paf

algoritma galime naudoti ir funkcijosf (x) :Z,u,e"x iSraiSkai rasti, kai Zinomaaktik pamireta Sios funkcijos reikSmi
r=1

seka f(0), f(h), f(2h)...f(nh),n>mn,mON. Si seka sudaro algebeinprogresij kaip ir f(x) Teiloro eiluts

koeficientai, nes
f(k) =Y e =3 (e | =3
r=1 r=1 r=1

Ga e = A,
Tada Vietoje Teiloro eilds koeficienty vektoriausp = (po, Py pn) paemg funkcijos f (x) reikSmiy vektoriy
V= (Yo, Vo-¥a) = (£(0), £ (n), £ (2h),.... f (nh)),n > m n,mON

ir jam pritaikk anksiau apraSytus sk&avimus, galime rasti koeficientusm,ﬂ:(pl,pz,...,pm) ir
7\:(/\1’/\2,---’/\m)- Koeficientai /T:(/il,/lzv...,/lm) randami kompleksini skatiy aikeéje naudojantis gySiu

A= Ln(/\,),r =12,...,m, ty. logaritmuojant vektoriaué = (/\1,/\2v...,/\m) komponentes.

3. Skakiavimo pavyzdys

1) Tegul duota pradinfunkcijaf,(x), iSreiSkiama 10 eksponentiniunkcijy suma:
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1 1 7
"

fl(X) = 0.093%" — 75 %% — 20124023 + 5122°% _ COS(\/EF_O'R % _
—0.082296% 4+ ﬁe—wx +0.175°80% +%m—o,914x + \/E\/I_Te—zisﬁx_

Jos Makloreno eilgtyra
f,(x) = ~13702- 60.031x - 21811 + ...+ 0.002x% + O(x?").
Pasinaudaj aukSiau aprasSytu algoritmu, $eilute vél iSreiSlke eksponediy suma — gauname funl@ijf3(x) :

f,(x) = —0.0826%% +0.175°%> + 0.09%" +1.144e"2™> - 20,124e**'* -
-1.476e7°% - 0.156e %" + 2.646e " + 1571 %% + 2507 *°",

Cia skatiavimams atliktiemeéme £ =107°. Pastebsime, kad skirtumai tarp atitinkamf,(x) ir f,(x) koeficient;
4, ir A, (algoritmo absoliutias paklaidos) nedidesni n&D"°.

2) Tarkime, kad duotos tos gias funkcijos fl(x) reikdmes taskuosex = 0,h,2h,..10h, h=04. Siuo atveju,
pasinaudojus pateiktu algoritmlbl\gaunamasfl(x) eksponentiés iSraiSkos artinys — jo koeficientai skiriasi nu@diniy
ne daugiau nel0™®.

PasteBje, kad Ssiame pavyzdyje determinantdétH  monotoniskai aéja prie nulio, skaiiavimus nutraukiame
ankgiau, ty. alygoje detH{™" <g, r =m+1m+2m+3 imame £=10", 0 ne10 ", kaip anksiau. Taip randama
paprasteshfunkcijos fa(x) iSraiSka —f4(x) tik su 5 eksponeiny suma:

f,(x)= 251748 + 367e %% — 2065e°* + 055 + 0626,

Sios funkcijos reik3@s intervale (-0,25; 3) yra gana artimos (paklaigainsija 10°) pradires funkcijos fl(x)

reikdmems. Paveiksluose pateikiami funkgijf,(x) ir f,(x) grafikai kaixJ[-11] (pav. 1) bei absoliutini paklaidy

funkcijos f,(x)= f,(x)- f,(x) grafikas (pav. 2), kaiO[03)].
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Kai x<0, didtjant K| neapéztai auga ne tik pradés funkcijos fl(x) reikSmes, bet ir absoliutini paklaidy

f,(x)- f,(x) dydziai.

4. |ISvados
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Sis algoritmas tinka bet kakifunkciju, turingiy baigtin H-rang reiskimui panaudojant eksponentines
funkcijas. Pateiktas algoritmas kai kuriais atwejgali hiti naudojamas kaip alternatyvus metodas ne tilidiks funkciju

reiSkimui eksponentiimis funkcijomis, bet int funkcijy iSraiSky supaprastinimui.
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Baigtinio H-rango funkcijy reiSkimas eksponentiny funkcijy tiesiniais dariniais

Pateikiamos formak, leidZiagius Zinant dal funkcijos Teiloro eiluts koeficient iSreiksti j tiesiniu eksponentini funkcijy dariniu.

Algoritmas papildytas sySiais, leidZiagiais toki iSraiSk gauti turint tik funkcijos reikSmes tam tikruosaSkuose. Pateikiamas Sias formules

realizuojartios programiis jrangos apraSymas ir paklaigiertinimas keliems pavyzdziams.
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3 PRIEDAS. STRAIPSNIS KONFERENCIJOS ,MATEMATIKA IR

MATEMATINIS MODELIAVIMAS — 2007 LEIDINIUI

INVESTIGATION OF ONE DYNAMICAL MODEL USING
ADAPTED OPERATOR METHOD

D. Petkeviiute, K. Ragulskis, Z. Navickas, L. Bikutiené

Kaunas University of Technology
1. Introduction

The recovery of electric energy in ecological waythie main problem of the world energetic. The suind, wave,
and the other secure types of energy are very getisp; in the world wind energetic develops fastemn the other types.
The different mechanisms of vibration transformatstimulated by wind or waves to the other typeeérgy are being
created. The action principles of such mechanisef®ré real working model are investigated using haaatical
simulation.

In this paper the water-wave energy dynamical foansation to rotational motion in order to redude tdevice
constructions is proposed. Here the case whenmsystely can move by two orthogonal rectilinear cowtes and fixed
to at unbalanced rotor turn is analyzed. The mimtedtudies was proposed by acad. prof. K.Ragul($kisJ).

Various dynamical systems are described using ardidifferential equations and their systems cosipgi a large
number of numerical parameters. Often, it is neagsw find not only the solution of a differentiafjuation, but also
numerical values of the said parameters (to protuae solution with desirable characteristics). Al#ois sometimes
required that the solutions were periodical funtdioSometimes, it is important to know for whatues of the parameters
the dynamical system behaves chaotically, etc.dfegator method, described in this paper, faciganvestigation of the
most complicated dynamical-mechanical systems.

In this paper, the calculations as well as grapliicatrations are done using Maple software.
2. Model of the system

The system (Fig.1) is composed of the point A,dixe the immobile base accordifix andOy axes using elastic and

dissipative elements, and the rotor with mass. ddiet A is being stimulated by the powdisf, . The oscillations of the

point A cause oscillations or rotations of the rofthe behavior of the rotor depends of the améituand frequency of
the stimulating powers.
The differential equations of system motion areapted from equations of the kinetic energy, potérgnergy, and

dissipative function using energetic balance mettithulation powers in this case werecosat andfyo sinat -
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Figure 1. Model of the system

Then equations of dynamical system are

Bl + /'IOX¢ COS¢ = Fﬂl '

. ,uyx:BZ +/’{(.)x¢sm¢ = Fﬁz ’ (1)
Biucosp + Bopsing + ¢ = Fy;
Where

Fg =f+ Hox®*Sing = 23, =~ hf3,,

Fg, =1, - Hox” cosp Piﬁz - hbe

F, =m, +0; cospsing — 1g” sin(g + y) - hgsin® ¢ — h,;

Here ¢ is the angle of rotation, andg, - the variation of system body from position ddtit balance byx and

Oy axes respectivelyh, ,h ,h,,h - dissipative coefficientsy,,, 14, - reduced masses of bodf, f, - stimulation powers,
Py, Py - natural frequencies of the system with respedh&éaxesOx and Oy, o, - reduced stiffness coefficieny -

unbalanced mass (concentrated in the pointgB); gravitation acceleratiory - angle betwee@y axis and verticalm, -

effective resistance moment of rotor turning.
3. Description of adapted operator method

The solutions of various differential equations t@nobtained in the form of power series [1], whilmot convenient
for the analysis of the characteristics of theskit®ems. Therefore, a problem to express the swistias the linear
combinations of standard functions is importang, [Zually, the standard functions are trigononeetri exponential.

Transforming system (1), relationships

1 0 Hox COS¢ Fﬂl 0 Hox COS¢
A= 0 Hyx  HoxSing|, Dg =\Fg, My Hox sing|,
HCOSp using 1 Fy using 1
1 Fg,  Hox COSP 1 0 Fs,
Ag,=| O Fs, Hoxsing|, by=| O Hy  Fgl
ucosp  Fy 1 ucosp using  F,
. A . A A
and = _'Bll = ﬁ’ B = _¢ 2
b=t B=—pr 9= @)

are obtained.
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Because the equations (2) have fornx" =Pt x, X,y Y .88, Y =QEXX.Y,Vi.9.8i),

¢" = R(t, X, x,Y,Y;,.4,¢;) and the initial conditions arex(v):sl, x('(t)L:V:sz, () S, y!(] S, ¢(v):55,

+00 k +00 k
¢f(t)|‘=v =s,, the expressions of solutions are found using aipemethod, ([1]):x:z P, (t k:/) , y:Zqk (t k:/) ,
k=0 : k=0 :

_ +00 (t_v)k
¢= Z fi ko
k=0 "
Here coefficientsp, =D*s,, g, =D*s,, r, =D"s, are functions of initial conditions and center sgfries v and

generalized differential operator in this cas®is D, +s,Dg +PDg +5,Dg +QDg, +5Dg + PDg .

+00

The special algorithm allowing to covert a functld)lﬁx) represented in Taylor seriegx) = z P, — X or in its values
j=0 J

m

in certain points to a finite sum of exponent fuoes f (x) = Z,u,e”rx,/l, OC was presented in [3]. The later expression
r=1

appears to be more informative than the simplenargi power series, especially for differential etpres describing

mechanical processes.

The computer implementation of this algorithm waseloped using Maple software. The standard Maphetfons
VectoX), linalg[matriX(), linalg[def(), eval), coeftay(), solve), piecewisé), diff(), sun{) andlinalg[linsolve() were used
for the calculations. The full description of thésactions is available in [4].

4. Example

One of the steady modes of this system is wheratidirs of body stimulate uniform rotor oscillatidfor instance, the
mode with fixed speed of rotor oscillating is obtd if the parameters of the system (1) are

f, = fx0 cost, fXD =2.5, fy = fyD sinat, fyo =05 w=2n, U, =0.5,
U=07, u,=1 p;=4,p;=9 h,=01 h =01 h=01 h;=01 and the initial conditions are

g, =1 g,= 1, g* =10, my =-my [__](¢), my = 1,1(¢) z{]dff(())rrqéz%l

4,(0) = 5,(0)= (0) = B3(0) = ¢(0) = #'(0) = 0 (represented in (Fig. 2)).
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Figure 2. Example of steady mdd®), b) vibration of body by axes Ox and Oy;

F o

c) oscillation of rotor in phase plang/¢';

After having expressed the solutig) as a finite sum of exponent functions the appratiom is

¢" (t) = —0.0891e70%01%" + (0,0436 + 0.0186i)e(00155+6287t
+ (0.0436 - 0.0186i)e(~001557628370)t
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In order to simplify this expression the Euler'smwla can be used. Then the approximation of swius

¢ (t) = —0.0891e70%" + 70015 (9 097105 6.2837t — 0.03325in 6.2837t).

The graph of the differenag(t)- ¢ (t) arepresented in Figure 3.
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Figure 3.The loss-functiogi(t)-¢ (t).
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5. Conclusion

A steady mode of a given system was found. Wherstihation is in the steady mode, we can approxintads a
sum of exponent functions. However, in this cale,absolute error of the approximation grows whenrecede from the

interval used to compute the approximation. Thidd¢dave happened due to the computation errors.
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VIENO DINAMINIO MODELIO TYRIMAS ADAPTUOTU OPERATORI NIU METODU

ApraSomas operatorinis metodas, leidZiantis gafgiehcialiniy lygeiy sistemos sprendinio iSraiskilutes pavidalu. Pateikiama viginamirg

sistem, apraSanti lygiy sistema bei vieno Sios sistemos sprendinio aprakgimo baigtine eksponentinfunkciju suma pavyzdys.



