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SUMMARY

The aim of this paper is to construct two-dimensional random variables, having one-dimensional
ones, carry out the asymptotical analysis and study the speed of convergence. Two-dimensional
distribution is constructed in two ways: when the components of random variables are independent and
dependent. As in the last few years Pareto distribution (1<« <2) is popular in financial models, it
was chosen for the analyses.

It was proved, that in both cases of independent and dependent components of the vector, the
limit distribution is the same. This means that although the components of the vector are dependent,
the maxima are asymptotically independent. Besides, the errors are smaller than the approximate
estimate. Although, the approximate estimate in the case of independent components is smaller than in
the case of dependent components, the errors are on the contrary: they are smaller when the

components are dependent than when the components are independent.



TURINYS

TVAAAS ... e e e e e e e e e et — b aeeaeeaett bt aaaeeretttr——naaaaaraaes 10
L. TEOTINE AL ...veeiiiieiiiieit ettt ettt et et et e sttt e e et e e s sabe e e saneeeaaee 11
1.1, AtSIKENIS VEKTOTIUS ...utieiiie ittt ettt ettt e s e eaneeeas 11
1.2. Dvimaciai atsitiktinial VEKEOTIAT ......cccueeiiiiiiniiiiiiieiiiceiiceeic e 11
1.2.1. Nepriklausomieji atsitiktiniai dydZiai ........c.coecvvereeriiieiriiieeeiniiee et 13
1.2.2. Tolydieji dvimacial VEKLOTIAL. ...cceeiuueiieeiiiiieeeiiieee et e e ettt et te e et eeeeiieee e e eaeeeeeaeeeeens 13
1.2.3. Pagrindinés atsitiktinio vektoriaus skaitinés charakteristikos ............cccceviieiiniieciinnienen, 14
12301 VEAUIKIS ©eenitieiiiieeie et sttt et bt ettt et e et e e saneeeieeas 14
1.2.3.2. DISPEISTIA .veeeeeuieteeiiiiiee ettt ettt ettt ettt e e sttt e s eabbeeeeeabteeeseabbeeesnabeeeenaas 15
1.2.3.3. KOVATIACTI. ¢ eeeeuitieeiiiiee ettt ettt e ettt e e ettt e e it e e s ettt e e s nabeaeenaas 16
1.2.3.4. Koreliacijos KOBTICIENTAS ..........euiiieiiiieeeiiee ettt e e et e et ee e e eeee e e e eeeee e 16

1.3 FIESE tBOT@IMA. ....eeeiiiiieiiiiieee ettt ettt ettt e e ettt e e ettt e e ettt e sttt e s sttt e e e bbaeeesanbaeeas 17
1.4. Eksponentinio skirstinio KONSIIAVITNAS ........ccoeiviiiiriiiiieeeiieeeeiiiee e e et ee e e eee e et ee e e 18

1.5. Atsitiktiniy dydziy generavimas atvirkstinés funkcijos metodu. empirinis vidurkis ir empiriné

(o F 0S4 - SRS 19
1.6. Daugiamaciy dydZiy eKSTIeTNUMAL ........cccuuieeeeiiieeeeiiie e e eiiee et ee e ee e e eiteee e e eeeeeeneeeeeeneeeens 19
1.6.1. Daugiamaciy ekstremaliyjy reikSmiy schemos apibréZimas............cccceeevveieiiniineeeennieeenn. 19
1.6.2. RIDINES tEOTEIMOS. ...eeouvtieiiiiiiiieeitie ettt et ettt ettt sttt e st eee et eeieeeseneeenaeenane 21
1.6.3. Maksimumuy asimptotinis nepriklausomumas ir asimptotinis priklausomumas.................. 23
1.6.4. KONvergavimo SIEiCI0 [VEITIS ...ccvuueeruierriieeiiieeiiieeiteesitteeiteesite et e s sbaeesibeeesieeesibeeeieeeeas 24
1.7. ProOraming [FANZA . .....cc.ueertieerieeentieeeiteeette e ettt e e ettee ettt e eabteesataeenaeeesabeeesabeeeabbeessbeeessneesabeesnnreeeas 24
2. Tiriamoji dalis ir TEZUILALAL........cceoriutiiiiiiiiie ettt ettt e e e e sarae s 26
2.1. Dvimaciy pareto skirstiniyg KONStravimas..........ceeeeereuririeeeeeiiniiiiiieeeeeeesiiiieieeeeesessineeeeeeesssenns 26
2.1.1. X ir Y — nepriklausomieji dydZiai.........ccccueeeeriiieiiiiiiieiniiiieeeiiiee ettt 27
2.1.2. X ir Y — priklausomieji dydZial ..........eeeeiuiiririiiiiie ettt 28
2.1.3. Atsitiktiniy dydZiy ZENETAVIIMAS .......eeiiruriitiriiieeeeitieeeeitieee ettt e e siteee et eeeseabbeeessbeeeeenan 32
2.2. Dvimacial MaKSIMUMAT «.....eeruriiiiiiiiieiriieeiiee ettt sttt sttt e e bae e sate e e sae e sabeeeaneeeas 32
2.2.1. RiDINIS SKITSHIMYS......eettititieeeiiiiee et ee ettt e ettt ee e ettt e e ettt ee e e satee e e ettt eeeeaaeteeeeneeeeeeanseeeeennes 33
2.2.1.1. X ir Y — nepriklausomieji dydZIai........ccecueeeeiiiireeniieeeeeiiee et et 33
2.2.1.2. X ir Y — priklausomieji dydZiai..........ceeeeiuiiiiiiiiiiieiiiiee e 34
2.2.2. KONVergavimo ZrEICI0 TVEITIS .eevurterreeriiieiiieeitientte et esiteesite et e st e st e e st saineesneeeenee 35
2.2.2.1. X ir Y — nepriklausomieji dydZIai ........ccecuueeeeiiuiirerniiieeeecitee ettt 35

2.2.2.2. X ir Y — priklausomieji dydZiai..........ceeeeiuueiiiiiiiiieiiiee et 37



2.2.3. Konvergavimo greicio iver¢io analize ...........coocveevvieirieeniiieenieeiieeeeieeeieee e s 38

3. Programiné realizacija ir insStrukcija VartotOj Ui .. ..ueeeeeueeeeeeiiieeeeiieee ettt ee et e et e e e eieee e 42
] Q8 | USSP 46
IEVAAOS ..ttt et et eeae e sttt st e e eaae e e 47
S 0] 1053116 a0 OSSR 48
LUIEETALTATA. ... e et ettt ettt et ettt ettt e e ettt e e ettt e e sttt e s bttt e s eaatbeeesabbe e e e saabbeeeabbeeeesanraeeas 49

1 Priedas. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai  vienamatés  skirstinio  funkcijos

Fl(x)zl—xia;xZI,a>Oier(y)zl—yLﬁ;yZI,ﬁ>0 ............................................................... 50
2 Priedas. Atsitiktiniy dydZiy SENETAVIMAS ......cccuueeiiiiuiieeiiiiieen it eeiitee et e sttt e s st e e sibeeeesareeees 52
3 Priedas. Konvergavimo greicio ivercio analize ...........oocueeeieiniiiiiiieinieeeieeeieeeseee st 53
3.1. Priklausomybeé NUO PATAMELIO § ......eeeeeueiieeeiiiieeeiiieee et te e ettt e e e et te e e et eeeeaneeeeeenaeeeeeaneeeaens 53
3.2. Priklausomybe€ nuo parametrt 0 iF S....c.c.eeevveiiiieiiiiieiiie ettt 54
3.3. Priklausomybé NUO PArametrlL G 11§ «..ceueeeeeeiueiieeeiiieee et ie e et e e et te e e ettt e e eenieeeeeeeeeeeeesaeeeeeens 55
3.4. Priklausomybeé NUO PArametIl X AT Y «eeeeeueeeeeeiiiieeeiiieeeeeiitie e ettt ee e st te e e ettt eeeeanteeeeeneeeeeeaneeeeeens 60
4 Priedas. Dvimaciy pareto skirstiniyg KONStravimas ...........cc.ceeeeiuieeeriiiireeiiieeeeciteeeeeiee e e 63
4.1. Komponent€s X ir ¥ — nepriklauSOmOS ........ccceeiuuiiiiiiiieeeiiiie ettt e eetee e et e et ee e 63
4.2. Komponentes X ir ¥ — priklauSOmOS. .....covuteiiiiiiiiiiiiiei ittt e 65
S Priedas. Programos tEKSLAS. ... ...ceeiiuuiiieeiiee ettt ettt ee e ettt e e ettt e e ettt e e et eeeeantee e e eenneeeeeeaneeeeeas 69
6 Priedas. Straipsnis ,,Pareto atsitiktiniy vektoriy maksimumy asimptotiniai tyrimai‘..............c.ccec.... 78

7 Priedas. Straipsnis ,,Dvimaciy Pareto skirstiniy konstravimas ir analizé® .............ccccccovvviiiereernnnnns 84



1 lentelé.

2 lentelé.

3 lentelé.
4 lentelé.
5 lentelé.
6 lentelé.
7 lentele.
8 lentele.
9 lentele.
10 lentelé
11 lentelé
12 lentele
13 lentelé

14 lentelé

LENTELIU SARASAS

Atsitiktinio dydZio t ~ T(0, 1) T€IKSMES .....ooeviiiiiiiiiiii e 52
Atsitiktinio dydZio X reikSmés, kai skirstinio funkcija F(x) =1- x_12 X2 e 52
Parametro y reikSmés, kai o = 3 ir § = 3 (apytikslis konvergavimo greicio ivertis) .............. 53
Parametro y reikSmés, kai oo = 3 ir f =3 (tikslios paklaidos)..........cceecueervveeniieniiieniieeeen, 53
Parametro y reikSmés, kai o = 5 ir f = 4 (apytikslis konvergavimo greicio ivertis) .............. 53
Parametro y reikSmés, kai @ = 5 ir § = 4 (tikslios paklaidos).........cceeveuieririiiiiieiiiee e, 53
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kaix=2,y=2,y=-1,¢=0,l irs =0,1 .............. 54
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kaix=3,y=4,y=-1,¢=0,1irs=0,1 .............. 54
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,1ir s = 0,1 ..ooooooiiiiiiiiiiiie 57
. Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai ¢ = 0,051ir s = 0,05......cccciiiiiiiiiniiieeeen. 57
. Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,004 ir s = 0,004 ........ccoovoiiirniiinernnnenn. 58
. Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai ¢ = 0,001 ir s = 0,001 ......ccccoverrivirnirnnnnennnn. 58
. Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,0003 ir s = 0,0003 .........ccoeviiiirerennnn. 59

. Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,0001 ir s = 0,0001 ........covvveerviernnnennn 59



PAVEIKSLU SARASAS

1.2.1 pav. Vektoriaus su atsitiktinémis koordinatémis X ir Y geometriné interpretacija ...................... 12
1.2.2 pav. Skirstinio funkcijos F'(x,y) geometring interpretacija.........eeeeeevverernieeerniiveeennieeeennneeen 12
2.1.1 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, Kai @ =1 ......ccooeiiiiiiiiiiiiiee e 26
2.1.2 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =3, 5 =3 .ocieeiriiii i 27
2.1.3 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =3, F=3,7 = 0.5 . ooooiiiiii e 29
2.2.1 pav. Konvergavimo greicio ivertis, Kai @@ = =2 ..occccoviiiiiiiiiiieiieeeieeieecteeeee e 35
2.2.2 pav. Konvergavimo greicio jvertis, kai ¢ = =2, g=5=0,01 ooooooiiiriiiiiiiiiiieeees 36
2.2.3 pav. Konvergavimo greicio ivertis, kai @ = F=2,7=0.5 .occceriiiiniiiiiiiee e 37
2.2.4 pav. Konvergavimo greicio jvertis, kai & = 8 =2,7 = 0.5 coioiiiiiiiiie e 38
2.2.5 pav. Apytikslis konvergavimo greiCio TVETTIS ........cccuiireruiieeeiiiieeeeiiieeeeiiteeeeieeeeeeeieeeeesaeeeeens 39
2.2.6 PAV. PaAKIAIAOS ..o ettt e et e e e et e e e et e e e ettt e e e e eneeeaeen 39
2.2.7 pav. Konvergavimo greicio ivercio ir paklaidy priklausomybe€s nuo 71..........ccocceevvveeriieenieennnn 40
2.2.8 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybeé nuo ot ir f......ccooceevereiiiiiiniiiiiieiiee e 40
2.2.9 pav. Konvergavimo greicio ivercio priklausomybeé NUO ¢ ir §.......cecveerveiernieeniiieenieenieenieeenn 41
2.2.10 pav. Konvergavimo grei¢io jvercio priklausomybeé nUO ¢ ........ccveveeeciieieiniiieeeiiieeeenieee e e 41
3.1 pav. Programos Tangas ..........ccooeuieiiiiiiiiiiieeeette ettt ettt e e e e e 42
3.2 pav. Programos Tangai...........ccooiuuiiiiiiieiiiiieeeiitie ettt ettt e e saae e 44
3.3 pav. Klaidos TANGAS. ... ..coiiiiiiie ettt et e et e e sttt e e e et e e et e e e ettt e e eaneeeaeens 44
3.4 pav. Programos VyKdymoO reZUItatas. .........ccuueeiiiiiiiiiiiiiie ittt et 45
1 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =3, B=4, 7 =1 ceooiiiriiiiiiiiiieeeeccee e 50
2 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =3, F =4, 7 = =1 ccceeeriiiiiiie e 50
3 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =5, =3, 7 =1 et 50
4 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =5, F =3, 7 = =1 .ccceeiiiiiiiiee e 51
5 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =3.5, B=5,7 =1 cccoooiiriiiiiiiiee e 51
6 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai @ =3.5, B=5,7 = =1 coceerriiiiiiiii e 51
7 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo ¢, kai s = 0,1......cccoeviiiiiniiiiininieieieee 55
8 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo ¢, kai s = 0,5.......ccccvvivieiiieinniiiieeiiee e, 55
9 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo ¢, kai s =0,9........ccoecoiiiiiiiiiiiniiiieeee 55
10 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo s, kai ¢ = 0,1......cccccoiiiiniiiiiiniiiiiieeee 56
11 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo s, kai ¢ = 0,5......ccccooiiiiniiiiiniiiiiieeee 56

12 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo s, kai ¢ = 0,9........cccooiiiiiiiiiiniiiiiinne, 56



13 pav. Tikslios paklaidos, Kai x =3, ¥ =3 ... 60

14 pav. Apytikslis konvergavimo greitis, kai X =3, ¥ = 3 ..o 60
15 pav. Tikslios paklaidos, Kai X =3, ¥ =4 ..ot 61
16 pav. Apytikslis konvergavimo greitis, Kai X =3, Y =4 ....oooiiiiiie e 61
17 pav. Tikslios paklaidos, Kai x =3, ¥ =5 .o 62
18 pav. Apytikslis konvergavimo greitis, kai x =3, ¥y =4 .ociiiiiiiiii e 62
Fig 1: Errors, when y =2, @ = =2,7 = 0.5 ottt 81

Fig 2. The speed of convergence, when y =2, a=L=2,7=0.5 it 82



10

IVADAS

Sprendziant daugeli technikoje atsirandanciy problemy susiduriama su stebéjimuy maksimalia
reikSme. Daznai reikalingi metodai turimai informacijai apibtidinti bei iSanalizuoti. Tam buvo sukurta
daugiamaciy ekstremaliyjy reik§miy teorija. Ji yra palyginus nauja, bet gana greitai vystoma. Kadangi
nemaza dalis tiriamy reiSkiniy yra apraSomi ne vienu, o keliais matavimais, §i teorija yra labai svarbi.

Sio darbo tikslas — sukonstruoti dvimatj skirstini, kai duoti vienmaciai (marginalieji) skirstiniai,
atlikti maksimumy asimptoting analiz¢ ir iStirti konvergavimo greiti. Dvimatis skirstinys
konstruojamas dviem atvejais: kai vektoriy komponentés yra priklausomos ir nepriklausomos.
Detalesné konvergavimo greic¢io analizé atlikta, kai komponentés yra priklausomos. Tyrimui buvo
pasirinktas Pareto skirstinys.

Pareto skirstinys, pavadintas italy ekonomisto ir sociologo Vilfredo Pareto (1848-1923m.) garbei,
yra laipsninio kitimo tikimybinis skirstinys. Jis buvo pastebétas daugelyje gyvenimo sriciy, taciau
pirma karta V. Paretas ji panaudojo apraSydamas turty pasiskirstyma tarp asmeny. V. Paretas
paaiskino, kad didesné visuomenés turto dalis priklauso maZesnei visuomenés daliai. Si idéja kartais
vadinama Pareto principu arba ,,80-20 taisykle®, kuri sako kad 20 % populiacijos valdo 80 % turto.
Ivairiose gyvenimo srityse ja galima interpretuoti ivairiai. Pvz.: ,Imonés parduodamos produkcijos
asortimente yra 80 % prekiy pavadinimy, kurie duoda 20 % apyvartos, ir 20 %, kurie duoda 80 %
apyvartos* arba ,,IS 20 % klienty ijmoné gauna 80 % pelno, o i$ 80 % klienty — tik 20 % pelno*.

Pastaraisiais metais Pareto tipo skirstiniai (1 < & <2 ) populiariis finansiniuose modeliuose, kai
finansy rinka apibréZia ne Brauno judesio modeliai. Sis skirstinys naudojamas pajamu skirstiniui
modeliuoti. Jis taip pat naudojamas ory sinoptikoje temperatiiros ekstremumams nustatyti.

Pirmoje tiriamosios dalies ir rezultaty dalyje yra konstruojamas dvimatis skirstinys,
skai¢iuojamos jo pagrindinés charakteristikos, tiriama, ar prie visy parametry reikSmiy jos egzistuoja.
Taip pat generuojami atsitiktiniai dydZiai, kuriy skirstiniai yra sukonstruotosios skirstinio funkcijos
marginalieji skirstiniai, ir eksperimentiskai bandoma pagristi gautus rezultatus.

Antroje dalyje atliekama asimptotin¢ analizé. ApibréZiami dvimaciai maksimumai, ieSkomas
ribinis skirstinys. Juos suradus, apibréZiamas apytikslis konvergavimo greicio ivertis, atliekama jo bei
paklaidy kompiuteriné analizé, ieSkoma, kokioms salygoms esant jie yra maziausi.

Sukonstruoto dvimacio skirstinio skaitiniy charakteristiky tyrimas atliekama programiniu paketu
MathCAD. Kompiuteriné konvergavimo greicio jverciy analiz¢ atliekama programinio paketo Matlab
pagalba. Jo aplinkoje buvo sukurta programa vartotojui, kuri nubraizo konvergavimo greicio jverti bei
paklaidas. Vartotojas gali pasirinkti, kokias parametry reikSmes jvesti.

Sia tematika skaityti praneSimai konferencijose, yra publikacijos [7], [8].
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1. TEORINE DALIS

1.1. ATSITIKTINIS VEKTORIUS

Tarkime, kad statistinio eksperimento modelis {€2,% P} yra sudarytas. Jei kiekvienam
elementariajam jvykiui o € Q) priskiriami keletas realiyju skaiciy, sakoma, kad eksperimentas
apibuidinamas atsitiktiniu vektoriumi (daugiamaciu atsitiktiniu dydZiu).

Vektorius (X, X,,...,X,), kurio koordinatés yra vienmaciai atsitiktiniai dydZiai, vadinamas
n-maciu atsitiktiniu dydziu.

n-matis atsitiktinis dydis yra atsitiktinis n-matés erdvés R" taSkas. Visos to tasko koordinatés

X,;(w) (Cia j=1Ln) — vienmaciai atsitiktiniai dydZiai, apibréZti vienoje tikimybingje erdveje
{Q,F, P}

Atsitiktinio vektoriaus koordinaciy X ;(w) (Cia jzl,_n) tikimybiy skirstiniai ne visiSkai
apibudina vektoriy (X,(®),X J(w).....X ,(®w)). Pavyzdziui, vienmatés skirstinio funkcijos
Fi(x;))=P(X, <x;) (Cia jzl,_n) nenurodo rysio tarp koordinaciy. ISsami atsitiktinio vektoriaus

charakteristika yra n-maté jo skirstinio funkcija.

Kadangi {o X (w)<x;} € F tai ju sankirta ﬂ{a): X (®w)<x;}e T Vadinasi, su visais
j=1
(x;3%5..5x, ) € R" galime apibréZti tikimybe
P[ﬂ{a): X (o)< xj}J =P(X, <x,X, <Xy X, <X,) = F(X, X500, X, ) »
j=1

kuri vadinama daugiamate (n-mate) vektoriaus (X,, X,,...,X ) skirstinio funkcija.
1.2. DVIMACIAI ATSITIKTINIAI VEKTORIAI

Dvimatis vektorius Zymimas (X, Y). Jo koordinatées X = X (w) ir ¥ =Y(w) apibréztos vienoje
elementariujy jvykiy erdvéje . Sio dydzio, kaip atsitiktinio tasko, kurio koordinatés plokstumoje xQy
yra (X; Y), arba kaip vektoriaus su atsitiktinémis koordinatémis X ir ¥, geometrinis vaizdas pateiktas

1.2.1 paveiksle, a, b.
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v

v

a) b)

1.2.1 pav. Vektoriaus su atsitiktinémis koordinatémis X ir Y geometriné interpretacija

Dvimat¢ atsitiktinio vektoriaus (X, Y) skirstinio funkcija
F,y ) =P(X <x)n(Y <y)=P(X <x,Y <Yy)
su visais (x; y) € R®. Skaitome: F(x,y) lygi tikimybei, kad X < x ir Y < y. Geometriniu poZitiriu ji

rodo tikimybe taskui (X; Y) patekti i subriik§niuotg sritj (1.2.2 pav.).

»
>

SN

1.2.2 pav. Skirstinio funkcijos F (x,y) geometriné interpretacija

Dvimatei skirstinio funkcijai buidingos Sios savybés ([1]):
1) Su visais (x; y) € R® 0< F(x,y)<1.
2) F(x,y) yratolydi i$ kairés: su visais (x; y) € R’ F(x-0,y-0)=F(x,y).
3) F(x,y) yra nemaz¢janti kiekvieno jos argumento atzvilgiu:
F(x,,y) 2 F(x,,y),kaix, > x,,
F(x,y,)2F(x,y,),kaiy, > y,.
4) Siai funkcijai galioja lygybeés:
F(—o0,y) = F(x,—0) = F(—0,—0) =0, F(+0,+0)=1.
5) Pazymékime komponenciy skirstinio (marginaligsias) funkcijas:

F(x)=P(X <x) ir F,(») =P(Y<Y).
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Tada
F,(x) = F(x,+©) ir F,(y) = F(+0,y).

1.2.1. NEPRIKLAUSOMIEJI ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Tarkime, kad F(x,y), F,(x) ir F,(y) yra atsitiktinio vektoriaus (X, Y) ir jo koordinaciy X bei Y
skirstinio funkcijos.

Atsitiktinius dydzius X ir Y vadiname nepriklausomaisiais, jei su visais (x; y) € R’

P(X <x,,Y<y)=P(X <x)P¥ <y,),
t.y.jei
F(x,y)=F(X0)F(y).

Taigi dydZius X ir Y vadiname nepriklausomaisiais, kai dvimate skirstinio funkcija F(x,y) lygi
koordinaciy vienmaciy skirstinio funkcijy F,(x) ir F,(y) sandaugai. Sis apibréZimas tinka tiek
diskretiesiems, tiek tolydiesiems dydZiams. Taciau dydZiy nepriklausomumo savoka galima apibrezti
remiantis ne skirstinio funkcijomis, o kitomis, jiems biidingesnémis, charakteristikomis.

TolydZiyjy atsitiktiniy dydZiy nepriklausomuma dar apibiidina lygybé

p(x,y) = p(x)p,(y)
su visais (x; y) € R

Jeigu nors su viena skai¢iy pora (X;y) € R’

F(X,y) # F(X)F,()),

tai atsitiktiniai dydziai X ir Y vadinami priklausomaisiais.
1.2.2. TOLYDIEJI DVIMACIAI VEKTORIAI

Vektorius (X, Y), kurio dvimaté skirstinio funkcija F(x,y) yra tolydi, vadinamas tolydZiuoju

atsitiktiniu vektoriumi. Tokio vektoriaus koordinatés X ir Y yra tolydieji dydZziai. Kaip ir vienmaciai
dydziai, tolydieji dvimaciai dydziai gali biiti arba absoliuciai tolydis, arba singuliarieji. Singuliarieji
dydziai praktikoje nenaudojami.

Dvimatj atsitiktini vektoriy (X, Y) vadiname absoliuciai tolydziu (toliau - tolydziuoju), jeigu

egzistuoja tokia funkcija p(x,y), su kuria skirstinio funkcija

F(x,y)= I Ip(u,v)dudv, kai (x;y) € R

—00—00
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Funkcija p(x,y) vadinama dydZio (X, Y) tikimybiy tankio funkcija (trumpai - tankiu). Jai
biidingos Sios savybés ([1]):

1) tankis yra neneigiamoji normuotoji funkcija:

p(x,y) =0 suvisais (x; y) € R’ (iSplaukia i§ apibréZimo),

J ~[p(x, y)dxdy =1 (iSplaukia i§ savybés F(+o,+o) =1).

—00—00

2) jei tankis p(x,y) yra tolydus taske (x; y), tai

0°F(x,y)
oxdy

3) tikimybeé, jog tolydusis dydis (X, Y) igis reikSmes, esancias staciakampyje

plx,y) =

S={(,y): x, Sx<x,, y<y<y,} yra
X2 Vo

P(X,Y)eS) = Hp(x,y)dxdy.

1N

4) atsitiktinio vektoriaus koordinaCiy X ir Y tankiai (marginalieji tankiai) p,(x) ir p,(y)

iSreiskiami dvimaciu tankiu p(x, y):

p(x)= Jp(x, vy, p,(y)= Jp(x, y)dx .

1.2.3. PAGRINDINES ATSITIKTINIO VEKTORIAUS SKAITINES
CHARAKTERISTIKOS

Kiekvienas skirstinys, nusakytas skirstinio funkcija F(x,y), tankiu p(x,y) arba tikimybémis
P(X =x,,Y =y,), visiSkai apibiidina atsitiktinj vektoriy. Taciau sprendZiant daugeli teoriniy bei
praktiniy uZdaviniy, nebiitina Si iSsami informacija. Be to, daugiamaciy dydZziy skirstiniai yra keleto
kintamuyju funkcijos, todél praktiskai juos apskaiCiuoti bei taikyti yra sudétinga, o daZnai ir nebiitina.
Pakanka lakoniskai iSdéstyti esminius skirstiniy ypatumus. Tikimybiy teorijoje tai atliekama remiantis

skaitinémis charakteristikomis.

1.2.3.1. VIDURKIS

Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) vidurkis yra jo koordinaciy vidurkiy vektorius (MX, MY).
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Jei (X, Y) yra tolydusis su dvimaciu tankiu p(x,y) ir koordinaciy tankiais p,(x) ir p,(y) (Cia
x € R,y € R), tai

MX = T Txp(x, y)dxdy = Txpl (x)dx,

—00—00

MY = T Typ(x, y)dxdy = Typz(y)dy .

Vidurkis (MX, MY) yra dvimacio atsitiktinio dydzio padéties plokStumoje charakteristika —
plokstumos taskas, apie kurj telkiasi dydzio (X, Y) reikSmés. Mechaniné vidurkio prasmé — vienetinés
kiino masés, pasiskirs¢iusios plokStumoje, centras.

Vidurkiui biidingos tokios savybeés ([1]):

1) MC = C, kai C — konstanta.

2)Jei X 20, tai MX 20.

3) MX|<M|X|.

HMX+Y)=MX+MY.

5) Jei dydziai X ir Y yra nepriklausomi, tai MXY = MXMY.

6) MCX = C MX.

1.2.3.2. DISPERSIJA

Atsitiktinio vektoriaus (X, Y) dispersija yra koordinaciy dispersiju vektorius (DX, DY). Jis
apibudina koordinaciy sklaida apie vidurkius. Atsitiktinio dydZio dispersija apibréZiama kaip $io
dydZio nuokrypio nuo kvadrato vidurkis.

Jei (X, Y) yra tolydusis su dvimaciu tankiu p(x,y) ir koordinaciy tankiais p,(x) ir p,(y) (Cia

xe R, ye R),ta

DX = T(x—MX)zpl(x)dx,

DY = [(y-MY)’ p,(y)dy.

Dispersijai biidingos tokios savybés ([1]):
1) DX >0.

2) DX =MX*-M?X .

3) DC=0.

4) DCX =C°DX .
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5) Jei atsitiktiniai dydZiai X ir Y yra nepriklausomi, tai D(X + Y¥) = DX + DY.

1.2.3.3. KOVARIACIJA

Dydziy X ir Y nuokrypiy nuo vidurkiy sandaugos vidurkis vadinamas kovariacija ir Zymimas
cov(X,Y)=M(X -MX)(Y -MY).
Kai (X, Y) — tolydusis dydis, tai i$ apibréZimo iSplaukia, kad

cov(X,Y) = H(x—MX)(y—MY)p(x,y)dxdy; GaxeR,yeR

jei integralas konverguoja absoliuciai.
Kovariacijai budingos tokios savybés ([1]):
1) cov(X,Y)=cov(Y,X).
2) cov(X,X)=DX .
3) |c0V(X,Y)| <+/DXDY .
4) Dydzius X ir Y vadiname nekoreliuotais, jei cov(X,Y)=0.
5) Jei X ir Y yra nepriklausomi, tai jie yra ir nekoreliuoti (kai egzistuoja kovariacija). Atvirks¢ias

teiginys neteisingas (bendruoju atveju).

1.2.3.4. KORELIACIJOS KOEFICIENTAS

Kovariacija cov(X,Y) neapibiidina dydziy koreliacinio ry$io stiprumo. Be to, kovariacijos
dimensija (ji lygi dydZiuy X ir Y dimensijy sandaugai) trukdo spresti palyginamuosius uzdavinius. Tad
koreliacinio rySio glaudumui nusakyti vartojama bedimens¢ charakteristika, vadinama koreliacijos
koeficientu.

Atsitiktiniy dydziy X ir Y koreliacijos koeficientu p vadiname kovariacijos ir standarty sandaugos

santyki:

p=p(X.¥)= cov(X,Y)  M(X -MX)(Y -MY) '
0,0y DXDY
Koreliacijos koeficiento savybés ([1]):
1) p(aX +b,cY +d)=p(X,Y),kaia>0irc>0, t. y. kintant atskaitos pradziai ir masteliui,
koreliacijos koeficientas nesikeicia.

2) Jei X ir Y yra nepriklausomieji dydZiai, tai p(X,Y) = 0.
3) |p(X,Y)| <1,
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4) | p(X, Y)| =1 tada ir tik tada, kai X ir Y yra susij¢ tiesine priklausomybe.

I§ pastarosios savybés iSplaukia, kad kiekybiné koreliacinio rySio charakteristika p(X,Y)
apibudina tiesinj rysj. Kai | p(X, Y)| =1, dydziai X ir Y yra tiesiskai priklausomi.

Kai p(X,Y) = 0, tiesinio rySio néra, taciau netiesinis gali egzistuoti.

Tarkime, kad, apskai¢iuodami koreliacijos koeficienta, gavome p = -0,98. Tai reiskia, kad
koreliacinis rySys yra stiprus ir prognozuotinas tiesinis rySys, kuriame X ir Y kitimo kryptys yra

priesingy tendenciju, nes p < 0 — neigiamoji koreliacija.

1.3. FRESE TEOREMA

Zinoma ([6]), kad funkcija F(x) (¢iax = (x;,x,,...,x,)) nemazéja kiekvienam jos argumentui x;
(1< j<n). Be to, jei x; — -co kuriam nors j, tai F(x)— 0. IS kitos pusés, jei x; — +oo, tai funkcija
F(x) artéja prie (n-1)-macio atsitiktinio vektoriaus skirstinio funkcijos, kuria galima gauti iS$
atsitiktinio vektoriaus X, atmetus jo j-taja komponentg. Akivaizdu, kad Sig procediira galima kartoti
baigtinj skaiCiy karty ir gauti marginaligsias vektoriaus X komponenciy X; skirstinio funkcijas F,(x).
I8 tikryju, jei xy — oo (k #1), tai funkcijos F(x) riba bus lygi F;(x). Pagal Siuos samprotavimus, i$
dalies iSplaukia, kad skirstinio funkcija F(x) vienareikSmiSkai apibréZia visus marginaliuosius
skirstinius. AtvirkSCiai vis del to biti negali. Nors prie uZsiduoty marginaliyjy skirstiniy F;(x)
(1< j<n) funkcijos F(x) mes visiSkai laisvai pasirinkti negalime, turime daug galimybiy apibrézti

Sia funkcija.

Teorema 1.1. (FreSe ribos). ([6]) Tegul F(x) - n-maté skirstinio funkcija, F i(x;) (I<j<n) -

marginaliosios funkcijos. Tada su visais x,,x,,...,x, teisingos nelygybés

max(O,ZFj (xj)—n+lj < F(x,%,,....x,) <min(F| (x,),.... F, (x,)).

j=1
Nezitirint { tai, kad dideléms n reikSméms apatiné Siy nelygybiy riba artéja prie trivialiosios,
dvimaciu atveju ji labai pravercia formuojant dvimate skirstinio funkcija su duotais marginaliaisiais
skirstiniais.
Panaudojus didesnio mato skirstinio funkcijas, galima gauti kitokias nelygybes.
Pazymeékime:
Gj(k)(le,sz,...,xjk ) =P(le,Bj2,...,Bjk),

Gia B, ={X" 2x,}, j(k)=(ji jysmrJ; ) - Be to, tarkime, kad
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So)=1,8,(x)= > Gu)(x;.%; sx; ) (k21),

I<ji<jp<.<jiy<n

Teorema 1.2. ([6]) Tegul n > 2. Tada teisingas toks sarysis:

F(x,%p000x,) = D (D" S, (x,%,,...,x,) . (1.1)

k=0

Be to, bet kuriam sveikajam skaiciui s (0 < s < nT—l) teisingos nelygybeés:

25+1 2s
D DS (D) SFE) <Y (DS, (x). (1.2)
k=0 k=0

1.4. EKSPONENTINIO SKIRSTINIO KONSTRAVIMAS

Tegul (X, Y) — dvimatis vektorius, kurio komponentés pasiskirsciusios pagal eksponentini désni.
Komponenciy marginaliosios skirstinio funkcijos yra:
F(x)=1-¢";¢a x20,
F,(y)=1-e¢";¢ia y2>0.
Jeigu X ir Y — nepriklausomieji dydZiai, tai dvimate skirstinio funkcija F(x,y):
F(x,y)=F(x)F,(y)=(-e " )l-e”)=1-e"—e” +e"“"; x>0, y>0.
Tegul dvimacio vektoriaus (X, ¥) komponentés yra priklausomos.
Tarkime, kad
Gx,y)=P(X=2x,Y2>y).
Remiantis (1.1) lygybe, dvimatg skirstinio funkcija galima uZraSyti taip:
Fx,y)=1-e" -7 +G(x,y).
Yra labai platus funkcijos G(x,y) pasirinkimas, todél galime gauti daug ijvairiy skirstinio
funkcijos F(x,y) iSraiSky. Ja konstruojant reikia atsizvelgti i tikimybin¢ funkcijos G(x,y) reikSme,

X

Frese ribas ir ta fakta, kad funkcijos g(x) =G(x,y)—e " ir g(y) =G(x,y)—e " turi nemazéti kintant
atitinkamoms x ir y reikSméms.
Keletas dazniausiai naudojamy dvimaciy eksponentiniy skirstiniy ([6]):
1. MorgenSterno skirstinys:
Gx,y)=e l+all—e")(1—-e)].
2. Gumbelio I tipo skirstinys:
G(x,y) =exp(—x—y+0Oxy).



19

3. Gumbelio II tipo skirstinys:

1/11].

G(x,y) = exp[—(x" +y")
4. Marsalo-Olkino skirstinys:
G(x,y)=exp[-x—y—Amax(x,y)] (1>0).
5. Mardijo skirstinys:
G(x,y)=(e"+e’ =17

1.5. ATSITIKTINIU DYDZIU GENERAVIMAS ATVIRKSTINES FUNKCIJOS
METODU. EMPIRINIS VIDURKIS IR EMPIRINE DISPERSIJA

Tarkime, kad atsitiktinio dydZio X skirstinio funkcija F(x) yra tolydi, atsitiktinis dydis a yra
tolygiai pasiskirstes atkarpoje [0, 1]. Tuomet atsitiktinio dydZio X reikSmes galima apskaiciuoti pagal
algoritma

X=F ' (a).

Sis atsitiktiniy skai¢iy generavimo algoritmas vadinamas atvirkstinés funkcijos metodu.

Tarkime, kad «, yra atsitiktinis skaicius. SprendZiame lygti F(x,) = ¢, . Ja iSsprendg, gauname
tolydziojo atsitiktinio dydzio X reikSmg¢ x, =F B (a;). Atlikg §i algoritma n karty, gauname n
atsitiktinio dydZio X reikSmiy x,, x,,...,x, .

Atsitiktinio dydZio X empiriniu vidurkiu vadinamas skaicius X = %Zn: X, , o empirine dispersija

i-1
1

~ 57 ==Y (x, - X . Sie dydziai yra atsitiktiniai.
niio

1.6. DAUGIAMACIU DYDZIU EKSTREMUMALI

1.6.1. DAUGIAMACIU EKSTREMALIUJU REIKSMIU SCHEMOS
APIBREZIMAS

Tarkime, kad {X n = (X Xy reees Xy ), n 1} - nepriklausomy m-maciy atsitiktiniy dydziy seka.

1,n°
Pazymékime

Z,, =max(X,,, X, X, ),

Wi, = min(Xi,l’Xl-,z,...,Xi,n), i=1lm.
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m-maciy atsitiktiniy dydZiy pirmuyjy # sekos nariy maksimumas ir minimumas apibréZiamas taip:

Z,=(2,,,25,02Z,,),
W, =W, .W,,..W, ).

m-maciai atsitiktiniai dydZiai Z, ir W, vadinami daugiamatémis ekstremaliomis reikSmémis arba,
trumpai, daugiamaciu maksimumu ir minimumu. Toks daugiamaciy ekstremaliyjy reikSmiy
apibréZimas néra vienintelis, taciau jis yra labai placiai taikomas daugiamaciy ekstremaliyjy reikSmiy
teorijoje, kadangi toks maksimumo ar minimumo apibréZimo buidas daznai buna salygotas taikomojo
pobtidZio uZdaviniy specifikos.

Aritmetinés operacijos tarp vektoriy apibréZiamos pagal komponentes:

x4y =X+ Y20 + Yyreon X, + Y, )
xy = (x1y17x2y2"“’xmym)’

x [ x x, X,
3
o nelygybé x < y reiSkia nelygybiy sistema x; < y; (1<i<m). Taip pat daZnai naudojamas nulinis
vektorius 0 = (0,0,...,0) ir vienetinis vektorius 1= (1,1,...,1).
Tarkime, kad {g” (x) = (glqn (X0, 82, (X3)see0s & (xm)),n > 1} - tokiy grieztai monotoniniy ir

tolydziy (kiekvienos komponentés atzvilgiu) vektoriniy funkciju (jos vadinamos normalizavimo

funkcijomis) seka, kad skirstinio funkcijy seka
G,(8,(0)=P(zZ, <g,()
silpnai konverguoja i neiSsigimusia m-mat¢ skirstinio funkcija G. m-maté skirstinio funkcija G
vadinama neiSsigimusia, jeigu visos jos vienmatés marginaliosios skirstinio funkcijos G, (x,) (i = 1,m)
yra neiSsigimusios. Taip apibréZta struktiira Z, su prielaidomis apie m-maciy atsitiktiniy dydziy seka
{X N 1} bei normalizavimo funkcijy seka {g L(X),n = 1} sudaro daugiamaciy maksimumy schema.
Tarkime, kad {t” (x)= (th” (X515, (X))l (xm)), n2 1} - tokiy normalizavimo funkciju seka,
kad skirstinio funkcijy seka
T,(t,(x) = PW, <t,(x))
silpnai konverguoja i neiSsigimusia m-mat¢ skirstinio funkcija T. Struktiira W, su prielaidomis apie m-
maciy atsitiktiniy dydziy seka {X L= 1} bei normalizavimo funkciju seka {tn (x),n> 1} sudaro
daugiamaciy minimumy schema.
Jei m-maciai atsitiktiniai dydziai {X SR 1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirste su
skirstinio funkcija

F(x,%),00x,) =P(X,; <x,X,,; <x,,..., X, ; <x,) Vj=1,
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o normalizavimo funkcijos g,(x) ir #,(x) yra tiesinés, t.y.

g,(x)=(a, +b ,x,....a,,+b, x,),

m,n” m

t,(x)=(c,, +d, X ,....c,., +d, x,),

1,n mun’"m

a,,.c.,€R, b, >0, d, >0, i :I,_m, tai tokia daugiamaciy ekstremaliyju reikSmiy schema

vadinama klasikine daugiamaciy ekstremaliy reikSmiy (maksimumuy arba minimumuy) schema.
Kaip ir vienmaciu atveju, klasikiné daugiamaciy ekstremaliyju reikSmiy schema gali biiti

apibendrinta.
1.6.2. RIBINES TEOREMOS

Tarkime, kad {X i =(X NI CNIRTP. O ), J 21} - nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ m-maciai

atsitiktiniai dydZiai su skirstinio funkcija F(x,,...,x, ) ir egzistuoja tokios centravimo ir normavimo
vektoriy sekos {a,,n >1} ir {b, >0,n > 1}, kad

limP(Z, <a, +b,x)=H(x)

>0

visuose funkcijos H(x) tolydumo tadkuose. Cia H(x) — nei$sigimusi m-maté skirstinio funkcija. Jei

tenkinama aukSciau paminéta salyga, tai sakoma, kad funkcija F(x) priklauso ribinio skirstinio H(x)

traukos sriciai, o pats skirstinys H(x) dar vadinamas daugiamaciy ekstremaliyjy reikSmiy skirstiniu.
Pazymékime

F7'(t) =inf{x, : F,(x,—) <t < F,(x,)},
Fi () =inflx :1- F.(x,-) <t <1-F(x)},

¢ia F,(x,) - skirstinio F(x) vienmaté marginalioji skirstinio funkcija (1<i<m).

Teorema 1.3. ([3]) Tarkime, kad ribinés skirstinio funkcijos H(x) vienmatés marginaliosios skirstinio
funkcijos lygios H,(x;)=H, , (x,),i= 1,m . Skirstinio funkcija F(x) priklauso ribinio skirstinio H(x)
traukos sri¢iai tada ir tik tada, kai

lim 1-F(tx,,0,(1)x,,....0, (1)x,,)

t—>0 1- F1 ([)

=—log H (x)

visiems x, su kuriais H(x) > 0. Cia

0.(t)=Fi (1= F, (1)),-00 <t <o0,i=2,m.



22
Teorema 1.4. ([3]) Tarkime, kad ribinés skirstinio funkcijos H(x) vienmatés marginaliosios skirstinio
funkcijos lygios H,(x;)=H 2a (x,),i= I,_m Skirstinio funkcija F(x) priklauso ribinio skirstinio H(x)

traukos sri¢iai tada ir tik tada, kai

lim 1-F((tx,,0,()x,,....0,, ()X, ) + @) ~ log H(x)

0 1-F (o, —1)
visiems x, su kuriais H(x) > 0. Cia
o.()=w —F: 1-F, (0, -1)i=2.m,

o w=(w,,..n,) -toks m-matés Euklido erdvés taskas, kad F(w)=11ir F(x)<1,jei x< .

Teorema 1.5. ([3]) Tarkime, kad ribinés skirstinio funkcijos H(x) vienmatés marginaliosios skirstinio
funkcijos lygios H,(x;)=H,, (x,),i= I,_m Skirstinio funkcija F(x) priklauso ribinio skirstinio H(x)

traukos sri¢iai tada ir tik tada, kai

1-F(a(t)x+b(1)) 3
lirr - F,0) =—log H (x)

visiems x, su kuriais H(x) > 0. Cia
W, = sup{x1 (F(x)< 1},

a,()=F: (' (1—F, )—F: (1I—F, (1)),

b(t)=Fi (I-F, (t))i=Lm.

Ribiné skirstinio funkcija H(x) yra tolydi. Jos vienmatés marginaliosios skirstinio funkcijos gali
bti tik trijy tipy:
H,  (x)= e x>0, y >0
H,, (x)= e ™ x<0,7>0;
H,(x)= exp{—e"“ }, xeR
Normalizavimo vektorius galima parinkti taip: pirmiausia randame m-matés skirstinio funkcijos
F(x) vienmat¢ marginaliaja skirstinio funkcija Fi(x;) ir randame i-taja normalizavimo vektoriaus
komponentg. Tuo paciu randame ir ribinio skirstinio H(x) vienmat¢ marginaliaja skirstinio funkcija

Hi(x;). Toliau ribini skirstinj galime ieSkoti pagal auks¢iau pateiktas teoremas.
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1.6.3. MAKSIMUMU ASIMPTOTINIS NEPRIKLAUSOMUMAS IR
ASIMPTOTINIS PRIKLAUSOMUMAS

Tarkime, kad {(XL].,XZJ,...,X,M ), j=l,_n} - nepriklausomi vienodai pasiskirstg¢ m-maciai

atsitiktiniai vektoriai su skirstinio funkcija F,

Z = (Zlqn,...,Zm,”): (max X ;s Max qu,.)

1<i<n I<i<n

yra kiekvienos komponentés maksimumuy vektorius ir egzistuoja centravimo ir normavimo konstantos

a,, irb,, >0 (j=1m) tokios, kad

n

m,n xm

Z —a Z —a

1,n 1,n m,n m,n _ n

P(— CHppey <, | F'(a, +b,,x,..a,, +b
Ln

m,n

)n::OH(xl,...,xm) s

¢ia H(x) — m-maté skirstinio funkcija su neiSsigimusiais marginaliaisiais skirstiniais. [stat¢ vietoje x;
+o0 gautume, kad

P(Zfb;af < xjj = FJ(ay, +b,,x) > H(x)). j = Tm; (1.6.3.1)
jon
Cia Fj ir H; yra atitinkamai j-tieji marginalieji F' ir H skirstiniai.
Asimptotinis nepriklausomumas apibréZiamas taip:
H(x,...x,)=H (x)..H, (x,). (1.6.3.2)
Asimptotinis nepriklausomumas yra tada ir tik tada ([5]), kai tenkinama (1.6.3.1) salyga ir
egzistuoja taskas x = (x,,...,x, )€ R" toks, kad 0 < H, (x;))<l,j= Lm ir

b

m,n

Z —a Z —a
1,n 1,n m,n m,n
pl i B T > Ho(x)H (%)
In n—o

Be to, (1.6.3.2) teisinga bet kokiems (x,,...,x, )€ R” tada ir tik tada, kai
H({1,..)=H ®)..Hl)=e™",
jei H,(x)=H,, (x)=expl-x,“ |, a,>0, j=Lm;arba
H(-l..,-)=H (1).H(-)=¢e",
jei H,(x))=H,, (x,)=expl-(-x)“ |, @, >0, j=Lm;arba

H(0,..,0)=H,(0)..H, (0)=e¢ ™",

jei H;(x;)=H,(x;)= exp{—exp{—xj}}, j=Lm.
Asimptotinis priklausomumas yra tada ir tik tada, kai egzistuoja taskas x = (x,,..., x,, ) € R™ toks,

kad 0< H,(x,)=..=H, (x,) <1 ir
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Z —a Z —a
1,n 1,n m,n m,n
P[— < Xpyoory— =< x,, | > H,(x)).

n—0

1.6.4. KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS

Tarkime, kad {(X TP ST, iy ), jzl,_n} - nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ m-maciai

atsitiktiniai vektoriai su skirstinio funkcija
F(x, s, )= P(X,, <X X, <X, Vi 21.
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo vektoriy sekos {a,, n > 1} ir {b, >0, n

>1}, kad

limP(z” — < xJ = H(x),

n—»o bn

¢ia H(x) — neiSsigimusi m-maté skirstinio funkcija.
Pazymékime
u,(x)= n(l - F(an + b”x)),
o tiems x, su kuriais H(x) > 0, pazymékime

v, (x)=u,(x)+log H(x).
u,(x) 1

Teorema 1.6. ([3]) Visiems x, su kuriais <5 ir H(x)>0, teisingas konvergavimo greicio

n
jvertis

IP(Z, <a, +b,x)~HX)|<A, = H®)(R,, (x) + R, (x) + R, (DR, , (x));

1,n

2u’ (x) . 2uy(x) 1

2

¢ia R, (x) =
’ n n 1-¢g

]

2
vi(x) 1
R,,(x)=,x)|+—— —,

2 () = v, (0] 4 == —

0 0<g,s <1 parenkami taip, kad

2
2u?(x) <y v, ()| <
3n

1.7. PROGRAMINE JRANGA

Siame darbe atliekant tyrima skai¢iuojami integralai, sprendZiamos lygtys, atliekami prastinimai,

braiZomos vienmatés funkcijos, todél tyrimui atlikti buvo pasirinktas programinis paketas MathCAD.
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Jo pagalba galima ne tik gauti galutinius rezultatus, bet ir iSskirti tarpinius. Paketas buvo pasirinktas
dar ir todél, kad MathCAD programy tekstas maZai skiriasi nuo iprasto teksto matematikos knygoje ir
suprantamesnis daugeliui vartotoju.

Konvergavimo greicio jverCiams tirti buvo pasirinktas programinis paketas Matlab, kadangi jis

yra orientuotas i funkcijy braiZzyma. Jo aplinkoje buvo sukurta programa vartotojui.



2. TIRIAMOJI DALIS IR REZULTATAI

2.1. DVIMACIU PARETO SKIRSTINIU KONSTRAVIMAS
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Tarkime, kad (X, Y) — dvimatis atsitiktinis vektorius, kurio komponentés yra pasiskirsciusios

pagal Pareto désni.

Vektoriaus koordinac¢iy marginaliosios skirstinio funkcijos yra Zinomos:

Fl(x)zl—ia;éiale,a>0;
X

Fz(y)zl—iﬁ;éiayzl,ﬁ>0.
y

2.1.1 paveiksle, b, pateiktas skirstinio funkcijos atvejis, kai parametras o =1.
Tankiy funkcijos:

a .
p,(x) = — ;Clax>1l,a>0;

X

Pz(y)Z%;éiay21,ﬂ>0.

2.1.1 paveiksle, a, pateiktas vienmacio tankio atvejis, kai parametras o =1.

1 1
04 06
Fix) pl¥)
04 04
02 02
“‘NMMMWW

D HHHHHHHH e i

00123456?8910 o1t 2 3 4 35 6 7T % 9 1
x x
a) b)

2.1.1 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai o =1

Reikia sukonstruoti tokio vektoriaus (X, Y) skirstinio funkcija F(x,y).

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

2.1.4)
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2.1.1. X IR Y - NEPRIKLAUSOMIEJI DYDZIAI

Tarkime, kad vektoriaus (X, Y) komponentés yra nepriklausomos. Tada skirstinio funkcija galima
apibréZzti vienareikSmiSkai. Pagal apibréZima:
F(x,y) = F(X)F ().
I Sig formule jstatg (2.1.1) ir (2.1.2) iSraiskas, gauname:
F(x,y):(l—%j{l—%jzl—%—%+%, (2.1.1.1)
X y X y Xy
¢ia x, y > 1, a, B > 0. Skirstinio funkcija, kai « =3, f =3 pateikta 2.1.2 paveiksle, a.

Vektoriaus (X, Y) tankis:

i«ﬁ%,%yZLwB>0 (2.1.1.2)

p(x,y)=
X

2.1.2 paveiksle, b, pateikta tankio funkcija, kai ¢ =3, f =3.

10-.- i .
0e "“‘-‘{{\\"\“:\ T T S N S
R L e S S
= 06 ZESSI i b :
= = 4 ' !
T 04 L
2 i
0z
0.l
10
10

a) b)
2.1.2 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai « =3, f =3

Nustatysime, kokios turi biiti parametry « ir § reikSmés, kad egzistuoty pagrindinés vektoriaus

(X, Y) charakteristikos. Koordinaciy vidurkiai skai¢iuojami pagal formules:

MX = Txpl (x)dx (2.1.1.3)
MY:ngw@. (2.1.1.4)

[ (2.1.1.3) istate (2.1.3), 01 (2.1.1.4) jstatg (2.1.4) ir atlike¢ veiksmus, gauname:



28

MX =—% Gaa>l, 2.1.1.5)
o—1
MY = ﬁﬂ o dia o1, (2.1.1.6)

Taigi vektoriaus (X, Y) vidurkis yra ( a l;%j ykaia>1lir f>1.
a — —

Vektoriaus koordinaciy dispersijas skai¢iuojame pagal formules:

DX =MX’>-M°X , (2.1.1.7)

DY =MY*-M?Y . (2.1.1.8)
Tam randame momentus:

MX’ = [ p, (x)dx, (2.1.1.9)

MY? = j y2p,(y)dy. (2.1.1.10)

—00

[(2.1.1.9) istate (2.1.3), 1 (2.1.1.10) istatg (2.1.4) ir atlikg veiksmus, gauname:

szziz,o»z;
a_

2P
MY —IB_Z,,B>2.

Gautas iSraiskas jstatg atitinkamai i (2.1.1.7) ir (2.1.1.8) formules, gauname X ir Y dispersijas:

o

X=—"""—F,a>2;
(a=2)(a-1)
e B s
(B=2D(B-D
Taigi vektoriaus (X, Y) dispersija yra ((a—Z)O(la—l)z ;(,8—2)6),8—1)2]’ kai ¢ >2 ir f>2.

Kadangi dydZiai X ir Y yra nepriklausomi, tai jy kovariacija cov(X,Y) =0 ir jie yra nekoreliuoti,

kai ¢ >2 ir f>2.

2.1.2. X IR Y - PRIKLAUSOMIEJI DYDZIAI

Tarkime, kad vektoriaus (X, Y) komponentés yra priklausomos. Tada, remdamiesi (1.1) formule,

dvimatg skirstinio funkcija konstruokime tokiu biidu:
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F(x,y)zl—ia—iﬂ+G(x,y),x,yZl,a,B>0. (2.1.2.1)
X y

Reikia parinkti tokia funkcija G(x,y), kad biity nepaZeistos skirstinio funkcijos savybés.
Remiantis dvimacio eksponentinio skirstinio konstravimo pavyzdZiu, MongerSterno funkcija

modifikuojame ir pritaikome Pareto skirstiniui. Taigi funkcija G(x, y) apibréZiame taip:

G(x,y)= al . (14_7/(1_%)(1_%}} x,y>1,0,p>0.
x“y X y

Istate G(x,y) iSraiSka i (2.1.2.1), gauname dvimacio vektoriaus (X, Y) skirstinio funkcija:

F(x,y):1—%—%+%(1+y(1—iaj(l—iﬂjj,x,y21,a,[3>o. (2.1.2.2)
x oy X%y x y

Skirstinio funkcijos, kai & =3, f =3,y =0.5, grafikas pateiktas 2.1.3 paveiksle, a.
Akivaizdu, kad

F(x,+°0)=l—%=Fl(x), x=>1,a>0;
X
1
F(+°O,)’)=1—7:F2(y), y=1,B>0.
Tankio funkcija:

1+ p(1— 20 f1—2y
p(x.y) =ap + - Z(H Y ),x,yzl,a,13>o. 2.1.2.3)
x“y

Tankio funkcijos, kai ¢ =3, f =3,y =0.5, grafikas pateiktas 2.1.3 paveiksle, b.

Fley)

2.1.3 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai ¢ =3, =3,y =0.5
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Nustatysime, kokios turi biiti parametry « ir § reikSmés, kad egzistuoty pagrindinés vektoriaus
(X, Y), kurio skirstinio funkcija apraSyta (2.1.2.2) iSraiska, charakteristikos. Koordina¢iuy vidurkiai
skaic¢iuojami taip pat, kaip ir nepriklausomy koordinaciy atveju.

[ (2.1.1.5) istate (2.1.3), 1 (2.1.1.6) istate (2.1.4) ir atlikg veiksmus, gauname:

MY =—% o1, (2.1.2.4)
a_

Mr=5_ £>1. (2.1.2.5)
A1

Taigi vektoriaus (X, Y) vidurkis yra ( a 1;%) ykaia>1ir f>1.
a — —

Dispersijai apskaiCiuoti randame momentus:

Mx2=—%_ 452 (2.1.2.6)
a-2
MY?® = P B>2. (2.1.2.7)
p-2
Tuomet gautas iSraiSkas istatg atitinkamai { (2.1.1.7) ir (2.1.1.8) formules, gauname X ir Y
dispersijas:
X = a>2; (2.1.2.8)
(a-2)(a-1)
v=— P g2 (2.1.2.9)
B-2(B-1
Taigi vektoriaus (X, Y) dispersija yra ( a ; p ] kaia>2ir f>2
’ (@2~ (B-2(B-D*) '

Kovariacija skai¢iuojame pagal formulg:
cov(X,Y)=MXY —-MXMY . (2.1.2.10)
Misryji momenta MXY skai¢iuojame pagal formulg:

MXY = j j xyp(x, y)dxdy . (2.1.2.11)

[(2.1.2.11) istate (2.1.2.3), gauname:

daf -2 +y+1-2a
(@=D(B-D2a-D2p-1’
Gauta isSraiSka ir koordinaciy vidurkius istate | (2.1.2.10) formulg, randame dydziy X ir Y

a>2ir f>2.

MXY = of

kovariacija:

_ Y
COV(X’Y)_aﬁ(a—l)(ﬂ—l)(2a—l)(2,6’—1)’ a>2, [>2.
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Koreliacijos koeficiento ieSkome pagal formulg:
cov(X,Y)

vDXDY

I pastaraja formule istatg gautas (2.1.2.8), (2.1.2.9) ir kovariacijos iSraiSkas, gauname:

p(X.Y)=

p(X.,Y) = af /4 . a>2, f>2.
2
Qa-1)(2p - 1)[“ﬂJ
(a=2)(B-2)
Galimas koeficiento y reikSmes nustatome iS koreliacijos koeficiento 3 savybés:
(X, V)| <1;
aff 4 <1,
2
(2a-1)2p- 1)(”)
(a=2)(B-2)

Atlike elementariuosius pertvarkius, gauname:

_[ ap J2(2a—1)(2ﬂ—1)<}/<( ap J2(2a—1)(2ﬂ—l)
(@-2(-2) ap " \(@-2B-2) af

Jei imtume y = 0, gautume vektoriaus skirstinio funkcija, kai jo koordinatés X ir Y yra
nepriklausomos.

Akivaizdu, kad

( ap y(za—l)(zﬂ—l)m(aﬂﬂ)
(@a=2)(B-2) ap ’ ’

Vadinasi, nuo koeficiento y parinkimo priklauso, kokia koreliacija (teigiama ar neigiama) bus

tarp dydziy X ir Y. Taigi,

p(X,Y) <0, kai— o E(2‘)‘_1)(2ﬂ_1)37<0nr
’ ’ (@-2)(B-2) af

P(X,Y)>0,kaiO<7/s( ap ]2(2a—l)(2ﬂ—l>‘
(@—2)(B-2) off

Tokiu biuidu i§ duoty vienmaciuy Pareto skirstiniy sukonstravome dvimat] skirstini, Kurio
komponenciy (marginalieji) skirstiniai ir yra Pareto skirstiniai. Be to, komponentés yra koreliuotos (ir
priklausomos), jeigu y # 0.

Daugiau skirstinio ir tankio funkcijy grafiky pateikta / priede.



32

2.1.3. ATSITIKTINIU DYDZIU GENERAVIMAS

Tarkime, kad atsitiktinis dydis X pasiskirstes pagal Pareto désni, o jo skirstinio funkcija ir tankis

apraSyti (2.1.1) ir (2.1.3) formulémis. Atvirkstinés funkcijos metodu sugeneruosime 100 Sio dydZio

reikSmiy, kai o =2.

Tarkime, kad ¢ ~ T(0, 1). Programinio paketo MathCAD funkcijos runif(n, a, b) (¢ia n —

generuojamy reikSmiy skaicius, a ir b — intervalo galai) pagalba sugeneruojame 100 atsitiktinio dydZio

reikSmiy (2 priedas).
Sprendziame lygti:
F(x)=t,
1
l-—=1t,
x2
1
X=,—
-t

Apskaiciuojame dydzio X empirinj vidurkj ir dispersija:

- 1 n 1 100
nzl ’ 100; l

1 n - 1 100
SP="D (X, -X)'=—) (X.-2]116)* ~ 4,532.
n( ) 10();(1 )
Teorinis vidurkis:
Mx =% -2 _5,
a-1 2-1

Teorin¢ dispersija yra neapréZta, t. y. DX = .

Taigi i§ gauty rezultaty matyti, kad empirinis vidurkis nuo teorinio skiriasi neZymiai. Taciau

gauta empiriné dispersija yra baigtiné, kai tuo tarpu teoriné neegzistuoja. Taip galéjo gautis dél to, kad

X yra atsitiktinis dydis ir jo reikSmés buvo gautos atsitiktinai. Be to, kiekviena karta jas generuojant,

bus gaunamos vis kitos reik§més, todel ir empirinis vidurkis, ir empiriné dispersija gali skirtis nuo

pries tai gauty.

2.2. DVIMA CIAI MAKSIMUMAI

Tarkime, kad (X 1,Yl), (X 2,Y2),..., (X Yn),... — nepriklausomi dvimaciai atsitiktiniai vektoriai.

2

Apibréziame dvimati maksimuma:



Zn:(Z ZZn);

1Ln*

ia Z :max(Xl,Xz,...,X"),

z,, =max(1,,Y,

1odosees L, ).

2.2.1. RIBINIS SKIRSTINYS

2.2.1.1. X IR Y - NEPRIKLAUSOMIEJI DYDZIAI
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Teorema 2.1. Tarkime, kad sekoje (2) vektoriy komponentés yra nepriklausomos, o vektoriai yra

pasiskirstg pagal Pareto désni su skirstinio funkcija (2.1.1.1). Tada

n\'?

n—0

n
» Pirmiausia randame normalizavimo konstanty vektorius a,

marginaliyjy skirstiniy ribinius skirstinius.

Skai¢iuojame tikimybg

P(M<XJ:P(21" <xb1n +aln):Fn(Xbln +al’1):[l_
b, o - .

1

Akivaizdu, kad a,, =0 ir b, =n“. Tada

1Ln

Z —-a
}II_I};P( / xj =e" =H ,(x),x>
n a

x| =

AnalogiSkai gauname, kad a,, =0 ir b,, =n” . Tada

o

lEEP[z/ J_ VU =H (), >0.

Skai¢iuojame tikimybg

zZ,, Z 1
[ %Z / < y} P(Zln <n4‘x Z,, <n%”

-« B e B nln[l .
F"(n%’x,n/ﬁy)Z(l—x—y+x 4 j =e "

n n n

Gauname riba:

@ yh

n

X

y

~a - J

nz

Zl n ZZ n ( *H+V*ﬁ)
limP| —— <x, <yl=e™ 1 x>0,y>0,aa>0,>0.

:(al,n’aZ,n) ir b,

bl,n + al,n

= (b,,.b,,) bei

il

yj =F" (n%‘x,n%”y)
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Z nln[lfﬂfﬁJLfﬂ] {x‘“w—/ﬁ,f“vfﬂ]
1 2, . n n 2 . i n (@i P
limP| —~ ~<y|=lime ! " ) =lime ),
n—ow /a / n—o0 n—0

o)y 0,a, 850, 2.2.1.1)
<

Vadinasi, ribinis skirstinys yra H(x,y) = e’(

Kadangi,
Hixyy=e ) e e™" = H (0H, ,(y)
ir
Hl)=H,,H ;) =e"

tai, kai vektoriy komponentés yra nepriklausomos, ju maksimumai yra asimptotiskai nepriklausomi.
2.2.1.2. X IR Y - PRIKLAUSOMIEJI DYDZIAI

Teorema 2.2. Tarkime, kad sekoje (2) vektoriu komponentés yra priklausomos, o vektoriai yra

pasiskirste pagal Pareto désni su skirstinio funkcija (2.1.2.2). Tada

. Zl,n ZZ n (x’a+)'7ﬂ).
limP| —><x, <y 3%, y>0,a,0>0.
n'¢ n/ﬂ

» Kadangi (2.1.1.1) skirstinio funkcijos marginalieji skristiniai yra tokie patys kaip ir (2.1.2.2), tai
normavimo ir centravimo vektoriai yra:

a, =(0,0),

1
b, = (n%‘ ,nﬁ j
Skai¢iuojame tikimybe

Z Z 1 1 ] 1
P( < x,% < y} = P(Zl,n < n/”x,Zzyn < n%}yj =F" (néx,n%’?y)
B
n

o
—a /4 —a —B
D WY "nﬁﬁﬁﬁL@ nﬂﬂ
Fn(l’l%lx,n}’/gy):(l X Y +X ‘Z (14_;/(1_)6 J[ _ij} —=e n [ j[ j
n n n n n

Gauname riba:

i P[ n Z2 . J . nln[l—%—%_,_{';{ﬁ{Hy[l_x;j ][1—%]}] _({a_”?ﬂ)
1m <Yy me = : ’ .

v 7

n—0 n—>o0

Vadinasi, ribinis skirstinys yra H(x,y) = e'('{a”ﬁﬂ); x,y>0,a,>0.
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Sioje teoremoje gautas ribinis skirstinys yra lygus ribiniam skirstiniui (2.2.1.1). Tai reiskia, kad
nors vektoriy, kurie sudaro seka (2), komponentés yra priklausomos, taciau maksimumai yra

asimptotiskai nepriklausomi.

2.2.2. KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS

2.2.2.1. X IR Y - NEPRIKLAUSOMIEJI DYDZIAI

Nagrinékime seka (2). Tarkime, kad vektoriy komponentés yra nepriklausomos ir pasiskirstg
pagal Pareto désni su marginaliosiomis skirstinio funkcijomis (2.1.1) ir (2.1.2), dvimaté skirstinio
funkcija yra (2.1.1.1), o ribinis skirstinys - (2.2.1.1).

Skai¢iuojame absoliuting paklaida:
]
A(f) (x, y) =|F" (n%’x,nﬁy) —H(x,y). (2.2.2.1)
Paklaidy grafiniai vaizdai dvimatéje (a) ir trimatéje (b) erdvése, kai y =3, « = f =2, pateikti

1
paveiksle 2.2.1. Dalyje (a) punktyriné linija vaizduoja vienmatg paklaida A'” (y) =|F" (n”’ ) —H(®)|,

kai y = 3. Tai reiskia, kad

AP (x,y) =

F"(n%’x,nyﬂy)—H(x, y)‘#)

xX—>

]
Fr0 - H) =40 0).
Tai taip pat galima jrodyti remiantis skirstinio funkcijos savybémis:

A (o0, )=

F"(n%’ -oo,n%jy) —H(oo,y)‘ = ‘F" (n%jy) —H(y)‘ = A(,?)()’)'

Vadinasi,

AY (3 y)— A7 ().

X—>

x10° Konvergavimo greicio ivertis

(a) erdvéje R’ (b) erdvéje R’

2.2.1 pav. Konvergavimo greicio jvertis, kai a = f =2
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Remiantis skyrelyje 1.6.4 apraSyta metodika, rasime apytiksli konvergavimo greiCio iverti.

Pazymékime:

v (e y)=u, (x, )= =y

Tada visiems (x,y) su kuriais 4, (%) < 5 ir H(x,y) >0, teisingas konvergavimo greicio jvertis
n

(3D):
Zln ZZn
Pl 2 < 22 <y | H(x,y)| <A, (5 y) = Ho YR, (6, 3) + Ry, (5, 9) + R, (5, 1R, (%, 7));
ne nﬁ
(2.2.2.2)
2u’ , 2u’ ,
Ga Ry, (x,y) = 2 02) 2 0)) 1
’ n n 1-¢g
vi(x,y)

1
R,, (%) = v, (x, y)|+ T

0 0<g,s <1 parenkami taip, kad

2
2”,13()(:,)7) Sq, vn(;’y)| <s.
n

Paveiksle 2.2.2 pateikti grafiniai apytikslio konvergavimo grei¢io vaizdai dvimatéje (a) ir

trimatéje (b) erdvése, kai y=3, a=f=2, ¢g=s5s=0,01.
Konvergavimo greicio ivertis

S Konvergavimo greicio ivertis
T T T
x10°

deltan

deltan

(b) erdvéje R’

(a) erdvéje R’
2.2.2 pav. Konvergavimo greicio jvertis, kai a = f =2, ¢ =5 =0,01



37

2.2.2.2. X IR Y - PRIKLAUSOMIEJI DYDZIAI

Tarkime, kad sekos (2) vektoriy (X;, Y; ), izl,_n, komponentés yra priklausomos, o dvimaté

skirstinio funkcija yra (2.1.2.2).
Absoliutiniy paklaidy grafiniai vaizdai dvimatéje (a) ir trimatéje (b) erdvése, kai y =3,
a=p=2,y=0.5, pateikti paveiksle 2.2.3. Dalyje (a) punktyriné linija vaizduoja vienmat¢ paklaida
AV (y)=|F" (r/ﬁ y)—H(y)|, kaiy=3. (2.2.2.3)
Analogiskai, kaip ir priklausomyjy komponenciy atveju, gauname, kad
AL (x,y) 587 ().

Be to, minimizavus A(f)(x, y), kai y=3, a= =2,y =0.5, gauname, kad minimali jos reikSme

pasiekiama taske (2.59; 2), t. y. kai komponenciy reikSmés yra labai artimos.

Konvergavimo greicio ivertis

Konvergavimo greicio ivertis

delta n

delta n

(a) erdvéje R (b) erdvéje R’

2.2.3 pav. Konvergavimo greicio jvertis, kai « = =2,y =0.5

Pazymeékime:

vn(x’y):un('x’y)_x_a _y

X, 1. . . Y
M <— ir H(x,y) >0, teisingas konvergavimo greicio jvertis

. . ..U
Tada visiems (x,y) su kuriais —*
n

([3D:



38

Zﬂ Zﬂ
P _i/’<x’%/’<y _H(X’y) SAn('x’y)zI_I('x’y)(lel,n(x’y)+RZ,n('X’y)+Iel,n(‘x’.Y)RZ,n(x’y));
ne n’?
(2.2.2.3)
2u’ 2u’
¢ia R, (x,y) = u"(x’y)+ u"(f’y)- ! ;
’ n n 1-¢g
vix,y) 1
R2,n(x’y)=|vn(x’y)|+n—y‘_’
2 1-s

0 0<g,s <1 parenkami taip, kad

2
2un3(x,y) g, v, (;C,y)| <
n

Grafiniai konvergavimo greicio iver¢io vaizdai priklausomyju komponenciy atveju, kai y =3,

a=p=2,y=0.5, pateikti paveiksle 2.2.4.

Konvergavimo greicio ivertis

3 Konvergavimo greicio ivertis :
T T T T T T B

delta n

deltan

(a) erdvéje R’ (b) erdvéje R’

2.2.4 pav. Konvergavimo greicio jvertis, kai a = f =2,y =0.5
2.2.3. KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIO ANALIZE

Nagrin¢kime paklaidas (2.2.2.1) bei konvergavimo grei¢io jverti (2.2.2.2), kai vektoriy

komponentés yra nepriklausomos, ir paklaidas (2.2.2.3) bei konvergavimo greicio jverti (2.2.2.4), kai
komponentés yra priklausomos.

Kai vektoriaus komponentés yra priklausomos, gauname Siek tiek didesni apytikslio
konvergavimo greicio jverti, nei kai komponentés yra nepriklausomos (2.2.5 pav.). Abiem atvejais

iver¢io reikSmés yra beveik lygios. Tuo tarpu skaiciuojant paklaidas, jas gauname maZzesnes, kai
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vektoriaus komponentés yra priklausomos (2.2.6 pav.). Kadangi did¢jant x reikSméms, dvimaciai
iverCiai artéja | vienmacius, tai esant dideléms reikSméms, paklaidos priklausomy ir nepriklausomy

komponenciy atveju skiriasi nezZymiai.

x 10 Konvergavimo greicio ivertis

0.5

deltan

0.4

0.3

Mepriklauzomos kompenentes
02r

01r Priklausomos komponentés B

2.2.5 pav. Apytikslis konvergavimo greicio jvertis

x 10 Konvergavimo greicio ivertis
1.8 T T T T T T T T

delta n

08 1

06F 1

04} .

riklausomos komponentés

02r
Meprikiausomos komponentés

(=]

2.2.6 pav. Paklaidos

Paveiksle 2.2.7 pavaizduoti paklaidy ir apytikslio konvergavimo grei¢iy priklausomybés nuo #,
kai vektoriy komponentés yra priklausomos (¢ia n = 1000, a =2, f =2, x =3,y =3 ir y = 0,5). Kaip

matyti, paklaidos yra Zymiai mazesnés nei jvertis. Be to, didéjant n reikSmei, paklaidos mazéja.
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008

0.0B

Q05

deltan

oosf

003f

0.0z

0.0

Konvergaama grestio meis

Fakialdos

T

=

_ Apytiaks posrls

I][I 100 200

00

00 B00 T

n

400

a0 800 500 1000

2.2.7 pav. Konvergavimo greicio jvercio ir paklaidy priklausomybés nuo n

Paveiksle 2.2.8 pavaizduota apytikslio konvergavimo grei¢io jverc¢io priklausomybé nuo

parametry o ir § (¢ian = 1000, ¢ = 0,1, s = 0,1, x =3, y = 3 ir y = 0,5). Didéjant parametry reikSméms,

paklaidos mazéja. Be to, paklaidos, esant mazoms parametry o ir £ reikSméms, yra Zymiai mazesnés

nei jvertis, taciau kai parametry reikSmés yra didelés, tas skirtumas tarp paklaidy ir apytikslio jvercio

yra neZymus.

deltam

L)

Foreerganime graicio ivertis
T

I Pakizlios

ApyllEaEs fedis
-

delta n

(a) erdvéje R’

Konvergavimo greicio ivertis

beta 0 o0

alfa

(b) erdvéje R’

2.2.8 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo « ir f

Tam, kad egzistuoty apytikslis konvergavimo greicio jvertis, jo iSraiSkoje esantys parametrai q ir

s turi biiti 18 intervalo (0; 1) bei turi biiti tenkinamos tam tikros salygos (skyrelis 1.6.4). Galimoms §iy

parametry reikSméms nustatyti, buvo skaiciuojami apytiksliai jverciai ir braizomi grafikai dvimatéje ir

trimatéje erdvése. Nustatyta, kad esant mazoms kintamyju x ir y reikSméms, parametry ¢ ir s reikSmés
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turi biiti palyginus didelés. Tokia pati situacija ir kai n reikSmés yra maZos. Paveiksle 2.2.9

pavaizduotas atvejis, kai n = 1000, a =2, f =2, x =3, y =3 ir y = 0,5. Kadangi did¢jant parametry ¢ ir

s reikSméms konvergavimo greicio jvertis didéjo, tolimesniems skaiciavimams buvo pasirinkti atvejai,

kaig=0,1irs=0,1.

deltan

Si

Konvergavimo greicio ivertis

x10° Konvergavimo greicio ivertis
9.43 . . . . ‘
L 944 T
9.425} N
9431
9.421 ‘7 =
‘ 942 .-
9.415 i = o
‘ Zogar .Y
9.41f “’ [
| L4
9447
9.405}
9.39
9.4 B 1
9.395}
I
9.39 : : : . . . .
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

2.2.9 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo q ir s

Paveiksle 2.2.10 pavaizduota apytikslio konvergavimo greic¢io priklausomybé nuo parametro y.

priklausomybé yra tiesiné su minimumu tam tikrame taske. Nustatyta, kad maZiausios

konvergavimo greicio jvercio reik§més gaunamos, kai y = -1, o paklaidos maziausios yra tada, kai

y = 1. Be to, maZziausias paklaidos gaunamos tada, kai x = y.

¥ mff Konvergavimo greicio ivertis
T T T T

deltan

gama

2.2.10 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo y



42

3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Programa vartotojui sukurta MATLAB terpéje. Ji paleidZziama tiesiogiai per MATLAB, komandy
lauke uzrasSius pavadinima Programa. PrieS tai lauke Current directory reikia nurodyti kataloga,
kuriame yra saugomi programos failai. Programos tekstas saugomas faile Programa.m, o langas —
Programa.fig.

Programos langas, kuris bus matomas komandy lauke jvedus pavadinima Progama, pateiktas

paveiksle 3.1.

) programa EJ EJ El

Pasirinkite grafiko tipa:

Priklausomyhe nuo x j

Pradeéti

3.1 pav. Programos langas

Pirmiausia reikia pasirinkti, kokio tipo priklausomybg braizyti, ir paspausti mygtuka Pradeéti.
Galimi keturi pasirinkimai:

1. Priklausomybé nuo x. Siuo atveju reikés jvesti y, y ir n reik§mes. Pagal nutyléjima, x = 3, a = 3
ir # = 3. Programos langas pateiktas paveiksle 3.2, a.

2. Priklausomybé nuo n. Siuo atveju reikia jvesti y, x ir y reik§mes. Pagal nutyléjima, a =3, =3
ir n = 1000. Programos langas pateiktas paveiksle 3.2, b.

3. Priklausomybé nuo a, f. Siuo atveju reikia jvesti y, x, y ir f reikimes. Pagal nutyléjima, a = 3 ir
n = 1000. Programos langas pateiktas paveiksle 3.2, c.

4. Priklausomybé nuo y. Siuo atveju reikia jvesti x ir y reikimes. Pagal nutyléjima, a =3, =3 ir

n = 1000. Programos langas pateiktas paveiksle 3.2, d.



Dvimatis vaizdas

Trimatis vaizdas

1 1r
28 ey Parametrai:
08 08
07 071
0.6 06
0.5 05F
y=
04 04r
03 03 "=
02 02-
01 01
0 L 1 I 1 , 0 1 1 L L ,
0 02 04 0.6 08 1 0 02 04 06 08 1

Konvergavimo greicio jvercio tipas:

Paklaidos

J programa

a)

Konvergavimo greicio jvercio tipas:

Paklaidos

03 04

05

07 0.8 09

Braizyti

Grizti

Parametrai:

gama =

09

08

07

06

05

04

0.3

02

0.1

Dvimatis vaizdas

b)

Trimatis vaizdas

Parametrai:

04

greicio jvercio tipas:

Paklaidos

c)

43
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) programa

Parametrai:

0 I I I I I I I 1 1 |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Konvergavimo greicio jveréio tipas: -
izyti rizti
Paklaidos -] Braizyl i g

d)

3.2 pav. Programos langai

Pasirinkus bet kurj i§ aukS$c¢iau apraSyty atvejuy, galima braiZyti tiek paklaidas, tiek apytiksli
konvergavimo grei¢io iverti. Pirmuoju ir treCiuoju atvejais braizomi grafikai dvimatéje ir trimatéje
erdvése. Antruoju ir ketvirtuoju — tik dvimatéje. BraiZant apytiksli konvergavimo greiti,
rekomenduojama nesirinkti x ir y reikSmiy, maZesniy nei 3, kadangi, pagal nutyl¢jima, g = 0,1 ir
s = 0,1. Tai reiskia, kad esant mazoms n reikSméms, apytikslis konvergavimo greitis neegzistuoja.

Kiekvienam i§ parametry yra priskirta pradiné reikSmé. Vartotojas gali braizyti grafikus ju
nekeisdamas arba ivedgs naujas. Programoje yra padaryta apsauga. Jei vartotojas per klaidg iveda ne
skai€iy, o kokij nors simbolj, programa atidaro langa, kuris vartotoja informuoja, jog buvo padaryta
klaida, ir vartotojas gali jvesti nauja reikSme. Kadangi parametras y turi buti i§ intervalo, kurio galai
priklauso nuo parametry o ir f reikSmiy, ir pagal nutyléjima o =3 ir f =3, tai y € [— 8,3333;8,3333], jei
vartotojas jveda reikSme, kuri nepatenka i $i intervala, jis taip pat informuojamas apie padaryta klaida.

Tarkime, kad vartotojas suklydo jvesdamas x reik§me. Tada bus matomas toks langas:

) Klaida FEX

8 Meteizinga = reikzmelll

3.3 pav. Klaidos langas

Ivedus norimas parametry reikSmes, reikia paspausti mygtuka BraiZyti. Kadangi programa atlieka

daug skaiciavimy, rezultato gali tekti Siek tiek palaukti.
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Bet kuriuo momentu galima grizti i pradini programos langa (3.1 pav.) ir pasirinkti nauja
priklausomybg. Programos darbas uzbaigiamas paspaudus mygtuka Baigti.
Tarkime, kad vartotojas pasirinko priklausomybeg nuo x. Tada ivedé norimas parametry reikSmes,

pasirinko apytiksli konvergavimo greicio jverti ir paspaudé mygtuka BraiZyti. Rezultatas pateiktas 3.3

paveiksle.

it Dvimatis vaizdas Trimatis vaizdas
b
g
e
10
i * Parametrai:
{(Eos-
51 1 gama = 1
5 L
&=
= 4t
g Vi 3
3l
n= 1000 |
2 k
1 L
DEl 2 4 F;i BI 1IEI 12 0
¥ o 3
b
Konvergavimo greicio jvercio tipas:
it o = Zide izvti Grijzti Baigti
Apytikslis konvergavimo greidio jvertis j EIEl ; .

3.4 pav. Programos vykdymo rezultatas

Programos tekstas pateiktas 5 priede.
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DISKUSIJA

Darbo tikslas buvo sukonstruoti dvimatg skirstinio funkcija, kai duoti marginalieji skirstiniai,
atlikti asimptoting tokio skirstinio maksimumuy analiz¢ bei iStirti konvergavimo greicio ivertj bei
paklaidas, kai komponentés yra priklausomos.

Kai vektoriaus komponentés yra nepriklausomos, dvimaté skirstinio funkcija apibréZiama
vienareikSmiskai. Taciau to negalime padaryti, kai komponentés yra priklausomos. Darbe buvo
sukonstruota tokia skirstinio funkcija:

F(x,y):l—ia_iﬂ.f al ﬂ(l+y(l—%){l—%)}, x,y21,0,p>0ir
X y x“y X

1 1
_[ o j Qa-D2A-1) Syg( af j (a-DES-1)
(a-2)(p-2) afp (@a=2)(B-2) afp

Be to, kai y = 0, gauname skirstinio funkcija, kai vektoriaus komponentés yra nepriklausomos.

Si skirstinio funkcija yra tik vienas i§ visy galimy atvejy. Pareto skirstiniui galima pritaikyti
likusius funkcijos G(x, y) pavyzdzius, pritaikytus eksponentiniam skirstiniui, arba galima §ig funkcija
apibrézti dar kitokiu buidu. Svarbiausia, kad biity tenkinamos skirstinio funkcijos savybés.

Sukonstruotoje skirstinio funkcijoje lemiamas yra koeficiento y vaidmuo. Nuo to, koki mes ji
pasirinksime, priklausys komponenciy tarpusavio rySys: jei y > 0, tai rySys bus teigiamas, jei y < 0 —
neigiamas. Koki ji bepasirinktume, jis neturi jokios itakos komponenciy maksimumy asimptotiniam
priklausomumui. Net jei komponentés yra priklausomos, ribinis skirstinys nuo y nepriklauso, taciau
taip gali nesigauti tiriant kitoki dvimatj skirstinj.

Suradus ribini skirstini, buvo apibréZtas apytikslis konvergavimo greiCio jvertis, kai
komponentés yra nepriklausomos ir priklausomos. Nustatyta, kad paklaidos konverguoja | vienmatg
paklaida, kai y yra fiksuotas. Be to, paklaidos yra Zymiai maZesnis uz jverti. Palyginus tiek paklaidas,
tiek apytiksli iverti nepriklausomyju ir priklausomyjy komponenciy atveju, nustatyta, kad, kai
komponentés yra priklausomos, paklaidos yra Zymiai maZesnés uz paklaidas, kai komponentés yra
nepriklausomos. Tuo tarpu apytiksliai iverciai skiriasi neZymiai.

Atlikta detalesné ivercio bei paklaidy analiz¢, kai komponentés yra priklausomos. Nustatyta, kad
maziausios paklaidos gaunamos tada, kai parametrai a = f bei x =y, o y = 1. MaZiausias apytikslis

jvertis gaunamas, kai o = f, y =-1, o x ir y didéja.
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ISVADOS

Kai atsitiktiniai vektoriai yra pasiskirstg pagal Pareto désni su skirstinio funkcija

Flxy)=1-— -4 alﬁ[lw(l—%j(l—iﬁn,x,y21,a,ﬂ>o,
X y Xy X y

koeficientas y lemia komponenc¢iy priklausomuma, taiau jis neturi itakos maksimumy
asimptotiniam priklausomumui. Nors vektoriy komponentés priklausomos, ju normuoti
maksimumai yra asimptotiskai nepriklausomi.

Fiksavus vienodas parametry « ir f reikSmes, maZziausios paklaidos gaunamos, kai x = y ir
y=1.

Kai x didéja, paklaidos A (x, ) artéja i vienmate paklaida A (y), kai y yra fiksuotas.
Paklaidos, kai vektoriy komponentés yra priklausomos, Zymiai skiriasi nuo paklaidy, kai
komponentés yra nepriklausomos. Skirtumas tarp apytiksliy jver¢iy yra neZymus.

Aproksimuotos paklaidos yra maZzesnés uz aproksimuoty paklaidy jvercius.
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REKOMENDACIJOS

Siame darbe buvo sukonstruota dvimaté Pareto skirstinio funkcija ir atlikta tokiy vektoriy
maksimumy asimptotiné analizé. Panaudojus tokia pacia metodika, galima sukonstruoti ir iSanalizuoti
didesnio mato skirstinio funkcijas.

Galima atlikti analogiska analiz¢ minimumams.
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1 PRIEDAS. SKIRSTINIO IR TANKIO FUNKCIJOS, KAI VIENAMATES

SKIRSTINIO FUNKCIJOS F(x)=1-——5x>1,a>0 IR F,(y)=1-— 5y 21, #>0
X y

—
==

2
L

[N

Flx.y)
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3 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai o =5, =3,y =1

10
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y . y 00

Flx.y)

=2
T
'
“
|

¥ S ¥ %

6 pav. Skirstinio ir tankio funkcijos, kai ¢ =3.5, =5,y =-1



2 PRIEDAS. ATSITIKTINIU DYDZIU GENERAVIMAS

52

1 lentelé
Atsitiktinio dydzio t ~ T(0, 1) reikSmés
0.708 0.847 0.501 | 0.465 0.763 0.361 | 0.063 0.239 0.552 0.331
0.851 0.043 0.992 | 0.037 0.740 0.541 | 0.043 0.844 0.314 0.225
0.234 0.872 0.903 | 0.224 5.594e-4 | 0.798 | 0.433 0.689 0.561 0.179
0.710 0.757 0.256 | 0.818 0.845 0.997 | 0.075 0.731 0.900 0.374
0.965 0.597 0.173 | 0.986 0.952 0.079 | 0.673 0.948 0.196 0.163
0.595 0.503 0.393 | 0.014 0.371 0.169 | 0.944 0.804 0.182 0.499
0.160 0.858 0.444 | 0.649 0.289 0.468 | 0.054 0.587 0.276 0.243
0.473 0.886 0.373 | 0.453 0.303 0.823 | 0.181 0.241 0.786 0.933
0.207 0.838 0.503 | 0.323 0.347 0.404 | 0.246 0.665 0.729 0.785
0.850 0.288 0.975 | 6.585e-3 | 5.055e-4 | 0.942 | 0.796 0.779 0.706 0.323
2 lentelé
Atsitiktinio dydzio X reikSmeés, kai skirstinio funkcija F(x)=1- %; x>1
1.852 2.552 1.416 1.367 2.054 1.251 1.033 1.147 1.494 1.223
2.587 1.022 11.100 | 1.019 1.962 1.476 1.022 2.529 1.207 1.136
1.143 2.795 3.210 1.135 1.000 2.224 1.327 1.793 1.510 1.104
1.858 2.028 1.159 2.343 2.540 17.182 | 1.040 1.927 3.170 1.264
5.308 1.576 1.100 8.418 4.575 1.042 1.748 4.391 1.115 1.093
1.571 1.419 1.284 1.007 1.261 1.097 4.213 2.259 1.106 1.413
1.091 2.652 1.341 1.687 1.186 1.372 1.028 1.556 1.175 1.149
1.377 2.959 1.263 1.352 1.198 2.380 1.105 1.148 2.160 3.862
1.123 2.485 1.419 1.215 1.238 1.296 1.152 1.729 1.921 2.155
2.584 1.186 6.306 1.003 1.000 4.170 2.216 2.125 1.846 1.215
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3 PRIEDAS. KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIO ANALIZE

3.1. PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRO y

3 lentelé

Parametro y reikSmés, kai a = 3 ir f = 3 (apytikslis konvergavimo greicio jvertis)

y 1.5 2 3 4 6
1.5 | -1.0006 | -1.0004 | -1.0003 | -1.0003 | -1.0003

2 |-1.0004 | -1.0003 | -1.0002 | -1.0001 | -1.0001

3 |-1.0003 | -1.0002 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0001

4

6

-1.0003 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0000
-1.0003 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0000 | -1.0000

4 lentelé
Parametro y reikSmés, kai « = 3 ir f =3 (tikslios paklaidos)
x
y 1.5 2 3 4 6
1.5 1.0002 | 1.3964 | 4.0633 | 8.3333 | 8.3333
2 1.3964 | 1.0001 | 1.8358 | 4.0628 | 8.3333
3 4.0633 | 1.8358 | 1.0000 | 1.3962 | 4.0626
4 8.3333 | 4.0628 | 1.3962 | 1.0000 | 1.8357
6 8.3333 | 8.3333 | 4.0626 | 1.8357 | 1.0000
S lentelé

Parametro y reikSmés, kai a = 5 ir f = 4 (apytikslis konvergavimo greicio jvertis)

y 1.5 2 3 4 6
1.5 | -1.0003 | -1.0002 | -1.0002 | -1.0002 | -1.0002

2 |-1.0002 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0001

3 | -1.0002 | -1.0001 | -1.0000 | -1.0000 | -1.0001

4

6

-1.0002 | -1.0001 | -1.0000 | -1.0000 | -1.0000
-1.0002 | -1.0001 | -1.0001 | -1.0000 | -1.0000

6 lentelé

Parametro y reikSmés, kai a = 5 ir f = 4 (tikslios paklaidos)

y 1.5 2 3 4 6
1.5 | 1.0835 | 324 | 57511 | 5.7511 | 5.7511

2 324 | 125 | 57511 | 57511 | 5.7511

3 | 57511 | 57511 | 1.6667 | 5.7511 | 5.7511

4

6

5.7511 | 5.7511 | 5.7511 | 2.1250 | 5.7511
5.7511 | 5.7511 | 5.7511 | 5.7511 | 3.0828




3.2. PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRU « IR g
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7 lentelé

Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kaix =2,y=2,y=-1,¢=0,1irs = 0,1

as; )
n 353 34 4;4) 54 55

10 | 9.830162E-03 |5.863146E-03 |2.766684E-03 | 1.603674E-03 |7.347936E-04
20 | 4.891654E-03 |2.923174E-03 | 1.381149E-03|8.010529E-04 |3.671794E-04
50 | 1.950900E-03 |1.167212E-03 |5.519227E-04|3.202300E-04 | 1.468188E-04
100 | 9.744784E-04 |5.832594E-04|2.758710E-04 | 1.600829E-04 |7.340055E-05
150 | 6.494355E-04 |3.887623E-04|1.838939E-04 |1.067148E-04 |4.893172E-05
200 | 4.869952E-04 |2.915427E-04|1.379129E-04 |8.003339E-05 |3.669805E-05
400 | 2.434365E-04 |1.457496E-04 |6.895075E-05 [4.001468E-05 | 1.834847E-05
500 | 1.947394E-04 |1.165962E-04 |5.515969E-05 |3.201142E-05 | 1.467869E-05
600 | 1.622774E-04 |9.716154E-05 [4.596591E-05 |2.667601E-05 | 1.223219E-05
800 | 1.217029E-04 |7.286934E-05 |3.447396E-05 | 2.000684E-05 |9.174095E-06
1000 | 9.735990E-05 |5.829460E-05 |2.757894E-05 | 1.600539E-05 | 7.339254E-06

8 lentelé

Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kaix =3,y=4,y=-1,¢=0,1irs = 0,1

n

3 B)

3;3)

354

44

5:4)

(55 5)

10

5.266494E-04

3.219366E-04

5.198265E-05

1.276737E-05

5.159146E-06

20

2.632142E-04

1.609394E-04

2.598904E-05

6.383343E-06

2.579518E-06

50

1.052589E-04

6.436880E-05

1.039506E-05

2.553255E-06

1.031794E-06

100

5.262495E-05

3.218324E-05

5.197439E-06

1.276614E-06

5.158949E-07

150

3.508230E-05

2.145523E-05

3.464939E-06

8.510729E-07

3.439295E-07

200

2.631135E-05

1.609133E-05

2.598697E-06

6.383035E-07

2.579469E-07

400

1.315539E-05

8.045590E-06

1.299342E-06

3.191509E-07

1.289733E-07

500

1.052427E-05

6.436461E-06

1.039473E-06

2.553205E-07

1.031786E-07

600

8.770199E-06

5.363711E-06

8.662271E-07

2.127671E-07

8.598221E-08

800

6.577625E-06

4.022777E-06

6.496698E-07

1.595752E-07

6.448664E-08

1000

5.262089E-06

3.218219E-06

5.197356E-07

1.276601E-07

5.158928E-08




deltan

deltan

deltan

7.9135

3.3. PRIKLAUSOMYBE NUO PARAMETRU ¢ IR s

x 10

7.913F

7.9125

7.912

7.9115

7911}

7.9105

7911

7.9095 -

7.909

0.

7.9135

7.913F
7.91251
7.912F
7.91151
79111
7.91051
7911
7.9095 -

7.909 L
0.1 0.2

7.9135

7.913}

7.91251

7.912

7.91151

79111

7.9105

7.91F

7.9095

7.909 L
0.1 0.2

7 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo ¢, kai s = 0,1

x 10

1 0.2

8 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo ¢, kai s = 0,5

x 10°

9 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo ¢, kai s = 0,9

55



X
7.9092

7.9092

7.9092

delta n

7.9092

7.9092

7.9092

56

0.2

0.3

0.4

0.6

0.7

0.8

0.9

10 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo s, kai ¢ = 0,1

7.9097

7.9097

7.9097

7.9097

7.9097

7.9097

deltan

7.9097

7.9097

7.9097

7.9097

7.9097
0.1

0.2

0.3

0.4

0.6

0.7

0.8

0.9

11 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo s, kai g = 0,5

7.9126

7.9126 1

7.9126

deltan

7.9126

7.9126 1

7.9126
0.1

x 10

0.2

0.3

0.4

0.6

0.7

0.8

0.9

12 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybé nuo s, kai ¢ = 0,9
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9 lentelé
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,1 ir s = 0,1
3Y)
n @Gy 1;2) 2;2) 352 353) 34 44
10 neegzistuoja | 9.405573E-02 | 9.830162E-03 | 4.484680E-03 | 1.020579E-03 | 5.266494E-04 | 1.893969E-04
30 4.172036E-02 | 2.872329E-02 | 3.255789E-03 | 1.490699E-03 | 3.398538E-04 | 1.754514E-04 | 6.311158E-05
50 2.368412E-02 | 1.691522E-02 | 1.950900E-03 | 8.939074E-04 | 2.038710E-04 | 1.052589E-04 | 3.786444E-05
100 1.133485E-02 | 8.337794E-03 | 9.744784E-04 | 4.467608E-04 | 1.019199E-04 | 5.262495E-05 | 1.893128E-05
200 5.540453E-03 | 4.138903E-03 | 4.869952E-04 | 2.233321E-04 | 5.095606E-05 | 2.631135E-05 | 9.465404E-06
400 2.738469E-03 | 2.061948E-03 | 2.434365E-04 | 1.116539E-04 | 2.547705E-05 | 1.315539E-05 | 4.732643E-06
500 2.185694E-03 | 1.648357E-03 | 1.947394E-04 | 8.932119E-05 | 2.038149E-05 | 1.052427E-05 | 3.786105E-06
600 1.818588E-03 | 1.372964E-03 | 1.622774E-04 | 7.443325E-05 | 1.698448E-05 | 8.770199E-06 | 3.155082E-06
800 1.361294E-03 | 1.029098E-03 | 1.217029E-04 | 5.582393E-05 | 1.273828E-05 | 6.577625E-06 | 2.366307E-06
1000 | 1.087765E-03 | 8.229777E-04 | 9.735990E-05 | 4.465866E-05 | 1.019059E-05 | 5.262089E-06 | 1.893043E-06
10 lentelé
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,05 ir s = 0,05
x;y)
@Gy 12 (2;2) 352 353) 34 4,49
10 neegzistuoja | neegzistuoja | 9.826606E-03 | 4.483994E-03 | 1.020546E-03 5.266409E-04 | 1.893958E-04
30 neegzistuoja | 2.865574E-02 | 3.255394E-03 | 1.490623E-03 | 3.398502E-04 1.754504E-04 | 6.311146E-05
50 neegzistuoja | 1.689089E-02 | 1.950758E-03 | 8.938800E-04 | 2.038696E-04 1.052585E-04 | 3.786440E-05
100 1.130953E-02 | 8.331712E-03 | 9.744428E-04 | 4.467540E-04 | 1.019196E-04 5.262486E-05 | 1.893127E-05
200 5.534122E-03 | 4.137382E-03 | 4.869863E-04 | 2.233303E-04 | 5.095598E-05 2.631133E-05 | 9.465402E-06
400 2.736887E-03 | 2.061568E-03 | 2.434342E-04 | 1.116535E-04 | 2.547703E-05 1.315539E-05 | 4.732643E-06
500 2.184681E-03 | 1.648114E-03 | 1.947380E-04 | 8.932092E-05 | 2.038147E-05 1.052426E-05 | 3.786105E-06
600 1.817885E-03 | 1.372795E-03 | 1.622764E-04 | 7.443306E-05 | 1.698447E-05 8.770196E-06 | 3.155082E-06
800 1.360898E-03 | 1.029002E-03 | 1.217024E-04 | 5.582382E-05 | 1.273828E-05 6.577624E-06 | 2.366307E-06
1000 1.087511E-03 | 8.229169E-04 | 9.735954E-05 | 4.465859E-05 | 1.019058E-05 5.262088E-06 | 1.893043E-06




Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,004 ir s = 0,004

35)
&Gy 1;2) 2;2) 352 353 34 4,49
10 neegzistuoja | neegzistuoja | 9.823650E-03 | 4.483424E-03 | 1.020519E-03 | 5.266338E-04 | 1.893949E-04
30 neegzistuoja | neegzistuoja | 3.255065E-03 | 1.490559E-03 | 3.398471E-04 | 1.754496E-04 | 6.311136E-05
50 neegzistuoja | neegzistuoja | 1.950640E-03 | 8.938572E-04 | 2.038686E-04 | 1.052583E-04 | 3.786437E-05
100 neegzistuoja | neegzistuoja | 9.744132E-04 | 4.467483E-04 | 1.019193E-04 | 5.262479E-05 | 1.893126E-05
200 neegzistuoja | neegzistuoja | 4.869789E-04 | 2.233289E-04 | 5.095591E-05 | 2.631131E-05 | 9.465399E-06
400 neegzistuoja | 2.061252E-03 | 2.434324E-04 | 1.116531E-04 | 2.547701E-05 | 1.315538E-05 | 4.732642E-06
500 neegzistuoja | 1.647912E-03 | 1.947368E-04 | 8.932069E-05 | 2.038146E-05 | 1.052426E-05 | 3.786104E-06
600 neegzistuoja | 1.372655E-03 | 1.622756E-04 | 7.443290E-05 | 1.698447E-05 | 8.770194E-06 | 3.155082E-06
800 1.36057E-03 | 1.028923E-03 | 1.217019E-04 | 5.582373E-05 | 1.273827E-05 | 6.577623E-06 | 2.366307E-06
1000 | 1.08730E-03 | 8.228664E-04 | 9.735925E-05 | 4.465853E-05 | 1.019058E-05 | 5.262087E-06 | 1.893043E-06
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai ¢ = 0,001 ir s = 0,001
x;y)
@Gy 1;2) 2;2) 352 353 34 4,4

10 neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja neegzistuoja 1.020518E-03 | 5.266334E-04 | 1.893949E-04
30 neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja | 1.490555E-03 | 3.398470E-04 | 1.754496E-04 | 6.311136E-05
50 neegzistuoja | neegzistuoja | 1.950632E-03 | 8.938558E-04 | 2.038685E-04 | 1.052582E-04 | 3.786436E-05
100 | neegzistuoja | neegzistuoja | 9.744114E-04 | 4.467479E-04 | 1.019193E-04 | 5.262479E-05 | 1.893126E-05
200 | neegzistuoja | neegzistuoja | 4.869784E-04 | 2.233288E-04 | 5.095590E-05 | 2.631131E-05 | 9.465399E-06
400 | neegzistuoja | neegzistuoja | 2.434323E-04 | 1.116531E-04 | 2.547701E-05 | 1.315538E-05 | 4.732642E-06
500 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.947367E-04 | 8.932068E-05 | 2.038146E-05 | 1.052426E-05 | 3.786104E-06
600 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.622755E-04 | 7.443289E-05 | 1.698447E-05 | 8.770194E-06 | 3.155082E-06
800 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.217019E-04 | 5.582373E-05 | 1.273827E-05 | 6.577623E-06 | 2.366307E-06
1000 | neegzistuoja | 8.228632E-04 | 9.735923E-05 | 4.465853E-05 | 1.019058E-05 | 5.262087E-06 | 1.893043E-06
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11 lentelé

12 lentelé



Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,0003 ir s = 0,0003

35)
n ;1) 1;2) 252) (352) 3;3) 3; 4) 44
10 neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja neegzistuoja | 5.266333E-04 | 1.893948E-04
30 neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja | 3.398469E-04 | 1.754496E-04 | 6.311136E-05
50 neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja | 2.038685E-04 | 1.052582E-04 | 3.786436E-05
100 | neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja | 4.467479E-04 | 1.019193E-04 | 5.262478E-05 | 1.893126E-05
200 | neegzistuoja | neegzistuoja | 4.869783E-04 | 2.233288E-04 | 5.095590E-05 | 2.631131E-05 | 9.465399E-06
400 | neegzistuoja | neegzistuoja | 2.434323E-04 | 1.116531E-04 | 2.547701E-05 | 1.315538E-05 | 4.732642E-06
500 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.947367E-04 | 8.932067E-05 | 2.038146E-05 | 1.052426E-05 | 3.786104E-06
600 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.622755E-04 | 7.443289E-05 | 1.698447E-05 | 8.770194E-06 | 3.155082E-06
800 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.217019E-04 | 5.582372E-05 | 1.273827E-05 | 6.577623E-06 | 2.366307E-06
1000 | neegzistuoja | neegzistuoja | 9.735922E-05 | 4.465853E-05 | 1.019058E-05 | 5.262087E-06 | 1.893043E-06
Apytikslis konvergavimo greicio jvertis, kai g = 0,0001 ir s = 0,0001
35)
;1) 152) (252) (3s52) (353) 3 4) 44
10 neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja neegzistuoja neegzistuoja 1.893948E-04
30 neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja neegzistuoja 1.754496E-04 | 6.311136E-05
50 neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja 2.038685E-04 | 1.052582E-04 | 3.786436E-05
100 | neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja neegzistuoja 1.019193E-04 | 5.262478E-05 1.893126E-05
200 | neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja 2.233288E-04 | 5.095590E-05 | 2.631131E-05 | 9.465399E-06
400 | neegzistuoja | neegzistuoja | neegzistuoja 1.116531E-04 | 2.547701E-05 | 1.315538E-05 | 4.732642E-06
500 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.947367E-04 | 8.932067E-05 | 2.038146E-05 | 1.052426E-05 | 3.786104E-06
600 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.622755E-04 | 7.443289E-05 | 1.698447E-05 | 8.770194E-06 | 3.155082E-06
800 | neegzistuoja | neegzistuoja | 1.217019E-04 | 5.582372E-05 | 1.273827E-05 | 6.577623E-06 | 2.366307E-06
1000 | neegzistuoja | neegzistuoja | 9.735922E-05 | 4.465853E-05 | 1.019058E-05 | 5.262087E-06 | 1.893043E-06

59

13 lentelé

14 lentelé



3.4. PRIKLAUSOMYBE NUO X IR Y
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18 pav. Apytikslis konvergavimo greitis, kaix =3,y =4



4 PRIEDAS. DVIMACIU PARETO SKIRSTINIU KONSTRAVIMAS

4.1. KOMPONENTES X IR Y —- NEPRIKLAUSOMOS

1 1
Fl(xﬂj =1-— Fz[fhlﬂ =1-—
o B

(o), (-1

pla,y.op.) = x k

MX':X,DL:] = J x-pl(x,mj o

1
M) > fm T2

x—)m('l_l:] ('1—1:]
ME(x,1) — oo MEx, 1.1 — 11 ME(x,d — 2
im -2 _x{— 2+1) P L,

x—= e (2-1 ('l_lj (m‘lj
I'u'IX(x,oz:'J = = o1

o—-1

MY (y,p) :=j ypoly.p) dy
1

mONRCY SE VI

lim ¥
v (-1 (B -1
MYy, 10— MYy 11 — 11 MY(y,2) — 2

MY(y,p) -
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f
MY =—
(v.p) P

I'u'IXX(x,ux:'J = J- xz-pl(x,mj i 4

1

M}C{( , :] = tim -l ) [—oe+2) oL
A U PR B (@-7)
MICTx, 1) = e MO, — e MIGIE,21 — 21 MIIx3 — 3
- IO B S
o0 (3= D) (-2 (-2
M}C}C(x,mj = LE o2
o —
DXI:x,m:J = M}Di(x,mj = MX(X,DL:]E
2
DX(X,DL:] — & S & simplify - ———
-2 ()2 (o2 o - 1)?
DX(x,m:J S S
(o - 2 e - 1) o
MYY [y, B) = j 5oyl B dy
|
. —f (- B+2) P
v = o (B -2 (b -2
MYY(y,1) — e MYY(y,2) — e MYY(y,200) = 201, MYY(y,3) — 3
s B S
o (3-2 (f-2) (-2
__PF
MYY(y,p) = = B>z
2
DY [y,p) = MYY[y,p) - M¥(y,p)
2
DY(v.p) — ( 52) __F > simplify — P >
O (Y (b-2)-(p-1)
DY (v.p) = Pk B2

64



4.2. KOMPONENTES X IR Y - PRIKLAUSOMOS

1 1
Rlra)=1-L  Efyp)ei-L
- p
X y
F(X’y’aaﬁ’Y):zl_i_L*‘ ! 1+'y l—i l_i
& yﬁ Xa.yﬁ & yB
pl(x,ot) ::d_Fl(X,Ot) Pl(X,Ot) - 1o simplify — LoD
dx QX
1 - -p-1
pz(y,B) ::d_FZ(y,B) Pz(}’af’) - LB simplify — y( p ).[3
dy By

p(xy,a.B,7) 2=d—d—F(x,y,oc,B,v)
dxdy

p(x,y,m,ﬁ,}-j%;- L+ 1—L . 1—L P ! "I-"E' 1_L ,
o B 2 Yﬁ ¥ o .m]E. 0 x Yﬁ

X oy

¥

MX(x,a) - lim @ Jreth, ¢
x%oo(a—l) (OL—I)
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. -2 (=241 a a
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MX(X,(x) = ¢ o>1
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1

. -B (-p+D B
MY(y,B) > lim ——- R
g B ) B-1)

MY(y,1) >  MY(y,L1) - 11. MY(y,2) > 2
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B>1

MXX(x,0) > lim — oD@
x—)oo(a_z) ((x—Z)

MXX(x,1) = o MXX(x,2) > o MXX(x,2.1) = 21.

. -3 (-3+2) o o
lim ——x + -
x> o (3-2) (-2  (a-2
MXX(x,oc) = = o>2
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DX(X,OL) = MXX(X,OL) - MX(X,OL)2

2
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(0= 2Ma 1)’ .
MYY(y,B) = J yz'PQ(YaB) dy
1
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MYY(y,1) >0  MYY(y,2) > MYY(y,2.01) - 201.

3 w2 BB

B ER -2 (p-2)
MYY(y,B) = —— p>2
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DY(y,p) =MYY(y,B) - MY(y,B)2
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DY(y,B)—>(B_2) (5—1)2
DY(y, p) - ——— p>2
(B-2-(p-1)

MXX(x,3) = 3

MYY(y,3) — -

o0
MXYI(X,}’,(X,,B,'Y) ::J YP(Xay,a,BaY)d}’
1
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2
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simplify — B-a-
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5 PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS

function varargout = programa(varargin)

o

Copyright 2002-2003 The MathWorks, Inc.

o

Edit the above text to modify the response to help programa

Last Modified by GUIDE v2.5 19-May-2007 16:28:51

oe

% Begin initialization code - DO NOT EDIT

gui_Singleton = 1;

gui_State = struct('gui_Name', mfilename,
'gui_Singleton', gui_Singleton,
'gui_OpeningFcn', @programa_OpeningFcn,
'gui_OutputFcn', @programa_OutputFcn,
'gui_LayoutFcn', [1 ,
'gui_Callback', [1);

if nargin && ischar (varargin{l})

gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout
[varargout{l:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
else
gui_mainfcn(gui_State, varargin{:});
end
% End initialization code - DO NOT EDIT

% ——— Executes just before programa is made visible.
function programa_OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)
This function has no output args, see OutputFcn.

o\

% hObject handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% varargin command line arguments to programa (see VARARGIN)

% Choose default command line output for programa
handles.output = hObject;

$——— Pradines kintamuju reiksmes

alfa = 3;

beta = 3;

gama = 0.5;

nn = 1000;

xx = 3;

vy = 3;

apa = —(alfa*beta/((alfa-2)* (beta-2)))"(1/2)*(2*alfa-1)* (2*beta-1)/(alfa*beta);
virs = (alfa*beta/((alfa-2)*(beta-2)))"(1/2)*(2*alfa-1)*(2*beta-1)/(alfa*beta);
grafiko_nr = 1;

grafiko_nrl = 1;

q=0.1;

s = 0.1;

handles.alfa = alfa;
handles.beta beta;
handles.gama = gama;
handles.xx = xXx;
handles.yy = vy;
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handles.nn = nn;

handles.apa = apa;

handles.virs = virs;
handles.grafiko_nr = grafiko_nr;
handles.grafiko_nrl = grafiko_nrl;
handles.qg = qg;

handles.s = s;

o)

% Update handles structure
guidata (hObject, handles);

% UIWAIT makes programa wait for user response (see UIRESUME)
% uiwait (handles.figurel);

% ——— Outputs from this function are returned to the command line.
function varargout = programa_OutputFcn (hObject, eventdata, handles)
% varargout cell array for returning output args (see VARARGOUT) ;

% hObject handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

% Get default command line output from handles structure

varargout{l} = handles.output;
G Edit laukai -
% ——— Iveda x reiksme

function editl_Callback (hObject, eventdata, handles)

xx_string = str2double(get (hObject, 'string'));

if (isnan(xx_string) | (xx_string < 1))
set (hObject, 'String', 3);
errordlg('Neteisinga x reiksme!!!','Klaida');
else
XX = xXX_string;
handles.xx = xX;
guidata (hObject, handles);
end
% ——— Executes during object creation, after setting all properties.

function editl_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o)

% ——— Iveda n reiksme
function edit3_Callback (hObject, eventdata, handles)

nn_string = str2double(get (hObject, 'string'));

if (isnan(nn_string) | (nn_string < 1))
set (hObject, 'String',1000);
errordlg('Neteisinga n reiksme!!!','Klaida');
else
nn = nn_string;
handles.nn = nn;

guidata (hObject, handles);



o)

function edit3_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o)

% ——— Iveda gama reiksme

function edit4_Callback (hObject, eventdata, handles)
apa = handles.apa;

virs = handles.virs;

grafiko_nr = handles.grafiko_nr;

gama_string = str2double (get (hObject, 'string'));

if isnan(gama_string) | (gama_string < apa) | (gama_string >virs)
set (hObject, 'String',0.5);
errordlg('Neteisinga gama reiksme!!!', 'Klaida');

else

gama = gama_string;
handles.gama = gama;
guidata (hObject, handles);

o)

function edit4_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
%$ ——— Iveda y reiksme
function edit5_Callback (hObject, eventdata, handles)

yy_string = str2double(get (hObject, 'string'));

if (isnan(yy_string) | (yy_string < 1))

set (hObject, 'String', 3);

errordlg('Neteisinga y reiksme!!!','Klaida');
else

yy = yy_string;
handles.yy = vy;
guidata (hObject, handles) ;

o)

function edit5_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

<)

% ——— Iveda beta reiksme
function edit6_Callback (hObject, eventdata, handles)

beta_string = str2double(get (hObject, 'string'));

if (isnan(beta_string) | (beta_string < 0))
set (hObject, 'String', 2);
errordlg('Neteisinga beta reiksme!!!', 'Klaida');

else

% ——— Executes during object creation, after setting all properties.

% ——— Executes during object creation, after setting all properties.

% ——— Executes during object creation, after setting all properties.
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beta = beta_string;
handles.beta = beta;
guidata (hObject, handles);

o)

function edit6_CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o)

% ——— Executes on button press in Pradeti.

function Pradeti_Callback (hObject, eventdata, handles)

grafiko_nr = handles.grafiko_nr;

set (handles.editl, 'Visible', 'on'");

set (handles.edit4, 'Visible', 'on'");

set (handles.Braizyti, 'Visible', 'on'");

set (handles.textl, 'Visible', 'on'");

set (handles.text4, 'Visible', 'on'");

set (handles.Grizti, 'Visible', 'on');

set (handles.text7, 'Visible', 'on'");

set (handles.edit5, 'Visible', 'on'");

set (handles.text10, 'Visible', 'on');

set (handles.popupmenu?2, 'Visible', 'on'");

set (handles.textll, 'Visible', 'on');

switch grafiko_nr;

case 1
set
set

(handles.editl, 'Visible', 'off'");
(handles.textl, 'Visible', '"off'");
set (handles.axesl, 'Visible', 'on'");
set (handles.axes2, 'Visible', 'on');
set (handles.edit3, 'Visible', 'on")
set (handles.text3, 'Visible', 'on")
set (handles.text5, 'Visible', 'on'");
set (handles.text6, 'Visible', 'on")
case 2
set (handles.axes3, 'Visible', 'on');
case 3
set
set
set
set
set
set
case 4
set (handles.axes3, 'Visible', 'on'");
set (handles.edit4, 'Visible', 'off");
set (handles.text4, 'Visible', "off");

handles.axesl, 'Visible', 'on'")
handles.axes2, 'Visible', 'on'")
handles.edit6, 'Visible', 'on'");
handles.text8, 'Visible', 'on'")
handles.text5, 'Visible', 'on'")
handles.text6, 'Visible', 'on'")

end

set (handles.Pradeti, 'Visible', "off'");
set (handles.popupmenul, 'Visible', "off'");
set (handles.text9, 'Visible', 'off");

<)

% ——— Executes on button press in Baigti.
function Baigti_Callback (hObject, eventdata, handles)

% ——— Executes during object creation, after setting all properties.
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delete (handles.figurel);

% ——— Executes on button press in Grizti.
function Grizti_Callback (hObject, eventdata, handles)

axes (handles.axesl);

cla

axes (handles.axes?2);

cla

axes (handles.axes3);

cla

set (handles.Pradeti, 'Visible', 'on');
set (handles.popupmenul, 'Visible', 'on');
set (handles.text9, 'Visible', 'on'");

set (handles.popupmenu?2, 'Visible', 'off");
set (handles.text10, 'Visible', 'off");
set (handles.editl, 'Visible', 'off");

set (handles.edit4, 'Visible', 'off");

set
set

(

(

(

(

(

(

(

(handles.Braizyti, 'Visible', 'off");

(handles.textl, 'Visible', '"off'");
set (handles.text4, 'Visible', 'off");
set (handles.axesl, 'Visible', 'off");
set (handles.axes2, 'Visible', 'off");
set (handles.edit3, 'Visible', 'off");
set (handles.text3, 'Visible', "off");
set (handles.text5, 'Visible', 'off");
set (handles.text6, 'Visible', 'off");
set (handles.Grizti, 'Visible', 'off");
set (handles.axes3, 'Visible', 'off");
set (handles.text7, 'Visible', 'off");
set (handles.edith5, 'Visible', 'off");
set (handles.text8, 'Visible', 'off");
set (handles.edit6, 'Visible', 'off");
set (handles.textll, 'Visible', 'off");

oe

—-—— Executes on button press in Braizyti.
function Braizyti_Callback (hObject, eventdata, handles)

xX = handles.xx;
yy = handles.yy;
nn = handles.nn;

alfa = handles.alfa;
beta = handles.beta;
gama = handles.gama;
grafiko_nr = handles.grafiko_nr;
grafiko_nrl = handles.grafiko_nrl;
g = handles.qg;
s = handles.s;
switch grafiko_nr;
case 1
x = zeros(100);
x(1) = 1;
switch grafiko_nrl;
case 1
for i = 2:1length(x);
f = (1-x(i-1)"(-alfa)/nn-yy” (-beta) /nn+(x(i-1)"(-alfa) *yy" (-
beta))/ (nn*2) * (1+gama* (1-x(i-1) " (-alfa)/nn)* (1-yy” (-beta) /nn))) *nn;
H = exp(-x(i-1)"(-alfa)) *exp(-yy”" (-beta));
delta_n(i-1) = abs(f - H);
x(i) = x(i-1) + 0.1;
end
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fl = (1-yy” (-beta)/nn) *nn;
Hl = exp(-yy”" (-beta));
deltal_n = abs(fl - H1);
axes (handles.axesl);
plot(x(l:length(x)-1),delta_n);
hold on
plot(x(l:length(x)-1),deltal_n,'-");
hold off
xlabel('x"');
ylabel ('delta n'");
case 2
for i 2:length(x);
H = exp(-x(i-1)"(-alfa)) *exp(-yy”" (-beta));
u = nn*(1l-(l-x(i-1)"(-alfa)/nn-yy” (-beta) /nn+ (x(i-1)" (-
alfa)*yy” (-beta))/ (nn*2)* (1l+gama* (1-x(i-1) " (-alfa)/nn) * (1-yy" (-beta)/nn))));
v = u+log(H);
if (u/nn<1l/2) & (2*u”2/(3*nn)<q) & (abs(v)/3<s)
Rl = 2*u”2/nn+2*u™4/(nn~2)*1/(1-q);
R2 = abs(v)+v"2/2*1/(1-s);
delta_n(i-1) = H* (R1+R2+R1*R2);
end
x(i) = x(i-1) + 0.1;
end
axes (handles.axesl) ;
plot(x(l:length(x)-1),delta_n);
xlabel('x"');
ylabel ('delta n'");

end
% ——— Trimatis vaizdas
[x,y] = meshgrid(1:0.1:10, 1:0.1:10);
switch grafiko_nrl
case 1
for i = l:length(x);
for j = 1l:length(y);

f = (1-x(i,j)"(-alfa)/nn-y (i, j) " (-beta)/nn+(x (i, 3)" (-
alfa)*y(i,3j) " (-beta))/(nn"2)* (l+gama* (1-x(1i, j)*(-alfa)/nn)*(1l-y(i,3) (-
beta) /nn))) “nn;

H = exp(-x(i,j)"(-alfa)) *exp(-y(i,]) " (-beta));

delta_nn(i, j) = abs(f - H);

end
end
case 2
for i = 1l:1length(x);
for j = 1l:length(y);

H = exp(-x(i,Jj)"(-alfa))*exp(-y(i,]) " (-beta));

u = nn*(1-(1-x(i,3j)"(-alfa)/nn-y (i, )"~ (-
beta) /nn+ (x (i, j)~(-alfa)*y (i, j)~(-beta))/(nn"2)* (l+gama* (1-x (i, j) "~ (-alfa)/nn)*(1-
y(i,3)"(-beta)/nn))));

v = u+log(H);

if (u/nn<1/2) & (2*u”2/(3*nn)<q) & (abs(v)/3<s)

Rl = 2*u”2/nn+2*u™4/(nn"2)*1/(1-q);
R2 = abs(v)+v"2/2*1/(1-s);
delta_nn (i, j) = H*(R1+R2+R1*R2);
end
end
end
end
axes (handles.axes?);
surf (x,y,delta_nn);
xlabel ('x"');
ylabel('y');
zlabel ('delta n'");
clear
case 2



H = exp(-xx"(-alfa))*exp(-yy” (-beta));

n = 1:1000;
switch grafiko_nrl;
case 1
for i = l:1length(n);
f = (1l-xx"(-alfa)/n(i)-yy" (-beta)/n(i)+(xx"(-alfa)*yy” (-
beta))/(n(i)"2)* (l+gama* (1-xx" (-alfa)/n(i))* (1-yy”~ (-beta)/n(i)))) n(i);
delta_n(i) = abs(f - H);
end
case 2
for n = 1:1000;

u = n*(l-(1-xx"(-alfa)/n-yy”~ (-beta) /n+ (xx" (—alfa) *yy" (-
-xx” (-alfa)/n)*(1-yy” (-beta) /n))));

beta))/(n"2)* (l+gama* (1
v =
if

end
end
end

u+log(H);

(u/n<1/2) & (2*u”2/(3*n)<q) & (abs(v)/3<s)
Rl = 2*u”2/n+2*u™4/(n"2)*1/(1-9);

R2 = abs(v)+v"2/2*1/(1-s);

delta_n(n) = H* (R1+R2+R1*R2);

axes (handles.axes3);

plot (delta_n);
xlabel('n');
yvlabel ('delta n
clear

case 3

")

beta = handles.beta;
[a,b] = meshgrid(0.2:0.2:10, 0.2:0.2:10);

o

alfal = 0.2:0.2

% ——— Dvimatis wvaizdas

:10;

switch grafiko_nrl

case 1

fl = (1-xx."(-alfal)./nn-yy.”"(-beta)./nn+(xx.”(-alfal) .*yy." (-

beta)) ./ (nn"2) .* (l+gama* (1-xx." (-alfal)./nn) * (1-yy.” (-beta) ./nn))) . nn;
Hl = exp(-xx."(-alfal)).*exp(-yy." (-beta));
deltal_n = abs(fl - H1);
f2 = (1-yy” (-beta)/nn) *nn;
H2 = exp(-yy” (-beta));
delta2_n = abs(f2 - H2);
axes (handles.axesl);
plot(alfal,delta2_n)

alfal(i))*yy”~ (-beta))/(nn~2)* (l+gama* (1-xx” (-alfal(i))/nn)* (1-yy” (-beta))/nn)));

hold on
case 2

for 1 =
H =
u:
V:
if
end

end
end

l:length(alfal);
exp (—xx" (-alfal(i))) *exp(-yy" (-beta));
nn* (1-(1l-xx" (-alfal(i))/nn-yy” (-beta) /nn+ (xx" (-

u+log(H);

(u/nn<1/2) & (2*u”2/(3*nn)<q) & (abs(v)/3<s)
Rl = 2*u”2/nn+2*u™4/(nn"2)*1/(1-q);

R2 = abs(v)+v"2/2*1/(1-s);

deltal_n(i) = H* (R1+R2+R1*R2);

axes (handles.axesl) ;
plot(alfal,deltal_n);

hold off
xlabel('alfa');
ylabel('delta n

")

% ——— Trimatis vaizdas

f = (1-xx."(-a)

./nn-yy.” (-b) ./nn+ (xx.” (-a)

xx.”(-a)./nn)*(1-yy.”(-b)./nn))) . nn;
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Fyy.N(=b)) ./ (nn”2) . * (1+gama* (1-



H = exp(-xx."(-a)) .*exp(-yy." (=-b));
delta_n = abs(f - H);

axes (handles.axes?2);

surf (a,b,delta_n);

xlabel('alfa');

ylabel ('beta');

zlabel ('delta n');

clear

case 4
apa = handles.apa;
virs = handles.virs;

gama = apa:0.1l:virs;
H = exp(-xx"(-alfa)) *exp(-yy”" (-beta));
switch grafiko_nrl;

case 1
for i = l:length(gama);
f = (1-xx"(-alfa)/nn-yy” (-beta) /nn+ (xx* (-alfa) *yy”" (-
beta))/(nn"2) * (l+gama (i) * (1-xx" (-alfa) /nn)* (1-yy” (-beta) /nn))) *nn;
delta_n(i) = abs(f - H);
end
case 2

for i = l:length(gama);
u = nn*(1-(1l-xx"(-alfa)/nn-yy” (-beta) /nn+ (xx" (-alfa) *yy” (-
beta))/(nn"2) * (l+gama (i) * (1-xx" (-alfa) /nn)* (1-yy”" (-beta) /nn))));
v = u+log(H);
if (u/nn<1/2) & (2*u”2/(3*nn)<q) & (abs(v)/3<s)
Rl = 2*u”2/nn+2*u™4/(nn"2)*1/(1-q);
R2 = abs(v)+v"2/2*1/(1-s);
delta_n(i) = H* (RL+R2+R1*R2);
end
end
end
plot (gama,delta_n);
xlabel ('gama');
ylabel ('delta n');

o)

% ——— Executes on selection change in popupmenul.
function popupmenul_Callback (hObject, eventdata, handles)

grafiko_nr = get (hObject, 'Value');
handles.grafiko_nr = grafiko_nr;
guidata (hObject, handles) ;

o)

% ——— Executes during object creation, after setting all properties.
function popupmenul_CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

<)

% ——— Executes on selection change in popupmenu?2.
function popupmenu2_Callback (hObject, eventdata, handles)

grafiko_nrl = get (hObject, 'Value');

handles.grafiko_nrl = grafiko_nrl;
guidata (hObject, handles);

% ——— Executes during object creation, after setting all properties.



function popupmenu2_CreateFcn (hObject, eventdata,
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

handles)
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THE ASYMPTOTICAL ANALYSIS OF THE MAXIMA OF TWO-
DIMENSIONAL PARETO RANDOM VECTORS

Vaida Savulyté, Algimantas Aksomaitis

Kaunas University of Technology

1. Introduction. Let’s consider two-dimensional random variable (X, Y), which components

have Pareto distribution with marginal distribution functions

Fl(x)zl—%;wherexZI,a>O; Fz(y)zl—iﬁ;whereyzl,/i’>0.
X y

0y

Density functions:

B

pl(x):%;wherele,a>0; pz(y):W;whereyZI,,B>O.
X Yy

Let’s say, that the components of the vector (X, Y) are dependent. Then we construct the

distribution function like this ([2]):

F(x,y):l—ia_iﬂ.p al - (14-7/(1—%}(1—%]}, x,y=>1,0,>0; (2)
X y X'y X y

1 1
where _( af jz Qa-H2p-1) _ y < ( afp ]2 (2a-D2p-1)
(@=2)(f-2) afp T @-2)(B-2) aff

It is obvious that

F(x,+00)=1—ia=Fl(x), x>1,0>0;
x

1
F(+oo,y)=1—y—ﬁ=F2(y), y>1,B>0.

The main characteristics are:

mathematical expectation (E(X );E(Y)) = [Ll’%j ,when ¢ >1 and g >1;
a — —
. a )
Var(X);Var(Y))= ; , wh 2 and 2
variance ( ar(X); Var( )) ((a 1) G-2p _DZJ when o >2 and S >

correlation coefficient
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p(X.,Y)=ap r La>2, f>2.

af 2
20 -2 -1) ———
Qa-D(2p )((a—Z)(ﬁ—Z)J

It is obvious that

( of Jz Q2a=DCE=D _ o (@ p>2).
(@-2)(B-2) of ’

This means that the correlation between the components of vector depends on the value of
parameter y. If we take y > 0, we get the positive correlation. We get the negative correlation
otherwise. If we take y = 0, the correlation between components is equal to 0.

So,

1
2 2a-DR2A-1)
o

(X,Y) <0, when — afp <y<0 and
Yol

(@=2)(p-2)

P(X,Y)>O,When0<y£[ ap ]2(20!—1)(2ﬂ—1)'
(@=2)(B-2) of

In this way, we constructed two-dimensional Pareto distribution, when we had marginal
distributions. Besides, the components are correlated (and dependent), if y #0.

Now we are going to analyze the maxima of these random vectors.

2. The maxima of Pareto random vectors. Let’s say that (X,,Y,), (X,.Y,),.., (X,.Y,),... are
independent two-dimensional random vectors, which components are dependent and have Pareto
distribution with marginal distribution functions (1). Let’s say, that two-dimensional distribution
function is (2). 3)

We define the two-dimensional maxima ([3]):

zZ, = (Zn,l’Zn,Z);
where Z, | = max(Xl,Xz,...,Xn),
Z,, =max(¥,,Y,,..Y,).

We are going to prove that though the components of vectors are dependent, their maxima are
asymptotically independent.

First of all we get the vectors of normalizing constants a, = (aml,amz) and b, = (bn,l,bn,z); and
the limiting distributions of marginal distributions ([3]).

We count the probability

1 n,l

xb,, +a

n,
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1
It is obvious, that a,, =0 and b,, =n“. Then

1~ P(Zn 1
m -
1
n—w I’lé

< xJ —e = H, , (x),x>0.

1
In the same way we get a,, =0 and b, , = n” . Then

n—0

. Zn,Z —y’ﬂ
lim P 7 <yl|=e =H, ,(y),y>0.
n’#

We count probability

n%‘ n%ﬂ

R AV
S Y )Y nm(l [ (e [ D
F”(n%"x,n}/ﬂy)=[l—x—y+x Z [1+y{1_x Il—y j}} —e n V{ }[ ] )
n n n n

Z Z ] ) ]
P( mL<x, 2 < yJ = P(Zn,1 < n%’x,Zn,2 < n/ﬁyj = F"(n%’x,n/ﬁy);

n
We get the limit
—a  =f a -p -a -8
i 12 [IW(FL](PL}]J
llmP Zn,l <x i < _ l1me { n n n n n _ ei(xfaer*/f)‘
Vo Y

n n
So the limit distribution function is:

n— n—

H(x,y)= e’("ﬂ”‘fﬂ); x,y>0,a, >0, 4)
1
when a, =(0,0) and b, = (n%,nﬁ’ j

Besides,
Hioy)=e ) oo e’ —H, (0H, (),
this means that though the components of the vector (X, Y) are dependent, their maxima are
asymptotically independent.

3. The speed of convergence. Let’s consider the sequence of two-dimensional random vectors

(3), which the limit distribution function of their maxima is (4). We count the absolute error:

A (x,y) = |F" (1 exonP ) Hx ).

The graphical views of the errors in two-dimensional (a) and three-dimensional (b) spaces, when

y=2, a=p£=2,y=0.5, are given in figure 1. In the part (a) the dashed line means the one-

dimensional error A (y)=

)}
F" (n/ﬁy) - H(y)‘ , when y = 2. This means, that



81
A (x,y) = |F" (nex,n P y) — H x, y)‘ »‘F"(n”y)—H(y) —A0(y).

Besides, when we minimize A”(x,y), when y=2, a=£=2,7=0.5, we get the minimum

value at the point (2.59; 2), i.e. when the values of components are very close.

x 10"

deltan

L L L L L L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

a) space R b) space R
Fig 1: Errors, when y=2, a=£=2,y=0.5

Let’s denote ([4]):

u,(x.y)= n(l —(1— xna -2 nﬁ + x;f M (1+ 7(1— xn“ j(l—%m}

v y)=u, (v y)=x -y

u,(x,y) < 1

Then for all (x, y) for which 5 and H(x,y) >0, the speed of convergence is ([4]):

n

<A, (x,y)= Hx )R, (5, ) + R, , (X, ¥)+ Ry, (X, )R, (x,));

Zln ZZn
Pl =7 <x,—~<y|-H(xy)
n“ n%ﬁ

2u,(6y) | 2uy(xy) 1

B

where R, (x,y)=

n’ 1-g¢g
2
vi(x,y) 1
R, (%, y) =|v, (x, p)| + 2~
2 -5
we take 0 < ¢, s <1 such, that
2
2u,(0y) vn(x,y)lgsl

3n
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The graphical comparison of the speed of convergence is given in figure 2. From this view we

see that the speed of convergence An(x, y) is not very accurate, because it differs from the speed

A (x,y) alot. Besides, A”(x, y) approaches to A'"”(y), when x — o, faster than A, (x,y).

1.8

1.6

1.41

1.2

deltan

0.8
0.6

0.4+

0.2 ,\

Fig 2. The speed of convergence, when y =2, a=£=2,y=0.5

4. Comments.

1. When the components of random vectors are dependent and two-dimensional distribution
function is (2), the correlation between the components depends on the value of y, but it does not
make any influence on the asymptotical dependence of the maxima. Even if the components are
dependent, their maxima are asymptotically independent.

2. When we fix the value of y, the two-dimensional error approaches to one-dimensional error

A,(y), when x — .

3. We get the smallest value of A(f ) (x, y), when the values of components are equal.
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PARETO ATSITIKTINIU VEKTORIU MAKSIMUMU TYRIMAI

Vaida Savulyté, Algimantas Aksomaitis

Darbe tiriami maksimumai atsitiktiniy dvimaciy vektoriy, kuriy komponentés yra pasiskirstg pagal

Pareto désni.
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7 PRIEDAS. STRAIPSNIS ,,DVIMACIU PARETO SKIRSTINIU
KONSTRAVIMAS IR ANALIZE

DVIMACIU PARETO SKIRSTINIU KONSTRAVIMAS IR ANALIZE

Vaida Savulyté, Algimantas Aksomaitis
Kauno technologijos universitetas

Tarkime, kad (X, Y) — dvimatis atsitiktinis vektorius, kurio komponentés yra pasiskirs¢iusios pagal Pareto désni.
Vektoriaus koordinaciy marginaliosios skirstinio funkcijos ([1]):
1. .
F(x)=1-—;¢ax>1l,a>0; Fz(y):l—i;é1ay21,ﬂ’>0.
X Yy

B

Tankiy funkcijos:
a B

p(x)=—:Claxz2La>0; p,(y)= =

X y

X ir Y - nepriklausomieji dydziai. Tarkime, kad vektoriaus (X, Y) komponentés yra nepriklausomos. Tada pagal
apibrézima:

;Clay>1,4>0.

F(X,y):E(X)FZ(y):I—La—Lﬂ‘F — ﬂ,éia x,y=21,a,B>0.
X y Xy
. . a p
Vektoriaus (X, Y) tankis: p(x,y)=—; =T x,y=>1,0,>0.
Xy

Pagrindinés tokio vektoriaus skaitinés charakteristikos:

vidurkis (MX;MY):( @ B J,kai a>lir f>1;

a1 p-1
dispersija (DX;DY):((Q_Z)(ZO!_DZ ;(ﬁ—z)fﬂ—nz j Jkai @ >2 ir f>2;

kovariacija cov(X,Y)=0,kai a>2 ir f>2.

X ir Y - priklausomieji dydziai. Tarkime, kad vektoriaus (X, Y) komponentés yra priklausomos. Tada dvimatg
skirstinio funkcija konstruojame tokiu budu ([2]):

1 1
F(x,y)zl——a——ﬂ-kG(x,y), x,y>1,a,p>0.
X y

Cia funkcija G(x,y) apibréZiame taip:

Glx,y) =— ﬂ(ny@—%@—%n,x,yZl,a,B>o.
Xy X y

F(x,+00)=1—ia=F1(x), x>1,0>0;
X

Akivaizdu, kad

1
F(+oo,y):l—7:F2(y), y>1,p>0.

Pagrindinés skaitinés charakteristikos:

vidurkis (MX;MY):(L;LJ,kai a>lir f>1;
a-1 -1
. . ) B a ) B . . )
dispersija (DX’DY)_((a—Z)(a—l)z ’(ﬂ’—2)(ﬁ’—1)zJ’kal a>2ir f>2;
koreliacijos koeficientas
o(X.Y)=af 4 rLa>2, f>2.
aff 2
20-1D2-1)| ————
Qa-12B8 )((a—z)(ﬁ—z)J

Koeficiento y reik§mé turi biti i§ intervalo
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7( ap )? Qa-1)2p-1) <7<[ ap )? Qa-DH2B-1)
(@=2)(f-2) of - (@=2)(f-2) of
Akivaizdu, kad

( ap J Qa-1)Q2p-1)
(@-2)(f-2) af

Vadinasi, nuo koeficiento y parinkimo priklauso, kokia koreliacija (teigiama ar neigiama) bus tarp dydziy X ir Y. Taigi,

p(X,Y) <0, kai —( af JZ (2¢-D2F-D

>0 (a,f>2).

(@-2(f-2) a0
. aff > Qe -12p-1)
p(X,Y)>0,ka10<7§((a_2)(ﬂ_2)J f .

Tokiu btdu i§ duoty vienmaciy Pareto skirstiniy sukonstravome dvimatj skirstinj, kurio komponenciy (marginalieji)
skirstiniai ir yra Pareto skirstiniai. Be to, komponentés yra koreliuotos (ir priklausomos), jeigu y #0.
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