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SUMMARY 

 

In our research we analyse electrocardiograms (ECG). The aim of this research is to apply the fractal 

dimension computing method to electrocardiograms, i.e. to create an algorithm, due to which it would be 

possible to get a few parameters describing ECG. Then, to check, whether the created the mathematical 

model for computing fractal dimension classify the possessed data. 

According to Hausdorf “capacity dimension” we compute and analyze “capacity coefficient”. 

The research of the plane “capacity coefficient” was carried out in this work (it is a fractal 

dimension, which was computed at the fixed dimension of the iterational window). The computing 

algorithm was made, with the help of which the ECG plane capacity coefficient was computed for 300 

persons. When the initial information on the examined persons is known, the results are tried to be 

assessed from the mathematical, as well as medical, point of view. 
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�VADAS 
 
Pirmoji elektrokardiograma (EKG) buvo užregistruota XIX amžiaus pabaigoje. Ta�iau vystantis 

mokslui bei informacin
ms technologijoms dar ir šiomis dienomis EKG tyrin
jimo klausimas išlika 

aktualus. Pastaruoju metu ypa� aktual�s darbai, skirti netiesin
s analiz
s metodikoms medicinoje kurti. 

Pateikiami dydžiai, kuri	 medikai iki šiol nenaudojo savo klinikin
je praktikoje, daugeliu atvej	, leidžia 

�vertinti klinikinius efektus, �prastiniais, euristiniais analiz
s metodais nenusakomus. Tai sudaro 

galimyb� tirti fiziologinius efektus, kurie iki šiol nebuvo stebimi, vertinami medicinos praktikoje.  

Klasikinis EKG vertinimas – gauti kiek galima išsamesn� informacij apie žmogaus širdies veikl. 

Šiame darbe tiriama ne elektrokardiogramos morfologija, bet nagrin
jami j	 faziniai žem
lapiai ir 

gaunami parametrai, apib�dinantys vis EKG.  

Darbe panaudota id
ja yra kilusi iš fraktalin
s geometrijos.  

Žodis "fraktalas" tai terminas, kur� aštunto dešimtme�io viduryje pasi�l
 B. Mandelbrotas, 

nor
damas apib�dinti sud
tingos strukt�ros ir iš labai smulki	 detali	 sudarytas fig�ras, randamas 

daugelyje gamtos objekt	 (chaosas erdv
je). Lotyniškai fractus reiškia "suduž�s, suskil�s". 1977 m. B. 

Mandelbrotas šokiravo mokslin� visuomen�, �vesdamas trupmenin� (fraktalin�) dimensij, drauge 

atitr�kdamas nuo topologin
s (sveikojo skai�iaus) dimensijos sampratos. Jo dimensija – tai parametras, 

charakterizuojantis, kaip „tankiai“ fraktalas užima erdv�. Jis naudojamas fraktal	 sud
tingumui 

palyginti. 

Darbo tikslas – pritaikyti fraktalin
s dimensijos skai�iavimo metodik elektrokardiogramoms, t.y. 

sudaryti algoritm, kuris leist	 gauti kelet parametr	, apib�dinan�i	 EKG. Po to patikrinti, ar sudarytas 

fraktalin
s dimensijos skai�iavimo matematinis modelis klasifikuoja turimus duomenis.  

Darbe atliktas plokštumos užimtumo koeficiento tyrimas (tai fraktalin
 dimensija, skai�iuota esant 

fiksuotam iteracinio žem
lapio langelio dydžiui). Sudarytas skai�iavimo algoritmas, kurio pagalba 

apskai�iuotas EKG plokštumos užimtumo koeficientas 300 asmen	. Žinant pradin� informacij apie 

tiriamus asmenis yra bandoma gautus rezultatus vertinti tiek matematiniu, tiek ir medicininiu poži�riu. 

 

Mokslin
 veikla: 
Pranešimai tarptautin
se konferencijose: 

Biomedicinin
 inžinerija 
„Electrocardiogram Variation Complexion Research” 

 
Pranešimai konferencijoje 

Matematika ir matematikos d
stymas 
„Informacini	 technologij	 taikymas tiriant širdies ritmin� veikl“ 
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1. TEORIN� DALIS 

1.1 �VADAS APIE FRAKTALUS 

Gamtos mokslas ir matematika visais laikais ieškojo tvarkos Visatoje. Paskutiniai bandymai šioje 

paieškoje siejami su chaoso teorijos atsiradimu. Kod
l ši teorija vadinama chaoso teorija? Tod
l, kad ji 

leidžia ap�iuopti tam tikr tvark reiškiniuose, kuriuos iki šiol žmon
s vadino ir laik
 visiškai chaotiškais. 

Nors, antra vertus, tie reiškiniai vis tiek išlieka sunkiai valdomi ir prognozuojami. 

Iki ši	 dien	 linija buvo pagrindinis statybinis blokas, leidžiantis suprasti ir pavaizduoti Visat. 

Chaoso teorija naudoja kit geometrij – fraktalin�. Kas yra fraktalas? Sunku kol kas duoti formal	 

apibr
žim. Galima b�t	 teigti, kad tikrasis fraktalas – tai be galo daug kart	 savyje atsikartojantis 

objektas. Pats fraktal	 pradininkas amerikie�i	 matematikas B. Mandelbrotas (Benoit B. Mandelbrot) yra 

�sitikin�s, kad gamtoje iš vis n
ra glodži	 objekt	 – tik fraktaliniai. Vien d
l to, kad m�s	 matematinis 

aparatas yra silpnas, mes turime realius (fraktalinius) objektus pakeisti idealiais (bet tikrov
je 

neegzistuojan�iais) objektais – glodžiosiomis linijomis ir paviršiais, elips
mis ir parabol
mis, 

plokštumomis, elipsoidais ir panašiai. Apie 1964 metus jisai prad
jo suvokti, kad �vairius reiškinius, 

painias fig�ras, j	 konstravimo proced�ras galima apibendrinti, sistematizuoti. To dar niekas nebuvo 

padar�s. 1975 m. B. Mandelbrotas sugalvojo ir �ved
 termin fraktalas, nor
damas duoti savo pirmajai 

publikacijai šiais klausimais pavadinim. Ta�iau paaiškinti šio termino nesugeb
jo ir neskub
jo, 

sakydamas, jog „ger vyn irgi reikia išlaikyti prieš pilstant � butelius...”. Ir vis d
lto, kai kurie bruožai, 

charakteringi �vestiems fraktalams, jau tada buvo akivaizd�s: 

� visos fig�ros, kurias B. Mandelbrotas tyr
 ir vadino fraktalais, tur
jo savyb� – nereguliarios, 

bet atsikartojan�ios savyje, t.y. ži�rint pro didinamj� stikl � atskir fig�ros fragment, pastarasis 

primindavo vis fig�r; 

� fraktalus (kaip aibes) sudaro be galo daug tašk	, kuri	 tarpusavio išsid
stymas toks 

sud
tingas, kad ne�manoma nei perprasti, nei aprašyti j	 geometrijos. 

Klasikin
 geometrija – tai tik pirmoji reali	 objekt	 strukt�ros aproksimacija. Ji tinka, kai 

projektuose norime pateikti technologin� produkt, ir yra labai netiksli, kai siekiame aprašyti realius 

gamtos k�rinius. 

Fraktalin
 geometrija – tai klasikin
s geometrijos pl
tinys. Jos pagalba galima kurti tikslius 

matematinius fizini	 strukt�r	 modelius (nuo papar�io lapo iki galaktik	). Fraktal	 teorija labai patraukli 

ir aktuali. Ji kei�ia tradicin� poži�r� � �prastus reiškinius. Fraktal	 teorija – tai kompiuterin
s eros darinys.  
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Fraktalai apibr
žiami, aprašant sryšius tarp atskir	 (fraktalin
s) aib
s fragment	, panašiai kaip, 

tarkime, Saul
s sistemoje, kur fiksuojamos ne atskir	 dangaus objekt	 koordinat
s, o pateikiami 

gravitacijos d
sniai bei nurodomos pradin
s slygos. 

Pats terminas fraktalas paimtas iš lotyn	 kalbos: fractus reiškia nereguliar	 fragment, frangere – 

suskaidym � nereguliarius fragmentus (1, 2, 9). 

1.2 METRIN�S ERDV�S S�VOKA. METRIKOS S�VOKA 

Fraktalin
 geometrija nagrin
ja gana paprast	 geometrini	 erdvi	 poaibi	 strukt�r. Pati geometrin
 

erdv
 žymima X. 

Apibr�žimas. Erdve vadinama aib
 X, aib
s elementai vadinami erdv
s taškais. 

Erdv
s svoka reiškia, jog yra tam tikras požymis, jungiantis visus elementus � aib�. 

Keletas erdv
s pavyzdži	. 

1. X = R. Kiekvienas taškas x�X yra realusis skai�ius (požymis,jungiantis taškus � aib�), arba 

taškas skai�i	 ties
je. 

2. X = R2. Tai euklidin
 plokštuma. Kiekviena reali	j	 skai�i	 pora x1, x2 �R nusako atskir 

tašk erdv
je R2. Kiekvien tašk x�X galima užrašyti x=(x1, x2). 

Tai tiesin
s erdv
s – jose apibr
žta, kaip sud
ti du erdv
s taškus, norint gauti nauj (tre�ij�) tašk 

toje pa�ioje erdv
je, b�tent: 

Jei x, y � X = R, tai x+y � R. 

Jei x, y � R2, tai x+y = (x1, x2) + (y1, y2) = (x1+x2, y1+y2) � R2. 

Be to, ši	 erdvi	 narius galima dauginti iš skaliaro, t.y. iš ��R.  

3. X = ? = {x| x=(x1, x2) � R2, 0 � x1 � 1, 0 � x2 � 1}. Tai erdv
, sutampanti su užpildytu 

kvadratu. 

Apibr�žimas. Metrine erdve (X, d) vadinama erdv
 X su joje apibr
žta realija funkcija (metrika) d: 

X � X � R, nusakan�ia atstum tarp bet kuri	 dviej	 erdv
s X tašk	. Reikalaujama, kad funkcija d 

tenkint	 tokias aksiomas: 

1. d(x, y) = d(y, x),  � x, y � X; 

2. 0 < d(x, y) < �,  � x, y � X, x � y; 

3. d(x, x) = 0,  � x � X; 

4. d(x, y) 	 d(x, z) + d(z, y), � x, y, z � X. 

Trumpiausio kelio tarp erdv
s tašk	 svoka siejama su metrika toje erdv
je ir priklauso nuo jos. 

Vienas iš metrikos pavyzdži	 X = R, d(x, y) = |x - y|, � x, y � X. Tai euklidin
 metrika. 
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Apibr�žimas. Dvi metrikos, d1 ir d2, erdv
je X vadinamos ekvivalen�iomis,jeigu yra skai�iai c1 ir c2 

(0 < c1 < c2 < �) tokie, kad 

c1d1(x, y) 	 d2(x, y) 	 c2d1(x, y), � (x, y) � X � X. 

Jei metrikos d1 ir d2 yra ekvivalen�ios erdv
je X, tai jos vienodai interpretuoja, kurie X taškai yra 

artimi ir kurie nutol� vienas nuo kito. Per
jim nuo vienos metrikos d1 erdv
je X prie kitos jai 

ekvivalen�ios metrikos d2 galima �sivaizduoti kaip pa�ios erdv
s baigtin� (apr
žt) deformavim. Kitaip 

sakant ekvivalentumo reikalavimas – tai reikalavimas, kad neb�t	 begalinio erdv
s ištempimo arba 

visiško jos suspaudimo. Imkime metrin� erdv� (X, d). 

Apibr�žimas. Sakoma, jog erdv
je X apibr
žta transformacija (atvaizdis, arba funkcija) f, �gyjanti 

reikšmes erdv
je X, jeigu kiekvien tašk x � X atitinka vienas ir tiktai vienas taškas f(x) � X. Jeigu S 
 

X, tai f(S) = {f(x) | x � S}. Kai f(X)=X, sakome, jog f yra siurjekcin
 transformacija. 

Transformacija f yra abipusiškai vienareikšm
 (arba injekcin
), jeigu f(x) = f(y) (x, y � X) 

implikuoja x = y. 

Transformacija f yra apgr�žiama (arba bijekcin
), jeigu ji yra abipusiškai vienareikšm
 ir f(X)=X. 

Šiuo atveju galima apibr
žti transformacij f-1: X � X (vadinam atvirkštine duotajai transformacijai f) 

tokiu b�du: f-1(y) = x; �ia x � X yra vienintelis taškas toks, kad y = f(x). 

Imkime dvi metrines erdves (X1, d1) ir (X2, d2). 

Apibr�žimas. Metrin
s erdv
s (X1, d1) ir (X2, d2) vadinamos ekvivalen�iomis, jeigu yra apgr�žiamoji 

transformacija h: X1 � X2 tokia, kad metrika 1

~
d  erdv
je X1, nusakoma lygybe 

121 ),()),(),((),(
~

Xyxyhxhdyxd ��� , 

yra ekvivalenti metrikai d1. 

Apibr�žimas. Metrin
s erdv
s (X, d) tašk	 seka �
�1}{ nnx  vadinama Koši seka, jeigu  

�� ���� ),(:),)()(0( mn xxdNmnN . 

Taigi, kuo toliau einam išilgai sekos, tuo artimesni (metrikos d prasme) tampa sekos taškai (nariai). 

Bet, tai nereiškia, kad sekos nariai art
ja prie kokio nors fiksuoto taško. Galimas atvejis, jog sekos nariai 

art
ja prie taško, kuris nepriklauso erdvei (X, d). 

Apibr�žimas. Metrin
 erdv
s (X, d) vadinama pilnja, jeigu kiekviena erdv
s X Koši seka �
�1}{ nnx  

turi rib x � X. 

Vadinasi, jeigu �
�1}{ nnx  yra erdv
s X tašk	 Koši seka ir (X, d) yra pilnoji metrin
 erdv
,tai yra taškas 

x � X toks, kad su bet kokiu 0�  rutulys ),( �xB  talpina be galo daug sekos tašk	 nx . 
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Apibr�žimas. Tarkime, kad XS 
  yra metrin
s erdv
s (X, d) poaibis. Poaibis S yra kompaktinis, 

jeigu iš kiekvienos begalin
s poaibio S sekos �
�1}{ nnx  galima išskirti posek�, turint� rib poaibyje S. 

1.3 FRAKTALIN� DIMENSIJA 

1977 m. B. Mandelbrotas šokiravo mokslin� visuomen�, �vesdamas trupmenin� dimensij, drauge 

atitr�kdamas nuo topologin
s (sveikojo skai�iaus) dimensijos sampratos. Jo dimensija – tai parametras, 

charakterizuojantis, kaip tankiai fraktalas užima erdv�, naudojamas fraktal	 sud
tingumui palyginti. 

Šiuo metu žinoma daug skai�i	, charakterizuojan�i	 fraktalus, ir skirt	 pastariesiems palyginti. Visi 

jie dažniausiai vadinami fraktalin
mis dimensijomis. Tai svarbios kiekybin
s fraktal	 charakteristikos d
l 

dviej	 priežas�i	: pirma, jas galima apibr
žti realaus pasaulio objektams, ir, antra, apytiksles j	 reikšmes 

(�ver�ius) galima gauti eksperimentiškai.  

Imkime pilnj metrin� erdv� (X, d). Tarkime, kad A yra netuš�iasis kompaktinis erdv
s X poaibis, 

t.y. )X(HA� . Tarkime, kad 0� , o ),( �AN  žymi mažiausi uždar	j	 rutuli	 

}),(|{),( �� 	�� yxdXyxB , sudaran�i	 baigtin� aib
s A dengin�, skai�i	, t.y. ),( �AN  yra mažiausias 

sveikasis skai�ius M toks, kad ),(
1

�n

M

n
xBA

�

 �  (�ia Xxxx M 
},...,,{ 21 ). Tokio skai�iaus M egzistavimas 

išplaukia iš to, jog A yra kompaktinis poaibis: iš tikr	j	, kiekviena taškui Ax�  parink� atvirj� (spindulio 

0� ) rutul�, tur
sime atvirj� A dengin�, iš kurio gal
sime išrinkti baigtin� A podengin�, susidedant�, 

tarkime, iš M
~  atvir	j	 rutuli	. Kiekvien atvirj� rutul� keisdami uždaruoju, gausime A dengin�, sudaryt 

iš M
~  uždar	j	 rutuli	. 

Dabar, aib� dengini	, susidedan�i	 iš ne daugiau kaip M
~  uždar	j	 (spindulio 0� ) rutuli	, 

pažym
kime D. Aišku, aib
 D tur
s bent vien element. Apibr
žkime funkcij }
~

,...,2,1{: Mf �D  taip: 

f(d) = {rutuli	, sudaran�i	 dengin� D�d , skai�ius}. Tada, teigiam	 skai�i	 aib
 }|)({ D�ddf  bus 

baigtin
. Vadinasi, � j �eis ir mažiausias skai�ius ),( �AN . 

Intuityvi id
ja, kuria remiantis �vedama fraktalin
s dimensijos svoka, yra tokia: aib
 A turi 

fraktalin� dimensij D, jeigu  

DCAN �� �� ),( ;  

�ia C yra tam tikra konstanta; simbolio „�” panaudojim suprantame taip: jeigu )(�f  ir )(�g  yra 

dvi realiosios funkcijos, tai „lygyb
” )()( �� gf �  reiškia, jog  
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1
)(ln
)(ln

lim
0

�
� �

�
� g

f
. 

 

Išsprend� ankstesnij „lygyb�” D atžvilgiu, gauname: 

)/1ln(
ln),(ln

�
� CAN

D
�

� . 
 

Pasteb
sime, kad 
)/1ln(

ln
�

C
 art
ja prie nulio, kai 0�� . 

Apibr�žimas. Sakykime, kad )X(HA�  ir (X, d) yra metrin
 erdv
. Tarkime, kad ),( �AN  žymi 

mažiausi sveikj� uždar	j	 (spindulio � ) rutuli	, sudaran�i	 aib
s A dengin�, skai�i	. Jeigu riba 

)/1ln(
)),(ln(

lim
0 �

�
�

AN
D

�
�  

 

egzistuoja, tai skai�ius D vadinamas fraktaline aib
s A dimensija; sakysime, jog „A turi fraktalin� 

dimensij D”, ir žym
sime D(A) = D. 

Panagrin
sime metodus skirtus panaši	 tašk	 telkini	 strukt�r	 dydžio nustatymui. Nagrin
kime 

kvadratin� tinklel� (langelio dydis � ), užd
t ant stebimos taškin
s strukt�ros. Kiekvienoje tinklelio dalyje 

suskai�iuojamas � j papuolusi	 tašk	 skai�ius in . Jis dalinamas iš N – bendro tašk	 skai�iaus: 

N
n

P i
i �)(� . 

 

Tuomet bendru atveju fraktalin
 dimensija apskai�iuojama pagal formul�: 

�

�

log

))((log

1
1 �
�

� i

q
i

q

P

q
D . 

 

Kai q=0, turime užimtumo dimensij, q=2 – koreliacijos dimensij. Objektai, kuri	 užimtumo 

dimensija skiriasi nuo j	 topologin
s dimensijos, vadinami fraktalais. 

Apibr
žkime informacin� funkcij: 

)](log[)(
1

��
�

iP
N

i iPI �
�

�� , 
 

kur �N  – skai�ius užimt	 langeli	. 
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Tuomet informacin
 dimensija apibr
žiama taip: 

�
��

�
�

��
�

�

��

���

N

i
iPiPI

d
1 )log(

)](log[)(
lim

0)log(lim
0inf . 

 

Pakeitus �NI log�  – gausime užimtumo dimensij, o ��
i

iPI 2))((log �  – koreliacijos dimensij.  

1.4 MAŽIAUSI� KVADRAT� METODAS 

Dažno eksperimento tikslas – nustatyti tam tikro dydžio y priklausomyb� nuo kito dydžio x, imant 

baigtin� skai�i	 atskir	 reikšmi	 xi, i = 1, 2, …, n. Tokio eksperimento rezultatas – xi ir jas atitinkan�i	 

eksperimentini	 yi reikšmi	 lentel
 arba kreiv
, nubr
žta per taškus ( xi, yi ). Išnagrin
sime vien b�d, 

kaip gauti kreiv� atitinkan�ios analizin
s funkcijos išraišk. Tokias funkcijas vadinsime empirin
mis, (gr. 

empeiria – „pažinimas, paremtas patyrimu” ) o j	 ieškojimo proces- aproksimavimu ( lot. approximo – 

„art
ju” ). Kadangi kiekvienos funkcijos analizin
je išraiškoje, be jos argumento x, yra ir tam tikri 

skaitiniai koeficientai, tai bendroji empirin
s funkcijos analizin
 išraiška yra tokia:  

,...),,,( cbaxfy � . ( 1.1 ) 

Išsiaiškinkime, kaip reikia parinkti empirin
s funkcijos parametrus a, b, c, …, kad gauta empirin
 

funkcija geriausiai atitikt	 eksperimentu nustatyt priklausomyb�. Tokio uždavinio sprendimas priklauso 

nuo to, k sutarsime laikyti „geriausiu” atitikimu. Galima, pavyzdžiui, reikalauti, kad maksimal�s 

atstumai tarp empirin
s (1.1) kreiv
s ir eksperimento tašk	 arba atstum	 tarp empirin
s kreiv
s ir 

eksperimento tašk	 moduliai b�t	 minimal�s. Labiausiai paplit�s toki	 uždavini	 sprendimo b�das yra 

mažiausi	 kvadrat	 metodas. 

Sakykime, kad argumento xi reikšm� atitinka eksperimentu gauta yi reikšm
. �raš� xi reikšm� � 

empirin
s funkcijos (1.1) išraišk, gausime funkcijos reikšm� f ( xi, a, b, c, … ), paprastai nelygi yi, nes yi 

reikšm
ms turi �tak eksperimento paklaidos. Skirtum yi - f ( xi, a, b, c, … ) vadiname empirin
s 

funkcijos nuokrypiu. Mažiausi	 kvadrat	 metodo reikalavimas yra toks: parametrai a, b, c, … turi b�ti 

tokie, kad nuokrypi	 kvadrat	 suma b�t	 minimali. Taigi 

min,...)),,,(( 2

1

����
�

cbaxfyS i

n

i
i . 

 

Tokiu atveju funkcijos S dalin
s išvestin
s kintam	j	 a, b, c, … atžvilgiu turi b�ti lygios nuliui: 

,...0,0,0 �
�
�

�
�
�

�
�
�

c
S

b
S

a
S

. 
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Išdiferencijav� S parametr	 a, b, c, … atžvilgiu ir prilygin� gautas dalines išvestines nuliui, 

gauname lyg�i	 sistem, sudaryt iš tiek lyg�i	, kiek parametr	 turi funkcija y=f ( x, a, b, c, …): 

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�

�

�

...

,0,...)),,,((

,0,...)),,,((

1

1

n

i
ii

n

i
ii

b
f

cbaxfy

a
f

cbaxfy

 

( 1.2 ) 

Išnagrin
sime dažniausi atvej� , kai funkcija y = f ( x, a, b, c, …) yra tiesin
, t.y.  

baxbaxfy ��� ),,( .  

Kadangi 1, �
�

�
�

�

�

b
f

x
a
f

, tai iš ( 1.2 ) sistemos gauname  

�
�
�

��
�

�

���

���

�

�

�

�

n

i
ii

n

i
iii

baxy

xbaxy

1

1

,0))((

,0))((
 

 

kuri pertvarkoma � toki: 

�
�
�

��
�

�

��

��

� �

� � �

� �

� � �

n

i

n

i
ii

n

i

n

i

n

i
iiii

ynbxa

yxxbxa

1 1

1 1 1

2

.

,
 

 

Pasinaudoj� Kramerio formul
mis, gauname:  

.
)(

,
)(

1 1

22

1 1 1 1

2

1 1

22

1 11

� �

� � � �

� �

� ��

� �

� � � �

� �

� ��

�

�
�

�

�
�

n

i

n

i
ii

n

i

n

i

n

i

n

i
iiiii

n

i

n

i
ii

n

i

n

i
iii

n

i
i

xnx

xyxyx
b

xnx

yxnyx
a

 

( 1.3 ) 

1.5 INTERPOLIAVIMAS KUBINIU SPLAINU 

Splainas – tai tolydžioji iki p-tosios eil
s išvestin
s imtinai funkcija, sudaryta iš kurios nors 

funkcijos dali	. Istoriškai splainai prad
ti konstruoti iš n-tosios eil
s polinomo dali	, tod
l �ia, kalb
dami 
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apie splainus, laikysime juos funkcijomis, sudarytomis iš polinomo dali	. Praktikoje dažniausiai 

naudojami kubiniai splainai. 

Uždavinio formuluot�. Duota funkcijos )(xfy �  reikšmi	 lentel
 Niyx ii ,0),,( � . Reikia rasti 

kubin� splain )(xgy � , tenkinant� Lagranžo interpoliavimo slyg 

.,0,)( Niyxg ii ��   

Kad interpoliacinis kubinis splainas b�t	 apibr
žtas vienareikšmiškai, pasirenkamos kraštin
s 

slygos 

0)('')('' 0 �� Nxgxg .  

Jos dar vadinamos nat�raliomis kraštin
mis slygomis ir rodo, kad plienin
s liniuot
s, išraitytos per 

interpoliavimo taškus, galai paliekami laisvai kaboti. 

Kadangi splaino antroji išvestin
 yra tolydžioji ir tiesin
 kiekviename intervale ),1(],,[ 1 Nixx ii �� , 

tai galima rašyti: 

i

i
i

i

i
i h

xx
m

h
xx

mxg 1
1)('' �

�

�
�

�
� ; 

( 1.4 ) 

�ia Nixgm ii ,0),('' �� , o 1��� iii xxh . 

(1.4) lygyb� suintegrav� du kartus, gauname: 

i

i
i

i

i
i

i

i
i

i

i
i h

xx
B

h
xx

A
h
xx

m
h

xx
mxg 1

3
1

3

1 6
)(

6
)(

)( ��
�

�
�

�
�

�
�

�
� ; 

( 1.5 ) 

�ia ii BA ,  – integravimo konstantos. 

ii BA ,  parinkime taip, kad )(xg  tenkint	 interpoliavimo slyg, t.y. kad b�t	 11)( �� � ii yxg  ir 

ii yxg �)( . 

Iš (1.4) lygyb
s gauname: 

6
,

6

22
1

1
ii

ii
ii

ii

hm
yB

hm
yA ���� �

� . 
 

Vadinasi, kubinio splaino išraiška intervale ],[ 1 ii xx �  yra tokia: 

i

iii
i

i

iii
i

i

i
i

i

i
i h

xxhm
y

h
xxhm

y
h
xx

m
h

xx
mxg 1

22
1

1

3
1

3

1 )
6

()
6

(
6

)(
6

)(
)( ��

�
�

�

�
��

�
��

�
�

�
� . 

( 1.6 ) 

(1.6) formul
s nežinomi dydžiai im  yra splaino antr	j	 išvestini	 reikšm
s taškuose ix . Jas 

apskai�iuojame remdamiesi slyga 
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)1,1()0(')0(' ����� Nixgxg ii  ( 1.7 ) 

ir tardami, kad 00 �� Nmm , t.y. pasirinkdami nat�ralias kraštines slygas. 

Nesunku �sitikinti, kad 

.
63

)0('

,
36

)0('

1

1
1

11

1
1

�

�
�

��

�
�

�
�����

�
����

i

ii
i

i
i

i
i

i

ii
i

i
i

i
i

h
yy

m
h

m
h

xg

h
yy

m
h

m
h

xg

 

 

Tada (1.7) lyg�i	 sistem galima užrašyti matricine išraiška: 

;HyAm �  ( 1.8 ) 

�ia A  – simetrin
 kvadratin
 )1( �N -osios eil
s tri�strižain
 matrica 

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�

�

�

�

�

��

36
...000

..................

00...
36

0

00...
636

00...0
63

11

433

3322

221

NNN hhh

hhh

hhhh

hhh

A , 

 

H  – sta�iakamp
 (N-1)x(N+1) matrica 

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

��

��

��

�

�� NNNN hhhh

hhhh

hhhh

H

1
)

11
(

1
...0000

........................

000...
1

)
11

(
1

0

000...0
1

)
11

(
1

11

3322

2211

, 

 

ym,  – matricos stulpeliai 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�

�1

2

1

...

Nm

m

m

m , 

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�

�

Ny

y

y

y
...

1

0

. 

 

(1.8) sistema yra tiesini	 lyg�i	 sistema su tri�strižaine matrica A , kurios pagrindin
s �strižain
s 

elementai didesni už kit	 eilut
s element	 sum. Taigi ši sistema yra suderintoji ir turi vienintel� sprendin� 

(7). 
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1.6 ŠIRDIES AUTOMATIJA 

Širdis gali be joki	 išorini	 dirgikli	 savaime, t.y spontaniškai, generuoti elektrinius impulsus, kurie 

sukelia širdies susitraukimus. Ši fiziologin
 savyb
 vadinama širdies automatija, ir j nulemia 

specializuot	 skaidul	, kurios sudaro širdies laidžij sistem, ypatumai. 

Pagrindiniu širdies ritmo vedliu (angl. pacemaker) fiziologin
se slygose yra grup
 lsteli	 

sinoatrialiniame mazge, kurios didžiausiu dažniu spontaniškai generuoja elektrinius impulsus veikimo 

potencial	 pavidalu. Šiems veikimo potencialams b�dinga spontanin
 l
ta diastolin
 depoliarizacija, 

kurios d
ka ritmo vedlio lstel
s membrana savaime, be išorini	 dirgikli	, depoliarizuojasi iki slenkstinio 

lygio. Membranos depoliarizacijai pasiekus slenkstin� lyg�, toliau vyksta greitesn
 depoliarizacija, ir 

sujaudinimas išplinta j gretimas širdies lsteles. Sinoatrialinio mazgo lstel
s, kuriose spontanin
 

diastolin
 depoliarizacija vyksta grei�iausiai ir anks�iausiai pasiekia slenkstin� lyg�, nulemia normal	 

širdies dažn�. Kitose širdies laidžiosios sistemos dalyse, pvz., atrioventrikuliniame mazge, Purkinje 

sistemoje, esan�ios lstel
s taip pat pasižymi spontanine l
ta diastoline depoliarizacija, ta�iau jose ji 

vyksta žymiai l
�iau negu pagrindinio širdies ritmo vedlio lstel
se. Normaliai sujaudinimas iš 

sinoatrialinio mazgo laidžiosios sistemos skaidulas pasiekia anks�iau ir sukelia jose veikimo potencial 

grei�iau negu tai �vyksta d
l spontanin
s l
tos diastolin
s depoliarizacijos šiose skaidulose, dar 

vadinamose latentiniais širdies ritmo vedliais. 

Latentinio ritmo vedlio veikimo potencialui b�dingas mažesnis spontanin
s diastolin
s 

depoliarizacijos greitis ir neigiamesnis maksimalus diastolinis potencialas, lyginant su pagrindinio širdies 

ritmo vedlio veikimo potencialu. 

Nustojus sinoatrialiniam mazgui generuoti elektrinius impulsus, ritmo vedlio funkcijas perima 

atrioventrikulinis mazgas, ta�iau širdies ritmas tampa retesnis negu normaliai (40-60 k/min vietoje 60-80 

k/min). Nutr�kus sujaudinimo plitimui iš atrioventrikuiinio mazgo, spontaninius impulsus pradeda 

generuoti ritmo vedliai, esantys Purkinje sistemoje, ta�iau dar mažesniu dažniu (15-40 k/min). Šis 

reiškinys, kai širdies laidžiosios sistemos skaidul	 automatija maž
ja, tolstant nuo sinoatrialinio mazgo, 

vadinamas širdies automatijos gradientu. J� nulemia skirtingas spontanin
s l
tos diastolin
s 

depoliarizacijos greitis širdies laidžiosios sistemos lstel
se, kuris normaliai mažiausias b�na Purkinje 

skaidulose (11). 

1.7 ELEKTROKARDIOGRAMA (EKG), JOS KILM� 

Elektrokardiograma (EKG) registruoja širdies elektrinius reiškinius, kurie per skyst ir laidži vidin� 

terp� silpn
dami išplinta � k�no pavirši	. Naudojant paviršinius elektrodus, užregistruojami 
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ekstralsteliniai potencialai, turintys apie 1 mV amplitud�. Šie potencialai yra žymiai mažesni už 

intralstelinius veikimo potencialus, kuri	 amplitud
 širdies lstel
se siekia iki 120 mV. B�tina pažym
ti, 

kad EKG tiesiogiai neregistruoja širdies mechanini	 reiškini	 (susitraukimo ir atsipalaidavimo). Norint 

suvokti EKG kilm�, reikia žinoti šiuos faktus: 

1. Sujaudinimui  plintant  širdies  skaidulomis,  susidaro  sujaudinti   (depoliarizuoti)   ir  

nesujaudinti širdies plotai, tarp kuri	 galima užregistruoti potencial	 skirtum. 

2. Susidarius�   potencial	   skirtum   atitinka   dipolio   vektorius,   turintis   krypt�   ir   dyd�. Šis 

vektorius nukreiptas iš minuso (-) � plius (+), t.y. iš sujaudintos (depoliarizuotos) širdies dalies � 

nesujaudint. Vektoriaus dydis priklauso nuo potencial	 skirtumo dydžio. 

3. Širdies skaidulose vektoriaus kryptis ir dydis kinta depoliarizacijos ir repoliarizacijos metu. 

Kiekvienu laiko momentu vis	 širdies skaidul	 vektoriai sumuojasi ir sudaro sumin� (integralin�) 

vektori	. 

4. EKG registruojam	 danteli	 amplitud
 (voltažas) kiekvienoje derivacijoje priklauso nuo 

integralinio vektoriaus projekcijos atitinkamos derivacijos ašyje (1.1 pav.). 

 

1.1 pav. Einthoveno   trikampis,   kurio   centre   pavaizduotas   širdies   integralinis   vektorius,   
susidarantis skilveli� sujaudinimo metu. Nuo jo projekcijos Einthoveno derivacij� (I, II, III) ašyse 

priklauso R dantelio amplitud� (voltažas) šiose derivacijose registruojamoje EKG. R - dešin� ranka; 
L - kair� ranka; F - kair� koja. 

1.8 EKG DERIVACIJOS 

EKG registracija pagal Einthoven priklauso bipolinei (dvipolinei) registracijos r�šiai, kadangi jos 

metu matuojamas potencial	 skirtumas tarp dviej	 elektrod	. Kita registracijos r�šis vadinama unipoline 

(vienpoline). Jos metu matuojamas susidar�s potencial	 skirtumas tarp aktyvaus (diferentinio) ir 
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neaktyvaus (indiferentinio) elektrod	. Indiferentinis elektrodas susidaro, sujungus gal�ni	 elektrodus � 

uždar grandin� per 5 kilo om	 varžas. Ši	 varž	 d
ka po elektrodais esan�ios odos varžos pakitimai 

neturi �takos registruojamiems potencialams. Pagal Kirchhofo (Kirchhoff) d
snj �tamp	 suma uždarame 

rate yra lygi nuliui. Sujungus gal�ni	 elektrodus � uždar rat, j	 bendras potencialas tampa lygus nuliui. 

Šis nulinis potencialas tampa atskaitos tašku, registruojant unipoliniu b�du. 

Pla�iausiai klinikin
je praktikoje naudojamos EKG derivacijos pavaizduotos 1.2 paveiksle. Pagal 

elektrod	 užd
jimo vietas skiriamos gal�ni	 ir kr�tin
s derivacijos. 

Gal�ni	 derivacijos: 

  bipolin
s (I, II, III pagal Einthoven); 

  unipolin
s (aVR, aVL, aVF pagal Goldberger�). 

 

1.2 pav. Pla�iausiai praktikoje naudojamos EKG derivacijos. Kair�je pus�je pavaizduotos elektrod� 
užd�jimo vietos ir j� sujungimo schema. Dešin�je – tipin� sveiko žmogaus EKG. 

 

Goldbergeris (Goldberger) pasi�l
 modifikuot unipolin� registravimo b�d: sujungus dviej	 gal�ni	 

elektrodus � indiferentin� elektrod ir registruojant nuo tre�ios gal�n
s aktyviu elektrodu, užregistruojami 
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didesn
s amplitud
s potencialo kitimai (aV - angl. augmented voltage). Derivacija aVR gaunama 

prijungus aktyv	 elektrod prie dešin
s rankos (R - angl. right), derivacija aVL - prie kair
s rankos (L - 

angl. left) ir derivacija aVF - prie kair
s kojos (F -ang�. foot). Šia seka sujungus elektrodus, susidaro 

papildomos projekcij	 ašys, kurios yra pasisuk� 30° kampu Einthoveno derivacij	 projekcijos aši	 

atžvilgiu. 

B�tina pažym
ti, kad registruojant gal�ni	 derivacijose, potencialo poky�iai projektuojasi ir 

registruojami tik frontalioje plokštumoje: 

Kr�tin
s derivacijos: 

  unipolin
s (V1 – V6 pagal Vilson (Wilson)); 

  bipolin
s (D, A, I pagal Neb (Nehb)). 

Kr�tinin
s derivacijos projektuoja potencialo poky�ius horizontalioje plokštumoje. Registruojant 

EKG pagal Vilson, trij	 gal�ni	 elektrodai sujungiami per varžas � uždar grandin� (indiferentinis 

elektrodas), o aktyv�s elektrodai fiksuojami prie kr�tin
s lstos sienel
s sutartiniuose taškuose. Potencialo 

nukrypimas virš izoelektrin
s linijos šiose derivacijose registruojamas tuo laiko momentu, kai integralinis 

vektorius b�na nukreiptas link aktyvaus elektrodo, o nuokrypis žemiau izoelektrin
s linijos - kai 

momentinis integralinis vektorius tolsta nuo aktyvaus elektrodo. Kuo ar�iau aktyvaus elektrodo randasi 

širdies raumuo, tuo didesn
s amplitud
s potencialo poky�ius registruoja kr�tinin
s unipolin
s derivacijos 

pagal Vilson. Jos užregistruoja potencialo poky�ius daugiausia priekin
je širdies sienel
je. Esant 

poreikiui tiksliau užregistruoti potencialo pakitimus užpakalin
je širdies sienel
je, pvz.: diagnozuojant 

užpakalin
s miokardo sienel
s infarkt, gali b�ti naudojamos kr�tinin
s bipoliarin
s derivacijos pagal 

Neb (11). 

1.9 IŠEMIN� ŠIRDIES LIGA 

Širdies ir kraujagysli	 ligos yra viena svarbiausi	 ne tik medicinos, bet ir socialini	 problem	. 

Širdies ir kraujagysli	 ligos sudaro apie pus� vis	 mir�i	 Lietuvoje, 1/3 invalidumo bei nulemia 15 – 20 

proc. apsilankym	 sveikatos prieži�ros �staigose. 1999 metais Lietuvoje nuo širdies ir kraujagysli	 lig	 

mir
 21 903 žmon
s, arba 592,0/100 000 gyventoj	. 

Išemin
 širdies liga yra labiausiai paplitusi širdies ir kraujagysli	 sistemos liga. Ji yra viena 

dažniausia civilizuot	 šali	 gyventoj	 mirties priežastis. Užkirsti keli išeminei širdies ligai sunku, nes 

jos pradžia beveik nepastebima. Pirmieji ligos požymiai pasireiškia gana v
lai, kada liga yra �sigal
jusi, 

širdis išsekusi. Tod
l gydytojui dažnokai tenka prad
ti gydyti toli užleist lig. Pastar	j	 dešimtme�i	 

mokslinink	 duomenimis laiku prad
jus gydyti sergant�j�, išemin� širdies lig, galima sustabdyti. Labai 
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svarbu, kad ligonis žinot	, kaip dirba jo širdis, kas trukdo jai plakti, kaip galima apsisaugoti, kaip reikia 

gyventi, kad ilgai gal
t	 b�ti aktyvus ir darbingas. 

Širdis yra žmogaus kumš�io dydžio ir sveria apie 300 – 400 gram	. Sergan�iojo žmogaus širdis 

gali b�ti ir didesn
. Širdis – tai raumeninis siurblys. Vien kart susitraukdama širdis perpumpuoja apie 

70 – 80 mililitr	 kraujo, o per par, susitraukdama iki 100 000 kart	 širdis perpumpuoja apie 10 ton	 

kraujo. 

Kas tai yra išemin
 širdies liga? Išemija – tai d
l koki	 nors priežas�i	 pablog
jusi vainikini	 

širdies kraujagysli	 kraujotaka ir d
l to sutrik�s širdies raumens apr�pinimas krauju ir maisto 

medžiagomis. Dažniausia jos priežastis – širdies vainikini	 kraujagysli	 ateroskleroz
, kai susidariusios 

plokštel
s užkemša kraujagysli	 spind�. Ta�iau širdies raumens išemij gali sukelti ir širdies vainikini	 

kraujagysli	 trombai, spazmai, plau�i	, kraujo ir kitos ligos. Skiriamos trys pagrindin
s išemin
s širdies 

ligos formos: 

  kr�tin
s angina,  

  širdies infarktas,  

  staigi mirtis.  

Nepakankamai krauju apr�pinimas širdies raumuo pakinta, tod
l dažnai pradeda skaud
ti širdies 

plote. Tai vadinama kr�tin
s angina. Kartais sutrinka širdies ritmas, pasireiškia širdies nepakankamumo 

požymiai: tr�ksta oro, d�stama, tinsta kojos. Iš pradži	 šie reiškiniai pasireiškia fizinio kr�vio metu, kai 

širdžiai pasidaro sunkiau dirbti, o v
liau, kai dar labiau susiaur
ja kraujagysl
s, ir ramyb
s b�senoje. 

Negaudamos kraujo, širdies raumens lstel
s ž�va, prasideda infarktas. Sveikstant, per du m
nesius, 

infarkto vietoje susidaro randas iš jungiamojo audinio. D
l rando širdies raumenyje gali susilpn
ti 

širdies susitraukimai, sutrikti jos ritmas. 

Staigi mirtis ištinka tada, kai širdies išemija prasideda �miai, ir širdis nesp
ja prisitaikyti prie 

pakitusi	 slyg	, tada pradeda virp
ti širdies skilveliai arba širdis sustoja. 

Kokios išemin
s širdies ligos priežastys? Nustatyta, kad išemin� širdies lig sukelia ne vienas, o 

daugelis rizikos veiksni	. Svarbiausi išemin
s širdies ligos rizikos faktoriai yra: 

  netinkama mityba,  

  r�kymas,  

  nepakankamas fizinis aktyvumas,  

  per didel
 k�no mas
,  
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  padid
j�s arterinis kraujosp�dis,  

  žmogaus psichin
 b�sena ir patiriami stresai,  

  žalingi aplinkos faktoriai, tokie kaip oro užterštumas, �vair�s chemikalai ir t.t.,  

  genetinis faktorius.  

Ypa� nepalankiai veikia keli	 rizikos faktori	 derinys. Jei vienu metu veikia 2 ar 3 rizikos faktoriai, 

tikimyb
 susirgti išemine širdies liga yra dešimtis kart	 didesn
. Nepašalinus rizikos faktori	 ir gydant tik 

vaistais, neužkirsime kelio išeminei širdies ligai.  

Kokie tyrimai atliekami? Vienas iš pagrindini	 tyrim	 yra elektrokardiograma (EKG). Esant 

kr�tin
s anginai EKG gali b�ti požymiai, rodantys, kad širdis per mažai apr�pinama krauju ir tuo pa�iu 

deguonimi - vadinamoji išemija. Ta�iau visiškoje ramyb
je EKG gali b�ti ir normali. Tod
l dažnai 

tikslinga atlikti vadinamj� kr�vio m
gin� – tai arba važiavimas medicininiu dvira�iu (veloergometrija), 

arba 
jimas specialiu judan�iu takeliu (tredmilas). 

B�tent remiantis kr�vio m
ginio rezultatais sprendžiama d
l diagnoz
s ir kaip toliau tyrin
ti. Jei 

pacientas pakelia didel� kr�v�, neatsiranda EKG išemini	 pakitim	, normaliai kyla kraujosp�dis ir pulsas, 

tada dažniausiai si�loma gydytis vaistais (silpnais) ar ieškoti kitos skausm	 kr�tin
je priežasties ir, gal 

b�t,  po kiek laiko kr�vio m
gin� reikt	 pakartoti. Jei pacientas pakelia tik vidutin� ar maž fizin� kr�v�, 

bet EKG neatsiranda išemijos požymi	, skausmo kr�tin
je kr�vio metu, o b�na tik silpnumas, koj	 

nuovargis, oro stoka, galvos svaigimas, per greitai pakyla kraujosp�dis ar pulsas – rekomenduojama 

gydytis vaistais ir po kiek laiko (savai�i	 ar m
nesi	) tyrim pakartoti. Jei pacientas pakelia tik maž 

fizin� kr�v� ar atsiranda skausmas kr�tin
je ir/ar elektrokardiogramos pakitimai, tada svarstoma apie 

širdies zondavimo tikslingum ir dažniausiai pacientui si�loma š� labai svarb	 tyrim atlikti (5). 

1.10 PROGRAMIN� �RANGA 

Atliktame tyrime buvo nagrin
jamos elektrokardiogramos, kurias sudaro vienma�iai duomen	 

masyvai. Darbo skai�iavimams atlikti pasirinkta MATLAB programin
 �ranga. MATLAB (iš žodži	 

MATrix LABoratory) yra daugiaplatform
 MathWorks programin
 �ranga, skirta �vairi	 mokslo šak	 

problemoms spr�sti, ypa� matematin
ms. Kaip galima spr�sti iš pavadinimo, turi puikias galimybes 

manipuliacijoms su matricomis – b�tent toks buvo pirminis šios programos tikslas. Dabar tai didžiulis 

galingas paketas, turintis savit lengvai perprantam programavimo kalb, kurios pagalba ir buvo atlikti 

skai�iavimai bei grafiškai atvaizduoti tyrime naudoti duomenys ir rezultatai. 
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2. TIRIAMOJI DALIS IR REZULTATAI  

2.1 DUOMENYS 

Tyrime yra nagrin
jamos elektrokardiogramos (EKG). Registruojant EKG vienu metu yra 

užfiksuojama 12 derivacij	. Elektrokardiograma registruojama 10,24 sekund
s 500 Hz dažniu (kas 0,002 

sekund
s). Vieno registravimo metu turime 12 duomen	 blok	 (diskre�i	 atskaitym	) po 5120 

penkiaženkli	 sveik	j	  skai�i	.  

Veloergometrinio tyrimo metu, tiriant asmens reakcij � kr�v�, EKG yra registruojamos skirtingo 

kr�vio metu. Tuomet vienam tiriamajam asmeniui turime nuo 10 iki 18 (priklausomai nuo fizinio 

paj
gumo bei kr�vio tipo) elektrokardiogram	 po 12 derivacij	.  

Duomen	 baz
je yra tokia informacija apie tiriamus asmenis: vardas, pavard
, lytis, gimimo data 

(amžius) bei požymis, ar žmogus priklauso išemine liga sergan�i	j	 grupei. 

Pradžioje apsiribosime poros derivacij	, registruot	 skirtingo kr�vio metu, palyginimu. Nagrin
sime 

penktj (gal�nin� aVL) derivacij ramyb
s bei kr�vio metu. Pasirinkti duomenys iliustruoja, kaip 

vizualiai gali skirtis ta pati derivacija. Žemiau pateiktas duomen	 pavyzdys grafiškai: 

 

2.1 pav. EKG duomen� pavyzdys 
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2.1 paveiksle viršutin
s EKG duomenys yra ramyb
s b�senoje- širdis plaka ramiai, tolygus širdies 

susitraukim	 dažnis. Antroji EKG- kr�vio metu. Širdies susitraukim	 dažnis padid
j�s, ryškiau 

pastebimas aperiodiškumas. Pavaizduot	 duomen	 maksimali reikšm
- 17939, minimali- 14453. 

Tolesniame tyrime duomenys nenormuojami. 

2.2 ITERACINIS ŽEM�LAPIS 

Norint apskai�iuoti plokštumos užimtumo koeficient (PUK), pirmiausiai reikia nusibraižyti 

iteracin� žem
lap�. Tarkime turime duomen	 masyv Nxxxduom ,...,, 21� . Pasirenkame iteracinio 

žem�lapio žingsn� �  (� - nat�ralusis skai�ius). Tuomet sudarome taškus ! "��11 , xx , ! "��22 , xx ,..., 

! "NN xx ,�� . Šie taškai pavaizduoti plokštumoje sudaro taip vadinam iteracin� žem
lap�. Kitaip sakant 

tyrime yra nagrin
jamos ne pa�ios kardiogramos, o j	 fazin
s trajektorijos. Fizikine prasme �  parodo 

ordina�i	 reikšmi	 v
linim.  

Pasirinkus skirtingas �  reikšmes gaunami skirtingi iteraciniai žem
lapiai. Visa tai iliustruoja 2.2. 

paveikslas: 

 

2.2 pav. Skirting� kr�vi� EKG iteraciniai žem�lapiai skirtingoms �  reikšm�ms 
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Pirmoje eilut
je esantys iteraciniai žem
lapiai yra ramyb
s b�senos EKG, kai 1��  (2.2. a pav.) ir 

10��  (2.2. b pav.). Antroje eilut
je (2.2. c ir 2.2. d paveikslai) atitinkamai pavaizduoti grafikai EKG 

kr�vio metu. 2.3. paveiksle iteraciniai žem
lapiai pavaizduoti vienoje plokštumoje.  

 

2.3 pav. EKG iteraciniai žem�lapiai prie skirting� �  bendrame grafike 

 

Stora juoda linija apvestos iteracini	 žem
lapiu susitelkimo ribos. Galima pasteb
ti, jog kei�iantis 

parametrui �  iteracinio žem
lapio tašk	 išsid
stymas kei�iasi pastovaus sta�iakampio ribose. 

Mažesniame sta�iakampyje yra ramyb
s b�senos EKG (koordinat
s: (16809;16809) (17939;17939)), o 

didesniajame- EKG kr�vio metu (koordinat
s: (14453;14453) (17567;17567)). 

2.3 PLOKŠTUMOS UŽIMTUMO KOEFICIENTAS 

Užimtumo dimensijos formul
 (teorin
): 

)log(
)log(

lim
0 ��

�N
uzd

�
�� , 

( 2.1 ) 
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� - iteracinio žem
lapio tinklelio langelio dydis; 

�N - skai�ius užimt	 langeli	. 

Fiksav� �  gauname plokštumos užimtumo koeficiento formul�: 

)log(
)log(

)(
�

� �N
uzd �� , 

( 2.2 ) 

kuris charakterizuoja EKG kitimo (variacijos) pob�d�. Plokštumos užimtumo koeficiento reikšm
 

gaunama teigiama, nes 0log �� , kai 10 �� � . 

2.1 formul
je yra riba, kai 0�� , tod
l darbe nagrin
sime PUK kitim, kai �  art
ja prie 0 (2.8. 

skyrius). 

Nagrin
jamos kardiogramos susideda iš sveik	j	 skai�i	. Tokiu atveju iteracinio žem
lapio tinklel� 

galima mažinti iki 1. Tam kad PUK reikšm� gautume teigiam, mes darbe naudosime 2.2 formul� be 

minuso ženklo. 

2.4 PUK SKAI�IAVIMO ALGORITMAS 

Skai�iuojant plokštumos užimtumo koeficient, pirmiausiai mes turime nusibraižyti iteracin� 

žem
lap� (prie tam tikros pasirinktos �  reikšm
s). Pasirenkame tinklelio langelio dyd� �  ir turim 

iteracin� žem
lap� padengiame tinkleliu. Tuomet suskai�iuojame kiek yra užimt	 langeliu- taip randame 

�N  parametro reikšm� (užimtas langelis yra tas, � kur� patenka bent vienas iteracinio žem
lapio taškas). 

Tuomet belieka sustatyti turimas parametr	 reikšmes � (2) formul� ir taip gaunamas plokštumos užimtumo 

koeficientas Ruzd �),( �� . 

PUK skai�iavime EKG pradinis tikslas yra:  

1. patikrinti kaip kei�iasi PUK stumdant tinklel�; 

2. ištirti, kaip PUK priklauso nuo � ; 

3. ištirti PUK priklausomyb� nuo � . 

2.5 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO TINKLELIO POST�MIO 

Fiksuokime tinklelio langelio dyd� � . Turint plokštumos užimtumo koeficiento skai�iavimo 

formul�, kyla klausimas k daryti jei iteracinio žem
lapio taškas patenka ant tinklelio linijos. 2.4 paveiksle 

pavaizduota tokia situacij. Juoda ištisin
 linija- tai iteracinio žem
lapio tinklelis. Centre - iteracinio 

žem
lapio taškas. Užimti langeliai paryškinti. a) Kai taškas nepatenka ant tinklelio, jis užima vien 

langel�. b) Kai taškas yra ant dviej	 langeli	 lietimosi linijos- jis jau užima du langelius. c) Taškui patekus 

ant tinklelio susikirtimo srities- vienas taškas užima keturis langelius.  
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2.4 pav. PUK skai�iavimo algoritmas, kai taškas patenka ant tinkelio 
 
Skai�iuojant plokštumos užimtumo koeficient elektrokardiogramai, iteracinio žem
lapio taškai 

priklauso sveik	j	 skai�i	 aibei. Galima tinklel� perstumti taip, kad nei vienas taškas nepatekt	 ant 

tinklelio, tinklel� patraukiant i kair� puse x ašimi ir � apa�i y ašimi per žingsn� h . h  dydis priklaus nuo 

� . Kai N�� , 1�h . Kai �  imamas n skaitmen	 po kablelio tikslumu, tuomet nh ��10 .  

Skai�iuojant PUK, (2.2) formul
s skaitiklyje yra užimt	 langeliu skai�iaus logaritmas. Fiksavus �  

reikšm�, vardiklis išlieka toks pat. Vadinasi PUK reikšm
 tiesiogiai proporcinga užimt	 langeli	 skai�iui. 

5 paveiksle pavaizduota užimt	 langeli	 skai�iaus priklausomyb
 nuo �  dviem atvejais: 0�h - yra 

tašk	, patenkan�i	 ant tinklelio; 001.0�h - n
ra tašk	, patenkan�i	 ant tinklelio. a dalyje- ramyb
s 

b�senos EKG, b dalyje- EKG kr�vio metu. 

 

2.5 pav. Užimt� langeli� skai�iaus priklausomyb� nuo tinklelio post�mio 
 
Iš 2.5 paveiksle esan�i	 grafik	 pastebime, jog gaunamas tolygesnis užimt	 langeli	 skai�iaus (tuo 

pa�iu ir PUK) kitimas  did
jant �  reikšmei tuomet, kai n
ra iteracinio žem
lapio tašk	, patenkan�i	 ant 

tinklelio. Tad tolimesniame tyrime naudosime tinklel�, kuris nepatenka ant iteracinio žem�lapio tašk�. 
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Panagrin
sime kit situacij, kuomet galime gauti skirting plokštumos užimtumo koeficiento 

reikšm�, esant fiksuotam � . Pati papras�iausia situacija pavaizduota 2.6 paveiksle. Turime keturis taškus, 

patenkan�ius � vien langel�- a paveikslas. Punktyrine linija pažym
ta pradin
 tinklelio vieta. Juoda 

ištisin
 linija žymi tinklel� po post�mio. Užimti langeliai patamsinti. b paveiksle matome, kad past�mus 

tinklel� � dešin� pus�, gauname jau du užimtus langelius. c dalyje, kai tinklelis patrauktas xxy �)(  ties
s 

kryptimi, gauname keturis užimtus langelius.  

 

2.6 pav. Užimt� langeli� skai�iaus priklausomyb� nuo tinklelio post�mio 
 
2.7 paveiksle yra grafiškai pavaizduota PUK priklausomyb
 nuo �  stumdant tinklel� tiriamiems 

duomenims (a paveikslas- ramyb
s EKG, b paveikslas- EKG kr�vio metu). �  reikšm
 kinta nuo 24,6 iki 

25,4 žingsniu 0,2. Matome 10 skirting	 kreivi	, kurios gautos parinkus skirting tinklelio post�m� ties
s 

xxy �)(  kryptimi: �kh ��� 310 , kur k  kinta nuo 0 iki 0,9 žingsniu 0,1. 

 

2.7 pav. Elektrokardiogram� PUK priklausomyb� nuo tinkelio post�mio 
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Iš gaut	 grafik	 turime, jog plokštumos užimtumo koeficiento reikšm
, esant fiksuotam � , 

priklauso nuo tinklelio post�mio. Panagrin
sime didžiausi PUK skirtum stumdant tinklel�. Jis gaunamas 

kiekviename �  taške (2.7 paveikslas) iš didžiausios reikšm
s at
mus mažiausi. �  kitimo sritis # $50;10 , 

žingsniu 0,5. Gauti rezultatai pavaizduoti 2.8 paveiksle. 

 

2.8 pav. Elektrokardiogram� PUK maksimalus skirtumas stumdant tinklel� esant fiksuotam �  
 

Iš 8 paveiksle esan�io grafiko matome, jog ramyb
s EKG yra jautresn
 tinklelio post�miui. 

Didžiausias skirtumas ramyb
s EKG yra 0,0328, o EKG kr�vio metu- 0,0130. Vidurkiai atitinkamai 

ramyb
s ir kr�vio EKG maksimali	 nuokrypi	 yra: 0,0182 bei 0,0078. Tolimesnis tyrimas parodys, ar šie 

poky�iai (plokštumos užimtumo koeficiento nestabilumas stumdant tinklel�) yra reikšmingi.  

2.6 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO � 

2.3 paveiksle pavaizduotas didesnysis iteracinis žem
lapis yra išsid
st�s kvadrate, kurio kraštin
s 

ilgis 3114. Vadinasi šiuo atveju �  gali kisti )3114;0(  ribose. Užimtumo dimensij skai�iuojant pagal (2.1) 

formul�, mes turime rib, kai 0�� . D
l šios priežasties nagrin
sime PUK priklausomyb� nuo � , kai �  

yra pakankamai mažas ( ]50;0(�� ).  

Iteracinio žem
lapio taškai- sveikieji skai�iai. Tinklel� užd
kime taip, kad jis nepatekt	 ant iteracinio 

žem
lapio tašk	. Tuomet, kai 1�� , užimt	 langeli	 skai�ius bus konstanta, lygi nesikartojan�i	 iteracinio 

žem
lapio tašk	 skai�iui. Vadinasi, kai 1�� , elektrokardiogramos PUK priklauso tik nuo � . Ši situacija 

pavaizduota 2.9 paveiksle. 
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2.9 pav. Elektrokardiogramos PUK priklausomyb� nuo � , kai ]4;1,0[��  
 
�  kitimo ribos paimtos nuo 0,1 iki 4 žingsniu 0,1. 2.9 paveikslo a dalyje atid
ta užimt	 langeli	 

skai�iaus priklausomyb
 nuo � , o b paveikslas- PUK priklausomyb
 nuo � . Tolimesniam tyrimui 

atmeskime �  kitimo rib�, kai )1;0(�� . 

Plokštumos užimtumo koeficiento (2.2) formul
je yra minuso ženklas. Skaitiklis visuomet bus 

didesnis už  nul�, o vardiklis �gis neigiam reikšm�, kai )1;0(�� . Tur
dami �  kitimo rib )50;1(�� , kad 

gautume teigiam PUK reikšm�, (2.2) formul�je nerašome minuso ženklo. 

2.10 paveiksle pavaizduota ramyb
s b�senos bei kr�vio elektrokardiogram	 PUK priklausomyb
s 

nuo � , kai ]50;1(�� . Matome, jog maž
jant �  reikšmei užimtumo koeficiento reikšm
 did
ja. 

 

2.10 pav. EKG plokštumos užimtumo koeficiento priklausomyb� nuo � , kai ]50;1(��  
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2.7 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO � 

Fiksavus tinklelio langelio dyd� 40�� , gauta PUK priklausomyb
 nuo �  pateikta 2.11 paveiksle 

(�  kinta nuo 0 iki 2000). Grafike abscisi	 ašyje atid
ta laiko skal
 sekund
mis (laiko skal
 gaunama: 

s002,0%� ). Ištisin
 kreiv
- rezultatai ramyb
s b�senos EKG, punktyrin
- EKG kr�vio metu.  

 

2.11 pav. EKG plokštumos užimtumo koeficiento priklausomyb� nuo � , kai ]2000;1[��  
 

Ramyb
s b�senos EKG grafikas banguotas. Galime �ži�r
ti iškilimus, kurie pasikartoja panašaus 

ilgio kaip RR intervalai atstumais. Ta�iau EKG kr�vio metu tokios tendencijos jau n
ra. Abu grafikai 

panaš�s tuo, jog pa�ioje pradžioje staiga did
ja (maždaug iki 0,1s). Pasiekiama maksimali PUK reikšm
 

iki pirmos sekund
s (grafikuose maksimumo reikšm
s paryškintos). Iteracinio žem�lapio žingsn� �  

tolimesniame tyrime fiksuosime: 50�� (0,1s). 

2.8 EKG PUK MATEMATINIS MODELIS 

2.7. skyrelyje nustat
me iteracinio žem
lapio žingsnio �  fiksavimo tašk 50�� . Sudarydami 

plokštumos užimtumo koeficiento priklausomyb
s nuo iteracinio žem
lapio tinklelio langelio dydžio �  

matematin� model�, EKG PUK priklausomybei nuo �  rasime analizin� išraišk.  
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2.12 pav. PUK priklausomyb�s nuo �  aproksimavimas laipsnine f-ja 
 

2.12 b paveiksle pavaizduota, kaip logaritmavus x ir y ašis išsitiesina PUK priklausomyb
s nuo �  

grafikas. Mažiausi	 kvadrat	 metodu logaritmin
je skal
je aproksimuojame turimus taškus tiese. Per
j� � 

tolydin� skal� (2.12 a paveikslas) gauname laipsnin� funkcij, kurios analizin
 išraiška pateikta žemiau: 

bauzd ��
�

%�
�

)(
50

 
(2.3) 

(2.3) formul
 ir yra PUK priklausomyb
s nuo �  matematinis modelis. 2.12 paveiksle taškais 

pažym
tos tikrosios PUK reikšm
s, o ištisin
 linija - tai gauta analizin
 funkcija. Tam, kad rezultat	 

aproksimavimas analizine funkcija b�t	 teisingas, santykin
 paklaida neturi viršyti 5%. Šiuo atveju 2.12 

paveiksle gauti parametrai yra: 347.10�a , 484.0��b , o maksimali santykin
 paklaida %81.3�p . 

Toliau darbe, kalb
dami apie plokštumos užimtumo koeficient, nagrin
sime koeficientus a ir b. 

2.9 EKG PUK STABILUMO IŠORINIAMS VEIKSNIAMS TYRIMAS 

Norint rasti parametrams, apib�dinantiems elektrokardiogramas (šiuo atveju a ir b koeficientams), 

medicinin� interpretacij, b�tina ištirti parametr	 jautrum tokiems veiksniams, kaip duomen	 kiekio 

kitimas, proceso suspaudimas, elektrokardiogramos amplitud
s kitimas ir t.t.. Jeigu tiriamas parametras 

yra jautrus šiems veiksniams (šiek tiek pakeitus pradinius duomenis ryškiai kei�iasi rezultatai) - tuomet 

nebus galima rasti medicinin
s interpretacijos. Žemiau esan�iuose skyreliuose yra pateikti empiriniai 

tyrimo rezultatai. 

2.9.1 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO DUOMEN� KIEKIO 

a ir b koeficientai yra gaunami iš vienos derivacijos, kuri sudaro 52100 diskre�i	 atskaitym	. 

Ta�iau EKG gali b�ti registruojama neb�tinai 10,24 s., o ir ilgesn� ar trumpesn� laiko tarp. Tod
l reikia 
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patikrinti, kaip tai �takoja rezultatus. Šiame skyrelyje yra pateikti empyriniai rezultatai, kaip EKG PUK a 

ir b parametrai priklauso nuo duomen	 kiekio. 

Šiam tyrimui pasirinkti du asmenys, kuri	 PUK a ir b koeficientai labiau skiriasi. Pirmiausiai 

suskai�iuotos PUK a ir b koeficient	 reikšm
s visoms 12 derivacij	 turimiems pradiniams 

elektrokardiogram	 duomenims. Po to kardiogramos duomenys dvigubai sumažinami, atmetant antrj 

dal� EKG tašk	 ir v
l suskai�iuojamos parametr	 a ir b reikšm
s. Rezultatai pateikti 2.13 paveiksle. 

 

2.13 pav. PUK a ir b koeficientai 12 derivacij�  

rezultatai visiems bei pusei (atmesta antra dalis duomen�) duomen� dviem skirtingiems asmenims 

 

2.13 paveikslo a) dalyje matome atid
t koeficient a, o b) dalyje- koeficient b. M
lyna linija žymi 

pradinius EKG PUK rezultatus, o raudona- rezultatai pusei duomen	. Iš grafik	 matome, jog PUK a 

koeficientas pusei duomen	 sumaž
jo, o b koeficientas šiek tiek padid
jo. Grafikai išliko tokios pat 

formos. Lyginant bendrai abu asmenis, galime pasteb
ti, jog po duomen	 sumažinimo skirtumai tarp 

asmen	 išliko tokie pat. 

2.9.2 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO PROCESO SUSPAUDIMO 

Šiame skyriuje patikrinsime, kaip PUK a ir b koeficientai priklauso nuo proceso grei�io. Tyrimui 

pasirinkti tie patys du asmenys, kaip ir 2.9.1. skyriuje. Pirmiausiai atvaizduojame rezultatus pradiniams 

duomenims: 2.14 paveiksle m
lyna spalva pažym
ti a ir b koeficientai visoms 12 derivacij	. Iš pradin
s 

EKG pašaliname kas antr tašk ir taip proces suspaudžiame. Rezultatai po suspaudimo pavaizduoti 

raudonai. 
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2.14 pav. PUK a ir b koeficientai 12 derivacij� 
rezultatai visiems bei pusei (atmesta kas antras taškas) duomen�, dviem skirtingiems asmenims 

 

2.14 paveiksle gauti rezultatai panaš�s � 2.9.1 skyriaus rezultatus: pakeitus pradinius duomenis, 

koeficientas a šiek tiek sumaž
jo, o koeficientas b kai kuriuose taškuose nežymiai padid
jo. Grafikai 

išliko tokios pat formos, bei išliko toks pat koeficient	 skirtumas tarp tiriam	 asmen	.  

2.9.3 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO EKG AMPLITUD�S 

Šiame skyriuje padidinsime EKG amplitud�, ir pasiži�r
sime, kaip tai �takos rezultatams. 

Padauginus duomen	 masyv iš koeficiento, lygaus 1.2, mes padidiname iteracin� žem
lap�. 2.15 

paveiksle pateikta dviej	 asmen	 PUK a ir b koeficientai visoms 12 derivacij	. M
lyna spalva pažym
ti 

pradini	 duomen	 rezultatai, o raudona- rezultatai po EKG amplitud
s padidinimo.  

 

2.15 pav. PUK a ir b koeficientai 12 derivacij� 
rezultatai pradini� bei padidint� duomen� 

 



 

 

37 

Po atliktos duomen	 transformacijos PUK a koeficientas sumaž
jo, o b- padid
jo. Kaip ir 

ankstesniuose paveiksluose, grafikai išliko tokios pat formos, bei išliko toks pat koeficient	 skirtumas tarp 

tiriam	 asmen	. Taigi galime teigti, jog EKG PUK a ir b koeficientai didinant amplitud� kinta, ta�iau 

išlieka tokie pat skirtumai tarp skirting	 asmen	. 

2.10 EKG PUK PRIKLAUSOMYB� NUO DERIVACIJ� BEI KR�VIO 

2.1 skyriuje yra pamin
ta, jog mes turime elektrokardiogram	 duomenis skirting	 kr�vi	 metu. 

Veloergometrinio tyrimo metu gali išryšk
ti tam tikri EKG kitimo požymiai, kurie padeda išskirti 

sergan�i	j	 grup�. Šiame skyriuje grafiškai pavaizduosime PUK a ir b koeficient	 kitim visoms 12 

derivacij	 kei�iantis kr�viui. 

Išanalizavome t	 pa�i	 asmen	, kaip ir 2.9 skyriuje, elektrokardiogramas (parinkti tie asmenys, 

kuri	 rezultatai labiau išsiskiria vienas nuo kito). Gautas PUK a ir b koeficient	 reikšmes skirtingoms 

derivacijoms per visus kr�vius atid
jome viename grafike. Per atvaizduotus taškus nubraiž
me paviršius. 

Tam, kad paviršiai b�t	 vaizdingesni, mes juos interpoliavome kubiniu splainu (2.16 pav.). 

 

2.16 pav. PUK a ir b koeficient� paviršiai- priklausomyb� nuo kr�vio ir nuo derivacij� 
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2.16 paveiksle x ašis – 12 derivacij	, y ašis – kr�viai, z ašis – atitinkamai koeficientas a arba 

koeficientas b. Pavirši	 gautos statistikos pavaizduotos pirmo priedo lentel
se. Pirmam tiriamajam 

vidutin
 koeficiento a dispersija (kuri parodo parametro vidutin� sklaid apie vidurk�) per kr�vius yra 

0.2818, o vidutin
 dispersija per derivacijas -  0.5176. Koeficientui b vidutin
 dispersija per kr�vius 

0.0146,  per derivacijas 0.0386. Antro tiriamojo vidutin
 koeficiento a dispersija per kr�vius 0.2223, per 

derivacijas - 0.3880. Atitinkamai koeficientui b - 0.0044 ir 0.0067. Matome, jog visais atvejais 

koeficientai a ir b labiau skiriasi skirtingoms derivacijoms, nei did
jant kr�viui. Iš pavirši	 nesimato 

bendr	 tendencij	 (maž
jimo arba did
jimo) PUK a ir b koeficient	 reakcijoje � kr�v�, tad yra sud
tinga š� 

model� pritaikyti veloergometriniam tyrimui. 

2.11 EKG PUK SKAI�IAVIMO ALGORITMO PRITAIKYMAS PRAKTIKOJE 

Šioje dalyje yra nagrin
jamos EKG ramyb
s b�senoje. Išviso buvo ištirta 300 asmen	, iš kuri	 228 

priklauso sveik	j	 grupei, o likusieji 72- sergantys išemine liga. PUK a ir b koeficientai apskai�iuoti 

visoms 12 derivacij	 ir rezultatai atvaizduoti grafiškai 2.17 paveiksle: 

 

2.17 pav. PUK priklausomyb�s nuo �  aproksimavimas laipsnine f-ja 
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2.17 paveiksle a ir b dalyse atid
ti atitinkamai PUK a ir b koeficientai visoms 12 derivacij	. Iš ši	 

grafik	 galima pasteb
ti, jog skirtingose derivacijose skirtingai išsibarst� parametr	 a ir b reikšm
s. 

Gautos kreiv
s kertasi viena su kita (n
ra lygiagre�ios), tod
l sunku pasakyti kuri derivacija yra 

informatyviausia. D
l šios priežasties, kiekvieno tiriamojo a ir b parametrams yra randamas vidurkis iš 

vis	 12 derivacij	 ir jis a ir b paveiksl
liuose atid
tas derivacij	 ašyje ties x reikšme, lygia 13. M
lyna 

spalva pažym
ti sveik	j	 grup
s rezultatai, o raudona- išemik	 grup
. 

2.17 paveiksle matosi jog ryškiai išsiskyr
 dvi grup
s. � pirmj pateko visi sveikieji ir dalis išemine 

liga sergan�i	j	, o � antrj- likusioji dalis išemik	. 

c dalyje atid
tos PUK koeficiento kitimo, kai �  art
ja prie nulio, aproksimavimo laipsnine funkcija 

vidutin
s santykin
s paklaidos. Šiame paveiksle juoda linija žymi 5% rib, kurios neturi neviršyti 

aproksimavimo paklaida.  Iš šio grafiko matome, jog vidutin
 aproksimavimo paklaida neviršija leistinos 

ribos.  

d dalyje atid
ti a ir b koeficient	 vidurkiai vienoje plokštumoje: x ašis – koeficiento a vidurki	 

reikšm
s, y ašis – koeficient	 b vidurkiai. Toliau panagrin
sime sveik	j	 ir išemik	 grupes atskirai. 

Žemiau esan�ioje lentel
je pateikti skaitiniai grupi	 statistik	 rezultatai: 

      2.1 lentel� 
 PUK a ir b koeficient� statistikos atskiroms grup�ms 

 I grup� - 70% išemik� II grup� - 30% išemik� III grup� - 100% sveik� 
Statistikos  koef. a  koef. b  koef. a  koef. b  koef. a  koef. b  
Minimumas 9,134 -0,499 7,186 -0,394 9,431 -0,522 
Maksimumas 11,282 -0,407 7,981 -0,368 11,203 -0,417 
Vidurkis 9,868 -0,452 7,652 -0,376 10,179 -0,473 
Dispersija 0,245 0,013 0,172 0,002 0,174 0,012 

 

2.1 lentel
je pateikti rezultatai visos sveik	j	 grup
s (ji pažym
ta kaip III grup
), o išemik	 grup
 

suskaidyta � dvi atskiras. Iš gaut	 rezultat	 pastebime, jog , 30% išemik	 išsiskyr
 � atskir grup� (II 

grup
), o likusieji 70% (I grup
) - persideng
 su sveik	j	 grupe. 

2.12 a IR b PARAMETR� PALYGINIMAS SKIRTINGOMS FRAKTALIN�MS 

DIMENSIJOMS 

Bendru atveju fraktalin
s dimensijos formul� galima užrašyti tokia išraiška: 

)log(lim
0 ��

I
Id

�
�� . 

(2.4) 
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Kai �NI log�  - turime užimtumo dimensij, kai ��
i

iPI 2))((log �  - gausime koreliacijos 

dimensij, o kai )](log[)(
1

��
�

iP
N

i iPI �
�

��  - tur
sime informacin� dimensij. 

�ia 
N
n

P i
i �)(� ; in  - kiekvienoje tinklelio dalyje suskai�iuojamas � j papuolusi	 tašk	 skai�ius; N  - 

bendras tašk	 skai�ius; �  - iteracinio žem
lapio tinklelio langelio dydis; �N  - skai�ius užimt	 

langeli	. 

Tokiu pat principu, kaip ir 2.8 skyrelyje sudarytame matematiniame modelyje PUK parametrams a 

ir b skai�iuoti, 2.4 formul
je rib 0��  pakeitus fiksuota �  reikšme ir aproksimavus gaut fraktalini	 

dimensij	 koeficient	 priklausomyb� nuo � laipsnine funkcija, gauname koreliacin
s bei informacin
s 

dimensij	 parametrus a ir b. Rezultatai atvaizduoti 2.18 paveiksle. 

 

2.18 pav. a ir b parametr� palyginimas skirtingoms fraktalin�ms dimensijoms 
 

2.18 paveiksle pavaizduoti parametr	 a ir b rezultatai plokštumos užimtumo, koreliacijos dimensijos 

bei informacin
s dimensijos koeficientams. x ašyje parametro a vidurkis per visas 12 derivacij	, o y ašis – 

parametro b vidurkis per 12 derivacij	. Galima pasteb
ti, jog panaudojus 2.8 skyriuje pateikt matematin� 

model�, pradiniai duomenys visais trimis atvejais sugrupuoti � tokias pat grupes, tik kiekvienai skirtingai 

dimensijai skiriasi skaitin
s reikšm
s. Parametr	 palyginimui tarp skirting	 dimensij	 a ir b koeficient	 

statistikos pateiktos 2.2 lentel
je: 
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2.2 lentel� 

Skirting� fraktalini� dimensijoms a ir b parametr� statistikos 

  
Plokštumos užimtumo 
koeficientai  

Informacin�s dimensijos 
koeficientai  

Koreliacijos dimensijos 
koeficientai  

 Statistikos a koeficientas b koeficientas a koeficientas b koeficientas a koeficientas b koeficientas 
 Minimumas 6,890467 -0,54148 5,5478 -0,86702 6,313808 -0,7467 
 Maksimumas 11,20253 -0,37565 15,7247 -0,41488 13,77538 -0,39551 
 Vidurkis 9,961199 -0,46736 12,55503 -0,61131 11,60129 -0,55297 
 Standartas 0,821487 0,028855 1,908557 0,061871 1,471857 0,049666 

 

Iš 2.2 lentel
s matome, jog didžiausias parametro a vidurkis yra informacin
s dimensijos, o 

mažiausias – užimtumo dimensijos. b koeficiento vidurkis didžiausias užimtumo dimensijai, o mažiausias 

informacinei. Daugiausiai išsisklaid� yra informacin
s dimensijos koeficientai. 

PROGRAMIN� REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI 

Parašyta programa yra skirta gaut	 rezultat	 atvaizdavimui grafiškai. Visi nagrin
ti duomenys sud
ti 

i katalog „Duomenys“. Darbe nagrin
jamos kardiogramos yra �rašytos „ecg.nr“ failuose, kur nr yra 

kr�vio numeris. Kiekvieno asmens ecg failai yra sud
ti � atskirus katalogus. Katalogo pavadinimas 

sutampa su tiriamojo asmens pavard
s pradžia. 

Programos pagalba galima atvaizduoti pasirinkto asmens elektrokardiogramas, PUK aproksimavimo 

laipsnine funkcija grafikus, PUK a ir b koeficient	 reikšmes, palyginti skirting	 asmen	 rezultatus bei 

atvaizduoti visus darbe pateiktus grafikus. 

 

2.19 pav. Programos langas 
 

2.19 paveiksle pavaizduotas pagrindinis programos langas, kuriame galima pasirinkti dimensij, 

grup� (arba visi tiriamieji, arba sveik	j	 grup
, arba 70% išemik	, kurie persidengia su sveik	j	 grupe, 
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arba 30% išemik	, kurie išsiskyr
 nuo likusi	j	), kr�v�, derivacij, atskir asmen� bei kok� grafik norime 

br
žti. 

Tam kad pasileist	 programa reikalinga kompiuteryje tur
ti �diegt MatLab 6.5 arba v
lesn� versij. 

Persik
lus program pirmiausiai reikia paleisti fail „isskleidimas.m“, kuris sugeneruoja rezultat	 failus. 

Programa paleidžiama atidarius MatLab program per meniu pasirinkus „GUI“ (reikia atidaryti fail 

„programa.fig“). 

Norint nubr
žti grafik reikia pasileidus program ir pasirinkus pradinius parametrus paspausti 

mygtuk „Rodyti“. Po šio veiksmo, kitame nei programos lange, yra atvaizduojamas pasirinktas grafikas. 
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IŠVADOS 
 

1. Remiantis užimtumo dimensijos teorija darbe buvo sudarytas metodas plokštumos užimtumo 

koeficientui skai�iuoti. Sudarytame modelyje yra vertinamas plokštumos užimtumo koeficiento 

kitimas iteracinio žem
lapio tinklelio dydžiui art
jant prie nulio.  

 

2. Darbe pasteb
ta, jog did
jant iteracinio žem
lapio žingsniui plokštumos užimtumo koeficientas 

staigiai padid
ja, bet po to palaipsniui pereina � stacionar	 r
žim. Maksimali PUK reikšm
 

did
jant iteracinio žem
lapio žingsniui  �gyjama parametrui � iki sekund
s. 

 

3. Plokštumos užimtumo koeficiento parametrai a ir b n
ra jautr�s duomen	 kiekio pakeitimui, 

proceso suspaudimo bei EKG amplitud
s keitimui, t. y. atlikus pradini	 duomen	 transformacijas, 

parametr	 skirtumai tarp atskir	 asmen	 išliko tokie pat, kaip ir prieš transformacij. 

 

4. Kr�vis �takoja tik b dydžio did
jim, a parametras lieka beveik nepakit�s. 

 

5. Pasteb
sime, kad ištyrus 300 asmen	 PUK a parametro reikšm
s svyravo nuo 5,45 iki 13,16 

(vidurkis 9,96), o parametro b nuo -0,66 iki -0,36 (vidurkis 0,47). 

 

6. Iš vis	 tiriam	j	 grup
s ryškiai išsiskyr
 30% išemine liga sergan�i	 asmen	 rezultatai, kuri	 

plokštumos užimtumo koeficiento parametras a buvo mažesnis, o b didesnis už likusi	j	. 

 

7. Sudaryt algoritm pritaikius koreliacijos bei informacinei dimensijoms išsiskyr
 tokios pat 

tiriam	 asmen	 grup
s kaip ir užimtumo dimensijai. 

 
8. Netiesin
s analiz
s panaudojimas gali ženkliai prapl
sti �prastini	 registruojam	 proces	 

diagnostin� vert�. 
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1 PRIEDAS 

a IR b KOEFICIENT� KITIMO PER KR�VIUS IR DERIVACIJAS TYRIMAS  

 
3.1 lentel�   

PUK a ir b koeficient� statistikos kiekvienai derivacijai per kr�vius (I grup�) 
Der. koeficientas a     koeficientas b     
Nr. min. max. skirtumas disp. min. max. skirtumas disp. 

1 9,6488 10,6269 0,9781 0,3147 -0,5057 -0,4585 0,0472 0,0130 
2 9,6735 10,7665 1,0931 0,2940 -0,5008 -0,4606 0,0402 0,0122 
3 10,2345 11,3675 1,1330 0,3402 -0,5522 -0,4842 0,0681 0,0210 
4 9,4855 10,7229 1,2374 0,3715 -0,5043 -0,4663 0,0381 0,0099 
5 10,0416 11,1814 1,1398 0,4086 -0,5622 -0,4845 0,0777 0,0203 
6 9,8896 10,9309 1,0413 0,3356 -0,5234 -0,4853 0,0382 0,0122 
7 9,6470 10,1506 0,5036 0,1529 -0,4656 -0,4180 0,0475 0,0130 
8 9,3096 9,9777 0,6681 0,2050 -0,4509 -0,4059 0,0450 0,0126 
9 8,9853 9,6729 0,6876 0,1859 -0,4345 -0,3866 0,0479 0,0141 

10 8,9523 9,6842 0,7320 0,2104 -0,4361 -0,3835 0,0526 0,0158 
11 9,0196 9,8923 0,8727 0,2391 -0,4479 -0,3864 0,0615 0,0173 
12 9,1073 10,2204 1,1132 0,3239 -0,4698 -0,4214 0,0485 0,0137 

  Maksimumas 1,2374 0,4086 Maksimumas 0,0777 0,0210 
  Vidurkis   0,9333 0,2818 Vidurkis   0,0510 0,0146 

 
 
 

3.2 lentel�   
PUK a ir b koeficient� statistikos kiekvienam kr�viui per derivacijas (I grup�) 
Kru. koeficientas a     koeficientas b     
Nr. min. max. skirtumas disp. min. max. skirtumas disp. 

1 9,1073 10,2345 1,1272 0,3644 -0,5476 -0,4267 0,1209 0,0422 
2 9,6037 10,9106 1,3068 0,4047 -0,5171 -0,4345 0,0826 0,0298 
3 9,5421 11,1526 1,6105 0,5554 -0,5250 -0,4308 0,0942 0,0347 
4 9,5039 11,2277 1,7238 0,6065 -0,5341 -0,4187 0,1154 0,0397 
5 9,4975 11,1690 1,6715 0,5925 -0,5240 -0,4168 0,1072 0,0383 
6 9,1662 10,9309 1,7647 0,6804 -0,4903 -0,3972 0,0931 0,0372 
7 8,9523 10,8907 1,9385 0,7656 -0,4853 -0,3835 0,1018 0,0407 
8 9,5137 10,8716 1,3579 0,4934 -0,5142 -0,4179 0,0963 0,0385 
9 9,3388 11,3675 2,0286 0,6851 -0,5622 -0,4206 0,1416 0,0493 

10 9,3980 10,6835 1,2855 0,4423 -0,5307 -0,4235 0,1072 0,0400 
11 9,3185 10,5832 1,2647 0,4054 -0,5409 -0,4269 0,1139 0,0391 
12 9,3096 10,7182 1,4086 0,4579 -0,5342 -0,4288 0,1053 0,0369 
13 9,5256 10,3804 0,8548 0,2748 -0,5313 -0,4336 0,0977 0,0354 

  Maksimumas 2,0286 0,7656 Maksimumas 0,1416 0,0493 
  Vidurkis   1,4879 0,5176 Vidurkis   0,1059 0,0386 
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3.3 lentel�   

PUK a ir b koeficient� statistikos kiekvienai derivacijai per kr�vius (II grup�) 
Der. koeficientas a     koeficientas b     
Nr. min. max. skirtumas disp. min. max. skirtumas disp. 

1 7,4993 8,2886 0,7893 0,2880 -0,3792 -0,3688 0,0105 0,0035 
2 7,6992 8,3443 0,6451 0,2350 -0,3781 -0,3672 0,0109 0,0037 
3 6,5629 7,7422 1,1793 0,3881 -0,3973 -0,3823 0,0150 0,0047 
4 7,6040 8,3147 0,7107 0,2658 -0,3796 -0,3685 0,0110 0,0038 
5 6,9013 7,9663 1,0650 0,3638 -0,3919 -0,3771 0,0149 0,0045 
6 7,3684 8,1088 0,7404 0,2624 -0,3831 -0,3739 0,0092 0,0035 
7 7,8352 8,3574 0,5222 0,1826 -0,3754 -0,3619 0,0135 0,0053 
8 8,0685 8,3896 0,3211 0,1181 -0,3775 -0,3622 0,0153 0,0048 
9 7,9341 8,3723 0,4382 0,1307 -0,3847 -0,3622 0,0225 0,0066 

10 7,9406 8,3414 0,4008 0,1252 -0,3801 -0,3672 0,0129 0,0044 
11 7,8686 8,3962 0,5277 0,1692 -0,3760 -0,3607 0,0153 0,0048 
12 7,8213 8,3614 0,5402 0,1383 -0,3757 -0,3665 0,0092 0,0026 

  Maksimumas 1,1793 0,3881 Maksimumas 0,0225 0,0066 
  Vidurkis   0,6567 0,2223 Vidurkis   0,0134 0,0044 

 
 
 

3.4 lentel�   
PUK a ir b koeficient� statistikos kiekvienam kr�viui per derivacijas (II grup�) 
Kru. koeficientas a     koeficientas b     
Nr. min. max. skirtumas disp. min. max. skirtumas disp. 

1 6,5629 8,0965 1,5336 0,4561 -0,3943 -0,3739 0,0205 0,0066 
2 7,1513 8,3684 1,2171 0,3567 -0,3885 -0,3656 0,0230 0,0063 
3 7,4642 8,3896 0,9254 0,2705 -0,3856 -0,3621 0,0235 0,0071 
4 7,7422 8,3962 0,6540 0,2042 -0,3823 -0,3607 0,0216 0,0066 
5 7,0171 8,2047 1,1876 0,3887 -0,3952 -0,3665 0,0286 0,0081 
6 6,9609 8,2596 1,2987 0,3811 -0,3887 -0,3689 0,0199 0,0061 
7 6,7171 8,1458 1,4288 0,4674 -0,3973 -0,3714 0,0260 0,0074 
8 6,7591 8,1787 1,4196 0,4446 -0,3918 -0,3716 0,0202 0,0063 
9 6,6416 8,0685 1,4269 0,4549 -0,3947 -0,3735 0,0212 0,0065 

10 6,6571 8,1843 1,5272 0,4555 -0,3919 -0,3730 0,0189 0,0062 
  Maksimumas 1,5336 0,4674 Maksimumas 0,0286 0,0081 
  Vidurkis   1,2619 0,3880 Vidurkis   0,0223 0,0067 
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2 PRIEDAS 

ITERACINI� ŽEM�LAPI� VIZUALUS PALYGINIMAS  

 

3.1 pav. EKG, iteracinis žem�lapis, PUK priklausomyb� nuo ��(I grup�s atstovas) 
 

 

3.2 pav. EKG, iteracinis žem�lapis, PUK priklausomyb� nuo ��(I grup�s atstovas) 
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3.3 pav. EKG, iteracinis žem�lapis, PUK priklausomyb� nuo ��(II grup�s atstovas) 

 

 

3.4 pav. EKG, iteracinis žem�lapis, PUK priklausomyb� nuo ��(II grup�s atstovas) 
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3 PRIEDAS 

a IR b KOEFICIENT� PAVIRŠIAI 

 

3.5 pav. PUK a koeficient� paviršius 

 

3.6 pav. PUK b koeficient� paviršius 
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4 PRIEDAS 

PROGRAMOS TEKSTAS 

Aproksimavimo laipsnine funkcija proced�ra (aproksimacija.m): 
% APROKSIMACIJA LAIPSNINE FUNKCIJA MAZIAUSIU KVADRATU METODU 
% GRAZINA KONSTANTAS a, b (BEI PAKLAIDA p) 
 
function [a, b, p] = aproksimacija(x, y) 
 
y = y(:); 
x =  x(:); 
 
if x(1) > x(end) 
    x = flipud(x); 
    y = flipud(y); 
end 
 
% randam konstantas a ir b 
Y = log(y); 
X = [ones(size(Y)) log(x)]; 
k = X\Y; 
a = exp(k(1)); 
b = k(2); 
 
% skaiciuojame paklaida 
f = a*x.^b; 
 
p = max(abs(y-f)./f*100);   % maksimali santykine paklaida 
% p = mean(abs(y-f)./f*100);   % vidutine santykine paklaida 
 
% rezultatu atvaizdavimas grafiskai 
if (nargout == 0) 
    figure 
    subplot(2,2,2) 
    hold on 
    plot(log(x), log(y), '.b', log(x), log(a)+b*log(x), 'r') 
    legend('Pradiniai duomenys', 'Empirine funkcija',1) 
    title(sprintf('b) Pradiniu duomenu istiesinimas bei aproksimavimas \n logaritmineje 
skaleje: a = %f, b = %f ', a, b)) 
    xlabel('log(\epsilon)') 
    ylabel('log(PUK)') 
    grid on 
     
    subplot(2,2,1) 
    hold on 
    plot(x, y, '.b', x, f, 'r') 
    legend('Pradiniai duomenys', 'Empirine funkcija',1) 
    title(sprintf('a) Pradiniu duomenu aproksimavimas tolygineje skaleje \n Maksimali 
santykine paklaida: %f%%', p)) 
    xlabel('\epsilon') 
    ylabel('PUK') 
    grid on 
end 
 

 
Duomen	 nuskaitymo proced�ra (skaityti.m): 

% DUOMENU (DERIVACIJOS) NUSKAITYMAS 
% KATALOGO PAVADINIMAS pav, KRUVIS kru, DERIVACIJA der 
 
function duom = skaityti(pav, kru, der); 
 
failas = fopen(sprintf('%s\\ecg.%i',pav, kru),'r'); 
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fseek(failas, 512 + 10240 * (der-1), 'bof'); 
duom = fread(failas, 5120, 'int16'); 
fclose(failas); 

 
 

Dimensijos skai�iavimo proced�ra (dim.m): 
% GRAZINA UZIMTUMO DIMENSIJA ud KORELIACINE DIMENSIJA kd 
% BEI INFORMACINE DIMENSIJA id 
% DUOMENU MASYVAS duom, EPSILION eps, DELTA delta 
 
function [ud, kd, id] = dim(duom, eps, delta) 
 
h = 0.001;      % tinklelio postumis (kad nepatektu ite. zem. taskai ant tinklelio) 
 
x = duom(1:end-delta); 
y = duom(delta+1:end); 
 
uls = 0;        % uzimtu langeliu skaicius 
q = 2;          % q = 2 koreliacijos dimensija (q=0 uzimtumo dimensija) 
N = length(x);  % bendras tasku skaicius 
kds = 0;        % koreliacijos dimensijos skaitiklis 
ids = 0;        % informacines dimensijos skaitiklis 
 
for ii = min(x)-h:eps:max(x)+eps 
    masx = find(ii <= x & x <= ii+eps); 
    for jj = min(y)-h:eps:max(y)+eps 
        masy = find(jj <= y(masx) & y(masx) <= jj+eps); 
        if length(masy) > 0 
            uls = uls + 1; 
            kds = kds + (length(masy)/N)^q; 
            ids = ids + (length(masy)/N) * log(length(masy)/N); 
        end 
    end 
end 
 
ud = log(uls)/log(eps);        % uzimtumo dimensija 
kd = -log(kds)/log(eps);       % koreliacijos dimensija 
id = -ids/log(eps);            % informacine dimensija 

 
 

Programa skirta išemine liga sergan�i	 asmen	  tiriam	 parametr	 skai�iavimui (programa.m): 
clc 
clear 
 
%---------------------------------------------------------------------------% 
%         DIMENSIJOS KOEFICIENTU PRIKLAUSOMYBE NUO EPSILION                 % 
%---------------------------------------------------------------------------% 
 
%----------------------  ISEMIKU SARASAS (72) ------------------------------% 
sarasas = { 'ALEKSY01'; 'ANTOLE02'; 'ANTOLL01'; 'AVULIS01'; 'BABENS01'; ... % 
            'BAGDOV01'; 'BALCET01'; 'BALEZE01'; 'BALODJ01'; 'BALUTI01'; ... % 
            'BARSCI02'; 'BAUKUS01'; 'BERECK01'; 'BERULA01'; 'BOKSBE01'; ... % 
            'BANIUS01'; 'CHARLA01'; 'DENAFJ01'; 'EIMUNT01'; 'EITUTI01'; ... % 
            'GALINI02'; 'GALVEL01'; 'JAGMIN01'; 'JANKAU01'; 'JURKON01'; ... % 
            'JUZELI01'; 'KLIMAV01'; 'KNORAI01'; 'KOSCEN01'; 'KRULIK01'; ... % 
            'KUBILE01'; 'KULISA01'; 'KUPLIA01'; 'LENORT01'; 'LIACHO01'; ... % 
            'MACIUK02'; 'MITKUS01'; 'MITRAA01'; 'MUCKUK01'; 'MURAUS01'; ... % 
            'NAVICK01'; 'NEMEIK01'; 'PACESA01'; 'PAPECK01'; 'PODERI01'; ... % 
            'PUGZLY01'; 'PUODZA01'; 'PUODZR02'; 'RAITEL01'; 'RAJACK01'; ... % 
            'RAMANC01'; 'RATAVI01'; 'RAUBAC01'; 'RAZAIT01'; 'RAZMUS01'; ... % 
            'RIMASR01'; 'RUTKAU01'; 'SATKIE01'; 'SAUNOR01'; 'SKLERI01'; ... % 
            'SUOPYS01'; 'TALOCK01'; 'TAMOSE01'; 'TAMULE01'; 'USEVIC01'; ... % 
            'VAINIU01'; 'VENCKE01'; 'ZABIEL01'; 'ZABORS01'; 'ZAKSAU01'; ... % 
            'ZEMAIT01'; 'ZYDZIU01' };                                       % 
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%---------------------------------------------------------------------------% 
 
% pasirenkame epsilion kitimo rezius 
eps_nuo =  2; 
eps_iki = 50; 
eps_zin =  1; 
 
% fiksuojame delta reiksme 
delta = 50; 
 
for ii = 1:length(sarasas) 
    pav = ['duom_isemikai\', char(sarasas(ii))];  % duomenu vieta 
     
    ud_k = zeros(12, length(eps_nuo:eps_zin:eps_iki)); 
    kd_k = zeros(12, length(eps_nuo:eps_zin:eps_iki)); 
    id_k = zeros(12, length(eps_nuo:eps_zin:eps_iki)); 
     
    kru = 1;            % kruvio parinkimas 
    for der = 1:1:12    % derivacijos parinkimas 
        duom = skaityti(pav, kru, der); 
 
        % randame dimensijos koeficientu priklausomybe nuo epsilon 
        n = 1; 
        for eps = eps_nuo:eps_zin:eps_iki 
            [ud_k_n(n) kd_k_n(n) id_k_n(n)]= dim(duom, eps, delta); 
            n = n + 1; 
        end 
        ud_k(der,:) = ud_k_n; 
        kd_k(der,:) = kd_k_n; 
        id_k(der,:) = id_k_n; 
        der 
    end 
     
    save([pav, sprintf('\\rez%i', kru)], 'ud_k', 'kd_k', 'id_k', 'eps_nuo', 'eps_iki', 
'eps_zin', 'delta');     
     
    ii 
end 
 
 
%-----------------------------------------------------------------------% 
%     DIMENSIJOS KOEFICIENTU APROKSIMACIJA LAIPSNINE FUNKCIJA           % 
%-----------------------------------------------------------------------% 
 
for ii = 1:length(sarasas) 
     
    kru = 1;            % kruvio parinkimas 
     
    pav = ['duom_isemikai\', char(sarasas(ii)), sprintf('\\rez_05_%i.mat', kru)];    % duomenu 
vieta 
     
    x = (eps_nuo:eps_zin:eps_iki); 
    for der = 1:1:12 
        [a_u(der), b_u(der), p_u(der)] = aproksimacija(x,ud_k(der,:)); 
        [a_k(der), b_k(der), p_k(der)] = aproksimacija(x,kd_k(der,:)); 
        [a_i(der), b_i(der), p_i(der)] = aproksimacija(x,id_k(der,:)); 
    end 
     
    pav = [char(sarasas(ii))];  % rezultatu vieta 
    save(['duom_isemikai\', pav, sprintf('\\a_b_p_%i', kru)], 'a_u', 'b_u', 'p_u', 'a_k', 
'b_k', 'p_k', 'a_i', 'b_i', 'p_i'); 
         
end  


