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SUMMARY

This paper is the asymptotic analysis of stochastic minima. Current extremum theory is
oriented towards maxima structures; therefore this paper investigates such minimum pattern, where
minima asymptosy is different from the maximum limit theorems (particularly regarding the
normalization).

Suppose that X ,X,,...,X, is a simple random sample with distribution function F from the

n

general set. This case where the distribution function F(x)=1-——, x>e is considered. This

Inx
distribution function is changing slowly when x — +w; and linear normalization doesn’t give non-
degenerate limit distributions.
Proofs of minima limit theorems are provided for cases, when linear normalization does not
give non-degenerate limit distributions. In this cases, non-linear minima normalization is used. For a
specific distribution, non-linear normalization functions are calculated, which are then used to get
classic limit distributions for minima (3 distributions).
Objectives:
¢ Examine the necessity of non-linear normalization;
e Analyze the possibilities for non-linear normalization in minimum pattern.
Tasks:
¢ Choose non-linear normalization function for a specific distribution;
e Get classic limit distributions, where minima are normalized non-linearly;
¢ Investigate the rate of convergence within the limit theorems;

e Perform computer-based analysis of approximation errors.
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[VADAS

Atsitiktiniy dydZiy ekstremumuy (maksimumy ir minimumy) ribinés teoremos svarbios tiek
teorine, tiek praktine prasme [1]. Jos leidZia sudétinga ekstremumuy skirstini aproksimuoti paprastais
ribiniais skirstiniais, o tai Zymiai palengvina skai¢iavimus.

Siame darbe atliekami stochastiniy minimumy asimptotiniai tyrimai. Esama ekstremumy teorija
yra daugiau orientuota maksimumy struktiiroms, todél nagrinéju minimumy schema, kurioje
minimumy asimptotika skiriasi nuo maksimumy ribiniy teoremy (ypatingai normalizavimo prasme).

Tarkime, kad X,,X,,...,X, yra paprastoji atsitiktiné imtis iS generalinés aibés su skirstinio

funkcija F. Nagrinéju atveji, kai skirstinio funkcija F(x)=1- l ! , X > e. Tai létai kintanti, kai x — +oo,

nx
skirstinio funkcija, o tiesinis normalizavimas neduoda neiSsigimusiy ribiniy skirstiniy. J. GalamboSo
monografijoje [1] yra pateiktas pavyzdys su Sia skirstinio funkcija, taciau ten tiriama maksimumy
struktiira.

Irodomos minimumy ribinés teoremos tuo atveju, kai tiesinis normalizavimas neduoda
neiSsigimusiy ribiniy skirstiniy. Tokiais atvejais naudoju netiesini minimumy normalizavima.
Konkretaus skirstinio atveju randamos netiesinés normalizavimo funkcijos, kuriy pagalba yra gaunami
minimumy klasikiniai ribiniai skirstiniai (3 skirstiniai). Netiesinio normalizavimo atvejai nagrinéjami
[5] darbe.

Darbo tikslai:

e iStirti netiesinio normalizavimo reikalinguma;
e iSanalizuoti netiesinio normalizavimo galimybes minimumy schemoje.
Darbo uzdaviniai:
e parinkti netiesinio normalizavimo funkcija konkretaus skirstinio atveju;
e gauti ribinius klasikinius skirstinius, kai minimumai normalizuojami netiesiskai;
e jvertinti konvergavimo greiti ribinése teoremose;
o atlikti aproksimavimo paklaidy kompiutering analizg.

Siame darbe didziaja dalj skiriu netiesiSkai normuoty minimumy asimptotiniams tyrimams.



1. BENDROJI DALIS

1.1. RIBINES MINIMUMU TEOREMOS

Tarkime, kad X,,X,,..., X, yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg atsitiktiniai dydziai, su

F(x)=P(x,<x), j=Ln. (1.1)
Pazymékime

W, =min(X, X,,....X, ). (1.2)
Tuomet [1]

L(x)=PW,<x)=1-(1-F(x))". 1.3)

Pateiksime salygas, kurios yra biitinos funkcijai F(x), kad egzistuoty konstantos ¢,,d, >0, su
kuriomis
limL, (xd, +c, )= L(x) (14)
visuose L(x) tolydumo taskuose; ¢ia L(x) yra neiSsigimusi skirstinio funkcija. IS $iy formuliy gauname
sarysi:

lim(1- F(xd, +¢,))' =1-L(x) (1.5)
VirSutinis ribinis skirstinio funkcijos F(x) taskas yra
@(F)=sup{x:1- F(x) >0}, (1.6)
0 apatinis yra
a(F)=inf{x: F(x)>0}. 1.7)

Akivaizdu, kad @(F) ir a(F) yra baigtinis arba @(F) =40 it a(F)=-o.
Yra trys tiesiSkai normuoty stochastiniy minimumy teoremos. Pateiksiu jas tiesiSkai normuotai
struktiirai Yo% ¢ e R, d, e R, (1]).

n

1.1 teorema Tarkime, kad «(F)=-w, ir jeigu egzistuoja tokia konstanta y >0, kai su visais
x>0 galioja sarySis

tim £ _ 7 (1.8)
t—>-0 F([)
tuomet egzistuoja tokia konstanta 4, >0, su kuria
imPW, <d,x}=L, (x), (1.9)
kai
e
L1,<x>={1 e x<0, (1.10)
’ 1, x>0

Normavimo konstanta 4, gali buti parinkta tokiu buidu:

d,= sup{x L F(x)< ’11}

1.2 teorema Tarkime, kad «(F) yra baigtinis. PaZymékime pasiskirstymo funkcija

F*(x):F(a(F)—lj, x<0. (1.11)
X
Jeigu egzistuoja tokia konstanta y >0, kad su visais x>0 galioja sarysis
im ) _ (1.12)
o= F (1)

tuomet egzistuoja tokios konstantos c,,d, >0, su kuriomis



imPW, <d,x+c, =L, (x) (1.13)
Cia
Lzy(x):{l‘e’ > %20, (1.14)
' 0, x<0
Normavimo konstantos ¢, ,d, gali buti parinktos tokiu biidu:
c,=a(F),
0
d,= sup{x : F(x)sl}—a(F) .
n
1.3 teorema Tarkime, kad
j F(y)dy <o, (1.15)
a(F)

kai a baigtinis. PaZymékime funkcija

1 t
r(t)=—— | F(y)dy, t>a(F). (1.16)
=7a. (I |
Jeigu
m FOEIO) _ e e, (1.17)
t—a(F) F(f)
tuomet egzistuoja tokios konstantos ¢, ,d, >0, su kuriomis
p(VVnd‘Cn<xj%3(x); (1.18)
Cia
L(x)=1-¢*, —0<x<o. (1.19)
Normavimo konstantos ¢, ,d, gali buti parinktos tokiu buidu:
c,= sup{x : F(x)S 1} )
n
0

d,=r(,)-
Galimi tik Sie trys tiesiSkai normuoty minimumy neissigime ribiniai skirstiniai.

Teoremy formuluotés ir jrodymai pateikti [1].

1.2. NETIESINIS NORMALIZAVIMAS

Jeigu yra netenkinamos pateiktos ribiniy teoremy salygos, tai galime taikyti netiesini
normalizavima, kuris duoty ribinj nei$sigimusj skirstini.

Zinome, kad
P(W, <G,(x)) =1-(1- F(G,(x))) (1.20)
Cia funkcija G,(x) teigiama, monotonikai didéjanti ir tolydi, o {X o2 1} nepriklausomi
atsitiktiniai dydZiai su skirstinio funkcija F. PaZymékime netiesiSkai normalizuotus minimumus
W,=G,'W,) (1.21)

ir



u, (x)=nF(G, (x)).

Tada salyga, kad Ilgg u,(x) =u(x) yra bitina ir pakankama, kad
lim (G, (W,) < x)=1-¢™,

Sis teiginys lengvai i$plaukia i§ sarysio:

PG W) <x)=1- (1 _nF(G,) (x))jn .

n

Konvergavimo grei€io jverciui gauti prireiks dviejy lemu:

Lema 1. Su bet kuriuo teigiamu ¢ < % yra teisinga nelygybé:
e —(1-1) (ez’”z —1)< (1—1) <e™.

Lema 2. Su visais ¢, kai galioja salyga %|t| < g <1 yra teisinga nelygybé

2
o~ <]+t
21-¢q
o su salyga %|t| <g <1 —nelygybe
e' —1‘Sﬂ.
I-q

Lemy formuluotés ir jrodymai pateikti [3].

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

1.3. PERKELIMO TEOREMA ESANT TIESINIAM NORMALIZA VIMUI

10

Tarkime {Nﬂ, nz 1} yra sveiki ir teigiami atsitiktiniai dydZiai, nepriklausantieji nuo {X )2 1}.

Pazymekime W, =min(X,,X,,..., X ) ir Zy, =max(X,,X,,.... Xy ).

Pastebésime paprastg sary$i tarp Z, (maksimumams) ir W,, (minimumams):

min(X,, X,,..., X, ) = —max(- X, ~X,,....- X, ).

(1.28)

Todél teorija minimumams W, yra panasi maksimumy Z, teorijai, o ribiniy teoremy atveju

skiriasi normalizavimas.

14 teorema. (Perkélimo teorema) Tarkime egzistuoja tiesinio normalizavimo konstantos

c,,d, >0 ir neiSsigimusi skirstinio funkcija L, su kuriomis

ir

lim P(W, < xd, +c,)=L(x),

n—w0

(1.29)



11

Ilgg P(% < x} =A(x). (1.30)
Tuomet
lim P(W,,, < xd, +¢,)="¥(x): (1.31)
¢ia skirstinio funkcija
Y(x)=1- T (1-L(x)) dA(z) . (1.32)

(=]

Teoremos formuluot¢ ir irodymas pateikti [2].

Pastebésime, kad su skirstinio funkcija L(x) yra galimi tik trys atvejai [1]:

1—e™ ™, x<0,
L,(x)=
1, x=>0.

L, ()= 1-e*, x>0,
0, x<0.

L3(x):1—e’ev, xeR;

¢ia y — teigiamas parametras.

1.4. KONVERGAVIMO GREITIS ESANT TIESINIAM NORMALIZAVIMUI

Svarbu istirti absoliuciaja paklaida

A, (x)=P(W, <xd, +c,)-P(x). (1.33)
Pazymime
u,(x)=nF(xd, +c,) (1.34)
ir su tais x, su kuriais L(x)<1,
£, (x)=u,(x)+In(1-L(x)). (1.35)

1.5 teorema. Tarkime egzistuoja tokios normalizavimo konstantos ¢, ,d, >0, su kuriomis

u,(x)

n

<L
2
Tada
A, (x) < (1 — L(x))(RL”(x) +R,,(X)+ R, (x)-R,, (x)); (1.36)

2 4
HONAONE. J; (1.37)

R (x)=2 +
1 () { n n* 1-g

RZ,n (x) =

1 1
£, ()| + 3 pI(x)- T (1.38)
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2 u, (x)

Apribojimai: §—§q<1, %pﬂ(x)|£ s<lirO0O<gqg,s<l.
n

Teoremos formuluoté ir jrodymas pateikti [3].

Pateiksiu paprastesng teorema, kuri leidzZia R, (x) ir R,,(x) narius skaiCiuoti tik iki 1/n eilés.

1,n

1.6 teorema. Tarkime egzistuoja tokios normalizavimo konstantos ¢, ,d, >0, su kuriomis

u,(x) 1

n 2

Tada
A, () < (1= ()R, (X) + Ry, (x) + R, (x)- R, , (%)) (1.39)
¢ia
2
R, (=2l 1 (1.40)
’ n 1-¢g
R,,(x)=|p,(x)- 1 ; (1.41)
1-s

u,(x)=nF(xd, +c,);

u(x)=1limu,(x);

Ion ('x) = un ('x) - u(x) .

U, (x)
n

Apribojimai: <g«<l, % pn(x)| <s<lirO0O<gq,s<l1.

Teoremos formuluoté ir jrodymas pateikti [3].

17 teorema. Tarkime yra tenkinamos salygos  lim P(W, < xd, +c,)= L(x),

n—0

lim P(N” < xj A(x) bei A(+0)=0. Tuomet su salyga, kad u, (x) <% yra teisingas jvertis:
n

n—0 n

(x)<A”(x)J. 5 (x)(1-L(x)))]"dA (nz) +

[(4,(n2) = A@H (- L) ; (1.42)

Gia A, (x) < (1= L(0))R, (x) + Ry, (x) + R, (x)- R, (%)), (1.43)
Ry, (x) = 2{”5’5” v ui @ 1_161} , (1.44)
R,,(x)=|p,(x)|+= p”( X (1.45)
8, (x) = max(1,e ). (1.46)

Teoremos formuluoté ir jrodymas pateikti [3].

Pastebésime, jog Si teorema tinka ir netiesiSkai normuotiems minimumas.
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1.5. KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS PERKELIMO TEOREMOJE

Pateikiame konvergavimo greicio iverti perkélimo teoremoje (1.4 teorema).

1.8 teorema Tarkime yra tenkinamos salygos limu, (x)=u(x),

lim P(& < xj =lim A (nx) = A(x) bet A(+0)=0. Kai —— u, (%) < E yra teisingas ivertis:
n— n Nn—0 n

A, (x)= ‘P(VV < x)—‘P(x)‘ <

[u” @, +p, (x)|jjl z8; (x)dA(nz) + u(x)“(An(nZ) —A(2))e "Vdz; (1.47)
0
¢ia
W) =1-[(1- L)) dA2) , (1.48)
0
P, (%) =u,(x) —u(x); (1.49)
5,(x) = max((1- F(xd, +c,))".e ™). (1.50)

Teoremos formuluot¢ ir jrodymas pateikti [4].
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2. TIRTAMOJI DALIS

2.1. PERKELIMO TEOREMA MINIMUMAMS NETIESINIO
NORMALIZAVIMO ATVEJU

Tarkime {X i 21} yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai su skirstinio funkcija F(x).

Pazymime
W, =min(X,, X,,..., X,)

Perkélimo teorema

Tarkime, kad G,(x) yra tolydi ir did¢janti funkcija, su kuria

lim P(W, <G, (x))=L(x) =1—¢ .

Jeigu
lim P[& < xj = A(x),
n

n—0

tuomet

lim P(W,, <G, (x)="¥(x);

n—0
¢ia skirstinio funkcija

Y(x) =1 —T(l —L(x)) dA(z) =1- Te‘“‘“”dA(z) ,

0
o L(x) neiSsigimusi funkcija.
D> [rodymas:
Kadangi N, yra nepriklausominuo X, j>1, tai
PW, <G,0)=PG;'W,)<x)=Y PW, <G,(0)P(N, = j)=

j21

=3 (1-(1- F(G, @) (v, = j).

izl
Tuomet

lim P(W, < G,()=lim PG,' W, ) < x)=

n—o0
S
n

—hm[l > (- FG(x)))j P(N, = j)=

N—>0| ]>1
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n—»0

1 lim | (1-F(G, (x)))‘vdP(& < zj .
n

n n—0

N
Kadangi P(W, <G, (x)) = L(x) ir P(—” < xj — A(x) gauname, kad

lim P(W,, <G,(x))=1-[(1- L(x)) dA(z) = ¥ ().

n—0

S8

Teorema jrodyta. <l

2.2. NETIESINIO NORMALIZAVIMO PRITAIKYMAS

Tarkime, kad X ,X,,...,X, yra nepriklausomi atsitiktiniai dydZziai su skirstinio funkcija

F(x)= p(xj < x), j=1,n. Miisy tyrimo objektas yra struktiiros W, ir W, , kai skirstinio funkcija yra

sunkios ,,uodegos” funkcija: F(x)=1 _%, xe.
nx

Tuomet patikriname ar tenkinamos ribinés teoremos, kai normalizavimas yra tiesinis:

1.1 teorema: Turime, kad o(F) # -, kadangi a(F)=¢. Teoremos salyga neiSpildyta.

1 ir hmM # x 7. Taigi neiSpildoma

(™ F
In| e——

X

1.2 teorema: F*(X)ZF(Q(F)_l):l_
X

1.2 teoremos salyga.

1.3 teorema: J.F (y)dy = J.(l - li)dy = oo . Taigi netenkinama ir 1.3 teoremos salyga.
e e n y

Kadangi netenkinamos ribinés minimumy teoremy salygos, kai normalizavimas yra tiesinis, tai

bandysime taikyti netiesini normalizavima [5].

Tarkime, kad G, (x) — teigiama tolydi ir didéjanti funkcija. Tada

P(G]'W,) < x)= P(W, < G,(x))=1-(1- F(G,(x)))' =

=1—[l—[l— ! D =1—;.
InG,(x) In" G, (x)

[rodysime Sia teorema.

2.1 teorema Tarkime, kad F(x) =1 _%, x=>e,
nx

)i
1. Jeigu G, (x)=e " ,tai

lim P(W, <G, (x))=1-¢"", x<0.

n—0



x7

I+—
2. Jeigu G, (x)=e " ,tal

lim P(W, <G, (x))=1-¢™, x>0;

n—0

1+€'—x
3. Jeigu G,(x)=e ", tai
lim P(W, <G, (x))=1-¢*, xeR;

n—0

D> [rodymas:

P(G;'W,) < x)= Pa(inW, —1) < (~x)7 ) = P{ln W, —1<

07 oYY
=P(Wn<G,1(x))=P(W,1<e1 " }:1—{1—1{; " ﬂ S (O I PR S
ln{e1+

1 1

n

o j = P{ann <1+

|| =l —>1—%—>1—e'<'”” = L(x)

e )| e[
e
n

1+(_X)7

Gauname: jeigu G, (x)=e " ,tai

PG W) <x)> L, () =1-e" (Freso).

P(G,'W,) < x)= P(a(inW, —1) < 7 ) = p[ln wo—1<X
n

=P(W,1<G,1(x))=P{Wn<e1+”}=1—{1—F{eH”ﬂ =1-]1- 1—;,
ln{eH”}

n

x7

I+—
Gauname: jeigu G,(x) =e ", tai

(=x)”

n

1

=07

n

r
sz[anH <1+x—j=
n

|

16



P(G,'(W,) < x)>1-¢™ (Veibulo).

P(G,'W,) < x)= Pla(inW, —1) < ¢*) = P[ann _1< ij = P[ann < 1+ij =
n n

= P(W, <G,1(x))=P[Wn <e1+"J=1—{1—F[eH"JJ =1-|1- 1—;,( =
ln{eH”J

ST DR P N T e 10

.
I+—
Gauname: jeigu G, (x)=e ", tai

P(Gn_l w,) < X) — L, (x)=1-¢ (Gumbelio).

Teorema jrodyta. <l
Taigi gavome tokias normalizavimo ir ribines funkcijas:
2.1 lentelé

Normalizavimo ir ribinés funkcijos

1+(_X)77 § Ll, (X)
Gn (x) —e n L()C) — 1 _ 6_(_X)/ Y
Gumbelio
N L,
G,(x)=e " Lx)=1-¢"
Veibulo
1 { Ly (x)
Gm=e " | Lx)=l-¢*
Frese

Visas Sias tris teoremos dalis galime pateikti glaustai.

1_*_u()c)

2.2 teorema Jeigu G, (x) =e " ,tai

Nn—0

+u(x)
P(G,'W,) < x)= P(W, < G, (x)) = P[Wn <e j_) L) =1— e,
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(=x)7, x<0, >0

kai u(x)=< x’, x>0, y>0
e, xeR
D> Irodymas:

u(x)
I+
Kadangi G,(x)=e " , tuomet

- 1 u(x)
= = — = 1 - = 7 .
ii,(x) =nF(G,(x)) n{l - ”(x)J n - e o ") u(x)
n n

Patikriname tiesiogiai:

1 ! 1
PW <G =1-|1—-|1- =1- S Lx)=1—e™™.
(”< ”(X)) [ [ lnG”(x)D 1+u(X) ) ¢

n

Teorema jrodyta. <l

2.3. APROKSIMAVIMO PAKLAIDOS

Skirstinio  funkcija F  vadinama  N-minstabiliaja, jeigu egzistuoja G, (x) >0,
PW, <G,(x)=F(x).
Jeigu atsitiktinis dydis N yra geometrinis, P(N =k)= p(1—p)", k >1, tai N-minstabilumas

vadinamas geometriniu minstabilumu.
S F ci__ p-FGW)
A Y (L arr)

k=

(=x)7, x<0, y>0

+u(x)
Kadangi G, (x) = e1 ", imame u(x) =3 x’, x>0, y>0
e, xeNR
1 u(x)
u,(x) =nF(G,(x))= n[l - j =n|1- = —>u(x).
InG,(x) TLICON T (C))
n n

Salyga u,(x) = u(x), kai n — oo, yra butina ir pakankama, kad
PW, <G, ()= L) =1-¢ "

F(G,(x))= ”‘”T(’C)To;
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(1 ~ u,l(X)J (1 ~ u,l(X)J
n 1 pll n
PW, <G, (x)=1- n {pn :_}_ _
1-(1- ”)(1—””(’6)j p”(l LG (x)j
n n
LAY |
_i- n 1 = ().
1—M+u (x) ' I+ u(x)
n n
Aproksimavimo paklaidos:
u (x) u,(x)
1 _"n _n
- n (1 j _ 1 == _
B u,(x) () lru(x)) l+u(x) 14 u,(x) (%)
n n

6,
n

+u, (x)—1+ L”(’C) () + 1) u(x) w (x) —u(x) + ””(x) u(x)
n —

1 + u(x))( ” + u, (x)j 1 + u(x))( ” + u, (x)j

L muw +un’ix) “w | (Simtﬁlx)
1+ u(x) - u,(x) (%) ! 14 u(x)
n n
u(x) (X)
x) ux)+ +u(x) u(x) nu(x) u’ (x)
_ 1 . n _ 1 .n+u(x) n+u(x) _
1+ u(x) 1— u(x) N u(x) Lvu(x) u(x) N nu(x)
n+u(x) 1+@ n+u(x) n+u(x)
n
_ 1 ‘nu(x)—nu(x) —u*(xX)+u*(x) _ 1 0
1+u(x) n+ nu(x) 1+u(x)

Gavome netikéta rezultaka, kad aproksimavimo paklaidos yra lygios nuliui, todél nebereikia

taikyti 1.8 teoremos ir nereikia skai¢iuoti konvergavimo greicio ivercio.
. - - . 1 .
Kai N, yra geometrinis, t.y. , P(N, = k): p,0-p, )k ' k>1ir, p, =—, jrodoma [3], kad
n

1
T+u(x)

Ax)=1-¢", x20ir Y(x)=1-

Kadangi perkélimo teorema yra ribiné teorema (n — o), tai tekty pasinaudoti, pavyzdiniu [4]

u(x)
. . . . o, e . « . . . . . 1+
darbu ir jvertinti konvergavimo greitj, tac¢iau netiesinio normalizavimo atveju, kai G,(x)=e "

]

irodome tokj teigini.



Teiginys. Jeigu F(x)=1- !
nx

1 .
p,=—,ta
n

PW, <G,(x))=1-— =

1+u(x)

D> Pagrindimas:
Zinoma [7], kad
PW, <x)=1-g, (1-Fx);

Cia gy (z) yra N, skirstinj generuojancioji funkcija:

gy (2) = Ez™

Geometrinio skirstinio atveju

_ an
L (e

Tokiu budu

Y(x).

PW, <G,x)=1- p,(1-F(G,(»))

1-(1-p )I-F(G,W))

S . . 1
Imdami kaip ir perkélimo teoremoje p, =—, gauname:
n

1

PW, <G,(x)=1- e

Teiginys pagristas <|

pll

CN

n

20

, x=e ir N, yra geometrinis atsitiktinis dydis su parametru

Pastaba. Kai P(WN,, SG”(x))zF (x), skirstinio funkcija F vadinama geometriSkai

minstabiliaja.

IS Sio teiginio iSplaukia, kad Siuo atveju ribiné perkélimo teorema nereikalinga, nes yra

geometrinis minstabilumas. Stabilumas Sitokia prasme:

1
T+u(x)

PW, <G,(x)=1-

Kai P(WN,, < G”(x))z S(x) # F(x), skirstinio funkcija F vadiname “pusiau stabiliaja”.
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2.4. KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS PERKELIMO TEOREMOJE

iG]
n

1
, x2e Ir normalizavimo funkcija G,(x)=e

2.3 teorema Tarkime, kad F(x):1_11
nx

Tuomet

lim P(W, <G, (x))=L(x) =1

n—o0
ir
eV ut(x) u(x)
" n

A, (x)=|PW, <G, (x))- L(x)| < <1

dia u(x) = limnF (G, (x)).

D> Irodymas:

no_1_ _ _ 1 ” =
P(‘/Vﬂ < G”(X))—l_(l_F(Gn(x))) =1 [1 [1 In G,l(x)jj

. 1 1 1

(ln G, (x)) [ln €1+u(nx) J (1 . u(x)j

IS ¢ia gauname, kad

lim P(W, <G, (x))=1-¢™"™.

1

A, (x)=|PW, <G, (x))- L(x)| =]l - ———— - (1 —e™ ] =le™ — (1 + @j ‘ .
(1 N u(x)j n

n

UZzraSome

n —nln 1+M
(1+”(x)j —e [, ),kai LICI

n n

u(x)

n

ir ln(l + j skleidziame Makloreno eilute, gauname:

2 3 n
ln(l + Mj = u(x) - L2 L(LX) FCCO N () Rt (%)
n

9 e nn+1

—111n[1+M)

n

eyt (x) u(x)

2n n

< <1.

A (x)=|e"" —e

Teorema jrodyta. <]

IS gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio ivercio eilé¢ n atzvilgiu yra lygi

1/n.
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Pastaba: supA, (x) =A, < . Tolygusis jvertis gaunamas skai¢iuojant e™“u*(x)

nve

iSvesting ir pasinaudojant funkcijy u(x) monotoniSkumu. Gauname, kad jvercio desSiniosios pusés

ekstremumas (maksimumas) yra, kai u(x) = %

(—=x)7, x<0, y>0
Kadangi L(x)=1-¢™", tuomet imdami u(x) =< x’, x>0, y>0

e, xeR
gauname visas tris klasikines (esant tiesinio normalizavimo atveju, kai G, (x) = xd, + ¢,) minimumuy

ribines skirstinio funkcijas:
L,(x)=1-¢""", L, (x)=1-¢" ir Ly(x)=1-¢, Cia y — teigiamas parametras.

Gauname tokius konvergavimo greicio jver¢ius imdami skirtingas u(x) reikSmes:

1. Kai u(x)=(-x)", x<0, y>0:

—u(x) . 2 —(=x)77 (— -2y v\ 7
A<é0 @ S GNP

2n 2n n

—-n . . -y —n
Tiksli absoliu¢ioji paklaida: A, (x) =|e™™ — (1 + Mj e _[14 00 ]
n n

‘ —=— Konvergavimo greicio jvertis Absoliucioji paklaida‘

0,005

0.0045

0,004

0,0035 +

0,003 7

0,0025

0,002

0,0015

0,001 ”

0,0005 s

SAL,
TYYYYyyyyy
YYYYYvy Y
AMANAAMAAAAAAAMAAAAAANAAAAA AL AAAAAAAAA RS LAs

MAAAAAMAAAAAAANAAALAAAAAAAAAAAAAA
[0 SRR R R e R R R R R R R R R R R R R R nEn RR R R RR RS AR

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66 71 76 81 86 91 96

n

2.1 pav. Konvergavimo greicio jvercio ir absoliucios paklaidos grafikas, kai fiksuojame x=-170,

y =1, o n-kintantis



0,007

0,006

k=l
o
o
o

k=l
o
o
s

Konvergavimo greicio jvertis

—e—gama=0,5
—=— gama=1

gama=2

2.2 pav. Konvergavimo greicio priklausomybés nuo y grafikas, kai fiksuojame x=-70, o n-

kintantis
2. Kai u(x)=x", x>0, y>0:
—u(x) |2 —x7 L2 7
A<l @ en X i Y g
2n n

Tiksli absoliu¢ioji paklaida: A, (x)=e™" - (1 + MJ

n

=\|e

‘ —a— Konwvergavimo greicio jvertis

Absoliucioji paklaida |

0,08

0,07

0,06

0,05

18 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61
n

1 5 9

Ty A
AAAL vy
AAAL
““MMMMMAMMMMMMMMMMMMAMMMMMMMMMMMMAMMMMMMA

65 69 73 77 81 85 89 93 97
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2.3 pav. Konvergavimo greicio jvercio ir absoliucios paklaidos grafikas, kai fiksuojame x=0.7,

y =2, 0 n-kintantis



0,12

0,1

0,08

0,06

0,04

Konvergavimo greiéio jvertis

0,02

—e—gama=0,5
—=— gama=1

gama=2
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2.4 pav. Konvergavimo greicio jvercio priklausomybés nuo y grafikas, kai fiksuojame x=0.5, o n-

J =l —|1+

X

e

n

—-n

Absoliugioji paklaida |

kintantis
3. Kai u(x)=e", xeR:
—u(x) 2 —e* 2x x
e ‘u(x) e’ -e . e
A (x)< ()S ,kai —<1.
2n n
- o . () u(x)
Tiksli absoliucioji paklaida: A, (x)=le |1+ —
n
‘ —=— Konvergavimo greicio jvertis
0,014
0,012
0,01
0,008
0,006
0,004
0,002
0
O ¥ 0 N © O ¥ 0O N © O I 0 N O
AN N N O M DN O O O N~
n

O ¥ 0 N © O
W O O O O O
~—

104
108
112

116

2.5 pav. Konvergavimo greicio jvercio ir absoliucios paklaidos grafikas, kai fiksuojame x=0.9, o

n-Kkintantis
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2.5. KONVERGAVIMO GREICIO IVERTIS J. GALAMBOSO TEOREMOJE

GalamboSo konvergavimo greic¢io jvercius skaiCiuosime su kiekvienu gautuoju G, (x),

naudojant 1.6 teorema.

07
1.Kai G, (x)=e "

L7 Ny
u,(x)=nkF el "o |=n 1—% =n|1- " — | = n(x) —, x<0;
07 n+(=x)”7 n+(—x)”7
Ine
n(=x)~’ . —-x)7
/?n(x):(—)_—(—x) ! =—(—)_,
n+(=x)7 n+(—x)”
_ wa _ 2y _ 2y
Su apribojimais: () L 0T g L EYT i o<gs<l.
n+(-x)7 2 (n+(—x)"7)2 2n+(—x)7

b}

n(=x)” jz 11 20 1

R, (=2 | "F |~ — = .
o [n+ew)7 nl-q (n+x7) 1-q

07 | 1 (=»¥ 1
n+(—x)‘7| l-s n+(=x)7 1-s’

R2,n (x) =

2y 27 27 27
A,l(x)S(l—lJre'("‘)_’( 2n(=) L , o7 1 29 I (=7 1 }:

(n+(_x)‘7)2'l—q n+ (=07 1-s (n—i—(—x)"V)z'l—q n+(=x)7 1-s

. )27 — )2 — )47
<M 2n(—x) . 1 N (=x) . 1 N 2n(—x) . 1 . 1 .
(n+(—x)'7) l-q¢ n+(=x)" l-s (nJr(—)c)'y)3 l-gq 1-s
IS gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio ivercio eilé¢ n atzvilgiu yra lygi

I/m.
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0,03
)
5 0,025
2
o
ig
2 002
[e)]
o
E l
3
8 0,015
o
>
g \
3
< 001
N
o
e}
g \‘\
£ 0,005
3 \“’“w

0 TTTT T T I T T T T T T T T e e e e e e e T T T T T T T T T T T TTTTTT
NORX O P PN PR SRADAC RSP P
n

2.6 pav. GalambosSo konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai fiksuojame x=-10, y =1, o n-

kintantis

X?

1+
2.Kai G, (x)=e ":

u”()c)an(e1 ”Jznl— 17 =n1- ! =n(1— n j— il x20;

X x7 n+x’ n+x’’
Ine 1+—
n
7 2y
nx by
pll(x): y_x}/:_ 7;
n+x n+x
o e x7 1 nx* 2 .
Su apribojimais: <—, <g<l, — <s<lir0<gqg,s<l.
n+x" 2 (n+x7 2n+x”
nx” ’ 1 1 2nx*" 1
Rl,n('x) :2. y - = 2 ’
n+x n l—gq (n+x7) 1-¢g

x* | 1 x> 1

R,,(x)= : = . ;
" n+x7| 1-s n+x" 1-s

2nx* 1 x* 1 2nx% 1 x¥ 1 j

A”(x)g(l—ne-*’I( +

n+x7)2‘1—q+n+x7.l—s (n+x7)2.1—q.n+x7.l—s

o 2nx* 1 x*7 1 2nx" 1 1
<e > + . + . . .
(n+x7) l-g n+x" 1-s (n+x7)3 l-q 1-s
IS gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio ivercio eil¢ n atzvilgiu yra lygi

1/n.



2.7 pav. Galamboso konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai fiksuojame x=0.7, y =2, o n-

1/n.

L
©

o
@

o
3

o
[

Galamboso konvergavimo greiéio jvertis

kintantis

1+g—x
3.Kai G (x)=e ":

u”(x)an[eH”J:nl— 14“ =nl1- ! =n(1— " J— ne , XER;

15 e’ n+e') n+e
Ine " I+—
n
x 2x
ne . e
pll(x)z X_e == x
n+e n+e
x 1 2x 2x
Su apribojimais: ——— <=, % _ <g<1,————<s<lir0O<gqs<l.
n+e' 2 (n+€X) 2n+e
Y11 2me™ 1
Rl,n(x):z-[ ”exj Pt R et
n+e n l—g (n+€x)2 1-¢g
2x 2x
e 1 e 1
R,,(x)=|- — = — ;
n+e'| 1-s n+e’ l-s

2x 2x 2x 2x
A”(X)S(l_lw_g‘{(zne & 1 2met 1 & }S

n+e') T-q n+e .1—s+(n+ex)2 T-q n+e’ 1-s

| 2ne* 1 e’ 1 2ne** 1 1
<e = + —- + . . i
(n+€x) I-g n+e' 1-s (n+€x)3 I-qg 1-5
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IS gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio ivercio eilé¢ n atzvilgiu yra lygi
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0,12
0,1 \
0,08

0,06 -

0,04 1

0,02 o

Galamboso konvergavimo greiéio jvertis

0 TP e
PP R FE P PLEEECL PP PP

n

2.8 pav. GalamboSo konvergavimo greicio jvercio grafikas, kai fiksuojame x=0.9, o n-kintantis

2.6. METODU PALYGINIMAS

Programinis ir vaizdinis realizavimas bei skai¢iavimai atlikti lyginant paklaidy jvercius:

. Konvergavimo greicio jvertis (Galamboso):

2 2 4
A”(x)ge-““)[ £ R €5 T W € N S 2 € S S J;

(n+u(x)) .1—q n+u(x).1—s (n+u(x)) .1—61.1—8

2 2
kai ) L@ o LW o irocgs<t.
n+u(x) 2 (n+u(x)) 2 n+u(x)
. Konvergavimo greicio jvertis:
—u(x) 2
A, (x) =|PW, <G, (x)- L(x)| < (U C LIPS
n
. Tiksliosios absoliuciosios paklaidos jvertis:
) w() )| ux)
A, (x)=|PW, <G, (x))- L(x)|=|e™™ =| 1+—| |, kai —><1;
n n
(=x)7, x<0, y>0
gia L(x)=1-e™Y, ou(x)=4 x’, x>0, >0
e, xeR

Analizuojami kitimai, kai n-fiksuotas, o x-kintantis arba x-fiksuotas, o n-kintantis.

Konvergavimo greitis n atzvilgiu, kai n — oo su skirtingais u(x) yra vienodi. Lyginti x atzZvilgiu
néra tikslinga, nes vienos x reikSmés yra teigiamos, o kitos neigiamos, t.y. kitimo intervalas svyruoja
nuo —oo iki + 0.

Didéjant n reikSmém (n — o), paklaidos artéja i nul.



0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0

NPl g p RS

—&— Galamboso jvertis —=— Konwergavimo greicio jvertis

Absoliucioji paklaida

AA
TIYrYYYYY Yy Yy
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2.9 pav. Iver¢iy grafikas, kai fiksuojame x=0.8, y =2, 5s=0.2, g=0.2, o n-kintantis, kai u(x) = x”

Pasirinkus didesnes s ir ¢ reikSmes gauname didesnes paklaidy reikSmes, taigi prie maZesniy s

ir g reikSmiy mazesnés ir paklaidos (Zr. 2.10 ir 2.11 grafikus), todél patariama rinktis maZesnius

parametrus.

‘—O—Galamboéo jvertis —=— Konvergavimo greicio jvertis

Absoliutioji paklaida

2.10 pav. Iver¢iy grafikas, kai fiksuojame x=0.7, y =2, s=0.9, ¢=0.9, o n-kintantis, kai u(x) = x”
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—&— Galambos$o jvertis —#— Konvergavimo greicio jvertis Absoliucioji paklaida

0,45

N2l PP RRER RN PRPEEEROAL SR P

2.11 pav. Iver¢iy grafikas, kai fiksuojame x=0.7, y =2, s=0.2, ¢=0.2, o n-kintantis, kai u(x) = x”

Konvergavimo greicio ir tiksliosios absoliuciosios paklaidos iver¢iai grei¢iau artéja { nulj,

lyginant su Galamboso konvergavimo greicio ivercio reikSme (Zr. 2.12 grafika).

‘—0— Galambo$o jvertis —#— Konvergavimo greicio jvertis Absoliucioji paklaida ‘

0,09
0,08
0,07
0,06
0,05
0,04
0,03

0,02

2.12 pav. Jverciy grafikas, kai fiksuojame x=0,1, y =1, 5s=0.2, g=0.3, o n-kintantis, kai u(x) ="
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3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Programa paraSyta Microsoft Excel Visual Basic programavimo kalba. Pasirinkta Si
programavimo kalba, nes ji patogi uzdaviniy sprendimui, grafiniam vaizdavimui ir vartotojo sasajos
kiirimui. Vartotojui keiCiant x ar n parametry reikSmes galima lengvai jvertinti priklausomybg stebint
grafiko kitima.

Programa yra saugoma byloje “MAGISTRINIS.xls”. Programos tekstas pateiktas 4 priede.

Atidarius Sia byla, matome langa su galimais pasirinkimo variantais “FIKSUOTAS x”,
“FIKSUOTAS n” arba “PRIKLAUSOMYBE NUO GAMA PARAMETRO” (7r. 3.1 paveiksla).

E3 Microsoft Excel - MAGISTRINIS

B Fle Edt Yiew [nsert Fomat Jooks Deta  Window Help & %
Dedan SR Y 2 oo - B “R-A-.
- A
A El @ D E F G H [ K £ M N 0 F a R B =
- =l
2 NETIESISKATI NORMUOTU MINIMUMU ASIMPTOTINIAT TYRIMATL
3
4
3 1
5 SprendZiamas uZdavinys su skirstinio funkcija F(x)=1 e xze
7
5
9
10
11
12
13 |
14 | FIKSUOTAS x
15
16
17
18
19
20
21
2
pEl
2 FIKSUOTAS n
2
2%
7
%
29
30
3
2
kel
= PRIKLAUSOMYBE NUO GAMA PARAMETRO
]
a7
38
39
40
41
42
PE]
41
45
4
a7 =
1474 » wi\Programa { Fiksuotas x { Fksuotas n / Pridausormybe f x(1) £ x(2) {x(3) A1) {ni2) {n(3) £ Gamal [ Gamna2 /|« BT [ |

Ready L)

3.1 pav. Pagrindinis programos langas

Pasirinkus vieng i§ galimy varianty, pavyzdZziui “FIKSUOTAS x”, atisiveria langas su trimis

pasirinkimo variantais (Zr. 3.2 paveiksla). Antrojo pasirinkimo meniu langas atrodo analogiskai.



osoft Excel - MAGISTRINIS

Bt vew e Fomat Dok Dwa windw Hep
NEHSR(ESRY | 2R §|0-o-
- I3

R e B —

B|@ %,

8 %

GRIZTI | PRADIN| LANGA

3.2 pav. UZdaviniy meniu langas, kai fiksuotas x
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Galima pasirinki vieng i§ duoty normalizavimo funkciju G, (x) arba sugriZti i pradinj langa.

Tuomet pasirinkus, pavyzdZiui, antraji varianta atsiveria uZdavinio sprendimo langas (Zr. 3.3

paveiksla). Visi kiti uZdaviniy pasirinkimo variantai atveria praktiSkai analogiskus langus.

Edt View Insert Fomat Toos Dats Windon Help

DEELE|ERY|IwE oo
h A

R 0.

VYKDYTI

GRIZTI | PRADINI LANGA

1 0 86591245 0073545799 0058514545
2 0 557476604 0036772899 003252443
3 0 406674052 0024515256 0022539968
4 0319376792 0,01838645 0017248939
5 0262731429 0.01470916 0013870589
3 0223076629 0012267633 0011739715
;. 0193788865 0010506543 0010123348
] 0,171262287 0009193225 0008896279
9 0163460476 00081717856 0007837742
0,138976165 0,00735458 0007164395
0,126993859 0 D0B6E59E2 0006528373

12 0,116911E73 0006128817 ELEIEIEBBBEI?EI

13 0,108311237.

0005657359

0005544045

100888511

0006263271

194417251 0004903053
088725542 0004598512
[—+—Galamboso jwertis —=— Komvergavimo greidio rertis  Absoliusioj paklaida (B36E08E5 4326223 I
79178635 0004086578 I
75136032 0,00367063; |
71485845 0,0036772: 003629016
66173649 0350216 103456363
65155063 0334299 000330304
062392212 0319764 003161069
059854081 00306440 003030799
57514332 02941632 002910842
165360565 02628665 002600019
153343707 2723918 102657325
051477237 2626636 002601898
49736942 2536062 002512992
48110448 2451527 002429951
146586947 2372445, 102362242
45156953 02298306 000227934
004381213 02226661 002210821
0042645076 002163112 002146302
| 02101309 \A02085441
02042539 A02027937
01967724, 001573513
01935416
0188579
01636645 I
0017938, 001762222 -

3.3 pav. Uzdavinio sprendimo langas
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Pasirinkus mygtuka “PRIKLAUSOMYBE NUO GAMA PARAMETRO” atsiveria langas su
galimomis funkcijy pasirinkimo mygtukais, kurios turi gama ( y ) parametra (Zr. 3.4 paveiksla):

Ready

<rom

)i

ki G (9=e "

GRIZTI| PRADINI LANGA

\ Programa { Fhsuotas x / Fksuotas n ) Priklausomybe {x(1) {x(2) {x(3) {n{1) {n(2) {n(3) { Gama1 { Gama2 /

3.4 pav. Uzdaviniy meniu langas, kai nustatoma priklausomybé nuo y parametro

1
Pasirinkus  varianta, kai funkcija G,(x)=e

priklausomybé nuo y parametro (Zr. 3.5 paveiksla):

x}’
+
n
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atsiveria

langas,

kuriame matoma
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&
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Kai gama=05

Kai gama

GRIZTI| PRADINI LANGA

Programa
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Prikiausomybe { x(L Gamal ), Gama2

GREICIO
IVERTIS, KAI
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0,123267173

GREICIO
IVERTIS, KAl
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0075816332

0,024337524
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D‘DBWESSEEE‘

0037908166 ‘

0012188762
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0,041089058
0030216793

0026272111

0018954083 0006084381
0024653435 0015163266 0,004867505
0020544529 0012636065 0004056254
0017609596 0010830905 0003476789
0015408397 0009477042 0003042191
0013696353 0008424037 0002704169
10 0012326717 0007581633 0002433752
n 0011206107 0006692394 0002212502
12 0010272264 0006318028 0,002026127
13 000948209 0005832026 0001872117
0,008804798 05415252 0001738395
0008217812 08054222 0001622502
0007704198 004738521 0001521095
000725101 04459764 0001431619
00648176 04212018 0,001352085
006487745, 003990333 0001280922
006153359 003790817 0001216876
005669865 003610302 000115893
005603053 (03445197 0001106251
005359442 003296362 0001058153
005136132 003159014 0,001014064.
004930687 003032653 0000973501
004741045 002916013 0000936059
1565451 | 02608012 0030139
1402399 12707726 0,000869197
1250592 2514@‘ 0,000839225
004108906 002527211 0000811251
000397636 2445588 0000785081
0036852099 0236926 0000760548
003735369 002297465 0000737501
003625505 02229892 0071581
003521919 02165181 0,000695358
003424085 002108008 0000676042
003331545 10204509 0000857771
0032436873 0001995167 0000640461
003160697 0001944009 0000624039 .
et e S
UM

3.5 pav. Uzdavinio sprendimo langas



34

Reikalavimai visiems duomenims yra bendri: visi laukeliai turi biiti uzpildyti ir duomenys turi

atitikti apribojimus. Visiems parametrams patariamas intervalas, nes kitaip bus netenkinamos
apribojimy salygos.

Ivedus duomenis reikia spragteléti ant mygtuko “VYKDYTI’ ir tuomet yra aktyvuojamas

skai¢iavimy procesas. Jeigu bent vienas laukas yra uZpildytas neteisingai, tuomet pasirodo pranesimo

langas, kad neteisingai ivesti duomenys (Zr. 3.6 paveiksla).

Microsoft Excel [“ZI

Meteisingai ivesti duomenys!

3.6 pav. PraneSimas apie neteisingai jvestus duomenis

Jeigu duomenys jvesti teisingai, tuomet vykdomas skaic¢iavimas ir nubréziamas grafikas. Jeigu
ivesti neteisingi duomenys, tuomet iSjungus pranesima (Zr. 3.6 paveiksla) galima jvesti duomenis pagal
patariama intervala arba paspausti mygtuka “GRIZTI | PRADIN] LANGA”, kad sugriztume prie

pradinio pasirinkimo.



DISKUSIJA

PavyzdZziui imkime kitokj netiesinj normalizavima:
Lx)
1) tarkime G, (x)=¢°" , tuomet

n n

1 1

PW, <G,(x)=1-|1-|1-— || =1-| = | =1-¢"".
ln ee ! e
2) tarkime G,(x)=e"", tuomet
n 1 1 1
P(WlSGll(x))zl_(l_F(Gn(x))) :1_ 1 =1_ 1 :1——,
ln;x - ln X
Ine In" x

Gavome stabily minimuma, nes P(Wn <G, (x)) =F(x)=1- IL
nx

3) tarkime norime gauti skirstinio funkcija S(x):

1

imkime G, (x) = F'l[l —8n (x)j , Cia F — tolydzioji funkcija.

Tada PW, <G, (x))=1- [1 - F”[F'l [1 - Sn(x)m =1-{1- [1 - [1 - S”(X)B =

—1[1[511()0} J—l(lS(x))—S(x).

Tokiu btidu netiesiniu normalizavimu galime gauti bet kuria ribing skirstinio funkcija.

35
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ISVADOS

Tiesinis normalizavimas konkreCios skirstinio funkcijos F(x)=1-—, x2e

In x
minimumams neduoda ribiniy neiSsigimusiy skirstiniy;
Egzistuoja toks netiesinis normalizavimas, kad gauname visus tris ribinius
neiSsigimusius skirstinius, kaip ir klasikiniu atveju;
Visais tirtais atvejais konvergavimo greiCiy iverciai n atzvilgiu yra I/n eilés;
Perkélimo teoremoje esanti ribiné funkcija W (x) yra geometriskai minstabili;
Esant pateiktam netiesiniam normalizavimui §iuo konkre€iu atveju perkélimo teorema

yra neinformatyvi.



37

REKOMENDACILJOS

Siame magistriniame darbe netiesinis normalizavimas buvo taikytas konkreciai skirstinio
funkcijai. Sitily€iau pratgsti tolimesnius netiesiSkai normalizuoty minimumy asimptotinius tyrimus su

kitomis skirtinio funkcijomis.
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