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SUMMARY

Herein work is researching extremes asymptotic of Pareto random values. Here is analyzing
geometrically maximum (minimum) stability tasks, also asymptotically tasks, when succession value
is geometrical and geometrically stability of lower extremes.

Aim of this work is to check if Pareto distribution values are stable maximum and minimum
distributions and to continue researches in the area of lower extremes structures.

It was proved that maximum (minimum) distribution (when « =1) is geometrically stable
maximum (minimum) distribution, while others — asymptotically k-stable. When « #1, maximum
(minimum) distribution is asymptotically stable, only maximum distribution is also Pareto distribution,

but with the displacement, while other - asymptotically k-stable.
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IVADAS

Siame magistro darbe yra tiriama Pareto atsitiktiniy dydZiy ektremumy asimptotika.
Sprendziama geometrinio maksimumo (minimumo) stabilumo uZdaviniai, taip pat asimptotiniai
uzdaviniai, kai imties didumas yra geometrinis, bei apatiniy ekstremumy geometrinis stabilumas.

Pareto skirstinys sutinkamas jvairiose realiose situacijose. Sis skirstinys yra gerai Zinomas, ypac
ekonomikoje. Keletas Pareto skirstinio taikymo pavyzdziu ([4], [9]):

e draudimo iSmokos;

o lankymai tam tikrame internetiniame puslapyje;

e interneto praneSimy srauto, kuris naudoja TCP protokola, rinkmenos dydZio iSsibrastymas;
o naftos, esancios laukuose, atsargy verte;

e nelaimiy, ivykusiy per audra, potvynius ir pan. mastai.

Yra nemazai literatiiros, kuriose nagrin¢jami geometriSkai maksimumo (minimumo) stabilieji
dydZiai. Monografijoje ([4]) ypa¢ akcentuojama Pareto dydziy stabilumo reik§mé finansy rinky
modeliavime.

Turime (X 1 X s X N) paprastaja atsitikting imti i§ generalinés aibés su Pareto skirstinio
funkcija F(x)=1-—, x21, a>0. Atsitiktinis dydis N =N(p) yra nepriklausomas nuo visy
X
X, k=1 ir geometriSkai pasiskirstgs. Pareto skirstinys ypatingas tuo, kad jo vidurkis egzistuoja, kai
. o . .. . . . . a
a>1 ir EX =——, o dispersija egzistuoja, kai ¢ >2 ir DX =

a-1 (@-1)(a-2)

tiriami geometriSkai stabilieji maksimumo skirstiniai, kai imama paprastoji atsitiktiné imtis i$

. Straipsnyje ([1])

generalinés aibés, kuri yra pasiskirsCiusi pagal logistini désni. Yra jrodoma, jog logistiniai dydZiy
skirstiniai yra stabilieji maksimumo skirstiniai.
Magistro darbe ieSkoma atsakymo i klausimus:
v ar Pareto skirstiniai yra geometri§kai maksimumo ir minimumo stabilieji skirstiniai?
v jeigu jie néra stabilieji, ar bus asimptotiSkai stabiltis?
v' asimptotiSko stabilumo atveju jvertinti konvergavimo greitj.
v' ar geometriSkai stabilts apatiniai k-tieji ekstremumai?
v atlikti perkélimo teoremos analize¢ Pareto atsitiktiniy dydZiy atveju (atskleisti jos trakumus).
Taigi, tiriamojoje dalyje ieSkoma Pareto dydziy maksimumo ir minimumo ribiniy skirstiniy.
Randamos normalizavimo konstantos. Naudojant gautus rezultatus, ekstremumams taikoma perkélimo
teorema. Toliau ieSkoma tokiy normavimo konstanty, su kuriomis Pareto dydZziy skirstiniai yra

geometriskai stabiltis minimumo skirstiniai arba asimptotiskai k-stabilds.
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Siame darbe jrodZiau, jog maksimumo (minimumo) skirstinys (kai & =1) yra geometriikai
stabilus maksimumo (minimumo) skirstinys, o kiti — asimptotiSkai k-stabiliis. Kai a # 1, maksimumo
(minimumo) skirstinys néra geometriskai stabilus maksimumo (minimumo) skirstinys, bet maksimumo
(minimumo) skirtinys yra asimptotiskai stabilus, tik maksimumo ribinys skirstinys yra taip pat Pareto,
taCiau su poslinkiu, o kiti — asimptotiskai k-stabilds.

Sia tematika skaityti praneSimai konferencijose:

»Matematika ir matematikos déstymas — 2005 konferencijoje skaitytas praneSimas tema:

,Pareto atsitiktiniy dydziy maksimumy tyrimai

8-osios Lietuvos jaunyjy mokslininky konferencijoje ,,Lietuva be mokslo — Lietuva be ateities*
(2005 metai), praneSimo tema:

,Pareto atsitiktiniy dydziy minimumy tyrimai*

VI taikomosios matematikos studenty konferencija (2006 metais), praneSimo tema:

,,Geometriskai stabiliyjy skirstiniy tyrimai*

Visi praneSimai publikuoti. Ju kopijos pateiktos darbo pabaigoje.



1. TEORINE DALIS

1.1 APIBREZIMAI

Tarkime, kad (X X X N) yra paprastoji atsitiktiné imtis i§ generalinés aibés su F' skirstinio

funkcija. Atsitiktinis dydis N =N(p) yra nepriklausomas nuo visy X, k>1 ir geometri§kai

pasiskirstes:
P(N=m)=p(l-p)"", m>1,0<p<l. (.1
Apibréziame struktiiras:
Z, =max(X,,..., X, ), (1.2)
W, =min(X,,...X ). (1.3)

1.1 Apibrézimas ([3]). Dydi X, vadiname geometriSkai maksimaliai stabiliuoju, jeigu
egzistuoja tokios normalizavimo konstantos a(p) ir b(p), su kuriomis
P(max(X,(p)... X, (p))< x)= F(x), (1.4)

X__
Sa Xj(p)zf—a(p), i=LN.
b(p)

Jeigu (1.4) pakeisime asimptotiniu sarysiu, kai p — 0, tai sakysime, kad X ; yra asimptotiSkai

geometriSkai maksimaliai stabilusis dydis.

1.2 Apibrézimas ([3]). Dydi X ; vadiname geometriSkai minimaliai stabiliuoju, jeigu egzistuoja
tokios normalizavimo konstantos c(p) € R ir d(p) > 0, su kuriomis
P(min(X,(p),... Xy (p)) < x)= F(x), (1.5)

Sia Xj(p)ZXJ;C(p), j=1.N.
d(p)
Jeigu (1.5) pakeisime asimptotiniu sarysiu, kai p — 0, tai sakysime, kad X ; yra asimptotiSkai
geometriSkai minimaliai stabilusis dydis.
Zinoma ([7]), kad (1.4) yra ekvivalentus sarySiui:
gy (F(xb(p)+a(p))=F(x), (1.6)
o (1.5) sarysiui:
gy (I=F(xd(p)+c(p))=1-F(x), (1.7)

gia g, (z) = Mz" —tikimybes generuojan&ioji funkcija.
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1.3 Apibrézimas ([7]). F(x) vadinama maksimaliai stabili, jei

gN(F(x))z F(b(p)x+a(p)), (1.8)
ir minimaliai stabili, jei
gy(I=F(b(p)x+a(p))=1-F(x), (1.9)

visiems x € R ir tam tikriems a(p)e R, b(p)> 0.
Sudarykime variacing eilute:
XM <x™ < <x®
RS <L <X,
Jeigu k — fiksuotas, tai X"’ vadiname k-aja pozicine statistika.
1.4 Apibrézimas ([4]). Skirstin] F (x)vadinsime asimptotiskai k-stabiliu, jei

tim P(X (" < d(p)x+c(p))=F* (x), (1.10)

da c(p)e R, d(p)>0.

1.2 MAKSIMUMU IR MINIMUMU RIBINES TEOREMOS

Pateiksime ekstremumy klasikinés schemos ribines teoremas ([2]).
Sakykime, { X ;, j =1} —nepriklausomy, vienodai pasiskirs€iusiy a.d. seka. Tarkime,
F(x)=P(X,; <x), Vj=L
Pazymeékime
Z, =max(X,,X,,....X,). (1.11)
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {an, n= 1} ir
{b,, n>1}, kad
limP(Z, <a, +b,x)=H(x) (1.12)

kiekviename funkcijos H(x) tolydumo taske (¢ia H(x) — neiSsigimusi skirstinio funkcija). Toki
konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba a.d. konvergavimu.

Sakysime, kad skirstinys F priklauso ribinio skirstinio H traukos sri¢iai (Zymésime F € D(H)),
jei egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé (1.12). ([2])
Pazymékime
a(F)=inf{x: F(x) >0},
(F) {x: F(x)>0} (L.13)

o(F)=sup{x: F(x)<l}.
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Suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinys F, kad jis priklausyty kurio nors

neiSsigimusio skirstinio traukos sric¢iai. Taip pat pateiksime konstanty parinkimo biida. ([2])

1.1 teorema. Tarkime, w(F) = oo, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta « , kad

CLF@)

1 =X 1.14
oo [ — F(t) (114
visiems x > 0. Tuomet F € D(H, ). Cia
H () 0, x<0, (L15)
X)= .
b exp(—x“), x>0.
Normavimo konstantas b, galima parinkti tokiu budu:
b, =inf{x: 1-F(x)<1/n},
a, =0.
1.2 teorema. Tarkime, w(F') < oo, o pasiskirstymo funkcija
F'(x)=F(o(F)-1/x) (1.16)
tenkina salyga (1.11). Tuomet F € D(H, ). Cia
-(=x0)%), x<0,
H,,(x)= exp(—(=0)"), ¥ 1.17)
1, x20.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
a, =a(F),
b, =o(F)—inf{x: 1-F(x)<1/n}.
1.3 teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta a integralas
o(F)
[a-Fy)dy (1.18)
yra baigtinis. Intervale (a(F),w(F)) apibrézkime funkcija
1 o(F)
R(t) = 1-F(y))dy. 1.19
D= 1"Fm {( (3))dy (1.19)
Jei visiems realiems x
m LZFEHRD) (1.20)

1
t—o(F) 1-F()
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tai FeD(H,,). Cia
H, (x)=exp(-e™), xeR. (1.21)
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a, =inf{x: 1-F(x)<1/n},
b, =R(a,).

Pastaba. Siose teoremose pateiktas centravimo ir normavimo konstanty ¢, ir b, parinkimo

biidas néra vienintelis. Mes net negalime teigti, kad tai yra pats paprasCiausias konstanty parinkimo
budas ir kad taip parinktos konstantos yra geriausios, taiau jis yra geras tuo, kad paprastas ir

konstruktyvus.

1.4 teorema. Klasikin¢je maksimumy schemoje egzistuoja tik trys (H,,,H,, .H;,)
nei$sigimusio ribinio skirstinio tipai.

1.1 — 1.4 teoremy jrodymas pateiktas ([2]).

Pazymeékime
W =max(X,,X,,....X,). (1.22)

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {c,, n>1} ir

{d, >0, n=1}, sukuriomis

lim P(W, <c, +d,x)= L(x) (1.23)

kiekviename funkcijos L(x) tolydumo taske (¢ia L(x) — neiSsigimusi skirstinio funkcija ). Sakysime,

kad skirstinys F' priklauso neiSsigimusio ribinio skirstinio L traukos sri¢iai ( Zymésime F € D(L)), jei

tenkinama (1.23) lygybé.

Suformuluosime salygas, kad skirstinio funkcija F priklausyty ribinio skirstinio L traukos sri¢iai.

1.5 teorema. Tegu «a(F)=—w, ir tegu egzistuoja tokia konstanta y >0, kad su visais x>0

teisinga lygybe

im £ _ (1.24)
SRR

Tada F € D(Ll,y), éia
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L (x)= 1—exp(—(—x)™"), x<0, (1.25)

1, x> 0.

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

cn :0’
d, =sup{x: F(x)<1/nj}.

1.6 teorema. Tegu —oo < a(F). Jei funkcija F'(x)= F(a(F)—1/x) (x<0) tenkina (1.24)
salyga, tai F e D(L,,), Cia

1—exp(—x7), x>0,
L,,(x)= P (1.26)

0, x<0.

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu btidu :

c, =a(F),
d, =sup{x: F(x)<1/n}-a(F).

1.7 teorema. Tegu
j F(y)dy <o (1.27)
a(F)
su bet kokia baigtine konstanta a. Apibrézkime funkcija

1 t
- . 1.2
r(1) F(m(fF f(y)dy,wa(F) (1.28)

Jei su visais x egzistuoja riba
F(t+xr(t)) et (1.29)
>aF)  F(f)

tai F e D(L3,7) , Cia

L;,(x)=1-exp(—e’) (-o0<x<o0). (1.30)
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu

¢, =sup{x: F(x)<1/n},
d, =r(c,).

1.8 teorema. Klasikin¢je minimumy schemoje egzistuoja tik trys (L, ,,L,,,L,;,) neiSsigimusio

l,a®»™2,a°
ribinio skirstinio tipai.

1.5 — 1.8 teoremy jrodymas pateiktas ([2]) darbe.
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1.3 PERKELIMO TEOREMOS

Sakykime, kad egzistuoja tokios konstantos {a,, n>1}ir {b, >0, n>1}, su kurionis

lim P(Z, < a, +b,x)=H(x), (1.31)

n—>00
¢ia H(x) — neiSsigimusi skirstinio funkcija.

Tarkime, kad {N,} - a.d., nepriklausantys nuo {X} ir tenkinantis salyga

N
P[ < xj — A(2). (1.32)
n n—»0
1.9 teorema (perkélimo teorema maksimumams). Jei teisinga (1.31) ir (1.32), tai
Pz, <a,+b,x)> ¥(x), (1.33)

¢ia ribiné skirstinio funkcija
¥(x)= j H(x)dA(z). (1.34)
0

Teoremos jrodymas pateiktas ([8]).

Sakykime, kad egzistuoja tokios konstantos {c,, n =1} ir {d, >0, n=0}, kad

lim PW, <c, +d,x)= L(x); (1.35)

n—o0
¢ia L(x) — neiSsigimusi skirstinio funkcija.

Tarkime, kad {N,} - a.d., nepriklausantys nuo {X ;} ir tenkinantis salyga (1.32).

1.10 teorema (perkélimo teorema minimumams). Jei teisinga (1.35) ir (1.32), tai

PW, <c,+d,x)— y(x), (1.36)
¢ia skirstinio funkcija
p(x) = 1= [ (1= L(x))"dA(2). (1.37)
0

Teoremos jrodymas pateiktas ([8]) .
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2. TIRIAMOJI DALIS
2.1 MAKSIMUMO TYRIMAI

Sakykime, kad (X,,X,,.,Xy) yra paprastoji atsitiktiné imtis i§ generalinés aibés su Pareto

skirstinio funkcija
F(x)=1—ia, x>1, a>0. 2.1)
X

Atsitiktinis dydis N = N(p) yra nepriklausomas nuo visy X ;, j 21 ir geometriSkai pasiskirstes:

P(N=k)=p(1-p)*", k=1, 0<p<l. 2.2)
ApibréZiame struktiira:

Z, =max(X,,...,X,), (2.3)
Nagrinésime tiesiSkai normuotos struktiiros Z, skirstinio geometrinj stabiluma.
2.1 Teorema: Tarkime, kad dydziai X,, k>1 yra Pareto skirstinio, 0 N — geometrinis su

parametru p. Tada, kai a =1,

z, -P1 1

P P cxl=1-=, x>1, 2.4)
L X
p

kai a #1,

. 1

limP| p*Z, <x|=1- , x20. 2.5)

p=0 I+ x“

Irodymas.

-1
Imdami a( p): P ir b( p) = 1 bei pasinaudoj¢ lygybe (1.6), gauname:

gv(2)=—T, |7<1, (2.6)
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tai
x—1
P x+p-1
P(pZ, +1-p<x)= P @.7)
x—1
1-(1-
x+p-1
Atlike elementarius veiksmus, i§ (2.7) gauname teoremos pirmaji teigini (2.4).
1
Parinke normavimo konstantas a(p)=0 ir b(p)= p ¢, gauname:
1 L
P(p“ZN <xj=P(ZN <xp “j.
Pasinaudojg (1.6), gauname:
il 1
—_ x p
P(ZN <xp ¢ j = = -
— 1
1—(1—p)F(xp “j 1—(1—p{1— - _1]
X p
_ p(xapfl _ 1)
xp —(-phap™ -1)
IS ¢ia
R il
P(ZN<xp “Jz—p, xX=p<e. 2.8)
x“+1-p
IS (2.8), skai¢iuodami riba, gauname teoremos antros dalies teigini (2.5):
1 x* 1
limP| p*Z, <x|= =1- , x=0.
p—0 x* +1 x* +1
A

Rasime Pareto (o =1 atveju) normuoto maksimumo Z, ribinj skirstinj. Kadangi aJ(F ): +o0,

tai galima taikyti 1.1 arba 1.3 teoremas. Tikriname 1.1 teoremos salyga.

1-1+— —
fim 2 FE) i e e lim(ij 1 2.9)
- - F(Z) f—>—0 -1 +1 f—>—c0 1 o\ fx x
t t

Kadangi tenkinama salyga (1.14), tai F € D(HM) ,
¢ia
0, x<0

H,,(x)= exp(_ 1 j o (2.10)
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Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu bidu: a, =0, o i§ salygu

n

b, = inf{x 1-F(x) < l} gauname, kad b, =n.
n

Perkélimo teoremos maksimumams analizé. Pareto skirstinio atveju (o =1), imdami

normalizavimo konstantas a, =0, b, =n gauname:

~1

P(Z” <xj:H(x)=eX , x>0, (2.11)
n

Be to, geometrinio skirstinio parametro p priklausomybg¢ nuo n apibréSime Sitokiu budu:

1
p=p,=—,nz=1.
n

Tada
N x
P(—<xj—>A(x):1—e , x>0. (2.12)
n
I$ (2.11), (2.12) ir perkélimo teoremos (1.9) iSplaukia, kad
ZN
P =Y <x|=¥(x); (2.13)
n

¢ia ribiné skirstinio funkcija:
‘P(x):THZ(x)dA(z): ———, x20. (2.14)
0

Tai ribinis perkélimo teoremos teiginys (n — o ).

Skai¢iuojant tiesiogiai, gauname:

! =1- L , (2.15)

P\pZ, <x)= Flxp™))=1-——F—
(p N ) gN( (p )) l+x—p 1+ x
. e 1 e o . S
kai p=p, >0 (nebitinai p, =—). Tai tiesioginio biido pranaSumas. Geometrinio maksimaliai
n

stabilumo (pirmoji irodytos teoremos dalis (2.4), a =1) pranaSumas prie§ perkélimo teorema dar

ryskesnis.

Toliau nagriné¢jame atveji, kai a #1. Kadangi ca(F ):+oo, tai galima taikyti 1.1 arba 1.3

teoremas. Tikriname 1.1 teoremos salyga.

1-1+ % ! p
im 1- F(tx) = lim (I)C) = lim ([)C) =x“, (2.16)
1= I—F(l) o 1_1+i o b

a

t

~
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Kadangi tenkinama salyga (1.24), tai F € D(HW) ,
¢ia
H, ()= {0, ) x<0
exp(—x ) x>0.
Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu bidu: a, =0, o i§ salygu

1

b, = inf{x A-F(x) < l} gauname, kad b, = ne.
n

Perkélimo teoremos maksimumams analizé. Pareto skirstinio atveju (o #1), imdami

1
normalizavimo konstantas a, =0, b, =n® gauname:

P Z—’;<x = H(x)=e"", x>0. (2.18)

na

Be to, geometrinio skirstinio parametro p priklausomybe nuo n apibrézkime Sitokiu budu:
1
p=p,=—,nzl.
n

Tada
N .
P(—<xj—>A(x):1—e , x>0. (2.19)
n

I8 (2.18), (2.19) ir perkélimo teoremos iSplaukia, kad

P Z—’j <x|=¥(); (2.20)

na

¢ia ribiné skirstinio funkcija:

2 1 1
b4 =|H* dAlz)= =1- s >0. 2.21
(x) J (x) dA(z) — i 2.21)

Tai ribinis perkélimo teoremos teiginys (n — o ).

Skaic¢iuodami tiesiogiai (2.5), gavome ta pati rezultata kaip ir perkélimo teoremos analizéje, tik

tiesioginio biido pranaSumas tai, kad Siuo atveju uZtenka imti p — 0, o perkélimo teoremoje bitina

o 1
mt1 p=—.
n
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2.2 MINIMUMO TYRIMAI

ApibréZziame struktiira:

W, =min(X,,...X ), (2.22)
Nagrinésime tiesiSkai normuotos struktiiros W, skirstinio geometrinj stabiluma.
2.2 Teorema. Tarkime, kad dydziai X,, k>1 yra Pareto skirstinio, 0 N — geometrinis su

parametru p. Tada, kai o =1,

W, -1+
P(N—p<xJ:1—l, x>1. (2.23)
p X
Kai a #1,
w, —1
limP| ——<x =1—L, x>0. (2.24)
p—0 V4 I+x
o
Irodymas.

Imdami c(p)zl— pird (p) = p bei pasinaudoj¢ lygybe (1.7), gauname:

P(WN -1+p

p <XJ=P(WN <xp+1—p)=gN(l—F(po—p)):gN(;j-

xp+1-p

Kadangi Zinome (2.6) iSraiska, tai

1
p———
W, —1 -
P[N—er<xJ: p f . (2.25)
P 1-(1-p)———
xp+1-p

Atlike elementariausius veiksmus, i§ (2.25) gauname teoremos pirmos dalies (2.23) jrodyma.

Parink¢ normavimo konstantas c( p) =lird ( p) =2 bei pasinaudoj¢ lygybe (1.7), gauname:
a

W

v —1

P
a

p

P <Xx =P(WN<—+IJ.

o

Pasinaudojg¢ (2.6), gauname:

P(WN<E+IJ=1— P ,
xp

a a
+1j -1+p
o
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a(a —1)
2

(14x)" =1+ ax+ X+ =1+ax+0(x?), kai x—0 (2.26)

Turédami (2.26) lygybe, gauname:

P(WN <ﬁ+1j=1— P . p—>0
@ 1+a£+0(x2p2)—1+p
a
P(WN<E+1J:1— p( ) _>01_1L.
a P +x
p(1+x+0xPJ
p
Taigi, gauname antros teoremos dalies (2.24) irodyma .
P(WN<E+1J=1—L, x>0. A
a I+x

Rasime Pareto dydZiy minimumo W, ribinj skirstinj. Kadangi a(F)=1, tai galima taikyti 1.6

teorema. Pazymime pasiskirstymo funkcija

F*(x):F(a(F)—ljzl—izL. (2.27)
X x=1 1-x
Tikriname ar funkcija tenkina salyga (1.24)
1
fim £ *(’x) ~lim A= iy 170 (2.28)
=0 (f) =0 i -0 —fx
11—t
Kadangi teoremos salyga (1.24) tenkinama, tai F € D(qu1 ),
Cia
.
L,={7¢"> *=200 (2.29)
0, x<0

Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu bidu: i§ ¢, =a(F),

d, = sup{x F(x) < l} —a(F) salygu gauname, kad ¢, =1, d, :l.
n n

- - S . 1
Perkélimo teoremos minimumams analizé. Zinodami, kad ¢, =1, d, = p, p =—, gauname:
n

P(W,-1)-n<x)=L(x)=1- e Alx)=1-¢. (2.30)
Tada
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(1- L(x))" dA(z)= L (2.31)

P((Wn—l)-n<x):>‘P(x):1— 1+ x

S8

: . o 1 . e C
Perkélimo teoremoje bitina imti p =—, kai tuo tarpu skaiciuojant tiesioginiu budu (2.23)
n

uztenka imti p — 0. Tuo tiesioginis biidas pranasesnis. Be to perkélimo teoremos analizéje gaunamas

Pareto skirstinys, taciau su poslinkiu, o tiesiogiai skai¢iuojant — Pareto skirstinys, kai o =1.

Toliau nagrinésime, kai « #1. Kadangi «(F)=1, tai galima taikyti 1.6 teorema. PaZymime

pasiskirstymo funkcija

a

F*(x)zF(a(F)—la):p 1 (2.32)

X -1 1—x"

1
fim £ i 1) e 2.33)
t—>—0 (t) t—>—0 1 1> | (l,x)a

B

Kadangi teoremos salyga (1.24) tenkinama, tai F € D(LM ),

éia

0, x<0

L,,(x)= {1“” » %20 } (2.34)

Centravimo ir normavimo Kkonstantas parenkame tokiu budu: 1§ ¢, =a(F),

1

d, = sup{x (F(x) < l} —a(F) salygu gauname, kad ¢, =1, d, = ne.
n

1
Perkélimo teoremos minimumams analizé. Zinodami, kad ¢, =1, d, =n “, p =—, gauname:
n

P((Wn ~1)-ne < xj =S Lx)=1-¢*; Alx)=1-¢". (2.35)

Tada

P((Wn ~1)- ni < xj = ¥(x)= [(1- L(x))" dA(z)=1- 1+lxa : (2.36)

o3

L e 1 . e e
Perkélimo teoremos analizéje bitina imti p =—, kai tuo tarpu skai¢iuojant tiesioginiu bidu
n

(2.24) uztenka imti p — 0. Tuo tiesioginis buidas pranaSesnis. Tiek perkelimo teoremos analizéje, tiek
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tiesioginiu biidu gaunamas Pareto skirstinys su poslinkiu, tik tiesiogiai skai¢iuojant — Pareto skirstinys

kai a =1.

Kai o =1, Pareto atsitiktiniai dydZiai yra geometriSkai maksimaliai stabilils ir gauname, kad taip
pat ir minimaliai stabilis. Vadinasi, turi galioti lygybés (1.8) ir (1.9). IS (2.4) Zinome, kad
1

a(p)zp—_l, b(p)=—. 05 (2.23) zinome, kad c(p)=1-p, d(p)=p.
p p

Pasinaudodami (1.8) lygybe, gaunami sarysiai tarp normavimo ir centravimo konstanty:

d(p)=—+= < b(p)=—r. (2.37)

—— < a(p)=—c(p)-b(p). (2.38)

Turédami lygybe (1.9) bei konstantas c( p) =l-p,d ( p) = p, gauname:

L
euli-Fld(pe-e(p) =—— L2 o B PEL Dy p(y)
1 xp+1-p xp X
T -
xp+1-p
A
TS RS
N 1—(1—p)‘x; X xp+1-p xp+1-p
X

xp+1-p-1 p(x—l)
F\d — = = .
(d(px—c(p)) oilep “wilop

Vadinasi
gn(F(x)=F(d(p)x—c(p)).
Galima teigti, kad jei atsitiktiniai dydZiai yra minimaliai stabiliis, tai jie yra ir maksimaliai

stabillis, Zinoma jei jie susij¢ sarysiais (1.8) ir (1.9).

2.3 ATSITIKTINIO SKAICIAUS PARETO DYDZIU APATINIU
EKSTREMUMU SKIRSTINIAI

Turime paprastaja atsitikting imtj (X, X,,..., X y ) i$ generalinés aibés su Pareto skirstinio funkcija
(2.1).
Sudarome variacing eilute:

XM <xM< <x™. (2.39)
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Atsitiktinis dydis N = N(p) yra nepriklausomas nuo visy X,, k =1 ir geometriSkai pasiskirstgs:

P(N=m)=p(1-p)"", m=>1.. (2.40)
Parametras p gali biiti apibtidinamas dvejopai:
. 0 < p <1 - konstanta;
. p=p, =0, kai n — oo (nebitinai p, :%).

Apatinj k-aji ekstremuma apibréZiame

X(N) _{X,ﬁj),sz,j:k,k_Fl’“.’

, (2.41)
XV N=j,j=12..k-1

Pasinaudojus pilnosios tikimybés formule, gauta iSraiSka, apatinio ekstremumo pasiskirstymo

funkcijai rasti:

P(x™ <x)=3 P(X U, <x)P(N = j) =

j=1

. (2.42)
=S P(x 9 < x)P(N = +3 P(XY < 2PN = j)
Jj=1 Jj=k
Yra zinoma ([2]), kad k-tosios pozicinés statistikos skirstinio funkcija,
( (@) ) ] ! ik k-1 j—k
P\X” <x)]z=—F—— |V (A=-v)"dv. 2.43
‘ <k—DKj—@!£ (1-v) (2.43)

2.3 Teorema. Tarkime, kad dydZiai X, j=1 yra Pareto skirstinio (2.1) (kai a=1), o N -

geometrinis su parametru p. Tada

(N) _

P(Xl—w < xJ 1L R, (2.44)

p X

) _ 2
lim P[XZ—H‘D < xj = (1 - l} = F*(x), (2.45)
p—0 p X

) _ 3
lim P(M j - (1 - l} = F3(x). (2.46)
p—0 p X

Irodymas.
Visy pirma nagrinésime pirmojo apatinio ekstremumo (minimumo) atveji. leSkosime $io
ekstremumo pasiskirstymo funkcijos iSraiskos.

XM _14 ® _
P(—p < xJ =3 P(XP <xp+1-p)-P(N = j).
p j=1
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Flap+1-p)=l-—»>L __P=P (2.47)
xp+1—-p xp+1-p

Pasinaudosime (2.43) formule.

Xp—p
xU) 1+ p J jl F(ap+1-p) . pHl-p .
Pl L <x|=—"— (" (1=t)"dt=j ((I-t) dt=
5 oy {0 a=d i)
AP — P
ﬁ xp+1-p e p i
=—j |(=2)"dl-1)=—(1-1) =1 — V=
-7 a0-0=-1 (-2 ]
0

j j
- xp+l—p—xp+p - 1
xp+1-p xp+1-p '

j=1 j=1 xp+1_p
Kadangi <l (x>1),tai
xp+1-
x @™ _q o _ Y _ _
P1—+p<x =1- p I=p =1- P I=p .xp+1 pzl—l.
)4 I-pS\xp+l-p 1-p xp+1-p xp X

Gavome teoremos pirmos dalies (2.44) irodyma
xM -1
P(I—er<xJ:1—l:F(x).
p X

Vadinasi, normuoto pirmojo apatinio ekstremumo (minimumo) skirstinys yra Pareto. Pareto
skirstinys (kai k =1) yra geometriSkai stabilus minimumo skirstinys. Sutampa su teoremos (2.2)
teiginiu (2.23).

Irodyta teoremos pirmoji dalis.

Tirsime antraji apatinj ekstremuma.

xM -1+ - :
P(z—p < xJ = P(X" <xp+1-p)-P(N =1)+ > P(x ) < xp+1-p)-P(N = j).
p
Zinome, kad

J



Pasinaudojus (2.47), (2.48) ir (2.49), gauname:

2
P(Xl(l)<xp+1—p)-P(N=1):(1_ ! Jp: p’(x-1)
xp+l-p xp+1-p

O 1S (2.43), iSplaukia, kad

PxV < xp+1-p)=— L
o <o t=r)=y |
Ap=p
xp+l-p )
Integralg I, = J t-(1-1)dr integruosime dalimis:
0

P xXp—p w-p )
f(1—1)" Pl 1 x:ifp ; _xp+1—p(l_xp+1—p]
I =——— +—— j(l—f)J_ldf: :
j-1 J=1 3 J—1
0
Xp—Pp
xp=p
p+l-p ' _ Jj-1 _ jxp+1_p
R [ B e [ -
Jj—-1 j=1{ xp+1-p Lxp+1-p Jj
0

N O 2 (R U S Y 5 SR R R
j—=1l xp+1-p \Lxp+1-p j xp+1-p j

. . _ .
_w-p (1 ) (Y w-p)i wp+lop _[ 1 jj
xp+1—-p \xp+1-p xp+1-p B xp+1-p (xp+1—p)j xp+1-p

j(i-1) - j(i-1) -
. 1 1 g
oo )
j(i-1)

Tokiu budu

P(ng) <xp+1—p): ( ‘j!




Dabar
2 © J
PXM < xp+1- :p(x—1)+ 1-(xp— ! —[ 1 J :
p(l 1—1_ p2(x_1)+D
xp+1-p

Toliau

P N j l-p . J
D=——"— - - xpj— pj+1)|=——— 1- -

= ;[( ) [prrl— J(PJ pj )J - (;( p)

0

j
=P I7P | _ 444 44,
I-pS\xp+1-p

Ieskodami pirmosios eilutés suma, gauname

1-pis =1

0
ISvesime formule, norint rasti eilutés Z ja’ sum
Jj=2

a.

2a—2a*+a’

_2( l—pp]j(xpj_ijrl):l_Li(l_p)j_P(xp—l?)ij( l—ppjj_

(2.50)

2 3
2a° —a

= . (251

1-a

* ‘ > - d( a* 2a(1—a)+ a’
1 '1 = 1 '1 1 = —_— = =
22 ja’ =a E ja a T ( J a (l - a)2

(1-af

(1-a)

Pasinaudosime (2.51) formule ir apskai¢iuosime antrosios eilutés suma.

).

, (-p)y

(1-p)

(xp+1— p)2

(p+1-p)

jj __pbw-p

_ plwp-pli-

xp +

p)2bp+1-p)-(-p)) _

2
P
I-p

1-p xp g
xp+1l-p

_ (=1 (=p)oxp+2-2p-1+p)_ (x—1) (1-p)2ap+1-

(xp+1-p)-(xp)’

»

2 2

X (xp +1- p) X
Taigi

A, _(@=1) (-pY2wp+1-p)

2

x (xp+1-p)

Dabar skaic¢iuojame treciosios eilutés suma.

(xp+1-p)

(2.52)

26



27

AP w( I-p JJ:— a i( e J]:
3
I-p3Z\xp+l-p xp+1-p T\ xp+1-p

_l=p
. pr xptl-p  p d=p_  1-p
xp+1-p 1— l1-p xp+l—-p xp x(xp+l—p)
xp+1-p
Taigi
1—
A =-— P (2.53)
x(xp +1-— p)
Turédami rezultatus (2.50), (2.52) ir (2.53) bei atlik¢ elementariausius veiksmus, gauname:
2 — — — f— f—
P(x{V <xp+1-p)=L "2 ) BT 1)(12 PNawpti-p) _l-p
xp+1-p X (xp+1—p) x(x—+1—p)

*p*x=1)+x*(xp+1-p)=x*plap+1-p)—(x=1)1 - pY2xp+1-p)-x(1-p) _
x*(xp+1-p)

_ x2p(xp—p—xp—1+p)+x3p+x2—xzp—(x—xp—l+p)(2xp+1—p)—x+xp _
xz(xp+1—p)

B 22X pH+ X p+ X —x+xp 22X i+ ap—xp’ +2xp+1—p-2xp> —p+p’ —x+2xp
x*(ap +1-p)

_ —AxXp+ X p+xt = 2x+5xp+2x°p* —3xp> +1-2p+ p°
xz(xp+1—p)

Taigi
—Ax’p+ X p+xt —2x+5xp+2x°p* —3xp> +1-2p+p°
xz(xp+1—p)

P(x{™ <xp+1-p)= . (2.54)

Skaic¢iuodami riba, kai p — 0, lygybei (2.54), gauname teoremos antros dalies (2.45) irodyma:

, -1y
hrr%P(X;N) <xp+1- p): _(x - ) =F?(x).
p> X
Vadinasi, Pareto skirstinys (kai k = 2) yra geometriSkai asimptotiSkai stabilus.

Irodyta antroji teoremos dalis.

Tirsime treciaji apatinj ekstremuma.
P(X™ <xp+1-p)=P(X" <xp+1-p)-P(N=1)+ P(X? <xp+1-p)-P(N =2)+
+ S P(X <xpr1-p)P(N = ).

=3

Turime
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P(Xx? <xp+1-p)-P(N=2)=F*(xp+1-p)p(l- p)=

(xp+1-p)
P -1P-p)
(xp+1-p)’
Pasinaudosime (2.43).
xp=p xp=p
' ‘ xp+l-p y ( . _1)(] _ 2) xp+l-p s
p(x V) 1-p)= J 2 (=) dr =T A 2 2y
( 3 <xp+ p) 2!(j—3)! _([t ( t) 4 > _([ ( )
xp=p
xp+l-p )
Integralg I, = J.tz -(1=t)’”dr integruosime dalimis:
0
rr (xp— p)’ w-p )
Lweer 2 e (]
12:—(ITI) +—.2 _[t(l—t)”a?tz(XPJFl p) ‘ wrlop)
j=2 =2 3% j=2
0

Tokiu budu

(Xp—p)2 (1_ xp—p jj—z
JG-1)-2) Gp+1-p)\ xp+i-p
2 j-2

+

P(x <xp+1-p)=

|
+1‘( J (xpj — pj +1).
xp+1-p

Dabar

p’a-1)  p-1)(-p) iG-Wap-p)f o i,
p+l-p  (xp+1-p) ;2(xp+l—p) (-p)

P(x1) < xp+1-p)=



_ Pl +p3(x_1)2(1_2p)+B +B, +B,+B
w+l=p  (p+1-p)

Skai¢iuojame B;, i=1,2,3,4.

( S 1-p V"
g - Plr=p) ZJ )( P J '

2(xp+1 p = xp+1-p

ISvesime formulg, kurios déka bus galima rasti eilutés Z j(j=1)a’? suma.
j=3

{5 ) () )

2 2 2 3 2 2 3
:6a(1—a)+3a 3a’(1-a)’ +2(1-a)a _ ba N 3a N 3a N 2a~  _

_l’_
(L-a) (1-a) I-a (-af (-a) (1-a)
2 3 2 2 3 2 3
_ 6a N 6a N 2a :6a(1—a) +6a*(1-a)+2a _6a—6a” +2a . (2.55)
I-a (1-a) (1-a) (1-a) (1-a)
Pritaike (2.55) formulg, gauname:
l-p o (=pf ., (-p)
3 2 _ 2 3
p (x—l) (l—p) xp+l-p (xp+1—p) (xp+1—p)

Z:,j(j

J=3

Bi=- 2(p+1-pf ; B
xp+ - p 1-—
(1_xp+llipJ
6(1 - pYap +1-p)* =6(1- p)’ (xp +1- p)+2(1- p)’
_ =17 (-p) (xp+1-p)’ _
2(xp+1-p) ( xp J3
xp+1-p
—p)3(p +1-p)* =30 - pYap +1-p)+ (1= p)’)
_ (=10 -p). (xp+1-p)° _
(p+1-p)’ x’

_ ()c2 —2x+1X1—2p+p2X3(xp+1 )4 2—?))cp 3+3p+3xp2+3p—3p2+1—2p+p2):

3(xp+1 p)

_ (—3x2p2 —3xp +3xp° —1+2p—pz)o(p—1)2 '(x—l)z
x*-(xp+1-p)

Taigi

29



(—3x2p2 —3xp +3xp’ —l+2p—pz)-(p—1)2 -(x—1)2

B, = 2.56
1 x3-(xp+l—p)2 ( )
SkaiCiuojame B, .
=S pll-p) " =LY (- py =2 (1-p) =(1-p). (2.57)
j=3 l1-p5 1-p 1-1+p

Skaiciuojame B, .

33:—jij(xp—p)(;yp(l—p)"1=—p(xP_p)2j[ l_pJ.

xp+1—p

o0
ISvesime formulg, surasti eilutés z ja’ sumai.
j=3

i i —a—(Za J ( a’ J:a3a2(l—a)+a3 _ 3al3 -2a* . (2.58)

=3

Pritaike (2.58) formulg, skai¢iuojame:

p \xX— 3{ 1 J 2( 1 J | —IN - +1-
_ ’ (x 1) xp+1-p xp+l-p (x l)(l p)2 (3xp 1 p)
= — .

1-p (1— 1-p ]2 x*(xp+1-p)’

xp+1-p

__(x—l)(3xp+1—p—6)cp2 —6p+6p> +4p—4p*> +3xp’ +3p> =3p’ —2p° +2p3)_
xz(xp+l—p)2

_ 6xp—x—=3x"p+6x°p> —9xp> +xp’ +1-3p+3p> - p°
x*(xp +1-p)’

Taigi
—_ j— 2 2 -
33=6xp x=3x’p+6x’p> —9xp> +xp’ +1-3p+3p* - p’ (2.59)
(xp+1 p)
Rasime B, .
_ N 1 ’ i p o 1=p Y p (p+l-p)
B,=-Y|———| pll-p)" =- STIo, T 1 B
= xp+l-p l—pj=3 xp+1—-p I-p 1__7p
xp+1—-p
B () N (&)

I=p xplp+1-pf  xlp+1-p)
Taigi
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B, = —&. (2.60)
x(xp+1-p)’

Turédami rezultatus (2.56), (2.57), (2.59) ir (2.60), ieSkome normuoto apatinio ekstremumo
pasiskirstymo funkcijos iSraiskos.
pz(x—l) N p3(x—1)2(1—p)+ (—3)62[)2 —3xp+3xp> —1+2p— pz)'
xp+l-p  (p+1-p) x*-(xp+1-p)’

P(X§j) <xp+1—p)=

.(p—l)2 .(x—l)2 +(1—p)2 N 6xp—x=3xp+6x>p> —9xp” +xp> +1-3p+3p> - p’ B
X (xp+1-p)’

~ (1=p) —1+4p-3x7+18x7p—10x"p—6p> —10x°p* —18p’x+5xp* +29xp* +
x(xp+1— p)2 x>
+x° +3x=23xpP +26x° p? —8x* p? =3x* pt +9x° pt + X7 pP + 2x* p+8xt pP = 37X pP +
(p+1-p)
2 _ 4 3
A TR, (2.61)

Skaic¢iuodami riba, kai p — 0, lygybei (2.61), gauname teoremos tre¢ios dalies (2.46) jrodyma

3
lim P(X ) < xp+1-p)= (x—_lj = F*(x).

p—0 X
Taigi, Pareto skirstinys (kai k = 3) yra geometriSkai asimptotiskai stabilus.

Teorema jrodyta.

2.4 Teorema. Tarkime, kad dydziai X Iy j=1 yra Pareto skirstinio (2.1) (kai ¢ #1), o N —

geometrinis su parametru p. Tada

X" -1
limp| = <x | = —1#, x>0, (2.62)
P> +X
(24
X3V -1 ?
lim P| =2 <x|=—"—, x>0, (2.63)
p=0 P (x+1)
a
XV -1 ’
limP| 22— <x|=—"—, x>0. (2.64)
PP (L+x)




Irodymas.
Visy pirma nagrinésime pirmojo apatinio ekstremumo (minimumo) atveji. leSkosime

ekstremumo pasiskirstymo funkcijos iSraiskos.

XI(N)—l 0 . px '
p <x|=> P XV <=+1|-P(N = ).
p 1 a
a
xp 1 1 xp
Fl—+1|=1- =1- = . (2.65)
a (xp 1)“ 1+xp+0(x p ) 1+xp
4
a

0) F(ﬁﬂ ;pl
XJ 1 ]' 0!0 1 .X+ 1
pl 21 — 1—t) dt = 1 Tt =
» <x 0T} !)'t (1—t) " ar J}[( 1) dr
(04
xp
xp
P xp+1 w Y LY
=—j |(=e)"d(l—1t)=—(1-1) =—1- V=1- .
-0 a1=0=--1 (-2 ()
0

X :i(l‘( 1 ]jJ'P(Nﬂ):iP(N:J’)—i( 1 ij(l—p)’;1

p = xp+1 = m\xp+1
a
| .
Kadangi <l (x21),ta
xp+1
(~n) _ © _ J _
PXI l<x:—Lzl—p :l_p‘lp‘xp+1:1_1'
P I-p a3\ xp+1 1-p xp+1 xp+p x+1
a

Gavome teoremos pirmos dalies (2.62) irodyma

x™ _q
pl Xt oL
4 x+1
o

Irodyta teoremos pirmoji dalis.
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Tirsime antraji apatini ekstremuma.

xM -1 -
Plo <k —P(X()<—+1j (N—l)+ZP(X§’)<—p+1j P(N = j)
P j=2 a
a
Zinome, kad
P(X;j)<£+1)=Fj(ﬂ+lj, (2.66)
a a
P(N=1)=p. (2.67)
Pasinaudojus (2.65), (2.66), (2.67), gauname:
2
P(Xl(l) <P +1) PN =1)=|1-——|p= 2 (2.68)
a P xp+1

O i$ (2.43) isplaukia, kad

xp
ap+l

Integrala I, = J t-(1-1)dr integruosime dalimis:

AD -1
g [P xpl(l_ pr
- + +
13:_—’( ‘t) —J' (Y tar =P P +
j-1 J=1% j-1
0
D
i1 lxp+1
1 ”I i = Ll (1Y (=) _
j 1+ j—=1{ xp+1 \Lxp+1 j
0
. Jj-1 J
_xpf ] (1 ‘1
1 xp Y 11 xp J+1 _xp+l \ap+1 xp+1 B
Jj—=11 xp+1 Lxp+1 j xp+1 j j(j—l)

X xp+1 1y 1 Y
A5 - xpj- -
xp+1 (xp+1)’ p+l) (xp+1)’ xp+1

j-1) - j(j-1)
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Tokiu btidu
J
1—(xpj+1)( j j
4 ! +1 1
P(X§’)<£+1j= J __\P =1—(xpj+1){ j
a (j—2) ii-1) xp+1

Dabar
P X<N><x1’+1j— »° 31 (1| . (-p)" =" i

? a xp+1 5 Pl xp+1 Pe-s xp+1 '
Toliau

P S py 2 i]{l_l’y— P i(l_ij:A4+A5+A6.

1-p= I-piZ xp+1 1-pi2\xp+1

Ieskodami ketvirtosios eilutés suma, gauname

A4=1Li(1—p)f=p§)(1—p)f=1—p. (2.69)
P j= j=1
Pasinaudosime (2.51) formule ir apskai¢iuosime penktosios eilutés suma.
,U=pf (-p) 2:(1-p) (p +1)-(1-p)’
2 2 3 2 3

xp (xp + 1) (xp+1) xp (xp+1)
A =— . - =— . - =

I-p 1_1—p I-p xXp+p

xp+1 xp+1

_ _xpz(l—p)2(2(xp+l)—(l—p)) _ _x(l—p)(pr+2—1+p) _ _x(l—p)(pr+l+ p)‘

(l - p)(xp + 1)- p’ (x + 1)2 (xp + 1)(x + 1)2 (xp + 1)(x + 1)2
Taigi

AS :_x(l—px2xp+l-l-p) (2.70)
(xp+1)x+1)
Dabar skaic¢iuojame Sestosios eilutés suma.
4 4 1-p
AP y(1=p o $(1=r " p ol
¥ 1-pia\xp+1 xp+153 xp+1 xp+1 l_l—p
xp+1
p_ (-pp+1)  1-p

_xp+1 ' (xp+1)p(x+1) __(x+1)(xp+1)'
Taigi
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A, = I-p

= 2.71
G ap +1) )
Turédami rezultatus (2.69), (2.70) ir (2.71) bei atlik¢ elementariausius veiksmus, gauname:
2 —_— —
P(X§N><Q+lj: 'y, P 2priep)  dep
a xp+1 (xp+l)(x+l) ()C+1)()Cp+1)

_ xpz()c+1)2 +(x+1)2(xp+l)—(x+1)2 p(xp+1)—x(l— p)(2xp+1+ p)—(x+1)(1—p) _

(x+1)2(xp+1)
_ xpz(x2 +2x+1)+(xp+1)(x2 +2x+1)—(x2 +2x+1Xxp2 +p)— 2x°p—x+2x*p? _
(x+1)2 (xp+1)
+xp’ —(1—p)(x+1): Xp+x’—x*p+2x°pP +ap’
(x+ 1)2 (xp + 1)

Taigi

2 .2 2 2 2
P(X(N) AP +1j Cp+xt=x*p+2x*p P +xp 2.72)
a

(x+ 1)2 (xp + 1)

Skai¢iuodami riba, kai p — 0, lygybei (2.72), gauname teoremos antros dalies (2.63) jrodyma:

2 2
lim P XéN)<E+1 . 1_L
p—0 a x+1 x+1

Irodyta antroji teoremos dalis.

Tirsime treciaji apatinj ekstremuma.

P(Xs“v) XPHJ P(Xf”<E+1J.P(N=1)+P(X;”<E+1)P(N=2)+
a (04 a

+i (X(”<a+lj P(N = j).

j=3

Turime
2_ 4 2.5
p(x@ e +1j PN =2)- Fz(ﬂﬂjp(l_p): AR 1l (el 0
a a (xp + 1) (xp + 1)
Pasinaudosime (2.43) formule.
xp xp
. xp+1 . . xp+1
P(XS(” <E+lj J! 2 -(1—t)dr = J-1Ni=2) J.t (1-2)ar.
a 2(j - 2

xp+1
Integrala I, = J.tz -(1=¢)’dr integruosime dalimis:
0
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F x’p? w )
+1 - 1-
(-0 "" 2 <xp+1>2( xp+J
I, =~ = Iy = .
J—2 J—2 J—2
0
x*p? 1 "
1— 1 - 1 1
. (x]?]+ ) (xp+J B (Xp+1)2 (prrlj . > (XP]‘l' ) p+l
j-2 j(j-1) j-2 j-2 j(i-1)

Tokiu budu

o

P( e jj(j_l)(j_z)_(x);fl)z(xplﬂJJ:

X3(’)<—p+1 ) 5
J_

2 5.2
N R (1_2p)+B5+B6+B7+BS.
xp+1 (xp+1)

Skaiciuojame B;, i=5,6,7,8.

-- 3x2j§3)j(j—1)[ ! jj_z(l—p)“=——p3x2(1‘p)§j(j—1)(l‘pjﬂ-

xp+1
Pritaikome (2.55) formule,
VN (£ O (S
pR(l=p) o+l (xp+1)
2(xp +1)° L 1-p
- xp+1
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6(1 - p)(xp + 1)2 - 6(1 - p)2 (xp + 1)+ 2(1 - p)3
p’x*(l-p), (xp+1)° _

2(xp + 1)2 xp + p 3
xp+1

:_xz(l—p). (l—P)(3(1+2xp+xzpz)—3(1+xp—p—xp2)+(1—2p+p2)):
()cp+1)2 ()c+1)3
_ (x2 —2)62p+xzp2x3xp+3x2p2 +p+3xp° +1+p2)
()chl)3 (xp +1)°

3 p-3x*p+ X’ p+3x°pt =X +6x p 43’ + X7 p’ =3x*pt =34 pt —x7p?

B 1) (pr1)

Taigi
A3 p 4 2 2 3.2 2 4.3 3.3 .4 4 o 3 4 2 4
B, = 3x’p-3x"p +xp+3xp x+z6xp+23xp 3x"p"=-3xp"—x"p L73)
(x+1)* (xp+1)

Skaiciuojame B;.

(2.74)

Skaiciuojame B, .

B —_ i 1— j—1:_xp .(l—pJ ‘
; JZ;, pj( j p(l-p) - ;J .

Pritaike (2.58) formulg, skaic¢iuojame:

1
xp+1

{5 60
ap? \ap+l xp+1 __x(l—p)2(3xp+l+2p):

T 1-p ( 1_,,]2 (x+17 (xp +1)°

_(x—2xp+xp2X1+3xp+2p) _x+3xzp—6xzp2 —3xp” +3x°p’ +2xp°

) (x+1) (p +1)° (x+1)*(p +1)
Taigi
2 g2 2 2 2.3 3
_x43x°p-6x"p 23xp +3x p +2xp” (2.75)
(x+l) (xp+1)

B, =

Rasime B, .
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p _ (-p) __ (-p)
1-p (x + l)p(xp + 1)2 (x + IXXP + 1)2 '

Taigi

(1-p)
B, =— —. (2.76)
(x+l)(xp+1)
Turédami rezultatus (2.73), (2.74), (2.75) ir (2.76), ieskome normuoto apatinio ekstremumo
pasiskirstymo funkcijos israiskos.

P(X3(j) <£+lj: », p5x2(1—2p)+
o xp+1 (xp+1)

_‘_—3x3p—3x4pz+162])+_°>)c3])2—xz+6x4p3+3x3p3+xzp3—3x4p4—3x3p4—x2p4 N

(x + 1)3 (xp + 1)2
+(1_ )2_x+3x2p—6x2p2—3xp2+3x2p3+2xp3_ (1—p)2 B
p 2 2 2
(x+1) (xp+1) (x+l)(xp+1)

B Xp’ =2 p+x =3x'pP +xp’ +ap? +5x P’ +4xX PP +3x°p’ +3x° p +2x* p -
(x+1)"
x5p3+x5p5+3x4p5+3x3p5_x4p6_3x4p6_3x3p6_x2p6+x5p2+x5p4 (277)

-(xp+l)2

Skai¢iuodami riba, kai p — 0, lygybei (2.77), gauname teoremos treciosios dalies (2.64)

3 3
1nnP(Xy><fB+4j=(—3;J :(1——1—j.
p=0 a x+1 x+1

Teorema jrodyta.

irodyma

2.4 PAKLAIDOS

Turédami Pareto skirstin (2.1) (kai a #1) ir maksimumo atveju lygybe (2.8), nesunku jvertinti
paklaida.
Pazymeékime:

a

(2.78)

1
AN(x,p)zP(p“ZN<xj— .
x“+1

Tada



39

—-P
Aylx, p)= . 2.79
P ) @7
1
Kadangi x> p;, tai jvertis
P <A, (xp)<o0. (2.80)
1+p

Paklaidoms skaiciuoti naudojama Maple programiné jranga. Programos tekstas pateiktas 2
priede.

Gauti rezultatai pateikiami 2.1 ir 2.2 paveiksluose. Kiti rezultatai pateikiami 1 priede.

lvertis

0.2f .
-0.31 .
-0.4 .

_0.5 | | 1 | | | 1 | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p reiksme

Paklaida

-0.21
-0.4 .

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p reiksme

2.1 pav. Paklaidos ir jvercio A, (x, p) priklausomybés nuo p, kai x =10 ir ¢ =2

IS 2.1 paveikslo matoma, kad paklaida mazesné uz iverti. Be to, p arté¢jant prie nulio, tiek

paklaida, tiek jvertis artéja prie nulio.



0 S ‘ ‘ ; ; ‘
/ / _
/ —— p=0.01
7/ — p=0.1
/) — p=0.2
005 /| / .
o /o
§ o1/ | ]
X / /
o
[%2]
(o]
3 |
~ -0.15¢ | e
© |
= |
0.2/ |
_025““ | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X reiksme

2.2 pav. Paklaidos ir jver¢io A (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.01, 0.1, 0.2 ir ¢ =2

IS 2.2 paveikslo galima teigti, kad x artéjant { + oo, paklaida artéja prie nulio.

Minimumo atveju, kai « #1, paklaida:

Al(x,p)zP Wy 1<x - (2.81)
P x+1
a
Tada
1 1 Cx’p
Alx,p)= - < , x>0, 2.82
1(XP) 1+x 14 x O(xzpz) (1+)C)2 * ( )
p

¢ia C — absoliuti konstanta.

Gauti rezultatai pateikiami 2.3 ir 2.4 paveiksluose. Kiti rezultatai pateikiami 1 priede.
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0.18

——— p=0.01
— p=0.1 |
— p=0.2

0.12

0.1

0.08

Paklaidos reiksme

0.06

0.04

0.02

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

x reiksme

2.3 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.01, 0.1, 0.2

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

Paklaidos reiksme

0.03

0.02 b

0.01 b

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

p reiksme

2.4 pav. Paklaidos Al(x, p) priklausomybé nuo p, kai x =10

IS 2.3 ir 2.4 paveiksly matoma, kad x artéjant | + oo, paklaida artéja prie nulio, o p artéjant prie

nulio, paklaida taip pat artéja prie nulio.
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Apskaiciavus apatiniy ekstremumuy geometrini stabiluma, gaunami asimptotiniai rezultatai.
Imame atveji, kai k& =2 ir apskai¢iuojame paklaida.

Kai o =1:

A ( ) —A4xXp+xPp+xt =2x+5xp+2x°p* =3xp> +1-2p+ p° (x—ljz
2, - -
X

xz(xp+1—p)

2,2 752 Yxp—2p—3p2 2 3

2p°x xp+2xp p-3px+p +xp:0(p)’ >0, xeR (2.83)
X (px—p+1)

Gavome, kad paklaida yra eilés p.

Gauti rezultatai pateikiami 2.5 ir 2.6 paveiksluose. Kiti rezultatai pateikiami 1 priede.

0.1 | p=01]
— — —— p=0.2
" — p=05
-0.2F 1
-0.3} // E
//
///

Paklaidos reiksme
o
N
|

0.5+

06 || 1

0.7 [ | | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

X reiksme

2.5 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p=0.1, 0.2, 0.5
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0.45 " R
0.4} / ,
0.35- / B

0.25| e 4

o
w

o
N
I

Paklaidos reiksme
AN

o

=

a
|

°
:
—

0.05}/ 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9
p reiksme

2.6 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =10

IS 2.5 ir 2.6 paveiksly matoma, kad x artéjant i + oo, paklaida artéja prie nulio, o p artéjant prie

nulio, paklaida taip pat artéja prie nulio.

Kai a #1:
A, ()= Cpt+x’—xPp+2x7p? + xp’ _( X jz _
: (x+1) (xp+1) x+1 2.84)
_ 21?(1’6: szp’; - sz —0(p) p >0, xR
Paklaida yra eilés p.

Gauti rezultatai pateikiami 2.7 ir 2.8 paveiksluose. Kiti rezultatai pateikiami 1 priede.
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-0.005 -

-0.01}
0.015 [/

0.02] | |

Paklaidos reiksme

-0.025 ¢ |

-0.03

-0.035 B

L L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
x reiksme

2.7 pav. Paklaidos Az2 (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.1,0.2,0.3

0al //
g 0.15 // Bl
(2]
=
[0}
3 //
S 01F B
<
3 /
o 4
//
0.05 , -
//
0 /’/
L il
\L ,«/\ I | | L L I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
p reiksme

2.8 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =1

IS 2.7 ir 2.8 paveiksly matoma, kad x artéjant | + oo, paklaida artéja prie nulio, o p arté€jant prie

nulio, paklaida taip pat artéja prie nulio.
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2.5 PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Programa paraSyta Maple 10 programiniu paketu. Maple yra vienas i§ galingiausiy matematiniy
pakety. Su Maple atsakyma galima gauti ir analiziniu, ir skaitiniu, ir grafiniu pavidalu. Be to, jame
idiegta Maplets technologija, kurios pagalba galima sukurti suprantama vartotojui programeélg. Maplets
paketas turi virSuting funkcija Maplet, procediira Display ir tris vidinius paketus: Elements, Tools ir
Examples.

Pagrindinis reikalavimas, kad vartotojas turéty idiegta savo kompiuteryje paketa Maple 10.

Si programa braizo paklaidy grafikus maksimumo, minimumo bei k =2 pozicinés statistikos
atvejui. Grafikai pateikiami dvejopai, t.y. galima pasirinkti paklaidos priklausomybg¢ nuo x arba p
pageidaujamuose taSkuose.

Spustel¢jus ant failo ,,programa‘, atsidaro programos teksta, tada paspaudus mygtuka "

mygtuky juostoje, atsiveria pagrindinis programos langas.

Sie programele sukure leva Lengvinaite 20006 metuis, vadovas prof. A. AKsomuaitis.

Programa braize Pareto skirstinio (F(x)=1-Lx" alpha)
pakiaidn grafikus maksimumui, minimumni bei k=2 pozicinei staristikai.

Pasirinkite kuri grafika pageidanjaie pamaivii:

Maksimumams ‘ ‘ Minimumams ‘ ‘ k=2 pozicine statistika

2.9 pav. Pagrindinis programos langas

Galimi 3 pasirinkimai. Paspaudus kuri nors varianta, atsiveria kitas langas, kuriame galima

pasirinkti paklaidos priklausomybe nuo x arba p.
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Pasirinkite paklaidos priklausomybe nuo:

2.10 pav. Paklaidos priklausomybés pasirinkimas

Paspaudus mygtuka ,,p“, atsiveria langas.

22 Paklaidos priklausomybe nuo p 3]

x yefisme fx == 1) | | |

p reiksme (0 <p < 1) | |

alfi veilsme | |

[ Braizyti grafika l [ Baigti ] [ Witas pasitinkimas ]

2.11 pav. Paklaidos priklausomybés nuo p langas maksimumo atveju

Ivedus reikSmes ir paspaudus mygtuka ,,Braizyti grafika®, baltame fone nubraiZomas norimas

grafikas.
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X reiksie (x »= 1) [10 |

preilsme (0 < p < I) [04 |

alfi reilksme | 2 |

Paklaidos priklausormyhe nuo p

p
0.0 0.025 0.05 0075 0.1
DOl e e

2541077

-5.0%1 D‘ﬁj

-7.5410°

-1.0710% -

[ Braizyti grafika l [ Biiti ] [ Kitas pasirinkimas ]

2.12 pav. Paklaidos priklausomybés nuo p langas maksimumo atveju, kai pasirinktos

reikSmés bei nubraizytas grafikas

Norédami pasirinkti kita varianta, spaudZiamas mygtukas ,,Kitas pasirinkimas® ir griZtama prie
2.10 lango.
Pasirinkus paklaidos priklausomybg nuo x, atsiveria langas, kuriame taip pat reikia jvesti

reikiamas reikSmes ir paspaudus reikiama mygtuka ,,Braizyti“, nubraiZomas grafikas.
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Fea Paklaidos priklausomybe nuo x &)
x intervalo prackia (x == 1) 1
x intervalo pabaiga (x = x intervalo pradzia) | 10
p reilcsme (0 <p < I) 0.1

il veikswe 2

Paklaidos priklausomybe nuo %

¥
2 4 6 g 10

o
o

-0.005

-0.01

=

=

o
|

-0.02

0.025

[ Braizyti grafika ] [ Biaigti ] [ Kitaz pasitinkimas ]

2.13 pav. Paklaidos priklausomybés nuo x langas maksimumo atveju, kai pasirinktos

reikSmés bei nubraizZytas grafikas

Norint uzdaryti programa, paspaudziama ,,Baigti.
Sios programos déka, vartotojas supranti gali pamatyti paklaidy priklausomybes nuo p arba x

minimumo, maksimumo ir k = 2 pozicinei statistikai dominanc¢iuose taskuose.
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DISKUSIJOS

Tirdami Pareto atsitiktiniai dydZius, kai « =1, gavome, kad yra jie geometriSkai maksimaliai

stabilus

Taikant perkélimo teorema

Z 1
P(—N<xj—>1——,x20.
n noo 4 x

.. e I . o o o
Perkélimo teoremoje biitina imti p =—, ir gaunamas ribinis skirstinys. Tuo tiesioginis budas
n

pranaSesnis. Be to perkélimo teoremoje gaunamas Pareto skirstinys, taciau su poslinkiu, o tiesiogiai
skaiciuojant — tikslus Pareto skirstinys.

Taip pat gavome, kad Pareto atsitiktiniai dydZiai yra minimaliai stabilis

W, -1+
P[N—p<xJ=1—l, x>1.
p X

Taikant perkélimo teorema

P(W, ~1)n<x)—>1-—— x>0.
1+x

n—o
Perkélimo teoremoje reikalaujama, kad p =—. Be to perkélimo teoremoje gaunamas ribinis
n

Pareto skirstinys su poslinkiu, o skai¢iuojant tiesiogiai — tikslus Pareto skirstinys.

Kai a #1 atveju, Pareto atsitiktiniai dydZiai néra geometriskai maksimaliai stabilGis. Gaunamas

asimptotinis stabilumas

p=0 I+ x“

1
limP(p“ZN<xJ=1— ! , x=0.

Taikant perkélimo teorema

Z 1
P—’1V<x - 1- ,
— n—oo 1+xa
na

x=>0.
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Skai¢iuodami tiek tiesioginiu buidu, tiek perkélimo teoremos analizéje gavome ta pati rezultata,

tik tiesioginio biido pranaSumas tai, kad Siuo atveju uZtenka imti p — 0, o perkélimo teoremoje biitina
o 1
mt1 p=—.

n

Siuo atveju, Pareto atsitiktiniai dydZiai taip pat néra geometriskai minimaliai stabiliis. Gaunamas

asimptotinis stabilumas

W —
limP| —Y—<x|=1-——, x>0.
p—0 14 I+x

a
Taikant perkélimo teorema

P[(Wn -1)- ni < xj = ¥(x)=[(1-L(x)) dA(z)=1- 1+1x“ :

o8

.. . : . 1 e T Y o
Perkélimo teoremoje reikalaujama, kad p =—, skaiCiuojant tiesioginiu biidu uZtenka imti
n

p — 0 (pranaSumas skai¢iuojant tiesioginiu biidu). Perkélimo teoremoje gaunamas Pareto skirstinys,

taciau su poslinkiu, o skai¢iuojant tiesioginiu biidu — Pareto skirstinys (kai & =1) ir su poslinkiu.

Tirdami Pareto skirstinio apatinius ekstremumus (k >1), tiek, kai a =1, tiek, kai a #1,
gavome, kad apatiniai ekstremumai néra geometriskai stabiliis, taCiau jie yra asimptotiskai stabilis.

Kai a =1, galima ijtarti, kad

N) _
P[Xk—ler<xJ:> Fk(x).
p

Kai a #1, galima ijtarti, kad

XM _1 ‘
Pl <x :{I—Lj )
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ISVADOS

Kai o =1, Pareto atsitiktiniai dydZiai yra geometri$kai maksimaliai (minimaliai) stabilis.
Kai a #1, Pareto atsitiktiniai dydZiai néra geometriskai maksimaliai (minimaliai) stabils.

Ribinis skirstinys yra taip pat Pareto, tafiau su poslinkiu. Be to gaunamas asimptotinis

stabilumas.
o e _ . : . _ 1
Perkélimo teoremos analizéje tiriant struktira Z, ir W, reikalaujama, kad buty p =—, be to
n

gaunami asimptotiniai rezultatai. Tiesioginis biidas pranasesnis, nes tokiu atveju reikia imti tik
p — 0. Perkélimo teoremoje gaunami ribiniai skirstiniai, o skai€iuojant tiesioginiu biidu —
gaunamas tikslus skirstinys (kai & =1 atveju).

Kai imties didumas N yra atsitiktinis, Pareto skirstinio apatiniai ekstremumai (k >1) néra

geometriSkai stabilis, taciau jie yra asimptotiskai stabiltis. Konvergavimo greitis yra eilés p.
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REKOMENDACIJOS

Galimi tolesni tyrimai:
» Buvo istirta, kas apatiniai ekstremumai (k =2,3) yra asimptotiSkai stabil@is. Pratgsti
Siuos tyringjimus, kai k > 4.
» Apskai¢iuoti geometrinj stabiluma virSutiniams ekstremumams.

» Minimumo atveju jvertinti absoliucia konstanta konvergavimo greityje.



53
LITERATURA

. Aksomaitis A. Perkélimo teorema ir geometriSkai maks-stabilieji atsitiktiniai dydziai. / Liet.
matem. rink., 4 (spec. nr.), 2003.

. Galambos J. The Asymptotic Theory of Extreme Order Statistics. New York, Willey, 1978.

. Pilari R. N. Harmonic Mixtures and geometric Infinte Divisibillity. J. Ind. Statist. Assoc., 45-
47, 1990.

. Rachev S. and Mittnik S.. Stable Paretian Models in Finance, John Willey, New York,
Singapiire, Toronto, 2000.

. Rytgaard M. Estimation in the Pareto distribution. Nordisk Reinsurance Company A/S,
Copenhagen, Denmark. / Astin Bulletin, Vol. 20, No. 2, p. 200-216.

. Satheesh S. ir Unnikrishnan Nair N. On the stability of geometric extremes. / Journal of the
Indian Statistical Association, Vol. 42, 1, 2004, p. 99-109.

Sreehari M. Maximum Stability and a Generalization, Statist. Probab. Lett., 23, 1995, p. 339-
342.

. I'mepenko b. O pacnpenenenusix Jlamimaca v JOTMCTUUECKOM KaK NPEACNIbHBIX B TEOPUU
BepositHocTel. Cepnuka bearapcko mat. cruc. Tom 3, 1982.

. http://bvio.ngic.re.kr/Bvio/index.php/Pareto_distribution



54
1 PRIEDAS

Maksimumo atveju paklaidy grafikai, kai o #1.

1.1 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =10

0.0 0.25 0?5 0.75
III.III*1II|”_'"""""Innluu..
2.5*10135
50*10'”%

-?.5*10'135
-’I.EI*’IIII'”E

1.2 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =1000
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1.3 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.01
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1.4 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.1
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1.5 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.5

Minimumo atveju paklaidy grafikai, kai o #1.
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1.6 pav. Paklaidos Al(x, p) priklausomybé nuo p, kai x =1
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1.9 pav. Paklaidos Al(x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.01
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1.10 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.1
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1.11 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.5

k =2 pozicinés statistikos, kai « #1, atveju paklaidy grafikai.
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1.12 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =1

=1

59



0.075—

0.05

I:|-|:|_|||||||||||||||||||
] 0.25 0.5 075

P

1.13 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =10
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1.14 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.01
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1.15 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.1.

0.04

|:|.|:||||||||||||||||||||||||||||||
5 10 15 20 25 30
¥
1.16 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.5.
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k = 2 pozicinés statistikos, kai « =1, atveju paklaidy grafikai.

Paklaidos reiksme
il

I I I I Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9
p reiksme

1.17 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =2
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p reiksme

1.18 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo p, kai x =100
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1.19 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé nuo x, kai p =0.5
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1.20 pav. Paklaidos A, (x, p) priklausomybé¢ nuo x, kai p =0.01
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2 PRIEDAS
Programos tekstas
with (Maplets[Elements]):
maplet := Maplet ('onstartup' = 'Al’,
Window['W1l'] ('title' = "Paklaidos braillymas", 'layout' = 'BLl'),

BoxLayout [ 'BL1'] (
BoxColumn (
BoxRow (Label ("[lia programele sukure Ieva Lengvinaite 2006 metais, vadovas
prof. A. Aksomaitis.

Programa braizo Pareto skirstinio (F(x)=1-1/x"alpha)
paklaidu grafikus maksimumams, minimumams bei k=2 pozicinei statistikai.

Pasirinkite kuri grafika pageidaujate pamatyti:

", 'font'=Font ("Ieva", italic, bold, 17))),
BoxRow (

Button ("

Maksimumams
", 'font'=Font ("Maksimumams", bold, 14), Evaluate('function' =

'Maplets[Display] (maplet2)')),

Button ("

Minimumams

", 'font'=Font ("Minimumams", bold, 14), Evaluate('function' =
'Maplets[Display] (maplet5) ')),

Button ("
k=2 pozicinei statistikai
", 'font'=Font ("statistikai", bold, 14), Evaluate('function' =
'Maplets[Display] (maplet8)'))),

BoxRow (
Button (" Baigti ", 'font'=Font ("Baigti", bold, 14), Shutdown())

)
),
Action['Al'] (RunWindow ('W1'))
)

maplet2:= Maplet ('onstartup' = 'A2',
Window['W2'] ('title' = "Paklaidu priklausomybes", 'layout' = 'BL10'),
BoxLayout [ 'BL10'] (
BoxColumn (
BoxRow (Label ("Pasirinkite paklaidos priklausomybe nuo:",
'font '=Font ("paklaidos", bold, 14))),

BoxRow (
Button(" p ", 'font'=Font ("p", italic, bold, 13),
Evaluate('function' = 'Maplets[Display] (maplet3)')),
Button(" =x ", 'font'=Font("x", italic, bold, 13), 'onclick' =
CloseWindow('W2'), Evaluate('function' = 'Maplets[Display] (maplet4)'))
),
BoxRow (
Button (" Baigti ", 'font'=Font ("Baigti", bold, 12), Shutdown())

)
)
) 14
Action['A2'] (RunWindow ('W2"'))
) :
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maplet3:= Maplet (Window['W3'] ('title'="Paklaidos priklausomybe nuo p", [

[Label ("x reiksme (x >= 1)", 'font'=Font ("x", italic, 14)),
TextField['xx"'] ()],

[Label ("p reiksme (0 < p < 1)", 'font'=Font ("p", italic, 14)),
TextField['pp']1 ()],

[Label ("alfa reiksme", 'font'=Font ("alfa", italic, 14)),

TextField['alfa'] ()],
Plotter['PL1'] (),
[Button ("Braizyti grafika", 'enabled'='true', Evaluate('PLl' = 'plot([-
p/ ((1+xx*alfa) * (l+xx*alfa-p))], p=0..pp, title="Paklaidos priklausomybe nuo
p") ")),
Button ("Baigti", Shutdown()),
Button ("Kitas pasirinkimas", Shutdown())
11)
) :

maplet4 := Maplet (
Window['W4'] ('title'="Paklaidos priklausomybe nuo x", [
[Label ("x intervalo pradzia (x >= 1)", 'font'=Font ("x", italic, 14)),
TextField['xx1'] ()1,
[Label ("x intervalo pabaiga (x > x intervalo pradzia)", 'font'=Font ("x",

italic, 14)),
TextField['xx2']1 ()],

[Label ("p reiksme (0 < p < 1)", 'font'=Font ("p", italic, 14)),
TextField['pp']1 ()],
[Label ("alfa reiksme", 'font'=Font ("alfa", italic, 14)),

TextField['alfa'] ()],

Plotter['PL1'] (),

[Button ("Braizyti grafika", 'enabled'='true', Evaluate('PL1l' = 'plot([-
pp/ ((1+x*alfa) * (1+x*alfa-pp) )], x=xx1l..xx2, title="Paklaidos priklausomybe nuo
x")"')),

Button ("Baigti", Shutdown()),

Button ("Kitas pasirinkimas", Shutdown())

1D

maplet5:= Maplet ('onstartup' = 'A3',
Window['W5'] ('title' = "Paklaidos priklausomybes", 'layout' = 'BL11l'),
BoxLayout [ 'BL11'] (
BoxColumn (
BoxRow (Label ("Pasirinkite paklaidos priklausomybe nuo:",
'font '=Font ("paklaidos", bold, 14))),

BoxRow (
Button ("p", Evaluate('function' = 'Maplets[Display] (mapleté6)')),
Button ("x", Evaluate('function' = 'Maplets[Display] (maplet7)'))
),
BoxRow (

Button ("Baigti", Shutdown())
)
)
),
Action['A3'] (RunWindow ('W5"'))
) :

maplet6:= Maplet (Window['W6'] ('title'="Paklaidos priklausomybe nuo p", [

[Label ("x reiksme (x >= 1)", 'font'=Font ("x", italic, 14)),
TextField['xx'] ()],
[Label ("p reiksme (0 < p < 1)", 'font'=Font ("p", italic, 14)),

TextField['pp']1 ()1,

Plotter['PL1'] (),
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[Button ("Braizyti grafika", 'enabled'='true', Evaluate('PLl' =
'plot ([ (1/ (1+4xx))—-(1/ (1+xx+xx*2 * p+xx*3 * p*2))], p=0..pp, title="Paklaidos
priklausomybe nuo p")')),
Button ("Baigti", Shutdown()),
Button ("Kitas pasirinkimas", Shutdown())
11)
) :

maplet7 := Maplet (
Window['W7'] ('title'="Paklaidos priklausomybe nuo x", [
[Label ("x intervalo pradzia (x >= 1)", 'font'=Font ("x", italic, 13)),
TextField['xx1'] ()1,
[Label ("x intervalo pabaiga (x > x intervalo pradzia)", 'font'=Font ("x",
italic, 13)), TextField['xx2'] ()],
[Label ("p reiksme (0 < p < 1)", 'font'=Font("p", italic, 13)),

TextField['pp']1 ()1,

Plotter['PL1'] (),
[Button ("Braizyti grafika", 'enabled'='true', Evaluate('PLl' =
'plot ([ (1/(1+x))-(1/ (1+x+x"2 * pp+x~3 * pp”*2))], x=xx1..xx2, title="Paklaidos
priklausomybe nuo x")')),
Button ("Baigti", Shutdown()),
Button ("Kitas pasirinkimas", Shutdown())

11

maplet8:= Maplet ('onstartup' = 'A3',
Window['W8'] ('title' = "Paklaidos priklausomybes", 'layout' = 'BL12'),
BoxLayout [ 'BL12'] (
BoxColumn (
BoxRow (Label ("Pasirinkite paklaidos priklausomybe nuo:",
'font '=Font ("paklaidos", bold, 14))),
BoxRow (
Button ("p", Evaluate('function'
Button ("x", Evaluate('function'
),
BoxRow (
Button ("Baigti", Shutdown())

'Maplets[Display] (maplet?9)')),
'Maplets[Display] (mapletl10)'))

)
)
),
Action['A3'] (RunWindow ('W8"'))
) :

maplet9:= Maplet (Window['W3'] ('title'="Paklaidos priklausomybe nuo p", [

[Label ("x reiksme (x >= 1)", 'font'=Font ("x", italic, 14)),
TextField['xx']1 ()],
[Label ("p reiksme (0 < p < 1)", 'font'=Font("p", italic, 14)),

TextField['pp']1 ()1,

Plotter['PL1'] (),
[Button ("Braizyti grafika", 'enabled'='true', Evaluate('PLl' =
'plot ([ (2*p 2*xx"2+p 2*xx-p*xx*2) / ((xx+1) *2* (p*xx+1))], p=0..pp, title="Paklaidos
priklausomybe nuo p")')),
Button ("Baigti", Shutdown()),
Button ("Kitas pasirinkimas", Shutdown())
11)
) :
mapletl0 := Maplet (
Window['W4'] ('title'="Paklaidos priklausomybe nuo x", [

[Label ("x intervalo pradzia (x >= 1)", 'font'=Font ("x", italic, 14)),
TextField['xx1'] ()],
[Label ("x intervalo pabaiga (x > x intervalo pradzia)", 'font'=Font ("x",

italic, 14)), TextField['xx2']()],



[Label ("p reiksme (0 < p < 1)", 'font'=Font("p", italic, 14)),
TextField['pp']1 ()],

Plotter['PL1'] (),

[Button ("Braizyti grafika", 'enabled'='true', Evaluate('PLl' =
'plot ([ (2*pp"2*x"2+pp 2*x-pp*x*2) / ((x+1) *2* (pp*x+1)) ], =x=xx1..xx2,
title="Paklaidos priklausomybe nuo x")')),

Button ("Baigti", Shutdown()),

Button ("Kitas pasirinkimas", Shutdown())

11)

) :

Maplets[Display] (maplet);
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