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Sliupaité A. The analysis of complexity of electrocardiogram parameters: Master’s work in
applied mathematics / supervisors prof. Z. Navickas, prof. A. Vainoras; Department of Applied
mathematics, Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas,

2008. — 57 p.

SUMMARY

Medical data are often analysed using statistical methods. However the aim of this work is to
analyse the complexity of some electrocardiogram (ECG) parameters using algebraic mathematical
methods, because if we consider a human organism a complex and individual system, the former
methods are not adequate. Mainly, we analyse two parameters of ECG: the complexity of R wave
amplitude and duration between R waves.

The method of Hankel matrices, in which functions of the finite A-rank are written as linear
combinations of exponential functions, is used. Firstly, we interpolate the data prameters with splines
of third range in order to choose 4 step without restrictions in the algorithm. Then the received
function is approximated with exponential functions, which vary in separate intervals of data series.
The number of exponents in the expression specifies the complexity of the given data in the particular
interval. Thus we can compare the alternation of complexity in the whole register of ECG.

In this work the data of ECG, which is recorded, when a person is under normal conditions, is
given physical charge (veloergometer) and in recovery period, are analysed. Different tendencies of
complexity changes, which are observed in these periods, give us important information about the
process of heart activity as the complexity mainly shows the factors (combinations of active muscles)
that empower heart work.

The obtained results show, that for a data set of durations between R waves, when
electrocardiogram is recorded under conditions of constantly increasing physical charge, complexity
is lesser than in the recovery period. We also can state, that the complexity fluctuates in recovery
period much more intensely, while under physical charge it is more stable. The variation of complexity

of AR amplitudes doesn’t have such obviuos tendencies.
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IVADAS

Medicinoje duomenys dazniausiai yra analizuojami statistiniais metodais. Taciau Siame darbe
elektrokardiogramos (EKG) parametrus tirsime naudodamiesi algebriniais metodais, nes i kiekvieno
Zmogaus organizma zvelgiant kaip { sudétinga ir unikalia kompleksing sistema, statistinio tyrimo
nepakanka.

Egzistuoja specialus algoritmas, leidziantis funkcija f (x), apraSyta Teiloro eilute arba jos

reikSmémis, iSreiksti baigtine eksponenciy suma [7]:
C A x
f0 =Y me™
k=1

Sio darbo tikslas — baigtine eksponenciy suma aproksimuoti EKG parametry funkcijos dalis,
kurios turi baigtini kompleksiskuma, bei tirti parametry kompleksiskumo poky¢ius ilgame EKG jrase.
Skai¢iavimams buvo naudota Maple matematiné programing {ranga.

Pirmasis skyrius — bendroji dalis yra suskirstytas | medicining ir matemating dalis. Mediciningje
dalyje pateikiama trumpa bendra informacija apie elektrokardiograma ir jos prigimti bei aptariamas
veloergometrinis meéginys. Matematinéje dalyje pateikiama funkcijy interpoliavimo teorija bei funkcijy
reiSkimo eksponenciy suma algoritmas. Daugiau teorijos apie funkcijy reiskima baigtine eksponenciy
suma bei jvairiy skai¢iavimo pavyzdziy galima rasti prof. Z. Navicko ir L. Bikul¢ienés straipsniuose
[3], [4], [5], [6]. Antrajame skyriuje — tiriamojoje dalyje apraSomas minétos metodikos taikymas tiriant
elektrokardiogramos parametry funkcijos kompleksiSkuma bei jos daliy aproksimavima, pateikiami
eksperimenty rezultatai ir i§vados.

Sio darbo tema buvo skaityti prane§imai tarptautinéje konferencijoje ,,Biomedicininé inZinerija“
(2007 m.), taip pat konferencijoje ,,Matematika ir matematikos déstymas — 2008%“. Konferencijy

leidiniuose iSspausdinti straipsniai pateikti prieduose.



1. BENDROJI DALIS

1.1 MEDICININE DALIS

Siame skyriuje pateikiama trumpa bendra informacija apie elektrokardiograma, jos prigimti bei
registravimo technologijas. Taip pat aptariama veloergometrija, kuri naudojama kaip funkcinis

meéginys organizmo adaptyvumui vertinti.

1.1.1 ELEKTROKARDIOGRAMA, JOS KILME IR REGISTRACIJA

Elektrokardiograma (EKG) registruoja Sirdies elektrinius reiSkinius, kurie per skysta ir laidzia
viding terpg, silpnédami iSplinta 1 kiino pavirSiy (1.1 pav.). Signalai registruojami kiino pavirsiuje
naudojami diagnozuoti Sirdies biiklg. Kiekviena lastelé Sirdyje yra dipolio vektorius, turintis kryptj ir
dydi. Kiekvienu laiko momentu visy Sirdies skaiduly vektoriai sumuojasi ir sudaro suminji dipolio

vektoriy [1].
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1.1 pav. Elektrokardiograma

Sirdziai kaip ir siurblio funkcionavimui svarbiausia, kad skirtingos dalys susitraukty laiku ir
nuosekliai. Sis nuoseklumas yra kontroliuojamas elektriniy signaly. Signalas prasideda $irdies dalyje,
atsakingoje uz Sirdies darbo ritma, vadinamu sinusiniu ar sinoatrialiniu mazgu (SA), besirandanciu
priesirdyje (1.2 pav.). SA mazgas sudarytas i§ stimuliuojanciy skaiduly, kuriy daZnis yra reguliuojamas
autonominés nervy sistemos. Sirdies raumuo yra sudarytas i§ elektriskai viena su kita sujungty
skaiduly. Sirdies skaiduly audinys tarp skilvelio ir priesirdzio sulaiko visas elektrines komunikacijas,

i§skyrus atrioventrikulini (AV) mazga, kur signalai yra uzdelsiami [1].
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1.2 pav. Sujaudinimo plitimas Sirdyje

Kai abu priesirdziai biina sujaudinti, tarp juy atsiranda potencialy skirtumas, o suminis vektorius

tampa lygus nuliui. P banga registruoja sujaudinimo plitima priesirdZiais (1.3 pav., a).

1.3 pav. EKG bangy priklausomybé nuo sujaudinimo plitimo Sirdyje

Elektrinis sujaudinimas i§ prieSirdziy i skilvelius gali plisti tik per atrioventrikulini mazga (1.3
pav., b), nes kitas priesirdziy ir skilveliu dalis skiria nedirgus jungiamasis audinys. PQ segmento metu
elektrinis sujaudinimas plinta atrioventrikuliniu mazgu ir atrioventrikuliniu pluostu (1.3 pav., c).
Skilveliy miokardo Q banga parodo skilveliy miokardo sujaudinimo pradzig. Susidargs suminis

vektorius buina mazas ir dazniausiai nukreiptas link skilveliy pagrindo. Bangai plintant skilveliy
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miokardu ir didéjant miokardo masei, integralinis vektorius didéja — registruojama R banga, kuri
charakterizuoja sujaudinimo plitimo krypti skilveliuose (1.3 pav., d). Skilveliy sujaudinimas plinta i§
vidaus { iSor¢ (1.3 pav., e, f). Véliausiai sujaudinami subepikardiniai sluoksniai kairiojo skilvelio
pagrinde ir registruojama S banga (1.3 pav., g). ST segmento atveju abu prieSirdziai yra sujaudinti, o
suminis vektorius tampa lygus nuliui. Paskutiné¢ T banga registruoja skilveliy miokardo repoliarizacija
(1.3 pav., h) [1].

Elektrokardiogramoje yra taikomos bipolinés ir unipolinés EKG derivacijos. UZrasant bipoliniu
btudu, matuojamas potencialy skirtumas tarp dvieju aktyviy elektrody. Unipolinio uzraSymo metu
naudojamas vienas bendras neaktyvus elektrodas, kurio atzvilgiu matuojamas aktyvaus elektrodo
potencialas. Pagal elektrody dé¢jimo vietas yra skiriamos galtiniy ir kriitinés derivacijos. Galiiniy
derivacijos yra skirstomos i bipolines (I, II, III remiantis Einthovenu) (1.4 pav.) ir unipolines (aVR,
aVL, aVF remiantis Goldbergeriu) (1.5 pav.). Dazniausiai, kaip ir §io tyrimo metu, taikomas EKG
uzra§ymas remiantis Einthovenu. Sio uZra§ymo metu aktyvieji elektrodai tvirtinami prie deginés
rankos, kairés rankos ir kairés kojos, o prie deSiniosios kojos prijungiamas iZeminimo elektrodas.
UzraSymo aSys sudaro Einthvoveno trikampio kraStines, kuriose projektuojasi suminis vektorius,

susidarantis jaudinimui plintant Sirdyje.

1.4 pav. Einthoveno trikampis

Visy derivacijy uzraSomy EKG bangy amplitudé priklauso nuo suminio vektoriaus projekcijos
derivacijos aSyje. Jaudinimui plintant Sirdies vir§tinés link, susidargs maksimalus suminis vektorius

projektuojasi derivacijy aSyse skirtingai.
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1.5 pav. Unipolinés galiiniy derivacijos remiantis Goldbergeriu

UZzraSant derivacijas remiantis Goldbergeriu, dviejy galliniy elektrodai sujungiami {
indiferentini elektroda, kurio atzvilgiu matuojamas potencialy skirtumas aktyviuoju elektrodu nuo
tre¢ios galinés (1.5 pav.). Siuo metodu uzraomi didesnés amplitudés potencialai, negu indiferentinio
elektrodo atzvilgiu. Derivacijos aVR aktyvusis elektrodas prijungiamas prie deSinés, derivacijos aVL —

prie kairés rankos ir derivacijos aVF — prie kairés kojos (1.5 pav.).

1.6 pav. EKG uZraSymas pagal Wilsong

Unipolinés kriitinés derivacijos uzraSomos remiantis Wilsonu. (V; — Vi) Jomis uzraSomi
suminio vektoriaus kitimai tik horizontalioje plokStumoje. UZraSant remiantis Wilsonu, trijy galiiniy
elektrodai sujungiami i indiferentini elektroda, o aktyvieji elektrodai dedami prie krutinés lastos
sienelés tam tikry tasky (1.6 pav.). Remiantis susitarimu, QRS komplekso teigiama banga Zymima R, o

neigiama banga pries§ R banga Q, po R bangos — S banga.

1.1.2 VELOERGOMETRINIO MEGINIO METU VERTINAMI PARAMETRAI

Organizmo adaptacijos prie fiziniy kriiviy ypatumai ir galimybés bei adaptacijos procesy eigos
operatyvi kontrolé yra aktualus sporto medicinos, klinikinés medicinos ir fiziologijos uzdavinys. Sio

uzdavinio sprendimas neatskiriamai susijgs su organizmo fiziologinés buisenos vertinimu (14). Siuo
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metu pleciasi zmogaus organizmo kaip adaptyvios kompleksinés dinaminés sistemos samprata. Tokios
sudétingos sistemos funkcijy vertinimui reikalinga ir atitinkama diagnostiné sistema. Sportininko
organizmo funkcionalumui, prisitaikymo galimybéms, adaptyvumui vertinti gana placiai naudojami
funkciniai méginiai, kada organizmui suteikiamas tam tikras poveikis ir pagal jo atsaka bei reakcija
sprendziama apie organizmo biisena. Sporto medicinos, kliniking¢je praktikoje vienu populiariausiy
tokio tipo tyrimy yra veloergometrija (2). Pastaroji naudojama kaip poveikio priemoné tam tikram,
lengvai standartizuojamam, fiziniam aktyvumui realizuoti. Tiriamojo asmens reakcija {
veloergometrini kriivi sudétinga, kompleksineé, daugelio sistemy funkcijas apimanti reakcija — tai ir
raumeny veikla, biitina uzduotam pajégumui pasiekti, reguliaciniy sistemu pokytis priderinant Sirdies
ir kraujagysliy sistema prie raumeny vykdomos funkcijos bei pacios Sirdies ir kraujagysliy sistemos
pokytis pakankamai raumeny ir kity sistemy hemodinamikai palaikyti. Aptarsime pagrindinius
parametrus, gaunamus atlikus veloergometrini mégini:

I§ elektrokardiogramos gaunamas §irdies susitraukimy daznis (SSD). Parametro kitimo ribos 20 —
250 karty per minutg. Fizinio kriivio metu SSD did¢ja todél, kad intensyvinty Sirdies darba, nes biitina
patenkinti dirban¢iy raumeny poreikius. Po fizinio kriivio SSD ne i§ karto grizta i pradinj lygi. Atlikus
mazo intensyvumo fizinj kriivi, SSD greitai mazéja iki lygio, buvusio ramybés biisenoje. Atliekant
didelio intensyvumo fizinius pratimus, SSD poky¢ius galima suskirstyti | dvi fazes: greito
eksponentisko maz¢jimo ir léto mazé¢jimo iki lygio, buvusio ramybes biisenoje. Manoma, kad
ilgalaikiy treniruo&iy metu SSD mazéja dél keliy veiksniy. Tai priklauso nuo pratimy intensyvumo, jy
apimties, trukmes, pertrauky tarp pratimy bei pratime dalyvaujanciuy raumeny kiekio. Kol kas mazai
isnagrinéti SSD poky¢iy fiziologiniai mechanizmai, taikant ilgalaikes fizines treniruotes.

Daznai veloergometrinio méginio metu taip pat vertinami elektrokardiogramos EKG cikly R

dantelio amplitudés (AR), intervalai tarp ju (RR).

1.1 MATEMATINE DALIS

Daugelio tolydZiyju funkcijy reisSkimas specialia eksponentiniy sumy forma populiarus tiek
matematikoje, tieck jos taikymuose: virpesiu mechanikoje, medicinoje ir kt. Si forma isreiskia
paprastujy diferencialiniy lyg&iy su pastoviais koeficientais sprendinius. Siame skyriuje aptariamas
funkcijy reiskimas eksponentiniy funkcijy suma bei prisimenamas matematikos teorijoje gerai Zinomas

funkcijy interpoliavimas.
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1.2.1 FUNKCIJU INTERPOLIAVIMAS

Interpoliavimo savoka. Gamtos moksluose ir technikoje argumentas ir funkcijos reikSme
nustatoma stebéjimais. Stebétojas tam tikrais laiko momentais iSmatuoja ir uzraso argumento x; ir
funkcijos y= f(x;) reikSmes. Duomenis suraSomi i lentelg, kuria iSreiSkiama funkcijos priklausomybe
nuo argumento atskiruose taSkuose. Gautoji lentelé naudojama teoriniam ar praktiniam reiSkinio
tyrimui (10,11).

Apibrézimas. Funkcijos f(x) duotos reiksmiy lentele, isreiskimas analizine formule vadinamas
interpoliavimu, jei reiksmés, gautos pagal formule taskuose x; sutampa su funkcijos reiksmémis
lenteléje. Apskritai interpoliavimo sqvoka yra platesné.

Tarkime duota funkcijos y= f(x) reikSmiuy lentelé (x; y;); ¢ia i=0,1,...,n, y; reikSmés yra tikslios
arba paklaidos tokios mazos, kad praktiskai ju galima nepaisyti. Reikia rasti aproksimuojancia funkcija

y=F(x), priklausancia funkcijy klasei K ir tenkinancia salygas

F(x) =y, i=0,1,...n (1.1)

Sios salygos vadinamos Lagranzo interpoliavimo salygomis, o pati funkcija y=F(x) — Lagranzo
interpoliacine funkcija, arba tiesiog interpoliacine funkcija.

Kaip matyti i§ interpoliavimo uzdavinio formuluotés, keiciant aproksimuojanciyjuy funkciju
klasg¢ K bei interpoliavimo salygas galima rasti jvairias interpoliacines iSraiSkas. IstoriSkai pirmoji
aproksimuojanciyjuy funkcijuy klas¢ buvo n — tosios eilés polinomy klasé. Pastaruoju metu placiai
naudojama splainy klasé — taip daznai sumazinamas kompiuterinio skai¢iavimo laikas (10).

Nors interpoliacinis polinomas yra vienintelis, tafiau istoriSkai susiformavo nemazai jo
1SraiSky: Lagranzo, Aitkeno, Niutono, Gauso ir kt. SkaiCiuojant kompiuteriais populiariausia yra
Lagranzo interpoliacing iSraiska (x). Ja aptarsime placiau.

LagranZo interpoliaciné iSraiSka. IeSkosime n — tosios eilés daugianario F(x) tenkinancio

LagranZo interpoliavimo salygas — (x.x formulé). Nagrinékime polinomus:

F(x)= (x=xp)(x=x,_ )(x=x;,,)..(x—x,)

(0, = Xy ), = X, )X, =X, )en(X, — X))

1, kai=j,

Jie turi tokig savybe: F.(x.)=
asavybe: Fi(x,) {0, kaii# j; jelod,...n}
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Pasinaudodami polinomais Fj(x), galime 1§ karto paraSyti interpoliacinio polinomo Fi(x)

iSraiska:
F(x)= Y F(x)y; (1.2)
i=0

Sis polinomas interpoliacinis, nes jis yra n — tosios eilés polinomas ir tenkina Lagranzo
interpoliavimo salygas — (x.x) formulé — interpoliacinio polinomo iSraiSka vadinama Lagranzo

interpoliacine iSraiSka, tod¢l literattiroje simbolis F(x) kei¢iamas L,(x).
Jei atstumai tarp interpoliavimo tasky vienodi, t.y. x]:—xo =X,—X =..=X,—Xx,, =h, tai
Lagranzo interpoliacini polinoma galima uZra$yti kitokiu bidu. Siuo atveju x, = x, + kh. Pazyméje

x=Xx,+th, 0<t<n, gauname

x=x,={t—-i)h, x, —x,=(k—=i)h.
Vadinasi

~ o =Dt =k D)t —k=D)(t=n) L tE=D.(t=n)  al
Fi(=Fx+ih)= (1) K(n—k)! =D n—k)  Kn—k)

|
Pazyméje C* : k'(n—k) ir iras¢ F(xo+th) iSraiska i (x.x) formule, gauname

L,(x)=L, (x,+th)=(~ 1)"w Z( et L@ ;kh)'
Niutono interpoliaciné iSraiSka. PaZymékime
o, =(x—x))(x—x)..(x—x,) (1.3)

L, (x) = f(x0) + f (x> X )0 (%) + f (XX, %), () + oo + [ (X9, %5 s X, )0, ()

Sis polinomas vadinamas Niutono interpoliacine iSraiska.

Tiesinis interpoliavimas. Tiesinio interpoliavimo formulé netiksli, taciau daznai taikoma

praktikoje, kai tikslios interpoliacinés iSraiSkos yra nereikalingos, sunkiai apskai¢iuojamos ar tiesiog
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néra galimybiy praktiSkai patikrinti, kokios paklaidos gaunamos tarpiniuose tasSkuose, naudojant viena
ar kita interpoliacing i$raiska (10). Sio darbo programinéje irangoje tiesinis interpoliavimas taikomas
tais atvejais, kai tikslios interpoliacings iSraiSkos néra reikalingos tolimesniems skai¢iavimams.

Sakykime turime taskus xy, x;, ..., x, ir funkcijos y=f{x) reikSmes f(xy), f(x1), ..., f(x). IS visu
interpoliaciniy polinomy papras€iausias yra pirmojo laipsnio interpoliacinis polinomas. Ji
apskaic¢iuojame, naudodamiesi dviem argumento ir funkcijos reikSmémis.

UzraSykime LagranZo interpoliacini polinoma:

n

(x=x5) . (x=x,_ )x—x,;) ... (x—X,)
b= Z(xk Xo) e (5 =X, )5 = X40) e (3 )f( 2

Jei f(x;) ir f(x;+;) yra dvi minétos funkcijos reiSkmes, tai paéme n =/, gauname:

L0 =225 )+ S ) = ) + LB S ()

i i+ i+l i i+l i

Tokiu budu, pirmojo laipsnio interpoliacinis polinomas funkcijai, kurios reikSmés Zinomos n+1

taskuose xg, x;, ..., x,, 1SreiSkiamas formule:

S(x) - f(x)

i+l N

Li(x)= f(x;)+

(x—x,), jei x,<x<x,, ir (i=0,12,..,n-1).

Interpoliavimas pirmojo  laipsnio polinomais vadinamas tiesiniu interpoliavimu. Tiesinio
interpoliavimo formulés (polinomo) grafikas yra lauzté (x.x pav), jungianti taskus (x;, f(x;)), (i=0, I,

., n).
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5 (Zisl. Firl)

(Ey, ¥
I(Xn-l 2 Fn—l)I

x

1.7 pav. Tiesinio interpoliavimo polinomo grafiko pavyzdys

Interpoliaciniai splainai. Splainas — tai tolydZioji iki p-tosios eilés i§vestinés imtinai funkcija,
sudaryta i§ kurios nors funkcijos daliy. Istoriskai splainai pradéti konstruoti i§ n-tosios eilés polinomo
daliy, tod¢l ¢ia, kalbédami apie splainus laikysime juos funkcijomis, sudarytomis i§ polinomo daliy.
Splainas, sudarytas i§ kubinio polinomo daliy, vadinamas kubiniu [10].

Splaino apibréZimas. Tarkime, kad intervale [a;b] duotas tinklelis A: a=x,<x, <...<x, =b.
Tada n-tosios eilés defekto £ splainas yra funkcija y=g (x), tenkinanti Sias salygas:
1) kiekviename intervale [xl._l;xl.] (1’ =1,_N) g(x) yra n-tojo laipsnio polinomas;
2) kiekviename vidiniame tinklelio taske x; (i = I,N——l) galioja lygybé
g(l) (x, —O) = g(l) (x,+0), I= 0,n—k.
Splaino pavadinimas kilgs 1§ angly kalbos zodzio spline, reiskiancio standzia liniuote. InZinieriai
(Jau ir Leonardas da Vincis), norédami per atokiau iSsidésCiusius taSkus nubrézti tolydzia kreive,

imdavo standzia, pavyzdZiui, pliening, liniuotg ir iSraitydavo ja taip, kad ji eity per tuos taskus.

Liniuoté jgaudavo kubinio splaino forma. I§ fizikos Zinoma, kad liniuotés vidiné potenciné energija

(" (x)) e

CD(u):

Q C— >

Cia u(x)— liniuotés forma apibiidinanti kreivé. Kaip 1957 m. jrodé Dz.K. Holidéjus, funkcionalas
®(u) turi patia maZziausia reik§me, kai u(x) yra kubinis splainas g(x) su natiraliomis kra§tinémis
salygomis, t.y. g"(a)=g"(b)=0.

Literatiiroje nurodomos keturios splainy uzraSymo formos, i§ kuriy tik dvi naudojamos

praktiniame skaiCiavime:
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1) dalimis polinominé forma, kai kiekviename intervale [xH;xi] nurodoma polinomo iSraiska;
2) tiesinio B splainy darinio forma [10].
Praktikoje daZniausiai naudojami kubiniai defekto 1 splainai, kurie daznai vadinami tiesiog

kubiniais splinais.
1.2.2. FUNKCIJOS REISKIMAS EKSPONENTINIU FUNKCIJU SUMA

Siame skyrelyje pateikiamos savokos ir teoremos, leidzian¢ios nusakyti salygas, kai eiluté gali
biiti isreiskiama baigtine standartiniy (eksponentiniy ir trigonometriniy) funkcijy suma. Si teorija buvo

pateikta straipsnyje [7].

1 apibreZimas. Skaiciy rinkinj A,,A,,...,A, € C, kai ne N, vadinsime Van-der-Mondo rinkiniu
(V-rinkinys), jeigu jis tenkina sqlyga A, #A,, kai k #r. Su kiekvienu V-rinkiniu galima sudaryti

nelygy nuliui Van-der-Mondo determinantq V, (/11 s Ay A, ) :

14 A A

| O S o
V(A4 A, )= 27 2 |2

1A, A L

= (/12 _/11)(/13 _11)(13 _22)”'-'(&1 -4 )(ﬂ’n _ﬂz)'m'(ﬂ’n _ﬂ’n—l)
Pastebésime, kad visuomet V, (/1] )= 1.

Tegul duota kompleksiniy skai¢iy seka (pj.; jeZz ) Tada su kiekvienu me N ir fiksuotu

jo € Z, galime sudaryti Hankelio matrica H'"") bei isplésting matrica H (’”)(p):

Jo Jo
D; P, Pjvim
P L 4 ) PJO 1 » !
m p‘40+1 p.~0+2 aee p..0+m — Jo+1 Jo+2 .ee Jotm]
H.EO) = .]“ / / ols H](O )(p)z
p-+m— p-0+m p.0+ e
pj0+m—l pj0+m pj0+2m_2 Jo ! J J i 1
1 P Y2

2 apibreZimas. Jeigu duotajai kompleksiniy skaiciy sekai (p i jeZ) egzistuoja toks r,,

tenkinantis sqlygq r, = max rang H 5(']”) tai sakysime, kad kompleksiniy skaiciy seka (p nJEZ ) turi H-
Jo€Z,

rangq 1,. Tada naudosimés tokiu Zyméjimu H — rang(pj ;J € Z): 7.
Pateiksime keleta pavyzdziy.
1 pavyzdys. H—rang(a0 +jd; je Z): 2,kai d=0.
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I8 tikryjuy duotajai sekai
a, +dj a, +d(j+1)

det HY =|a, +djl=a, +dj,det H® = =—d?,detH'"™ =0, kai
J |° J| o T4 T ag +d(+1)  ay+d(j+2 J

m =3,4,... Taigi 1, = maxrang Hﬁ'”) =2.
m,j

2 pavyzdys. H—rang(jz;j € Z):3.
PGy (e
Pastebésime, kad detHj@) =|(j+1 (j+2) (j+3), :—8,detHj(,’”) =0, kai m=4.5,...
G+2f (+3) (j+4)

Taigi 7, = maxrang H J(.’”) =3.
m,j

3 pavyzdys. AnalogiSkai galime parodyti, kad

H—rang(a,jl ta, j 7 o ta jray;j eZ)=l+1, kai a, #0,/e N .
Betarpiskai gauname, kad H — rang(ao ,ay,..d, ,0,0,...) =n,kai a, #0.
Sutarsime laikyti, kad H —rang(0,0,...)=0.

Seka (j!;j € ZO) H-rango neturi, nes det H,(nj) #0,suvisais meN ir jeZ,.
Betarpiskai i§ H-rango apibrezimo iSplaukia tokios i§vados:

1 i3vada. Tegul q, = p,,,, kai ne N - fiksuotas ir, be to, m; <m,. Tada

(mz)

Jo

(’”1 )

Jo

<rang H ™’ .

H—mng(pj;jeZO)ZH—rang(qj;jeZO), rang H
2 iSvada. Jeigu H—rang( j;jeZO)=r0, tai det H™ 0, 0 detH§r°+]+") =0, kai j,neZ,.
Taigi

H—rang(pj;j € Z0)= maxrangH(()’”) (1.4)

meN

3 iSvada. Duotoji seka (p sJeZ 0) turi H-rangq, tenkinantj atitiktj
H - mng(pj ;j€Z, ): m, m € Z, tada ir tik tada, kai egzistuoja tokios konstantos
Ay, 4,,...., A, , € C, nepriklausancios nuo j ir tenkinancios sqlygq

Ayp;j+ AP+t Ay Pjimt = Pjim (1.5)

su visomis j e Z, reikSmémis, ir, be to, (1.4) sarysis yra negalimas su m', kai m’' <m .

4 i$vada. Dvi kompleksiniy skaiciy sekos (p € z,) ir (qj; jez,), turincios H-rangus, lygios
tada ir tik tada, ty. p;=q;.j€Z,, kai H—rang(p]-;j eZO): H—rang(qj;j € Zo)z m ir p;=q;, kai
j=01,.2m-1.

Lema. Tegul duota seka (pj;j e”Z, ) kai



20

P, =N Al 0 A, (1.6)
p
yra V-rinkinys.
Tada det H'™ =(u, - 1y o g1, WA - Ay o A Y V(A - Ay v A (1.7)
det H"™ =det H" (p—2, \p—2,)-..-(p— 4, ), (1.8)
1§ tikryjy  det ') = (- gty o, N Ay - 2y o A, ) ( > )det /15;’-2”:#] sumuojama pagal
visus  sveikyju  skai¢iy = 12,..m keélinius (r.ry,..,r,).  Pastebéje,  kad
Y detfai | = (et |f ki=1.m. gauname (1.8) tapatybés irodyma. Analogiskai

(}"1 31D ety )
irodoma ir (1.9) tapatybeé.
(m)

5 ivada. I§ lemos jrodymo turime, kad det H;"' =0, kai p; nusakomas (1.4) su visais je Z,, o

n=m+1,m+2,... Taigi H—rang(pj;jeZ):m.

Tegul
. 0, 0<j<k; . :
> ’ ‘ 0, # k;
(]]lez ,]' k<] (£J~0"_k ::{ lk]— L j,kEZO. (19)
G-k =7 S

Tada paémg V-rinkini 4,,4,...,4, galime sudaryti skai¢iy seka (p sJ€eZ, ), nusakoma sarysiu

m_m-1 ;
=2 Yy [k’ jﬂ (1.10)

r=1 k,=0 r

su visais m,,m,,...m, €N ira, €C.

10 apibreZimas. Skaiciy seka, nusakoma (1.10) sqrysiu, vadinsime algebrine progresija, o
koeficientus A,,A,...,A,, jos vardikliais.

Pastaba. Skaiciy sekos, pateiktos pavyzdziuose, o taip pat nusakytos (1.7) sarySiu, yra
algebrinés progresijos, kuriy vardiklius galima sudaryti betarpiskai. Pavyzdziui, sekos (p JEZ 0),

kai p, =a, + jd, vardikliai yra 4,, =1, t.y.
p;=a, +d({jl-"‘l ir tt. Taigi tiek aritmetine, tieck geometriné progresijos yra algebrinés

progresijos.

Tegul /il ,/iz..., /’Atm eC/ {0} yra V-rinkinys. Tada galima sudaryti iSraiSkas:

N () A (7
AY(j) =41, AU(j)= Aki(f) AAM(j),r=0,1,...;k=1,2,...,n—r—1. (1.11)
k

T Mt



21
Kadangi A(,f)( j) galime iSreiksti ir taip:
AY(j)= Hy, AV 4 78 AV o+ M /igj) su koeficientais 4, 41, ..., z, , nepriklausanéiais nuo j,
tai seka (A(,:) ( j); jeZ, ), r=12,.,m—-k yra  algebriné  progresija  ir, be  to,
H—rang(A(,:)(j);j eZ0)=r+1.

Pastebésime, kad egzistuoja ribos

~lim AY( j):(f J/l«,{-r,kai A, bet koks fiksuotas kompleksinis skaiéius.

A r

Pasinaudoje¢ (1.10) tapatybe, ribos skaiCiavimo ypatumais bei (1.6) sarySiais, gauname, kad

skaiciy sekos ((]J%’ ,JEZ Oj H-rangas tenkina sarysi:
r

H—rang([jj/li’;j € Zoj =r+1, ir, be to,
r

(3]

deti! =1 (1) A 1=r+1,
J
0, m=r+2,r+3,...
IS A(,f )( j ) pateikty savybiy turime, kad (1.9) iSraiSka yra atitinkamu ribiniu per¢jimu gaunama i$
(1.4) i8raiskos, t.y. atitinkamai parinkus koeficientus , 4, ..., . turime, kad
m n m.—1 ;
. Aj \ J -k .
= 1 A= L JEeZy,
P, L Zl:ﬂ 1=22a, ( kJ i€z,

r=l k,=0

lm] oty +1 "“’lm] +otmy —)ﬂ”

kai m, +..+m, , =m, ir, be to, 4,,4,,..,4, € C yra V-rinkinys. Tada, pasinaudojus ribiniu
per¢jimu, H —rang(pj s J€Z, ): m.

IS ankSciau pateikty samprotavimy iSplaukia tokia iSvada.

6 iSvada. Jeigu algebrinés progresijos (p JeZ 0) narys p; yra nusakomas (1.9), tai jos
Henkelio matricos H J(,m) ir H j(.m) tenkina sqrysius:

det H" =g, (am - 2z o2 ) det I = det ) (o= 2V (o= 2" +.o(p= 2, V",
kai daugiklis o, # 0 ir nepriklauso nuo j.

Pastebésime, kad su visais V-rinkiniais 4,,4,,..., 4, teisinga tokia pereinamybé:

(e am e oam ) =1

Taigi yra teisinga tokia teorema.
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2 teorema. Algebrinés progresijos (p JEZ, ) nusakomos (1.10) sqrysiu, H-rangas tenkina
sqrysi:
H—mng(pj;j € Zo)zm1 +my+..+m,, kai a,, #0.
Tegul duota realaus kintamojo x konverguojanti su visomis x,x, € R reikSmémis, kai x, -

fiksuotas, laipsning eiluté

ipj X xo)

|<M70<M <40 (1.12)

11 apibrézimas. Funkcijq, nusakomq (1.10) iSraiska, vadinsime algebrine, jeigu jq galima

isreiksti tokia baigtine suma:

=ig@wﬁ (1.13)

kai Q Za x' 1,2,..;a, €C,ir, beto, a,, #0.

3 teorema. Laipsniné eiluté, nusakoma (1.12) sarysiu, yra iSreiSkiama (1.13) iSraiSka tada ir tik

tada, kai (1.9) eilutés koeficientai sudaro algebring progresija (p sJ€Z, )

I§ anksciau pateiktos medziagos iSplaukia tokia iSvada.

7 i$vada. Algebrine funkcijq y(x), nusakomq (1.12) iSraiska, galime iSreiksti ir tokia israiska:

)=+ 35, cos(z, 3, ) 7, siny, (x-x,)

tada ir tik tada, kai jos (1.9) laipsninés eilutés koeficienty seka (pj;jeZO) yra algebriné,

turinti (1.13) iSraiskq, ir, be to, jos vardikliy realiosios dalys lygios nuliui.
1.2.3. TEORINES ISRAISKOS IR SKAICIAVIMO ALGORITMAS

Skai¢iavimo algoritmo esmg sudaro funkcijos f (x) eksponentinés iSraiSkos (1.13) vektoriy
H= (,u1 My s ,um) ir 1= (ll Ay s lm) sudaryty i$ atitinkamy koeficienty x, , 4, bei ty koeficienty
skai¢iaus m radimas, kai duotas f (x) Teiloro eilutés (1.12) koeficienty vektorius
D= (po s D1 Py ), n>m;n,me N . Algoritmo schema pavaizduota 1.8 pav. Skai€iavimai susideda i$

tokiy daliy:

1. Konstruojamos Hankelio matricos, sudarytos i§ Teiloro eilutés koeficienty
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Po D1 - DPra
Hék) b Py - Py ’
P Pr - P

0 po to skai¢iuojami jy rangai.

Jei duota funkcija f (x) galima iSreiksSti eksponenciy suma, tai §ios sumos démeny skaicius lygus
funkcijos H-rangui [7].

Taikant algoritma randamas toks m, su Kuriwo  m =maxrangH Wty detH!™ #0, 0
detH{"" =0, VreN.

Kompiuteringje ~ algoritmo  realizacijoje  salyga  det H"*"”’ =0  kei¢iama  salyga

det H"" <&, r=m+1L,m+2,---,m+1I, [ € N.

2. Panaudojus algebriniy lyg€iu sprendimo metodus surandame tokios algebrinés lygties

Py P - P
Pr Py o Pun
=0 (1.14)
Pna Pwm - Pama
1 L .. p"

Saknis p,, p,,..., p,,, n€s jos tenkina salygas:

A=pAy =Py =Py

3. Sudaroma tiesiniy lyg¢iy sistema

/1{/11+l§,u2+...+l{;1um:pj, Jj=0,.,m-1. (1.15)

Jos sprendimui naudojami tiesinés algebros metodai - sprendinys yra koeficientai x,, 4, ..., i, .

Pastebeje, kad funkcijos reikSmiy seka f (0), f (h), f (Zh),... sudaro algebring progresija, kaip ir

koeficientai p,, ta pati algoritma galime naudoti ir funkcijos f(x)= z,ure)""‘ iSraiSkai rasti, kai
r=1

7inoma ka tik paminéta Sios funkcijos reiksmiy seka f(0), f(k), f(2h)...., f(nh), n>m; n,me N.Si

seka sudaro algebring progresija kaip ir f (x) Teiloro eilutés koeficientai, nes

SOy =3 e =3 (e ) =3 A- , Gia e = A,
r=1 r=1 r=1

Tada vietoje Teiloro eilutés koeficienty vektoriaus p = (po, Dy o pn) paéme funkcijos f (x)

reikSmiy vektoriy
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7= ooy, )= () £ (B), £ (2R, f(nh))1 > m; nym e N

ir jam pritaik¢ anksCiau apraSytus skaiciavimus, galime rasti koeficientus m, i = (M y My s ym)

ir A= (AI,AZ,...,AM). Koeficientai A = (/11 A s ﬂm) randami kompleksiniy skaiciy aibéje naudojantis

sarySiu A, = Ln(Ar ), r=12,...,m, ty. logaritmuojant vektoriaus A= (A1 A LA ) komponentes.

Furkeoyos Ax) Teiloro
ellutés koeficienta,
k=10

rangH Si‘&l) =01
rangH 5 =0

Elesponentinng komponentng skaitns

m=k-1
h 4

Fandarn koeficienta 31,2, . dw'
Fo F1 - Py
2 Py Pan

=0,
Puwl Pw o Pama
1 a .. a
A=A = Py Ry = Py

h 4
Pandarm koeficientat g, g, ., o

A+ B+ + A8 =p, i=0..m-]

h 4

A=Y gt

r=l

1.8 pav. Funkcijos reiSkimo eksponenciy suma algoritmo schema

(Teiloro koeficienty atveju)
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1.2.4. SKAICIAVIMO PAVYZDZIAI

1) Tegul diferencialines lygties sprendinys iSreiSkiamas eilute

40 k +00 2k+1

y(x)=2>3"" Ll

X
P (2k)!+,{zz(‘;3 Qk+D!

2.3 =2k
Tada eilutés koeficientai p; =4 | »J > k=0,172..
35, j=2k+1,
Tuomet
L p P
Py J2 )2 :—(,02—3):0, /11:\/1/12:_\/3’
b P Ps
ty. n=m=2, ir y(x)= ,uleﬁx + yze_*/gx arba
x x’ 2 x . x’ U+, =213,
X)= g, + gty A\ N3 = N3 )= 43y + gy )t = A2+ Ly,
()= a1, + t + (e, 3 = )1! (4 122); TR y{ulﬁ—ﬂzﬁﬂ.

2+\/§
s M

Vadinasi, y, = p 5

= 2 _6\/5 . Tada y(x) = 2 +6\/§ exp( 3x)+ 2 _6\/5 eXp(— \/gx)

2) Pateiksime pavyzdj, iliustruojanti Sio algoritmo veikima funkcijai, kurios iSraiska ir yra
baigtine eksponenciy suma. Tarkime, kad duotos funkcijos,
1 LI .
£(x)=0.093¢" — 75" —20.124€*" 451277 — cos(\/i )e*‘“e *

_0.08260.06x+\/7€—0.7x +0'17560.801x+%ﬂ,€0.914x+\/§\/;e2.18\/§x’

iSreiSkiamos 10 eksponentiniy funkciju suma, reikSmés taskuose x =0,4,2h,...10h, h=0.4. Siuo
atveju, pasinaudojus 1.2.3 skyrelyje pateiktu algoritmu, gaunamas fl(x) eksponentinés iSraiSkos
artinys. Stebédami kaip determinantai det /{” monotoniskai artégja prie nulio, skai¢iavimus
nutraukiame salygoje det """ <&, r=m+1,m+2,m+3 imdami &=10". Taip randama
paprastesné funkcijos f, (x) iSraiSka — f, (x) tik su 5 eksponenciy suma:

fo(x)=2.51e*%" +3.67¢ " =20.65¢"* +0.55¢""" +0.62¢'"".
Sios funkcijos reik§més intervale (-0,25; 3) yra labai artimos (paklaida nevirSija 10'6) pradinés

funkcijos f,(x) reiksméms.
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3) Tarkime turime funkcija f1(x) =2 sin(\/g x)+ 3 cos(x). Vél taikydami 1.2.3. skyrelio

algoritma, gauname, kad ja galime iSreiksti 4 eksponenciy suma

3 EI'X —Eﬁx
f2(x)=—e”—1e1°° +le 0 Lo,
2 2

Dabar naudodamiesi Oilerio formule, pabandysime atstatyti prading funkcija t.y.

3 ) 173 173 173 173 3 .
—(cosx+[s1nx)—] cos—x+Isin—ux |+ | cos——x—[sin—x +—(cosx—lsmx)=
2 100 100 100 100 2
3 3 173 173 173 . 173 3 3 (173
:—cosx+—Ismx—[cos—x+sm—x+Icos—x+sm—x+—cosx——[smx:3cosx+25m(—x}
100 100 100 100

Matome, kad rezultatas néra analogiskas, vietoj koeficiento 3 turime 1,73. Si paklaida jtakoja tai,
jog didéjant argumento reikSmés moduliui, didéja absoliutiné paklaida tarp funkcijos f71 ir jos

aproksimacinés funkcijos f2.

ML U A
T

[~ fic 2 |

£L(x)-F2(x:)

1.9 pav. Funkcijos aproksimavimas eksponenciy suma bei paklaidos

2. TIRTAMOJI DALIS

2.1 PARAMETRU KOMPLEKSISKUMO TYRIMAS

Daugelj tolydZiyju funkcijy galima iSreiksti baigtine eksponenciy suma. Vienas i§ tokiy reiSkimo
metody gaunamas pasinaudojant Henkelio matricos minorais. Pastaraji metoda pritaikome
elektrokardiogramos (EKG) parametrams tirti.

Pasinaudodami Henkelio matricos minory skai¢iavimu istirsime, kiek komponenciy sudaro EKG
parametry: R dantelio amplitudés (2.1 pav.) (AR), intervaly tarp R danteliy amplitudziy (RR) bei
Sirdies susitraukimo daznio (SSD) ,.signala® skirtingo kriivio metu (normali biisena, kriivio pradzia,

intensyviausias kriivis, atsigavimas) t.y. veloergometrinio méginio metu.
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2.1 pav. Elektrokardiogramos parametrai

Tarkime, kad turime baigting seka vieno anksCiau minéty parametry. Sig seka interpoliuojame
treCios eilés daugianariais, kuriy skaiCius yra lygus sekos elementy, ir taip gauname funkcija f,
vadinama splainu. Turédami §ia funkcija, galime laisvai pasirinkti fiksuota realy teigiama zingsni /4 ir
gauti nauja duomeny seka (h, h, h, .. h)), kur h, = f(kh), k=0,1,2,....

IS Siy duomeny konstruojame Henkelio minory matricas:

H(l) — (ho) H(2) :[ho hlj H(3) — h

h, hy| .., H®= e By , .o 2D
ho h,

h, h, . hy,

Toliau kiekvienai sudarytai matricai skai¢iuojame determinantus. IeSkome tokio skaiciaus m,

kad m=max rang H® , det H™ #0, o det H"™" =0, VreN. Si skaidiy (jei jis egzistuoja!)

keN
vadiname duotosios funkcijos Henkelio rangu. Henkelio matricos minory matricos rango reikSmeé m
biitent ir parodo kiek komponenciy ieina i tiriamos funkcijos (dinaminés sistemos pvz.: Sirdies veiklos)
sudéti arba, kitaip tariant, nusako kompleksiSkuma.

Skaiciuojant Henkelio matricy minorus funkcijai f, atitinkan¢iai EKG prametry seka
pastebime, kad skirtingu metu minorai skirtingai artéja prie 0. Kompiuterinéje realizacijoje laikome,
kad minoras lygus nuliui, kai jis yra maZesnis uz pasirinkta &. Miisy nustatyta riba yra & =10".
Taigi, programoje Henkelio matricos minorai skaiiuojami pradedant 2-a eile ir ji didinama, kol
minory reik§meés pasiekia ,,0“. Lenteléje 2.1 pateiktas minory artéjimas prie nulio pirmajame duomeny

sekos fragmenty RR parametrui.
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2.1 lentelé Determinanty reikSmiy konvergavimas prie nulio

1 eilés 2 eilés 3 eilés 4 eilés
1.144000000 0.02173242284 0.001568441355 0.0001342321448
5 eilés 6 eilés 7 eilés 8 eilés
0.00001339976583 0.000001387222366 -6.692635271*10"(-8) 5.232529598*107(-10)
9 eilés
1.653661258*107(-11)

PrieSingai nei teorinéms kreivéms, skaic¢iuojant nuo kiekvieno skirtingo funkcijos f tasko,
gauname skirtinga determinanty nelygiu ,,0“ eile, taciau daZniausiai kuo artimesni taSkai tuo
panasesnis ir gaunamas rangas. 2.1 paveiksle matyti kaip AR parametro minorai artéja prie ,,0 ne tik
pirmajame segmente, bet visiems duomeny sekos intervalams. Mat suskai¢iavg vieno segmento ranga
ir zinodami kiek funkcijos reik§miy buvo panaudota konstruojant Henkelio minory seka, mes vél

taikome analogiska algoritma nuo to tiriamos funkcijos f taSko, kuris yra pirmasis nepanaudotas

ankstesné¢je konstrukcijoje. T.y., jei pradéje skai¢iuoti nuo tasko i, segmente gauname ranga m, tai kito
fragmento pradZios taSkas, nuo kurio pradedame konstruoti naujus minorus, bus i +2-m —1. Taikant
Henkelio matricy metodika diferencialiniy lyg€iy sprendiniams ar virpesiy mechanikos lygtims, kur
funkcijos yra panaSios i periodines, tokio segmentavimo néra, nes galime i§ labai mazos funkcijos

dalies reikSmiy nustatyti bendra kompleksiSkuma bei gauti eksponenting iSraiska, ,,prognozuojancia®

———————————

07— P ; [ e e R 5

-----------

06—~ P | R R

o5

04—

Det

03"
024"

01—

H rang

2.1 pav. Determinanty reikSmiy konvergavimas i nulj skirtinguose segmentuose
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KompleksiSkumo matas m taip pat reaguoja ir 1 zingsnio 4 bei slenksCiog parinkima. 2.2
paveiksle galime matyti kaip zingsnio % dydis jtakoja RR parametro kompleksiSkumo pokycius
pacientui, kuriam atliekamas veloergometrinis meéginys. Akivaizdu, kad kuo labiau skiriasi 4, tuo
skirtingesnis ir kompleksiSmukas, taciau bendra tendencija, jog po 500-ojo ekg ciklo, kuomet pasiekes
maksimaly krivi, Zmogaus organizmas pereina | atsigavimo perioda, iSlieka. Savo tyrimuose
pasirinkome /#=0.75 remdamiesi mediky rekomendacijomis, nes su Siuo zingsniu daugeliui pacienty
1Sryskéjo reali kompleksiskumo reakcija | kiivio pokyc€ius. Be to, véliau atliekamas aproksimavimas
ekponentine iSraiSka, 1émé maZziausias paklaidas.
Taigi, apibendrindami galime konstatuoti, kad kompleksiSkumo vertinimas $iuo atveju, deja, yra

pakankamai jautrus ivairioms pasirenkamoms salygoms.

h=0.75 o
15
3l : 2
AL | 0
: e
L JURL] H_Llﬂf{u L 4
o 00 0 3m m*g-ff:rman 70 80 900 0 100 z0 am a:‘jlg_iﬁjma&u 70 @0 o
h=1.25 .

| X LLHIHNJ

T T T v T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 200 900 0 100 0 300 400 300 600 700 800 500
ckg_cikias ekg_ciklas

2.2 pav. H rango priklausomybé nuo Zingsnio # dydzio

Taigi, tyrimo metu pastebéjome, kad skirtingose perioduose dalyvauja skirtingas komponenciy
skaiCius. Taip pat pastebime, kad skirtingy zmoniy Henkelio matricos minory reikSmeés skirtingai
kinta, taciau biidinga bendra reakcija i krtivi ir kompleksiSkumo dydis , kuris pvz. RR parametry atveju
yra 4-5 kriivio metu ir svyruoja apie 6-7 iprastinémis salygomis. Prie§ skaiciuojant Henkelio matricos

minorus elektrokardiogramos parametrams, ju masteliai buvo suvienodinti ir sutalpinti i intervala
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[0 ; 10] tam, kad galima biity atlikti kompleksiSkumo palyginima skirtingy eiliy parametrams. Toliau

pateiksime gauty rezultaty aptarima tirtiems parametrams atskirai.

Intervaly tarp R danteliy amplitudZiy (RR parametro) kompleksiskumas.

Paveiksle 2.3 pavaizduotas vidutinio amziaus vyro elektrokardiogramos, {raSytos
veloergometrinio méginio metu, RR parametry kompleksiskumas. Kriivis yra didinamas nuo 100-tojo
ekg ciklo iki 500-o0jo ekg ciklo kas 100 ekg cikly 50-¢ia W, toliau yra atsigavimo laikotarpis. Matyti
kompleksiskumo per¢jimas nuo 4-5 komponenciy krivio metu prie 6-8 atsigavimo laikotarpiu, ka
galima paaiskinti tuo, jog kriivio metu Sirdies ir plauciy darbas yra labiau koreliuotas ir RR intervalai
ne taip ,trik¢ioja“ t.y. atstumai tarp R danteliy amplitudZziy tampa panaSaus ilgio. Todél cia
kompleksiSkumas yra pastovesnis. Atsigavimo laikotarpiu kompleksiSkumo dydZzio kitimas tampa
daug intensyvesnis. Tokios tendencijos iSlieka daugeliui tirty pacienty (vidutinio amziaus sveikiems
vyrams), taciau kitos pacienty grupés t.y. zmones, turintys Sirdies yda, ar moterys dar nebuvo
analizuotos. Konkreciai §iuo atveju atsigavimo laikotarpiu kompleksiSkumas nebepakilo iki anksciau
normalioje biisenoje buvusios ribos 8, kas rodo teigiama kriivio(sporto) itaka Sirdies ir plauciy darbui

bei saveikai.

1,0

0.9

=
Ll
|

rr_inf frukme

10,7 4

0.6

0,5 |

T T T T T T T T T
1000 200 300 400 500 &00 700 200 900
ekg_cikias

rangas

7
§ H
5

T —T T T T T T T
0 000 200 300 400 500 400 FOO 200 SO0
ehg ciklas

2.3 pav. RR parametras(raudona) ir jo kompleksiSkumas(mélyna)
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Sirdies susitraukimy daznio (SSD parametro) kompleksiskumas.

Sirdies susitraukimy daznis (SSD) yra atvirki¢ias dydis RR parametrui, kuriuos sieja
g 60 . : A .. . :
SSD =ﬁ, ¢ia RR matuojamas sek. priklausomybé. Taciau Siems dydziams neturétume gauti

analogiSky kompleksiSkumo grafiky, nes pakitgs parametry reikSmiy dydis jautriai jtakoja Henkelio
matricy minory reikSmes. Todé¢l iSlieka tik tokios pacios tendencijos t.y. kriivio metu gaunamas
mazesnis kompleksiskumas. KompleksiSkumas labai jautriai reaguoja ir i iSskirtis t.y. netikétai
pakitusia viena SSD reikime (gali biiti neteisingas jrenginio nuskaitymas), kai jo reik§més trumpam
pakyla iki 10-15, todél tyréjui visuomet svarbu sekti ne tik kompleksiSkumo, bet ir paciy parametry

kitima.

1.4 o
1.3
1.2

1,1

1,0 +

sircdies duznis

L
100

0,9 -
0,z -
0,7 —

0.6 —

T T T T T T T
100 200 300 400 500 &00 70O 200 900
ekg ciklas

rangas

T T T T T T T T T T
0 00 200 300 400 00 fauln] 700 200 00
ekg_cikias

2.4 pav. SSD/100(raudona) ir jo kompleksi§kumas(mélyna)
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R danteliy amplitudZiy (AR parametro) kompleksiSkumas.

Tiriant AR parametrus tokiy rySkiy kompleksiSkumo dydzio pokyciy kaip RR parametry atveju
lyginant kriivio ir atsigavimo periodus nepastebéta. Ankstesniuose pavyzdziuose minétam pacientui
gauname pastovesni bei mazesni ranga pirmasias 90 sek. (2.5 pav.), prie§ veloergometrinio méginio
pradzia, tas matyti dar keliems Zzmonéms, taiau reikalingi detalesni tyrimai. Keiciant tikslumo riba |
e=10" (h = 0.75), tendencija iSrySkéja dar labiau. Tai, kad AR parametro kompleksiSkumas yra
didesnis kriivio metu, aiSkintina Sirdies padidéjusiu aktyvumu t.y. papildomy raumeny grupiy bei
kombinacijy isitraukimu atliekant savo funkcija. Tai patvirtinantys rezultatai pristatyti ir 2007 m.

spalio mén. Biomedicinés inZinerijos konferencijoje, kai modifikuota metodika taikyta nenormuotiems

duomenims, o 4 zingsnis imtas eile mazesnis [3 priedas].

ar_amplifude

0,08 —
T T T T T T
100 200 300 400 00 faluln]
i sek
'F —
& —
g
&
i
5 —
4 1 T T T T T
0 100 200 300 400 a0 GO0
f_sel

2.5 pav. AR parametras(raudona) ir jo kompleksiSkumas(mélyna)
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2.2. FUNKCIJOS REISKIMAS BAIGTINE EKSPONENCIU SUMA

2.1 skyriuje parodéme, kad elektrokardiogramos parametry funkcijos dalys turi baigting
kompleksiSkuma, todél Siame skyriuje pameéginsime jas apraSyti baigtine eksponenciy suma.
Remsimés teorijoje Zinomu algoritmu.

Kadangi jau Zinome kompleksiSkumo mata m , surandame tokios algebrinés lygties

Saknis: p,,

A1=p19

P>

P, » kurios prilyginamos A koeficientams:

Az =P

Gautos kompleksinés Saknys 2.1

pirmiesiems 10 intervaly) pavaizduotos x.x lentel¢je.

0 hl hm

hl hz hm+1
=0

h. h .. h,

p p"

skyriaus paciento elektrokardiogramos RR parametry

2.2 lentelé A reik§meés

Interv.
P P> Ps3 P4 Ps Ps P7 Ps
Nr.
0.50645+ -0.093422+ -0.69920+ -0.69920- -0.093422- 0.50645-
1 0.99829 -2.1267
0.52706 1 1.0123 1 0.68507 1 0.68507 1 1.0123 1 0.52706 1
0.72132+ -0.26069+ -0.26069- 0.72132-
2 0.52889 0.99506 -1.1939 -
0.92562 1 1.0961 1 1.0961 1 0.92562 1
3 L0104 0.16814+ 0.32294+ -0.88058+ -0.88058- 0.32294- 0.16814-
' 0.46900 1 0.96476 1 1.1228 1 1.1228 1 0.96476 1 0.46900 1
0.45184+ -0.51822+ -0.51822- 0.45184-
4 0.27745 1.0022 -0.55774 -
0.88765 1 1.25301 1.25301 0.88765 1
2.0030+ -0.11205+ -0.11205- 2.0030-
5 0.52053 1.0024 -1.2577 -
1.3402 1 1.0880 I 1.0880 I 1.3402 1
0.56827+ -0.55803+ -0.55803- 0.56827-
6 0.88452 1.0337 -0.25603 -0.50488
0.81314 1 0.597271 0.597271 0.81314 1
0.44669+ -0.25881+ -0.25881- 0.44669-
7 0.98864 -0.83632 -1.8646 -
0.80134 1 0.83264 1 0.83264 1 0.80134 1
] 0.99014 0.55397+ -0.13999+ -0.84766+ -0.84766- -0.13999- 0.55397-
’ 0.53188 1 0.80456 1 0.57844 1 0.57844 1 0.80456 1 0.53188 1 o
0.89035+ -0.011977+ -0.011977- 0.89035-
9 1.0131 -1.3184 -8.9659 -
0314431 1.0496 1 1.0496 1 0.31443 1
0.42268+ -0.28600+ -0.71066+ -0.71066- -0.28600- 0.42268-
10 0.89726 0.99144
0.71904 1 0.830711 0.34592 1 0.34592 1 0.830711 0.71904 1




Kadangi A =e”, tai gautoms A randame logaritma
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A, =Ln A, =1n|Ak|+iargAk +2m, leN,k =1,_m ; C¢ia [ =0 ir taip gauname A reikSmes, kurios

pavaizduotos 2.3 lenteléje.

2.3 lentelé 4 reikSmés

Interv.
Ne. 4 A, Ay A, As A A Asg
-0.0022776+ 041790+ -0.021893+ -0.028462+ 1.0061+ | -0.028462- 0.021893- | -0.41790-
! 0.1 1.0738 1 221711 315521 418881 315521 221711 1.0738 1
-0.84930+ 20.0065984+ | 021331+ 0.15897+ 023628+ 0.15897- 021331-
2 0.1 0.1 1.2118 1 2.4057 1 4.1888 1 240571 1.2118 1
0.013856+ ~0.92894+ 0.022973+ 0.47402+ 0.47402- | 0.022973- -0.92894-
3 0.1 1.63541 1.66371 298121 298121 1.66371 1.63541
1.7095+ 0.0029241+ | -0.0053057+ 040598+ | -0.77848+ |  0.40598- -0.0053057-
4 0.1 0.1 14666 1 261731 418881 261731 1.4666 1
-0.87054+ 0.0031419+ 11728+ 0.11946+ 030574+ 0.11946- 1.1728-
> 0.1 0.1 0.78622 1 223121 418881 223121 0786221
p 0.16361+ 0.044130+ | -0.010667+ -0.26885+ 18166+ | -0.91124+ 0.26885- | -0.010667-
0.1 0.1 128111 3.0963 1 418881 418881 3.0963 1 128111
-0.015232+ -0.11490+ -0.18272+ 023833+ | 083073+ | -0.18272- -0.11490-
! 0.1 141641 249621 418881 418881 249621 141641
-0.013214+ -0.35201+ -0.27007+ 0034508+ | 0.034508- | -0.27007- -0.35201-
8 0.1 1.0201 1 232411 3.3904 1 33904 1 232411 1.0201 1
0.017363+ 0.076496+ | 0.064622+ 036852+ 2.9246+ 0.064622- -0.076496-
? 0.1 045264 1 2.1096 1 418881 418881 2.1096 1 0.45264 1
-0.14455 ~0.011464+ 0.24192+ 0.17262+ | 031366+ | -0.31366- 0.17262- -0.24192-
10 +0.1 0.1 13858 1 253651 3.5848 1 3.5848 1 253651 13858 1
Taip pat sudarome tiesiniy lygciy sistema:
Ny +Nopy +..+ N, =h;, j=0,.,m—1 irrandame koeficientus z,, p,, ..., u,.

Jie taip pat yra kompleksiniai skaiciai (2.4 lentele).

2.4 lentelé 1 reikSmés

Interv.
N H, M, Hs Hy
1.0121- 0.0028379+ -0.0047317+
1 0.067857-0.0158251

5.69%107(-101) 1 0.0054850 1 0.00048925 1
0.055702+ 0.95586- -0.0023028-

2 0.0016608+0.0026499 1
6.7543*107(-100) I 1.4323*10"(-100) I 0.00010532 1
0.92799+ 0.000030862-

3 0.015698-0.0045204 1 -0.0047254+0.011301 1
3.5*¥10°(-101) I 0.00013668 1
0.042732- 1.0142+ 0.00034300+

4 0.0067033+0.012501 1
8.3122*107(-100) I 2.375%107(-100) I 0.00014469 1
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0.099362+ 0.94257- -9.7360*10°(-7)-
5 0.0019799-0.0059278 1
2.1788*107(-99) I 1.595%107(-99) I 1.5996%10°(-7) 1
0.45460+ 0.59281-
6 0.0021825+0.020372 1 0.0073847+0.0086258 1
4.5357%10°-101) T 4.5367%10°-101) I,
0.99818+ -0.0041034-
7 0.0090354+0.0112751 -0.0011799-0.0094106 1
439%107(-101) 1 8.7772*10°(-101) I
0.90523+ -0.00065681+
8 -0.032578+0.017482 1 0.0027542+0.012122 1
1.0¥107(-102) I 0.00039173 1
0.70512+ -0.00015473-
9 0.051802-0.0317171 -0.0052854+0.0020366 1
5.7794*107(-100) I 4.496*107(-101) I
-0.088997+ 0.86768-
10 -0.025295-0.0095404 1 0.0037985-0.014455 1
4.5061*%10"(-101) I 3.0% 107(-102) 1
Interv.
N Hs He H; Hg
-9.7612*107(-8)+ -0.0047317- 0.0028379-
1 0.067857+0.015825 1
3.626*¥107(-102) I 0.00048925 1 0.0054850 1
-0.00039906- -0.0023028+
2 0.0016608-0.0026499 1 -
7.8¥107(-101) I 0.000105321
0.000030862+
3 -0.0047254-0.011301 1 0.015698+0.0045204 1 -
0.00013668 1
-0.0088043+ 0.00034300-
4 0.0067033-0.012501 I -
2.4467*%10"(-100) I 0.00014469 1
-0.00026308- -9.7360*10°(-7)+
5 0.0019799+0.0059278 1 -
9.4*107(-101) I 1.5996*107(-7) 1
-0.14027+ 0.042740-
6 0.0073847-0.0086258 1 0.0021825-0.020372 1
3.4978*107(-100) I 2.98*%10"(-100) I
0.0000027157-
7 -0.0011799+0.0094106 1 0.0090354-0.0112751 -—
4.88%10°(-102) T
-0.00065681-
8 0.0027542-0.012122 1 -0.032578-0.017482 1 -
0.00039173 1
1.5647*107(-14)-
9 -0.0052854-0.0020366 1 0.051802+0.031717 1 -

1.67%10°(-106) T

10

0.0096979+0.00054987 1

0.0096979-0.00054987 1

0.0037985+0.014455 1

-0.025295+0.0095404 1
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Tada, kai jau zinome koeficientus A, ir g, , kK =1,m, naudodamiesi formule

@)=Y et

nuosekliai galime apraSyti funkcijos f fragmentus.

Pvz. 1 intervalas apraSomas funkcijos, sudarytos i§ 8 eksponenciy sumos (m=8), dalimi:

F(x)=(1.0121-1.0-1071°1 1) 0027001 4 (0.067857 — 0.01582517) 041720107381
+(0.0028379 +0.00548501 ) ¢ *1¥32271) 4 (_0.0047317 +0.000489257 ) e\ 0028462:313521)x
+(-9.7612-107 +4.6-1071 1) 14155570 1 (_0,0047317 — 0.000489257 ) 0246231520
+(0.0028379 — 0.00548501 ) ¢*21%3221711) 4 (0,067857 + 0.0158251 ) ¢ ~04170-107381)x

et e’ +e
ir coshx = ,

—-X

. ey : .y . e e
Pasinaudojg Oilerio formule e” = cosx +isinx bei formulémissinh x =

galime $iq iSraiSka paraSyti be kompleksiniy skai¢iy, nes 4, ir x, koeficientai yra poromis jungtiniai:

#x) = 101 cosh(0.00228 x) + 0.000978 sinh(0.0285 x) sin(3.16 x)
— 0.009%46 cosh(0.0285 x) cos(3.16 x)
+ 0.00946 sinh(0.0285 x) cos(3.16 x)
— 0.00097% cosh(0.0285 x) sin( 3.16 x)
— 0.0316 sinh(0.418 x) sin(1.07 x)

— 2.00 101 ginh(1.01 ) sin(4.19 x)
+ 000568 sinh({0.0219 x) cos(2.22 x)
+ 0.0316 cosh{0.418 x) sin(1.07 x)
— 0.0110 cosh({0.0219 x) sin(2.22 x)
+ 0.136 cosh(0.418 x) cos(1.07 x)

— 2.00 1019 cosh(1.01 x) sin(4.19 x)

— 0.0110 sinh(0.0219 x) sin(2.22 x)

+ 0.00568 cosh(0.0219 x) cos(2.22 x)

— 1.01 sinh(0.00228 x) — 0.136 sinhi 0418 x) cos(1.07 x)

— 976 10 cosh(1.01 x) cos(4.19 x)
— 976 10°® ginh(1.01 x) cos(4.19 x)

2.6 paveikslo grafike matome kaip splaino funkcija (raudona linija) yra aproksimuojama §ia gautaja

iSraiSka(melyna linija) intervale [0; 11.25]. Intervalo kompleksiskumas yra 8.



-2 1] 2 4 & 2 i 12
ehg_ciklas

splain
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2.7 pav. Aboliutiniy paklaidy grafikas (1 intervalas)

2-ame intervale [11.25; 21] kompleksiSkumas pakinta ir yra apraSomas funkcijos, sudarytos i§ 7

ekponenciy sumos (m=7), dalimi:

37
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f(x)= (0.055702 —5.9530-107'% [)e(—0-84930+0-01)x 4 (0.95586+ 545021071 1) 000659844001 )x
+(0.0016608 + 0.00264991 ) *2133+121181)x 4 (_ 0 0023028 — 0.000105327 ) '*1587+24057)x

+ (- 0.00039906 +5.7-1071%' 1) e®Z325+4185) 4 (_ 00023028 + 0.000105327 ) (* 157240571
+ (0,00166()8 — 0.00264991) e(0.21331—l.21181)x

Pasinaudoj¢ Oilerio formule, $ig iSraiSka taip pat galime parasSyti be kompleksiniy skaiciy:

F{x)= —0.000399 sinh(0.236 x) cos(4.19 x)
+ 0.00332 sinh(0.213 x) cos(1.21 x)
— 0.00530 cosh(0.213 x) sin(1.21 x)

— 570 1071 Cosh(0.236 x) sin(4.19 x)

+ 0.0557 cosh(D.849 x) — 0.956 sinh(0.00660 x)
+ 0.956 cosh(0.00660 x) — 0.0557 sinh(0.349 x)
— 0.00530 sink(0.213 x) sin(1.21 x)

— 570 1071 sinh(0.236 x) sin(4.19 %)
+ 0.000211 sink(0.159 %) sinf2.41 x)
— 0.000399 cosh(0.236 x) cos(4.19 x)
— 000461 cosh(0.159 x) cos(2.41 x)
+ 0.00332 cosh(0.213 x) cos(1.21 x)
— 0.00461 sinh(0.159 x) cos(2.41 x)
+ 0.000211 cosh(0.15% x) sin( 2. 41 x)

0.%

T T T T T T T T T T T T T
10 12 14 16 12 20 22
ehg cikias

| splain ekspon |

2.8 pav. Funkcijos aproksimavimas eksponenc¢iy suma (2 intervalas)

Siuo atveju gaunamos absoliutinés paklaidos nevirsija 0.006:
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0,005
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0,003

Absoliufine paklaida
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ekg_cikias

2.9 pav. Aboliutiniy paklaidy grafikas (2 intervalas)
3-Ciame intervale vél gauname funkcija, kurios kompleksiskumas 7:
£(x)=(0.92799+1.0-107 1) 0013556000 1 (0.015698 — 0.00452047 ) 024103541 .
+(~0.0047254 +0.0113011 ) e®?7+1657x 1 (0.000030862 — 0.000136681 ) 47402298121}
+(0.000030862 +0.000136681 ) 47422551210+ 1 (_0.0047254 — 0.0113011 ) £(*2272-166371)x
+(0.015698 +0.00452041 ) ¢! -0204-1.63541)x

Taip procesas tgsiamas toliau visiems (Siuo atveju 135) intervalams tiriant konkretaus paciento

elektrokardiogramos parametry kompleksiskuma.

2.3 KOMPLEKSISKUMO INTEGRALINIS VIDURKINIMAS

Medikams pageidaujant, kompleksiSkumo grafika vaizduosime ir kitu biidu t.y. atliekant
integralinj vidurkinima. Sio metodo esmé yra ploty po kompleksiskumo kreive skaiGiavimas,
pasirinkus pastovaus ilgio intervala 2a. Gautos ploty reikSmes atidedamos Siy intervaly viduryje, o
gautieji taskai interpoliuojami splainu (3-Cios eilés kiibiniu). Tolydziuoju atveju biity gaunama nauja

xX+a

funkcija F(x)= 5. I f ( y)a’y. Priklausomai nuo to, kokio ilgio pasirenkame a parametra, gauname
a —a

skirtingo detalumo lygio grafikus. 2.10 paveiksle matome, kokia jtaka RR parametro kompleksiSkumo
vaizdavimui daro a parinkimas, kai jis yra 3, 5 ir 10 ekg cikly. Medikai rekomendavo rinktis a=10

variantg.
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2.10 pav. KompleksiSkumo integralinis vidurkinimas

3. PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Maple — viena geriausiy universaliy matematiniy sistemy. Apimtimi ir galimybémis jai artimos
MathCad ir Mathematica, bet darbas su Maple patogesnis. Si sistema daznai charakterizuojama kaip
simboliniy skai¢iavimy lyderis. Savo darbe naudojau §i paketa, nes Maple turi patogia linalg
paprograme, apimancia tiesing algebra bei vektorini skai¢iavima, joje patogu dirbti su matricomis,
paprasta braizyti grafikus, kas buvo labai svarbu Siame darbe. Skai¢iavimus taip pat labai palengvino
standartinés funkcijos linsolve — sprendZia tiesing lygc€iy sistema, collect — surenka koeficientus prie
vienody polinomo laipsniy, map — pritaiko procediira kiekvienam isSraiskos operandui, /n — randa
kompleksinio skaiciaus logaritma ir kt. Aritmetiniai apskaic¢iavimai Maple gali biiti vykdomi bet kokiu
norimu tikslumu (gali biiti Simtai ar tiikstanciai zenkly po kablelio). Taciau sistema turi ir trikuma, kad
tiek didelio, tiek ir mazesnio tikslumo aritmetiniai skai¢iavimai yra vykdomi salyginai 1é¢iau ir tai néra
stiprioji $io paketo pusé.

Visa atlikta tyrima programoje suskirs¢iau { dvi dalis. Pirmojoje dalyje yra skaiCiuojami

Henkelio rangai t.y. kompleksiskumas ilgiems elektrokardiogramos jraSams bei vaizduojami tiriamieji
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parametrai. Vartotojas gali pasirinkti, kokiems parametrams - AR, RR ar SSD bus skai¢iuojamas
kompleksiSkumo grafikas. Galima keisti zingsni 4, skai¢iavimy tiksluma & . Taip programoje galima
pasirinkti norima tirti pacienta. KompleksiSkumas taip pat vaizduojamas atlikus integraling
vidurkinima. Taciau vatotojo sasajos langas dar néra sukurtas, o Siuos veiksmus reikia vykdyti Maple
sistemos darbiniame lange. Sasajos nekiiréme, nes darbo tikslas kol kas buvo analizinis, tiriamasis,
kuris véliau, gavus daugiau praktiniy rezultaty, bus pristatytas medikams kaip taikomoji programa.

Antrojoje programos dalyje yra atliekamas parametry funkcijos aproksimavimas eksponenciy
suma pasirinktam baigtinio kompleksiSkumo intervalui. Intervala nurodo vartotojas. Rezultatuose
galime matyti reikiamos aproksimacijai eksponenciy sumos funkcijos iSraiSka, taip pat jos
trigonometring forma be kompleksiniy skaiCiy. Vartotojui pateikiamas intervalo aproksimacijos
grafikas bei absoliutiniy paklaidy grafikas.

Darba su programa reikia pradéti atsidarius faila kompleks.mw, padarius reikiamus pasirinkimus
(nurodomas pacientas, tiriamas parametras ir t.t.) bei spausti Maple sistemos vykdymo komandos

mygtuka.
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ISVADOS

Realizuota funkciju reiskimo eksponentémis metodika vertinant kompleksiSkuma. Ji taikyta

EKG parametrams.

Nustatéme, kad intervaly tarp R danteliy (taip pat SSD) kompleksiskumas skiriasi priklausomai
nuo to, ar EKG fiksuojama iprastomis salygomis ar fizinio kriivio metu. Fizinio kriivio metu
gaunamas maZesnis intervaly tarp R danteliy (taip pat SSD) kompleksiskumas. Gautos

tendencijos budingos daugeliui pacienty.

Pastebéjome, kad fizinio kriivio metu gaunamas pastovesnis intervaly tarp R danteliy
kompleksiSkumas nei iprastomis salygomis. R danteliy amplitudZziy atveju tokiuy ryskiy

tendencijy néra.

Parametry kompleksiSkumo vertinimas gali biiti naudingas pacienty Sirdies bei plauciy sistemy

darbo steb&jimui veloergometrinio méginio metu.
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PADEKA

Nuosirdziai dékoju savo magistrinio darbo vadovui prof. Z. Navickui uz visokeriopa pagalba,
konsultavima matematine tematika ir didelg¢ kantrybe. Taip pat dékoju prof. A. Vainorui uz idomios
magistrinio darbo temos pasiiilyma ir konsultavima medicinos tematika bei dr. L. Gargasui ir KMU
kardiologijos institutui uz apripinima duomenimis. Mano magistrinio darbo raSymas biity neimanomas

be $iy Zmoniy pagalbos.
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1 PRIEDAS. RR, AR IR SSD KOMPLEKSISKUMO VERTINIMO PAVYZDZIAI
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SSD parametras
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AR parametras
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2 PRIEDAS. PROGRAMU TEKSTU ISTRAUKOS

Failas kompleks.mw. IStraukos i§ elektrokardiogramos parametry kompleksiSkumo tyrimo
realizacijos Maple kalba, taikant Henkelio matricy ir reiskimo eksponenc¢iy suma metodika.

Digits := 100;
with (ExcelTools); L
:= Import ("Duomenys.xls", "Parametrai", "Al");

L:=Array (%id = 150832072)

# Pasirenkame duomenis ( 1 - 8 )
n:=5:
# Pasirenkame duomenis

T := Vector[row] (L[4 .. 974, n]*0.001):

T1l:=convert (T, Array):

ilgis:=ArrayNumElems( Tl, NonZero):

T:=Vector[row] (L[4..ilgis+3,n]*0.001) ;
plot([seq([i,T[i]],i=1..ilgis)], labels = [ekg ciklas, rr_int trukme],
labeldirections = [horizontal, verticall]);

u:=Vector[row] (ilgis,n->n):

with (CurveFitting) :

fl1(x) :=spline(u,T,x):

plot (f1(x), x=3.75..20):

T:=Vector[row] (%$id = 152336956)

> h:=1:

printlevel:=0:

tikslumas:=10%(-10) :

dem:=0:

ind:=0:

M:=array(l..ilgis):

X[0]:=0:
while X[ind]<ilgis do
g:=(j)->eval (£l (x) ,x=h* (j-1l+dem)) :

N:=32:
v:=Vector[row] (N,g):
d:=1:

poz:=0:

N:=if (modp(N,2)=0, N-1, N):
for n from 1 to (N/2+1) while poz<3 do
£f:=(i,3) -> v[i+j-1]:
A:=linalg[matrix] (n,n,f):
d:=linalg[det] (&) :
d modulis:=evalf (abs(d)):

DET[n]:=d:
poz := if(d_modulis<tikslumas,poz+l,0):
end do:

m:=n-1l-poz:
dem:=dem+2*m-1;
ind:=ind+1:
M[ind] :=m:

f(rho) :=(i,3j) -> if(i=m+1,rho”*(j-1),vI[i+j-1]):
B:=linalg[matrix] (m+1,m+1, £ (rho)):
d:=collect(linalg[det] (B) ,rho):

lambda:=map (allvalues, [solve(d)]) :

f:=(i,3j) -> lambda[j]*(i-1):
C:=linalg[matrix] (m,m, £f):
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b:=Vector(m,v[1l..m]):
mu:=linalg[linsolve] (C,b):
f:= (j) -> evalf((1l/h)*1ln(abs(lambda[j])) + (I/h)*argument(lambda[j])):
lambda2:=Vector[row] (m, £f):
£f2 (x) :=add (mu[k] *exp (lambda2 [k] *x) ,k=1..m) :
X[ind] :=h*dem:
F[ind] :=£f2 (x) :
end do:
i:=0: for k from 1 to ind-1 do
while i<X[k] do
GR[i] :=M[k]: # cia tiesiog priskirti funkcija,o ne masyva
i:=i+l:
end do: end do:
#plot([seq([X[i] ,M[i]],i=1..ilgis)],style=patch)
plot([seq([i,GR[i]],i=0..ilgis)], labels=[ekg ciklas,
rangas],labeldirections=[horizontal,vertical],color=blue) ;
print(Viso intervaly yra); ind; ;

# Pasirenkame intervala

interv := 1;
# Pasirenkame intervala

plot(fl1(x), x = X[interv-1] .. X[interv]);

Ftrig := convert(simplify(convert(F[interv], trig)), float, 3); ekspon_israiska :=
convert (F[interv], float, 5);

print () ;

Ftrig2 := unapply(Ftrig(x), x);

Ftrig3 := evalc(Re(Ftrig)); print();

print (Rangas) ;

M[interv];

plot(Ftrig2(x), x = 0 .. h*(2*M[interv]-1), color = blue);

plot (Ftrig2 (x-X[interv-1]), x = X[interv-1] .. X[interv], color = blue);
plot([f1l(x), evalc(Re(Ftrig2 (x-X[interv-1])))], x = X[interv-1] .. X[interv],
color = [red, blue], legend = ["splain", "ekspon"], labels = [ekg ciklas, ""]);
absol := abs(fl(x)-Ftrig2 (x-X[interv-1]));

plot(absol(x), x = X[interv-1l] .. X[interv], labels = [ekg ciklas,

Absoliutine paklaida], labeldirections = [horizontal, vertical]);
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3 PRIEDAS STRAIPSNIS: KAI KURIU EKG PARAMETRU TYRIMAS TAIKANT

HENKELIO MATRICAS

Publikacijos rasis: Straipsnis recenzuojamoje Lietuvos tarptautinés konferencijos medziagoje
Leidinyje: Biomedicinin¢ inZinerija = Biomedical engineering : tarptautinés konferencijos

praneSimy medziaga / Kauno technologijos universitetas. ISBN 9955-25-151-4. Kaunas, 200, p. Xx-Xx

Kai kuriy EKG parametry tyrimas taikant Henkelio matricas
ASliupaitél’z, Z.N avickasl, A.Vainorasz, L.Gargasas2

"Kauno Technologijos universitetas, ’lKMU Kardiologijos institutas

Ivadas. Zinome, kad daugelj tolydziy funkcijy galima isreiksti baigtine eksponenéiy suma. Kiek reikia eksponenéiu,
kad funkcija ar jos dalj biity galima iSreiksti eksponentémis, parodo kompleksisSkumas, nustatomas skaic¢iuojant Henkelio
matricy rangus. Siuo atveju tirsime elektrokardiogramos R dantelio amplitudZiy (auk$¢iy) kompleksiskuma atskiruose
intervaluose.

Darbo tikslas. Istirti, kiek komponenciy dalyvauja uzrasant EKG R dantelio amplitudes(aukscius), kai uzraSoma seka
yra suskaidoma pasirinkto ilgio intervalais. Tq patj padarysime ir kai EKG uzrasoma krtivio metu.

Metodika. Tarkime, kad turime funkcija, kuria galima iSreiksti baigtine eksponenciy suma:

m

f(x)= Z,urei"x, A. € C . Turime duomenis (ho h & h,... hn) Jkur by = f(hk), o h — fiksuotas teigiamas
r=1

skaiCius.

Tuomet konstruojame Henkelio matricas:

ho hl hk—l
H(k) _ 1 hz k
hk—l hk hzk-z

Jei duota funkcija f (x) galima iSreikSti eksponenciy suma, tai Sios sumos démeny skaicius lygus Henkelio

matricos rangui 7 =max rang H(k), t.y. randamas toks m , kad det H" %0 , o det H) = 0, Vrehl.
keN

Henkelio matricos rangas 71 ir nusako funkcijos (dinaminés sistemos) kompleksiskuma.

Rezultatai. Turime elektrokardiogramos R dantelio amplitudziy (aukséiy) (mikro voltais) ~10 min. seka realiu laiku

(milisekundém).
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Paskaiciave grafike parodytam duomeny intervalui Henkelio matricy determinantus, gauname tokia seka:

1 eilés 2 eilés 3 eilés 4 eilés 5 eilés

1426 10893 236.19 0.055164 2.8221e-013

Kai determinantas maZesnis nei 107 eilés, tada ji laikome lygiu nuliui. Todél galime daryti i§vada, jog $iuo atveju R
danteliy intervalo kompleksiskumas yra 4. Paskaiciave kompleksiskuma visiems sekos intervalams (ilgis 20 EKG cikly),

turime tokius rezultatus:

2500 T T T T
2000

1500
1000

500 | | | | |
]

g I I I I I I I I I I

i | | | | | | | | | | X 105

I§ pateikty grafiky matyti, kad po mazdaug 4,5 minuc¢iy, kai §irdi (dinaming sistema) nustoj¢ veikes fizinis kriivis,

kompleksiskumas tampa mazesnis t.y. nuo 5 komponenciy pereinama prie 4. Pastebéjome, kad analogiSskas R danteliu
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kompleksiskumo padidéjimas biidingas daugeliui pacienty , kai EKG uzraSoma esant fiziniam kriiviui. Taciau detaltis tyrimai

Sioje srityje nebuvo atlikti. Biitina paminéti, kad intervaly ilgiy parinkimas daro didelg itaka kompleksiskumui, taciau

tendencijos gali biiti panaSios. Geriausi rezultatai, iSrySkinantys tendencijas, kai Sirdis veikiama fizinio kriivio arba EKG

uzrasoma be jo, gaunami prie 20 EKG cikly intervalo.

I8 grafiky galime matyti kokia jtaka kompleksiskumui daro intervaly parinkimas:

Intervalo ilgis - 10 EKG cikly Intervalo ilgis - 20 EKG cikly

Intervalo ilgis - 30 EKG cikly Intervalo ilgis - 40 EKG cikly

8

jjm 4 i

=

Analogiska tyrima galima atlikti dar vienu EKG parametru t.y. laiko intervalais tarp R danteliy amplitudziy.

ISvados:

1.

Skai¢iuodami Henkelio matricy determinantus jvertinome EKG R dantelio
amplitudés kompleksiSkuma.

Nustatéme, kad R dantelio kompleksiSkumas skiriasi priklausomai nuo to, ar
EKG fiksuojama jprastomis salygomis ar fizinio kriivio metu . Pastebéjome, kad
fizinio Kkriivio metu gaunamas didesnis R danteliy kompleksiSkumas. Gautos

tendencijos biidingos daugeliui pacienty.

Padéka. Straipsnis parengtas vykdant Lietuvos valstybinio mokslo ir studijy fondo finansuojama projekta

(sutarties Nr. B-02/2007).
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Analysis of some ECG parameters using Hankel matrices
A.Sliupaité, Z.Navickas, A.Vainoras, L.Gargasas
Kaunas University of Technology, Institute of Cardiology, Kaunas University of Medicine, Lithuania

The main aim of this work was to adapt a special method, based on computing Hankel matrices determinants, to
evaluating complexity of some ECG parameters, especially R wave amplitude. Complexity basically shows how many
components participate in the work of a dynamic system. We found, that during intensive work, the rank of Hankel

matrices, which shows the complexity, have tendency to differ from the rank evaluated in normal conditions.
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4 PRIEDAS STRAIPSNIS: ELEKTROKARDIOGRAMOS PARAMETRU

KOMPLEKSISKUMO TYRIMAS

Publikacijos riiSis: Straipsnis atiduotas spaudai.

Leidinyje: Konferencijos medziaga ,,Matematika ir matematikos déstymas — 2008

Elektrokardiogramos parametry kompleksiSkumo tyrimas
A. Sliupaitél’z, Z. Navickas', A. Vainoras’
'Kauno technologijos universitetas

2 .. . .
Kauno medicinos universitetas

1. Ivadas. Medicinoje duomenys dazniausiai yra analizuojami statistiniais metodais. Taciau Siame darbe EKG
parametrus tirsime naudodamiesi algebriniais metodais, nes | kiekvieno Zmogaus organizma zvelgiant kaip | sudétinga ir

unikalia kompleksing sistema, statistinio tyrimo nepakanka.

2. Tyrimo metodika. 1. Tarkime, kad turime funkcija, kuria galima iSreiksti baigtine eksponenciuy suma:

f(x)= Z,ure/l’x, ﬂr €[] . Tegul duotas tos funkcijos reik§miy rinkinys (ho h h,... hn ), kur hk = f(hk), 0
r=1

h — fiksuotas teigiamas skaicius.

Konstruojame Henkelio matricas:

0 1 hk—l
H(k) _ 1 2 hk
hk—l hk h2k—2

Jei duota funkcija f (x) galima iSreik$ti eksponenciuy suma, tai $ios sumos démeny skaicius lygus Henkelio

matricos rangui mznklax I’angH(k), t.y. randamas toks m, kad det H™ #0, o det H ) =0, Vrehl.
eN

Henkelio matricos rangas m nusako funkcijos kompleksiSkuma. Kompiuteringje algoritmo realizacijoje salyga

detHé"”’) = (0 kei¢iama salyga detHé"”’) <g, r=m+l,m+2,--- . m+I, [ eN.

2. Panaudojg algebriniy lyg¢iy sprendimo metodus, surandame algebrinés lygties
hO hl hm
hl h2 hm+l
=0
h,, h, .. hy,,,
1 p p"
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Saknis 0, 0,,..., 0,,. Koeficientai A= (/11 5 /12’ ey ﬂm ) randami kompleksiniy skaiciy aibéje naudojantis sarysiu

A = Ln( pr) = ln| pr| +1i (arg P, ) +2xl, lel, r= I,_m Parametras [ priklauso nuo Zingsnio /4  parinkimo.

Pastebésime, kad prie pakankamai mazo 4, [ = 0.
3. Sudaroma tiesiniy lyg¢iy sistema

Pl +plpy+ o+ pppt, =h,  j=0,..m-1.

Jos sprendimui naudojami tiesinés algebros metodai. Gautieji sprendiniai yra koeficientai g4, 4,,..., 4L, .

3. Parametry kompleksiSkumo tyrimas. Taikant Henkelio Tntervaly (sek) tarp EKG cikhy R danteli anplitudiiy seke
matricy bei funkcijy reiskimo eksponentémis metodika, yra tiriami
zmogaus elektrokardiogramos (EKG) parametrai. Parametry seka
tiriame dalimis, kadangi kompleksiSkumas kinta laike. Pirmiausiai
duomenis interpoliuojame kubinémis kreivémis. Tai atlickama tam,
kad reiskimo eksponentinémis funkcijomis algoritme galétume laisvai 221

pasirinkti Zingsnio /4 dydi. Atlikus skaiGiavimus pastebéta, kad

07
geriausios aproksimacijos eksponentémis gaunamos, kai 4 = 0.75.
Pavyzdziui, tirdami intervalus tarp R danteliy amplitudziy konkre¢iam ™
U -10 .
pacientui, kai pasirinktas &€ =107, gauname tokius rezultatus: : : : : : :
100 200 300 400 500 600
ekg ciklo nr
1 pav. Parametry masyvas
rangas=7 rangas=7 rangas=6 irt.t.
1) = £20) 1) = £20x) f1z=) = f2G3)
rangas=>5
0,34 -
0,83 o
052 ] « (0saz—saurty) 00ORBHOIx (g npzgs
+0.00138 1) ¢ O HLTIDE g po17s (D)
+0.000193 1) ! "OIPAIED X 4 poi7s
o5 — 0.000193 1) ! 0 =380 F (g ppgas
000138 1) ¢ DIB -1 2
50 5‘2 5'4 5'6 5'8 6IEI 6'2




57

Pritaike Oilerio formulg (1) iSraiskai, gauname:

—D0.83Z ginh(0.000238 x) + 0.83Z cosh(0.000238 x)

000386 sinh(0.575 x) sin(3.61 x)

00038a cosh(0.575 x) sin(3.al1 x)

00276 sinh(0.143 x) sin( 1. 71 x)

00278 cosh(0.143 x) s 1.71 x)

00490 cosh(0.143 x) cos(1.71 x) 2)
O0490 sinh (0143 x) co=s(1.71 x)

00352 cosh(0.575 x) cos(3.61 x)

00352 sinh(0.575 x) cos(3.al x)

I+ + 14
ooocoOoOOo0D0O0

Pastebétina, kad kuo didesnis rangas, tuo didesnj funkcijos intervala galime atstatyti.

Tyrimas leidzia stebéti kompleksiSkumo pokycius laike "
tirlamiems parametrams, t.y. [prastomis elektrokardiogramos
uzraSymo  salygomis, krivio metu (kai pacientas mina
veloergometra) ir atsigavimo laikotarpiu.  Pastebéta, kad -

kompleksiskumo kitimo tendencijos Siais periodais skiriasi. Taciau

patirtis rodo, kad dar reikalingi detalesni tyrimai ir klasifikavimai. 1
pav. duomeny masyvui rangy pokyciai pavaizduoti 2 pav. Matyti,

kad po 300 ekg ciklo numerio, prasidéjus atsigavimo laikotarpiui,

rangy reik§més iSaugo, o ju kitimas tapo intensyvesnis. 4 : N — : : :
0 100 20 0 400 300 600

2 pav. Rangy kitimas

4. ISvados.
1. Realizuota funkcijy reiskimo eksponentémis metodika vertinant EKG parametry kompleksiskuma.
2. Nustatyta, kad tiriamy parametry kompleksi§kumas skiriasi priklausomai nuo to, ar EKG fiksuojama jprastomis

salygomis ar fizinio kriivio metu.
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THE ANALYSIS OF COMPLEXITY OF ELECTROCARDIOGRAM PARAMETERS

A. §liupaité, Z. Navickas, A. Vainoras

The analysis of complexity of ECG parameters is presented. We used the method of Hankel matrices in which

functions of finite H-rank are written as linear formation of exponential functions.



	KVALIFIKACINĖ KOMISIJA
	Literatūra


