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SUMMARY

The theory of extremes is used in many fields: to forecastalatisasters, to analyse corrosion,
air polution, resistance to discontinuity, system reliabditg in many others.
Let X, X,,....X,,... be a sequence of independent random variables, which distributidiofunc
F(x)=P(X, <x) j=1 and density functiorp(x) = 0.
We denote
Z, =max{X,, X,,...X,), Z,=G(z,);
W, =min(X,, X,,....X,), W, =g(W,);
hereG,(x )and g, (x ) are norming functions.
If
2,09 =L~ F(6, () - >0
u,(x) = nF(gn(x))n:o u(;<) >0, OxOR,
then
P(Z~n < x) S H(x)=e™;
PW < x,) - L(x)=1-e.

We analyse the estimates of the distribution ofetkteeme values

Pz, <x)=e ™ - ’ Zy (%) < S§Z§(x)’
7, <x)=e=a-R ) 2n£1+52”2(x)j R <5
6 n
PW, <x) =1-e™®(1-R (x)), U§(x)2 SRn(x)s§u§(x)
2n£1+5”n(x)j 6 n
6 n

The results are shown for identically distributeshdom variables, nonidentically distributed
random variables and many-dimentional random vlagalbn this paper we prove the theorems, where
analogical estimates for densities of extreme \wmlaee obtained. We analyse them for identically
distributed random variables (linear and non-lineamalization). At the end of this paper we présen

graphical results using Matlab 6.4.
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JVADAS

Stai keli pavyzdziai, kuriuose ekstremaliosios $eis (maksimumai arba minimumai) vaidina
svarhy vaidmerj.

Stichiniai gamtos reiSkinialPotvyniai, liitys, ekstremalios tempefabs, uraganai gali padaryti
nuostoly jvairiems statiniams (bokStams, uztvankoms, gyveesignns pastatams ir pan.). AiSku,
tokiy stichiniy nelaimiy negalime iSvengti, t&au projektuojant Siuos statinius bei parenkamnmnge
statybines medziagas, galima ir reikia atsizvelgtinety stichiniy nelaimy galimyle ir tai pacty
sumazinti padarinius. Sioms problemomsestprreikalinga pakankamai tiksli teorija, kuri lajs
atsizvelgtii galimy ekstremali gamtos reiSkini poveik.

Sisteny patikimumo problemaSakysime, sistema nustoja veikusi, jeigu sugendd& \ienas is
jos element. Siuo atveju maziausiai patikimas sistemos eleaseniri lemiamogtakos visos sistemos
funkcionavimui.

Korozija. Paprastai laikoma, kad metalidanga su dideliu korozipi déemiy skatiumi yra
paZeista korozijos, jeigu kurioje nors &y korozija apima vig dangos star Korozijos @¢miy gylis
yra atsitiktinis ir jis kinta laike priklausomai auaplinkos poveikio. Siuo atveju lemianitaka turi
maksimali korozijos defekto gylio reik&m

Atmosferos uZzterStumasAtmosferos uzterStumas iSreiSkiamas procentiniusaier kiekiu
atmosferoje. Svarbu, kad maksimali koncentracigasSme nevirSyt) nustatytos normos.

Atsparumas tikiams.Kaip rodo eksperimentai,era absolidiai vienalyiy medziag. Tockl ir
atsparumas @kimui taip pat gali bti nevienodas, net jei medzZiagos pagamintos taikarpai
technologiti proces. § fakty galima paaidkinti tuo, kad kiekviename taske (am@’oje srityje)
medziagos atsparumas yra atsitiktinis dydis. Megtisa atsparum traukimui lemia minimaj
atsparum turintis taSkas (grandirtriksta silpniausioje vietoje).

Sie pateikti pavyzdziai toli grazu neiSsemiayvigvej;, kuomet gali bti taikoma ekstremaljy
reikSmuy teorija, t&iau ir jy pakanka parodyti, kokia plati galiith Sios teorijos taikymo sritis. Eaau
ne vien tik taikomojo poidzio uzdaviniais turtinga ekstremgli reikSmi teorija, joje gausu ir
idomiy teoriny problemy. Pla&iau su ekstremaljy reikSmi teorija bei jos taikymais galime
susipazinti [4] ir [5] monografijose.

Siame darbe nagrjama nepriklausom atsitiktiniy dydZiy ekstremaliju reikdmiy skirstiniy
asimptotika, tiriamasyj konvergavimo greitis bei ieSkomi konvergavimo gi@ijveriai. Taip pat
nagrirejama ekstremalju reikSmi tankiy asimptotika, suformuluotos irodytos teoremos, kuriose
gaunami minimumo ir maksimumo tapkiveriiai. Sie uZdaviniai sprendZiami naggant kelis

atvejus:
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1) kai ekstremaliosios reik&® normuotos tiesiSkai (klasikirekstremalijy reikSmi; schema);
2) kai ekstremaliosios reik&s normuotos netiesiSkai;
3) kai ekstremaliosios reik&s yra daugiamas;

4) kai imamos nevienodai pasiskirssiy atsitiktiniy dydziy ekstremaliosios reikses.

Ekstremalijy reikSmiy asimptotika buvo tirta [1], [8], ekstremagli reikSmi konvergavimo
greitis nagrigtas [7], [10] , o ekstremaiiy reikSmi tankiy asimptotinis tyrimas atliktas [3], [9] ir [11]
darbuose.

Magistro darbo tema 2006 m. perskaitytas praneSmmalsslo konferencijoje ,Matematika ir
matematikos éstymas 2006“. PraneSimo medziaga bus iSspausdeithnylje ,Matematika ir

matematinis modeliavimas“.
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1 BENDROJI DALIS

1.1 EKSTREMALI UYJU REIKSMI U SCHEMOS SAVOKA

Sakykime, kadX,, X,,....X , ,..yra atsitiktinp dydziy seka. Sudarykime pirmyjy sekos na
variacire eilute

DS X, S EX

Fiksuokime kON. Kai n - o, atsitiktinius dydzius X,,, ir X vadinsime k-osiomis

n-k+Ln

ekstremaliosiomis reikd&&mis. DidZiausi ir maziausi variacires eilués narius pazygsime

Z, =max(X,, X,,..X,),
W, =min(X,, X,,..X,).

Atsitiktinius dydziusZ, ir W, vadinsime ekstremaliosiomis reik&mis arba tiesiog maksimumu ir
minimumu.

Tarkime,u,, =u,(x)yra tokia realaus kintamojo funkgigeka, kad pasiskirstymo funkgigeka
H,(u, (X)) = P(Z, <u,(x))

silpnai konverguoja pasiskirstymo funkcij H(x) . Taip apibézta strukiira Z,, kartu su prielaidomis
apie atsitiktini dydziy selq {Xn ,n= 1} bei funkcip selq { u,,, N 21} sudaro maksimump schem.
AnalogiSkai apibiziame minimung schem. Tarkime, v, =v,(X) yra tokia realaus kintamojo

funkcijy seka, kad pasiskirstymo funkggeka
L, (v (X)) = PW, <V, (X))

silpnai konverguoja neiSsigimusi pasiskirstymo funkcij L(x). Taip apibézta strukira W, kartu su
prielaidomis apie atsitiktini dydZiy selkq {Xn,n > 1} bei funkcip sek {v,,n=1} sudaro minimum
schem.

Jei atsitiktiniai dydziaiX,, X,,...,.X ... yra vienodai pasiskirstsu pasiskirstymo funkcijg(x), o

normavimo funkcijosi, ir v, tiesires, t. y.
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u,(x)=a,+bx, a,0R, b, >0,

(1.1)
v,(X)=c,+d.x, ¢, OR, d,>0

tai tokia ekstremailijy reikSmi (maksimuna arba minimum) schema vadinama klasikine.

Galimi jvairas klasikires ekstremaijju reikSmip schemos apibendrinimai. PavyzdZziui, vietoje
maksimumo ar minimumo galime inmkitasias ekstremaisias reikSmes; galime nagitnatsitiktiniy
dydziy seriy seky ekstremalisias reikSmes; atsitiktiniai dydiia{ixn,nzl} gali hati nevienodai
pasiskirs¢ arba priklausomi; normavimo funkcijas, ir v, gali biti netiesires; atsitiktiniai dydziai
{Xn, nz]} gali hiti daugiamaiai; variacires eilugs ilgis gali mti ne fiksuotas, o atsitiktinis @i
probleny nagrirgja vadinamosios peékmo teoremos); pagaliau galima nagtinne atsitiktini

dydziy, o atsitiktiny proces ar atsitiktiny lauky ekstremalisias reikSmes.

1.2 RIBINIAI EKSTREMALI UJU REIKSMI U SKIRSTINIAI

Suformuluosime kelaetfundamental) vienmaiy ekstremalijy reikSmiy teorijos rezultat.
Sakykime, X, X,,....X,, ,...yra nepriklausom vienodai pasiskitsusiy atsitiktiniy dydziy seka.
Tarkime,
F(x)=P(X; <x), 0j =21
Pazynekime
Z, =max(X,, X,,..X,),
W, =min(X,, X,,..X,).

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir novimo konstant sekos{a, n=1},

{b,>0, n22,{c.>0 n=21ir{d, n=21, kad

limP(Z, <a, +b,x)=H(x), (1.2)

n- oo

LiTo PW, <c, +d, x) = L(x) (1.3)
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kiekviename funkcij H(x)ir L(x)tolydumo taskedia H(x) ir L(X) yra neiSsigimusios pasiskirstymo
funkcijos). Tok konvergavim vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkgciprba atsitiktini dydziy
konvergavimu.

Sakysime, kad skirstinysF priklauso ribinio skirstinio H traukos skiai (Zymeésime
FOD(H)), jeigu egzistuoja tokios centravimo ir normavikeonstantos, kadiby tenkinama (1.2)
lygybe.

Sakysime, kad skirstinys priklauso ribinio skirstinioL traukos skiai (zymesime F OD(L)),
jeigu egzistuoja tokios centravimo ir normavimo &@mtos, kad diy tenkinama (1.3) lygyb
Pazynekime

a(F) =inf{x: F(x) >0}, (L.4)
(F) =sudx: F(x) <1.
Suformuluosime agygas, kurias turi tenkinti skirstiny$, kad jis priklausyt kurio nors

neiSsigimusio ribinio skirstinio traukos &#i. Taip pat pateiksime konstarparinkimo kuda.

1.1 teorema.Tarkime, «.(F) = o ir egzistuoja tokia teigiama konstants, kad

i 1-F(x) _ Nad (1.5)
o= 1 F(t)
su visaisx > 0. TuometF OD(H,,). Cia
0, X< 0,
Hla = -
’ expEx"), x>0.

Normavimo konstantals, galima parinkti tokiu bdu:

b, = inf{x 1-F(x) < E}
n

a =0.

n

1.2teorema. Tarkime, kada(F) <, 0 pasiskirstymo funkcija
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F'(x) = F(al(F) - ) (1.6)

X

tenkina (1.5) lyga. TuometF O D(H,, ) Cia

exp(—=x)7), x<0,

HZ,G(X):[:L XZO.

Centravimo ir normavimo konstantas galima paritddtiu bidu:

a, = «(F),

b, = a)(F)—inf{x:l— F(x) s%}

1.3teorema. Tarkime, kad su baigtine konstamtantegralas

w(F)
[@-F(y))dy (1.7)

a

yra baigtinis. Intervalda(F),a(F)) apibkzkime funkci

1

o(t)
[a-F(y)dy. (1.8)

t
Jei su visais realiaisiais egzistuoja riba

im 1 F(t+ xR(t))

) =exptx),

tai F O0D(H,,). Cia

H,o(X) = expEexpex)), xOR

Centravimo ir normavimo konstantas galima paritdiu bidu:
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a, = inf{x 1-F(X) < l}
n

b, = R(a,).
1.4 teorema. Tarkime, a(F) = —o ir egzistuoja tokia teigiama konstanta kad

F _

lim FO X 1.9

su visaisx > 0. TuometF OD(L,,) . Cia

L = 1-(exp(-x)™), x<0,
t g, x> 0.

Normavimo konstantas galima parinkti tokitdoi:

1.5teorema. Tarkime, kada(F) <, 0 pasiskirstymo funkcija

F*(x) = F(a(F) —i) (1.10)

tenkina (1.9) glyga. Tuomet FOD(L,,). Cia

1-exp(Ex)7), x<0,
0, x=0.

L2,a (X) = (

Centravimo ir normavimo konstantas galima paritddtiu bidu:

c, = a(F),

d = sup{x: F(x) < %} _a(F).

1.6 teorema. Tarkime, kad su baigtine konstaitantegralas
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[-F(y))dy (1.11)
yra baigtinis. Intervalda(F), «(F)) apibezkime funkcij

_ 1
r(t) —%a(.igF(y))dy. (1.12)

Jei su visais realiaisiais egzistuoja riba

F(t+xr(t))

lim F(t) =exp(x),

t-a(F)

tai F OD(Ly,) . Cia

Lyo(X) =1-expexp()), xOR

Centravimo ir normavimo konstantas galima paritdiu bidu:

c, = sup[x F(x) < l}
n

d,=r(c,).

Pastaba. Siose teoremose pateiktas centravimo ir normavimenstant a,,b,,c, ir
d, parinkimo idas rra vienintelis. Mes negalime teigti, kad tai yrasppapra&ausias konstant

parinkimo liidas ir kad taip parinktos konstantos yra geriaydi@isau jis yra geras tuo, kad yra

paprastas ir konstruktyvus.

1.7 teorema. Klasikingje maksimum schemoje egzistuoja tik tryS(Hl,a,sza,Hgyo)

neissigimusio ribinio skirstinio tipai.

1.8 teorema. Klasikingje minimumy schemoje egzistuoja tik tr)kkla, L,q:Lso ) neissigimusio

ribinio skirstinio tipai.
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1.9 teorema. Tarkime turime klasikia maksimuna schema:
1) FOD(H,, ) tada ir tik tada, kaiv(F) = o ir tenkinama (1.5)ayga.

2) FOD(H,,) tada ir tik tada, kai(F) < o ir funkcija F"(x) = F((D(F)—l) (x>0) tenkina
’ X

(1.5) slyga.
3) FOD(H,,) tada ir tik tada, kai (1.7) integralas yra baigiir tenkina (1.8)#yga.

1.10 teorema. Tarkime turime klasikia minimumy schem:
1) FOD(L,,) tada ir tik tada, kair(F) = e ir tenkinama (1.9)#gyga.

2) FOD(L,,) tada ir tik tada, kair(F) <eir funkcija F’(x) = F(a(F) —%) (x> 0) tenkina

(1.9) salyga.
3) FOD(L,, ) tada ir tik tada, kai (1.11) integralas yra biaigtir tenkina (1.12) slyga.

Sio skyrelio rezultatai pirmkart, gauti [7], 0 1.1 — 1.10 teorepirodymai pateikti [6] darbuose.

1.3 DAUGIAMA C1U EKSTREMALI JJU REIKSMI [ SCHEMOS SAVOKA

Sakykime, kad {Xn:(len,xzvn,...,xmvn),nz]} yra m-meciy - atsitiktiniy  dydziy  seka.

Pazyntkime

Z,= max(xi,lvxiz’""
W, =min(X ;. X, 5.

n)

X ’
Xio) i=1...m

ApibréSimem-maiiy atsitiktiniy dydziy pirmyjy n sekos nati maksimuma ir minimuns;

= (Z ZZ,n"' 'Zm,n )’

Zn 1n?
W= (Wl,n ’W2,n . '\Nm,n )

m-masius atsitiktinius dydzius Z, ir W, vadinsime daugiamémnis ekstremaliosiomis reik3mis
arba tiesiog daugiamia maksimumu ir daugianda minimumu. Toks daugiania; ekstremaliju

reikSmiy apibezimo hbidas rra vienintelis, téiau jis yra labai pldai taikomas daugianday
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ekstremalyjy reikSmi teorijoje, kadangi toks maksimumo ar minimumo &glmo kidas daznai
btina glygotas taikomojo paidzio uzdaviny specifikos.

Aritmetines operacijas tarp vektorapibesSime pagal komponentes, t.y.

X+ Y= (% + VX + Vv X + Vi)
XY = (X Y3 % Vo vee Xy Yo

Z-(ﬁﬁ X—J
Yy YY)

o nelygyle x <y reiks nelygyhi sistem x, <y, (1<i<m).
Tarkime, {gn(x) = (gln (X s+ G (x ))n 21} yra toky grieztai monotonini ir tolydZiy

(kiekvienos komponeas atzvilgiu) vektorink funkcijy (jas vadinsime normalizavimo funkcijomis)
seka, kad pasiskirstymo funkgigeka

G,(9,(¥) = P(Z, < g,(X)

silpnai konverguoja neisSsigimusi m-mat pasiskirstymo funkcij G (mmat pasiskirstymo funkcij
G vadinsime neiSsigimusia, jeigu visos jos vientmaimarginaliosios pasiskirstymo funkcijos
G (xi)(i :L...,m) yra neissigimusios. Taip ap#ata strukiira Z,, kartu su prielaidomis api@maiy
atsitiktiniy dydZiy sek {X,,n=1} bei normalizavimo funkaij sek {g,(x),n=1} sudaro daugiantay
maksimung schem.

Tarkime, {t,(X) = (t,, (% )--tma(Xn)hn =1 yra toky normalizavimo funkcii seka, kad

pasiskirstymo funkcij seka
T (t,) = PW, <t,(x)

silpnai konverguoja neiSsigimusi mmat pasiskirstymo funkcyj T. Taip apibézta strukiira W,
kartu su prielaidomis apiermaiiy atsitiktiniy dydziy seka{Xn,nzl} bei normalizavimo funkaj
sekaft, (x),n =1 sudaro daugianta; minimumy schen.

Jeigu mmma&diai atsitiktiniai ddeiai{Xn,nzl} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskifssu
pasiskirstymo funkcija

F(XeerXm) = P(Xp; < X0 X < %) D21,

mj

o normalizavimo funkcijogy,,(X) ir t,(x) yra tiesirs, t.y.
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gn(X) = (a:Ln + b].nxl"""am,n +bm,nXm)’
tn(X) = (C:Ln +d:LnX1"""Cm,n +d, X )'

m,n“'m

a,¢,0Rb >04d, K >0i=1..m,

i,n? ¥in

tai tokia daugiamaiy ekstremalijy reikSmip schem vadinsime klasikine daugiaia ekstremalijy
reikSmiy (maksimuna arba minimurg) schema.

Kaip ir vienmaiu atveju, klasikig ekstremalijy reikSmiy schema galiiiti apibendrinta. Galima
nagrireti daugiamaiy atsitiktiniy dydziy seriy seky ekstremalisias reikSmes; normalizavimo
funkcijos gali lmti netiesires; daugiaméy atsitiktiniy dydZzy sekos ilgis gali @ti ne fiksuotas, o
atsitiktinis; m-maciai atsitiktiniai dydziai gali bti nevienodai pasiskirstarba priklausomi. Galima
nagrireti k-tasias daugiamates ekstremalas reikSmes. Pagaliau su daugigimaekstremalijy

reikSmiy schema glaudziai susiglaugiamaiai rekordai ir indukuotos pozicés statistikos.

1.4 EKSTREMALI UYJU REIKSMI U LOKALIN ES TANKIU TEOREMOS

Sakykime X, X,,....X,, ,... yra nepriklausomi, vienodai pasiskistabsoligiai tolydieji
atsitiktiniai dydziai su pasiskirstymo funkcij& (x) = P(Xi < x) ir tankio funkcija p(x) .
Pazynekime
Z, =max{X,,...,X,..),
W, =min(X,,.... X ,.,).

Tarkime, kad skirstinysF(x) toks, jog galima parinkti tokias centravimo ir m@vimo
konstany sekas{a ,n=>1}, {b, >0,n=1}, jog F(x) priklauso neissigimusio ribinio skirstiniel (x)
traukos sdiai

limP(Z, <a, +b,X) = H(X).

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir norimay konstant sekos {c,n=>1},

{dn >0,n= ]} , jog F(X) priklauso neiSsigimusio ribinio skirstinib(x) traukos skiai
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lim P(W, <c, +d,x) = L(X).

n- oo

Tiesikai normuoto maksimum(@, —a_)/b, tankio funkcij paZyntkime:
pZn (X) = (n +1)bn p(an + an)F n(an + bnx) .
Suformuluosimeaygas, kurias turi tenkinti skirstinys (x) , kad iS (1.2) grySio iSplauki

lim p, () =H'(x). (1.13)

1.11 teorema. Tegul F(x) pasiskirstymo funkcija turi p(x) pasiskirstymo tank Jeigu
FOD(H) ir

a) H=H,,, tai (1.13) srySis bus teisingas interva(@,oo) tada ir tik tada, kai tankio funkcija

p(x) yra teigiama su pakankamai dideliaisr sua > 0 tenkinama glyga

xp) _ ,.
e l-F(x)

b) H=H,,, tai (1.13) sryis bus teisingas interva(@,) tada ir tik tada, kai tankio funkcija
p(x) yra teigiama, ir sur >0 tenkinama glyga

(-
wF)  1-F(X)

gia a(x) = sufx: F(x) <1};

c) H=H,,,tai (1.13) srysis bus teisingas su visaisada ir tik tada, kai tenkinamalygga

im i(l—_F(X)j:o
=u® dx| - p(x)

. . D - W, —-c . ..
Pazyntkime tiesiSkai normuoto m|n|mume”d—“tank|o funkcip

n

P, (X = (n+1)d, p(c, +d,x)L-F(c, +d,x))".

Suformuluosime glygas, kurias turi tenkinti skirstinio funkcij&(x), kad tiesiSkai normuoto

minimumo tankisp,, konverguot i ribinio skirstinioL(x) tank, t.y.
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Li[rl Py, (X) = L'(X). (1.14)

1.12 teorema. Tegul F(x) pasiskirstymo funkcija turp(x) pasiskirstymo tankJei F [ D(L) ir

a) L=L,,, tai (1.14)sarysSis bus teisingas interva(e oo;O) tada ir tik tada, kai tankio funkcija

p(—x) yra teigiama su pakankamai dideligisr sua > 0 tenkinama alyga

b) L=L,,, tai (1.14)sarySis bus teisingas interva(@;oo) tadair tik tada, kai tankio funkcija

p(—x) yra teigiama, ira >0 tenkinama glyga

(a(F)-x)p(-x)

|
x-a(F) F(—X)

:a1

dia a(F) =inf{x: F(x)>0};

c) L=1L,,, tai (1.14)sarysSis bus teisingas su visaisada ir tik tada, kai tenkinamalgga

m i(L()jo
x-a(F) dx p(—x)

1.11 — 1.12 teoremos suformuluotogadytos [10] darbe.

1.5 VIENODAI PASISKIRS CIUSIU EKSTREMALI UJU REIKSMI U
SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

Tarkime, kad X,,X,,...,X,,... yra nepriklausomp ir vienody skirstinp su

P(X, <x)= F(x) atsitiktiniy dydZi seka. Apibezkime netiesines strukias:

Z, =max(X,, X,,...X,), Z,=G*Z,);

W, =min(X,, X,,...X,), W, =g;*(W,).
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Cia {G,,n=1 ir {g,,n=1— tolydZiyjy ir monotonidkai digjartiy normavimo funkcij sekos.

Atskiru atveju (tiesinis normavima$§), (x) =a, +b,x; g,(x)=c, +d_x.

Jeigu
z,() =n-F(G,(¥)) - z(x), (1.15)
Uy (%) = n(F (g, (x))) - u(x), (1.16)
tai
PZ, <x) - H(x)=e, (1.17)
P, <x) - L(x)=1-e (1.18)

su visaisx O R.

1.13 teorema.Tarkime, kad yra tenkinama (1.15)yga. Tada su visais, tenkinagiais slyga

z (X) < E’ galioja stinys
P(Z, <X) =" L-R (), (1.19)
ia
2(x) 5 Z2(x)
2 R.(¥) =~
2n(1+2 Z () 6 n

1.14 teorema.Tarkime, kad yra tenkinama (1.1G)yga. Tada su visais, tenkinatiais slyga

U < E’ galioja astinys

P(W, <X) =1-€™® (1= R, (x); (1.20)
éia
uz(x) 5 us (%)
————=<R (X )< :
on (1+5u (x)) n
6 n
Pastabos:

1. KompaktiSkesnis (&au ne toks tikslus) liekamojo narieertis:
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() u,(x)

% galime keisti slygomis A% <9<l —*~—*<qg<1. Tada
n n

2,09 _1 (9 _
PER L F

1. Slygas
2 n

i R,(x) iverKiusjeis parametrag.
2. Pazyngkime
pa(¥) = 2,(9 - 2(x),
tada

P(Z, <X)=H(X)e”*™1L-R (x )). (1.21)
Yra skirstini, kuriems o, (x) =0, tuomet

P(Z, < x)= H(X)a- R, (¥)).

1.13 — 1.14 teoremos yra suformuluotogadytos [1] darbe.

1.6 NEVIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZIU
MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

Tarkime, kadX,, X,,...,X,,,... yra nepriklausomatsitiktiniy dydzi, turin¢iy skirstinio funkcijas
F,(x) =P(X; <x),0) 21,
seka. Apibézkime Siy atsitiktiniy dydziy sekos pirmju n narip maksimung

Pazynekime
m,(x) =min(1- F; (a, +b,x)), (1.22)
<j<n

M, (x)=maxi- F;(a, +hb,x)) (1.23)

I<js<n

2,00= Y - F,(a, +b,0) (1.24)
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gia{a,, n=1ir{b,, n=1— centravimo ir normavimo konstansekos.
Tarkime, tenkinamaatyga
imM, (x)=0, OxOR

n-oo

C e . Z —-a _— . . .
Tada tam, kad tiesiSkai normuoto maksmuméb—“ skirstinys silpnai konverguet i

n

neiSsigimugribinj skirstin H(x), batina ir pakankama, jogity tenkinama glyga

Li[r; z,(X) = z(x);

be to ribinis skirstinysH (x) = e .
1.15 teorema.Tarkime, kad

lim P(Z, <a, +b,x) = H(x)=e¥.

n- oo

Su visaisx, su kuriaisM , (x) < % teisingas éstinys

P(z, <a, +b,x)= e - R, (X); (1.25)
gia
~ m, ()2,
1+ M. (X)z (%) <R,(x)< M, (x)z,(x)

1.15 teorema suformuluotajmodyta [8] darbe.
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2 TIRIAMOJI DALIS

2.1 VIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZI U MAKSIMUMO
SKIRSTINIO ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Siame skyrelyje taikydami 1.13 teoremos rezultagmusime nepriklausom vienodai

pasiskirsiusiy atsitiktiniy dydziy ekstremaliju reikSmiy maksimumo skirstimi destinius.

2.1.1 Eksponentinis skirstinys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziaiX,, X,,....X,, ,..turi
eksponentipskirstin:

F(x)=1-¢e™*, x= 0.

Siuo atveju «(F)=+c. Kadangi «(F) yra begalinis, galime taikyti 1.1 arba 1.3 tecgem

1.1 teoremosatyga yra netenkinama, téldtaikome 1.3 teorem Integralas

[

J.(l— F(y)dy= J'e‘ydy =-e7 | =1
a 0 0
yra baigtinis ir

w(F) ©
[a-F(ypdy [e'at o

R(t) = =t == = Fl<t<ao(F
() 1—F(t) e—t e—t :L 0'( )< <0.( )’
— —(t+X) —t A—X

LoFexRt) e € etet
N O S

tai F OD(H,,(x)); cia

Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokias

a, =In(n), b, =1

n
Toliau gauname

z,(x)=n(t-F(a, +b,x)) = nft-[L-e ™)) =g,

z(x) =limz,(x)=lime™ =e .

n- oo n- o
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Siuo atveju
Pa(¥) = 2,(x) - 2(x) =0,
tockl yra teisinga (1.21) iSraiSka

P(Z, <a, +b,x) = H(x)e M- R (x) =™ @- R, (X); (2.1)
cia
e—2x -2X

_° <R (X<

2n+e*

e

—
Naudodami (2.1) iSraigk( 0, (x) =0) surandame eksponentjnatsitiktiniy dydziy maksimumo

skirstinio konvergavimo greéio jvertj:

P(Z, <&, +b,X) —~H(X) = H()(1-R,(X) = HX)(@1- R,(X) ~H(X) = ~H(XR, (X), (2.2)
tockl
~H(R,,(¥) <P(Z, <a, +b,x)=H(X) <=H(XR, ,(X),

—-2X -x\" —2x
A (1— € j e <o S

2n+e >

Eksponentinj atsitiktiniy dydzy maksimumo skirstinio konvergavimo g¥e jvertio grafine

realizacija pateikta 1 priede.

2.1.2 Tolygusis skirstinys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziaiX,, X,,...,X,, ,..turi tolyguji

skirstin:
0, x<0,
F(X) =1X, O0<sx<1l,
1 X>1.

Siuo atveju «.(F) =1 yra baigtinis, todl taikome 1.2 teorem Konstruojame funkcij
. 1 1
F(X)=FwWF)-=|=1-=
(X) (W( ) XJ »

ir tikriname, ar ji tenkina (1.5)a/ga. Kadangi
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1
im i i X i Loy
the 1-F7(t) te= 1l teex
t
tai funkcija F~(x) tenkina (1.5)#lyga, toctl F OD(H,,);
Cia
e”, X<0,
1 x=0.

H2,a(x) :[

Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokias
a, =1 b, =—.
Toliau gauname
z,(x)=n@-F(a, +b,x)) = n(l—l—%) = -X,
z(x) = m z.(x)= Li[r.l(— X) = —X.
Siuo atveju

P,(%) =2,(X) ~ 2(¥) =0,

todkl yra teisinga (1.21) iSraiSka

P(Z, <a, +b,X) = H(x)e ™ (1- R (x)) =e* - R,(X);
dia

X2

2n + x?

X2

Taikydami (2.2) iSraisk gauname tolygijy atsitiktinih dydZzy maksimumo skirstinio
konvergavimo greio jverti
~HMR,, () <P(Z, <a, +b,x)=H() <-H()R,,(x),
2

n 2

X X X
—-e* > <|1+— - < e —.
2n+ X n n

Tolygiyjy atsitiktiniy dydzip maksimumo konvergavimo gt#d jverio grafine realizacija
pateikta 2 priede.
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2.1.3 Netiesinis normavimas.Tarkime, kad atsitiktiniai dydziak,, X,,...,X,, ,.turi skirstin:

n

-1
F(x)=1 N’ X=e

[6] darbe yra parodyta, jog Sio skirstinio atvegegzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstant

sekos, kad tiesiSkai normuoto maksimumo skirstikgaverguo | neissigimug skirstin, tocl

-1

 (In(Z . . o
im P(qu:l.m p(zn<enx):|.m(1_l 1an —e%, x>0
n- oo n n- oo n- o ne

X\l—‘

H(x) = X

Siuo atveju

z,(x) =n-F(a,(x)) = n[1—1+ij = %

nx

. 1 1

= =lim===
z(x) nmz() lim > =~

o (x) =1z, (x)— z(x) =0.

Tuomet taikome (1.21) iSraigk

P(Z, <a,(x) =H(x)e”™a-R (x) =€ (1 R,(¥);
cia
1
2n>< +1

SRM=—.

Taikydami (2.2) iSraiSkgauname netiesiSkai normuditsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinio
konvergavimo greio jvert
~H(®R, (¥ <P(Z, <a,(x))-H(¥) <-HXR,,(x),

1 1 1 n 1 1 1
—eX——<|l-—| —eX<-eX—.
2nx° +1 nx nx
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NetiesiSkai normuat atsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinio konvergavimo gt jvercio

grafine realizacija pateikta 3 priede.

2.2 VIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZI U MINIMUMO
SKIRSTINIO ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Siame skyrelyje taikydami 1.14 teoremos rezultammusime nepriklausom vienodai

pasiskirsiusiy atsitiktiniy dydziy ekstremaliju reikSmiy minimumo skirstini destinius.

2.2.1 Tolygusis skirstinys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziaiX,, X,,...,X,, ,..turi tolyguji
skirstin:

Kadangi

1
tim ) =i X =i L= im Lo
e FI(Y) e _1 0 et e x

t
tai ribinis skirstinys yra
1-exp(x), x<0,
L2,a (X) =
0, x=0.
Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokias

1

c. =0 d ==.
n

n

Toliau turime



29
u,(x) =nF(c, +d,x) = nF(Ej = nﬁ =X,
n n
u(x) =limu, (x) =lim x = x.
Siuo atveju

£,(¥) =, (x) ~u(x) = 0.
Tuomet

PW, <c, +d,x)=1-P(W, >c, +d x)=1-e"®(1-R (x) =1-e™ 1~ R, (X);
dia

X2

2
2n[1+5XJ
6 n

Tolygiai pasiskirgiusiy atsitiktiniy dydZiy minimumo skirstinio konvergavimo gego jvertis
(Pr(x)=0) yra

2
<R (x) 22
n

o | ol

1-e™®(L-R(x) - L(¥) =1~ (- R (¥)) -1+e™ =" (R, (x) = 1~ L(:)R,(x). (2.3)

Tuomet

@L-L(X)R,1(x) < PW, <c, +d,x)-L(X) < L= LR, (%),

2

. . x\" . 5x?
Zn[lmj
6 n

Tolygiyjy atsitiktiniy dydZziy minimumo skirstinio konvergavimo grgd jvercio grafine
realizacija pateikta 4 priede.

2.2.2 Netiesinis normavimas.Tarkime, kad atsitiktiniai dydziak,, X,,...,X,, ,.turi skirstin:

—p- 1
F(x)=1 InGg’ X=e

X
. . N @)
Parenkame netiesimormavimo funkcg A(W,)=e " . Gauname
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PO, < 4,(9) =1~ (- F(A,())" =1-| | |
1+7
n
lim P[Wn < e(l+:)J =L(x)=1-e™
Siuo atveju
_ _qo L |_ nx
U, (9 =n(F(8,(x)) =n 1 x| Thex
n
u(x) = limu, (x) = lim % = x
n-e n-e N+ X
ir
Pn(X) % 0.
Tuomet
PW, < 8,(x)) =1-&"(L-R,(x) =1-e "* (=R, (x);
dia

NetiesiSkai normuat atsitiktiniy dydZiy minimumo skirstiniojvertiy grafirg realizacija pateikta

5 priede.
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2.3 NEVIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZI Y
MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Siame skyrelyje tirsime nevienodai pasiskiisiy atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio
asimptotily. Taikydami 1.15 teoregngausime maksimumo skirstinipertj, kai atsitiktiniai dydZiai
turi Pareto skirstip

Pareto skirstinys. Nagrirekime atsitiktinius dydzius{X,,n=1}. Tarkime, kadk atsitiktiniy
dydziy yra pasiskirst pagal Pareto skirstinsu parametrul, =1,0 likusieji atsitiktiny dydziy

pasiskirs§ pagal Pareto skirstirsu parametrul, = 2, t.y.

A .
Fj(x):l—?', x2A >0, j=12

Parink centravimo ir normavimo konstantas

n

a,=0 b, => A =k+2n-2k=2n-k
i=1
gauname

_ n _ n A k 2n -2k 1

Z"(X)_,-:l(l F (a +b X))_Z;X(Zn k) (2n—k)+ x(2n—k) ;

A 2
M 1-F, b,x))= = = :
W(x)= TE,?‘( (a, +b,%)) rL'?fiﬁ(XZn:/]i e x(2n—K) ~ x(2n—K)

j=1
A 1

=min ‘
in:/‘i i<jsn x(2n - k) x(2n-k)’

=1

m, () —]r_nln(l F,(a, +b,x))= min
<Jsn <j<n

Taikome 1.15 teoremir tikriname glyga

. A 2
lim max—— = lim max =lim =0,
noowl<jsn & n-wljsn 2n—k n-«2n-k
i
i=1

tockl
limM, (x)=0

n- o



imP(z, <a, +b,x)=H(x)=e ¥, x>0.

x|

Toliau gauname

Todel

Pazynekime

Gauname toknevienodai pasiski¢gisiy Pareto atsitiktinj dydziy maksimumo skirstinigverti:

P(z, <a, +by) = H(Ye*™ (- R,(0) =¢ * (- R, ()

éia
co Cr(12)
2x2 +2c? <R/()s< X
1 2
2n_k4 SRn(X)S 2n;k
2X2 + X
2n—

Taikydami (2.2) iSraiSk gauname nevienodai pasiskitsiy Pareto atsitiktini dydziy

maksimumo skirstinio konvergavimo gt® jverti

~H(R,,(0) <P(Z, <a, +b,x)=H(X) <~H(X)R,,(x).
Kadangi

Kk n-k
_ n _ K n-k — — 1 - 2

P(Z, <a, +b,x) = n Fi(a, +b,x) = F*(a, +b,X)F;*(a, +b,x) = (1 (on- k)xj (1 (2n- k)xj ’
tai

32
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Pareto atsitiktini dydziy maksimumo skirstinio konvergavimo gt grafine realizacija

pateikta 6 priede.

2.4 NEVIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZI U MINIMUMO
SKIRSTINIO ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Suformuluosime irjrodysime teorem kurioje yra gaunamas nevienodai pasiskisy
atsitiktiniy dydziy minimumo skirstinigvertis.

Tarkime, kadX,, X,,..X, ,..yra nepriklausom atsitiktiniy dydzi, turinéiy skirstinio funkcijas
F,(x)=P(x, <x) D=1
seka. Apibézkime Si atsitiktiniy dydziy pirmyjuy n nariy minimums;
W, =min{X,, X,,.... X, }.
Pazyntkime
m,(x)=minF; (c, +d,Xx),

I<j<n

M, (x)= maxF, (c, +d,x),

I<j<n

un (X) = i I:j (Cn + an);

=1
gia{c,} ir {d, >0} - centravimo ir normavimo konstarnsekos.
Tarkime, kad tenkinamaylyga
limM_(x)=0,

n- o

L .. W -c o . : e,
tada tam, kad tiesiSkai normuoto mlnlmumé‘d—” skirstinys silpnai konverguetj neiSsigimug

n

ribinj skirstin L(x), bitina ir pakankama, joguly tenkinama slyga



limu, (x) =u(x) > 0.

Be to ribinis skirstinys yrd (x) =1-e™®,

2.1 teorema.Tarkime, kad

lim P(W, <c, +d, x)=L(x) =1-e®,

n-o

Su visaisx, su kuriaisM , (x) < % teisingas éstinys

P(W, <c, +d,x)=1-e™® 1- R, (X);
dia

> m, (90, (%)

T+M_ (U (9 <R, (¥) =M (¥u,(x).

Jrodymas.Turime

P(W, <c, +d,x)=1- l_l (L-F,(c, +d,x) :1—exp{zn:|n(— - (c, + dn(x)))))} =

:1—exp]|JZ:In(— F,(c, + dnx))}.

Logaritmg skleisdami Teiloro eilute gauname

k=1 j=1 K
Pazynekime
L F'(Cn +dn(X) “
Ln (X) — z Z ( i ” )
k=2 j=1
Tuomet

P(W, <c, +d,x)=1-g™®™09,

IS Cia gauname

34
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PW, <c, +d x)=1-e™ 1-R (x); (2.4)
gia
R,(x)=1-e™"®, (2.5)

Ivertindami nair R, (x) naudosime nelygybes

kurios yra teisingos su visaisz 0.

IS pradzy rasimejvertj iS virSaus. Atsizvelgi teoremosayga M . (X) s% gauname

R0 =1~ <1, (0= Y (F (c, +dnx))2[3+1+i+...j <Y (F(c, +d,0)° <

= 2 6 16 (2.6)
<M, (X)u,(X).
Dabar surasimererti iS apios:
N GICETRC) R
L (X) 2 i1 A n Emn(x)un(x)
R(¥)=1-e"® > M2 > (2.7)

LM MU0 1AM, (0, (0

Atsizvelg: i (2.6.) ir (2.7.) nelygybes gauname naf)(x) jverti. Tada iS (2.4.) iSplaukia teoremos

teiginys.

Tolygusis skirstinys. Tarkime, kadk atsitiktiniy dydZiy tolygiai pasiskirst intervale(O, 51) (Cia
6, =1), o likusieji atsitiktiniai dydziai yra tolygiaigsiskirsg intervale(O, 92)(éia 6,=2),ty.

1 .
Fj(x):é?jx, O<X<E’ =12, 6,=1 6,=2

]

Parenkame centravimo ir normavimo konstantas



ano’ d”: nl :21k
>
i=1
Siuo atveju
u,(x) = nelx +..+ ng"x =X

Z;Hj ZHJ.
=

u(x) = LIEI;]O u,(x) = x.

Tolygiai pasiskirgiusiems atsitiktiniams dydziams

,x 2X 2x

2X

M, (x) = maxF;(c, +d,x) =max — =
] ]

& k+2n-2k  2n-k
) 1+3°2
]Z; . >

i=l  j=n-k

QJ-X X

Z":a 2n-k

m,(X) =minF,(c, +d x) =min
J J

Tikriname 2.1 teoremosilyga

Si silyga tenkinama, tad
limP(W, <c, +d x)=L(x)=1-€*, x>0.

n-oo

Toliau turime

P, (%) =, () ~u(x) = 0.

Tuomet taikydami 2.1 teorepgauname

Plw, <c, +d,x)=1-e™®@-R, (X)) =1-e™{1- R, (X)),

gia

> m, (90, (9

LM 0,09 = = MU, 9,

36



37

1
22n-k _ g ()< 2X
2x? ‘R”()‘zn—k'
1+
2n—-k

Taikydami (2.3) iSraisk gausime nevienodai pasiskinssiy tolygiyjy atsitiktiniy dydziy
minimumo skirstinio konvergavimo gteo jvertj.

@L-LOYR,, (0 < PW, <c, +d,x) - L(X) < L~ L())R, ,(x)

Kadangi
n x ) 2x \"
PW. <c +d x)=1- 1-F. (X))=1-]1- 1- ,
. <c, a0 =1- [ Fy 00) =112 122
tai
1 x? ) )
+ A - )
e—X 22n_k <e—X_ 1_ X 1_ 2X <e—X 2X .
2%2 2n-k 2n-k 2n—-k
1+- =2
2n-k

Tolygiyjuy atsitiktiniy dydziy minimumo skirstinio konvergavimo gtéd grafine realizacija
pateikta 7 priede.

2.5 DAUGIAMA CIU ATSITIKTINI U DYDZI Y MAKSIMUMO SKIRSTINIO
ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Daugiamaiy atsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinigveriius rasime 1.13 teoremos rezujtat
pritaike daugiamaiy atsitiktiniy dydziy schemai.

2.5.1 Dvimatis eksponentinis skirstinysTarkime, kad atsitiktiniai dydziai

{Xn = (X1,n1 Xzyn,...,men), n 2]}
turi skirstinio funkcip

F(x,x,)=1-€™ —e™ +e™™,

Sio skirstinio vienmais marginaliosios funkcijos yra:



38

FL(x) = lim Fx,x,)=1-e™,

F,(x,) = lim F(x,x,) =1-e™.

Pasizyngje x = (xl, x2) ir parinke centravimo ir normavimo vektorius

a, = (In(n), In(n), b, = @Y

gauname
e e * %
F(an+bnx):1— - + -
n n n
Ribinis skirstinys
. ) . e_X1 e—XZ e_X1_X2
H(x)=lim P(Z, <a, +b x) = lim F"(a, +b x) = lim| 1- - 2 _
n- oo nooo oo n n n
n? ne Xl +ne X2 g X17X2
li [1 ne_X1 + ne_XZ _e_X1_X2 jn li (1 ne—x1 + r’le_x2 _e_X{XZ J_ne'xlme'><2 —e e m[E_ n? ]
=Imj 1= =lim|1- _
2 2
n-o n n- ool n
= e_e’xl_e’xz . X > 0, X, > 0.
Tuomet
e—X1 e—Xz e—X;l—x2 ~ . e_xl_xz
z,() =n(l-F(a, +b,x))=n1-1+——+"— - | =™ +e™ - :
n n n n
. ) _ _ XX _ ~
z(x) =limz,(x) =lim| e™ +e™ - —e* +e
n- o n-o n
e_x1‘xz

Py(¥) = 2,() ~ 2(x) = -

Taikydami (1.21) iSraiskgauname

e x

P(z, <a,+b,x)=H(xe*?@-R (X)) =e*""e " @-R (X);

gia
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Dvimatiy eksponentinj atsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinigveriy grafine realizacija

pateikta 8 priede.

2.5.2 Dvimatis Pareto skirstinys. Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai

{xn = (xl,n’ x2,n""'xm,n)’ n 2]}

turi skirstinio funkcig

1 1

Fx,x,)=1-—-= ,
(% %,) M

X >0,x,>0.

Sio skirstinio vienmais marginaliosios funkcijos yra

. 1
F.(%) = lim F(xl,xz):l——,
Xy — 0 X1
F,(x,) = lim F(x,,x ):1—i.
2\ ) = 1172 X,

Pasizyngje X =(X;,X,) Ir parink centravimo ir normavimo vektorius

=(00), b, =(n.n)

randame ribipskirstin

R
H(X): lim P(Zn <a, +an):e[ % xz], (Xl,X2)>O.
Tuomet
Z(x)‘n(l Fa +bx (—+—— 21 J:i+i— 1 ,
n"X;X; X Xy NXX,
2(x)—I|mz (x)-||m(i f 1o j_iJ,i,
X X,  NXX, XX

1
XX,

Pa(¥) =2,() = 2(x) = -
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Taikydami (1.21) iSraiskdaugiamaiams atsitiktiniams dydziams gauname

1 1 1

P(Z, <a, +b,x) = H(X)e”® 1~ R (%) = ebfoé@ - R, (%);

Cia
z2(X) Z2 (%)
n X) < n ,
2n+ z2(X) R () n
2 2
(1 1 1 j (1 1 1 J
4+ - o = -
X X XX, _<R (X< X X NXX, _
1 1 1 n
n+| —+—-
Xl X2 nx1X2
Dvimatiy Pareto atsitiktinj dydZzy maksimumo skirstinigvertiy grafire realizacija pateikta
9 priede.

2.6 VIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZI U MAKSIMUMO
TANKIO ASIMPTOTINIS TYRIMAS

Suformuluosime iiirodysime teorem kurioje yra gaunamas vienodai pasiskirsiy atsitiktiniy

dydZiy—" “% maksimumo tankigvertis. Sakykime, ka®, (x) =a, +b,x .
Jeigu

z,() =n(L-F(a, +b,x) — z(x), (2.8)
tai

P(z, <a, +b,x) - H(x)=e™. (2.9)

2.2 teorema. Tarkime yra tenkinama (2.6jlgga. Tuomet su visais tokiais, kad ZT(X)S% yra

teisingas tankigvertis:
p,, (¥) = (n+1)b, p(a, +b,x)e™" (1R (x)); (2.10)

éia
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Jrodymas. Atsitiktiniai ddeiai{Xj Vi = ],2..n+]j|l yra nepriklausomi ir vienodai pasiskigstoctl

P(Z, <a, +b x)=F"™(a, +b x),

p, () =(F™(a, +b,%))'= (n+Db, p(a, +b,x)F " (@, +b,X)

F'(a, +bnx):(1— Z“(X))n.

n

2

1
—, gauname
n 2

Atsizvelg: i salyga

£

P(Z, <a, +b,x) = (n+1)b,p(a, + bnx)e{ -

=

= (n+1)b, p(a, +b,x)e" ex%— ni%(Z“T(X)j } =(n+1)b,p(a, +b,x)e =M (- R, (x)) (2.11)

éia

n

R, (X)=1—ex%— né%(z" (X)jk} (2.12)

Ivertinsime liekamji nai R, (x) taikydami nelygyb

kuri yra teisinga visiems > 0.

VirSutinis jvertis yra:
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x) (2.13)

R(z—= 0/ > 20 2 (X)2 . (2.14)
B ni(zn (x)) LA 2n[1+ 57 (x)j
=L n 6 n 6 n

IS (2.12), (2.13) ir (2.14) mes gauname liekama@om Rn(x) ivert. Tuomet taikydami (2.11)

gauname teoremos teigin

Pastabos:

1. Galima naudoti kompaktiskegtazsiau grubesh R (x) ivert

AR )

2n+2z7(x) n
z(x) 1 . L Z, (x) . e
2. Slyga T < > galima pakelstlT <g<1. Tadaj R, (X) iverius ieis parametrag.

3. Pazyntkime
() =2,(x) - Z(x).
Tuomet
p,, (¥ = (n+1)p(a, +b,x)b,H(x)e™*" (1= R, (x)).
Jeigup,(x) =0 , tai

p,. (x) = (n+1)p(a, +b,x)b,H (x)@- R, (x)).

2.6.1 Eksponentinis skirstinys. Nagrirekime eksponentinius atsitiktinius dydii@éj , ]2 1},
kuriy skirstinio funkcija ir tankis yra:

F(X)=1-exptx);  p(X) =expEx).
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Parinke centravimo ir normavimo konstantasg, =In(n), b, = gauname

lim P(Z, <a, +b,x)=H,(x)=e™".

n- o

Tikriname 1.14 teoremos cjlgga:

p(x)(](l— F(t))dt e'xooj(1—1+e" Jait

P y _
TR GFO) )

Si salyga yra tenkinama, tetl
lim p, , =H'(X)=€e"e*".
Turime

Pz (x) = (n +1)bn p(an + bn X)F " (an + bn X) = n_+1e_x (1_ e—ln(n)—X)n )
" n

z, (X)=n@-F(a, +b x)) =n@l-1+e "™™>) =™,

Taikome 2.2 teoremeksponentiniams atsitiktiniams dydziams ir gauname

p,, (X) = nT+1 e¥e™ (1-R,(¥);

éia
—2X —2X
GSe_ZX sRn(x)sgen .
2n(l+— )
6 n

Eksponentini atsitiktiniy dydziy maksimumo tankiojveriiy grafine realizacija pateikta

10 priede.

2.6.2 Tolygusis skirstinys.Nagrinckime tolygiuosius atsitiktinius dydiid@(j , ]2 1}, kuriy
skirstinio funkcija ir tankis yra:

0, x<0,
F(x)=¢x, 0sx<] p(x) =1.
1 x>1



. . . . 1
Parinke centravimo ir normavimo konstantas, =1, b, == gauname
n

limP(Z, <a, +b x)=H(x)=e*, x<O.

n-oo

Tikriname 1.14 teoremos bylgga:

Si salyga yra tenkinama, tetl

Turime

pzn(x) = (n+1)bn p(an +an)Fn(an +an) = (n:]-l) (1+

z.(X) =n(l-F(a, +b x) = n(1—1—§) = -x

Taikome 2.2 teorenattolygiesiems atsitiktiniams dydziams

b, (¥ :”T”ex 1-R,(X);

éia
2 2
X5 i sRn(x)ng—.
on+> %) :
6 n
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n
X
n 1

Tolygiyjy atsitiktiniy dydziy maksimumo tankigvertiy grafire realizacija pateikta 11 priede.

2.7 VIENODAI PASISKIRS CIUSIU ATSITIKTINI U DYDZI U MINIMUMO

TANKIO ASIMPTOTIKA

Suformuluosime iijrodysime teorem kurioje yra gaunamas vienodai pasiskirsiy atsitiktiniy

dydzig 2o~ Cn

n

minimumo tankigvertis. Sakykime, kad, (x) =c, +d x .
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Jeigu
u, () =n(F(c, +d,x) - u(x), (2.15)
tai

PW, <c +d x) - L(x)=1-e"®, (2.16)

2.3 teorema. Tarkime yra tenkinama (2.163lgga. Tuomet su visais tokiais, kad un(x)

yra teisingas tankigvertis

Py, (9 = (n+1)d, p(c, +d,x)eM (- R, (x)); (2.17)
éia
unS(X)z( ) < Rn(x)sguanX)
2(1j

Jrodymas. Atsitiktiniai dydiiai{xj V)= l2..n+]} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstoc|
P(W, <c, +d x) =1- (1- F(a, +b x))™,

By, () ={1- - F(a, +b,x)™) = (n+1d, p(c, +d,x)L- F(c, +d,x)"

(1-F(c, +d ) = [1- “n(x)j”.

n

0,0

Su visaisx tokiais, kad

, gauname

N~

i

i)

P(W, <c, +d,x) =(n+1)d, p(c, + dnx)e{ =

n

= (n+1)d, p(c, +d,x)e™™ ex%- ni%[“” (X)j } = (n+1)d,p(c, +d,xeMa-R (x))  (2.18)

gia
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R,(%) :1—ex;+ ni%(””(x))k} (2.19)

kuri yra teisinga visiems > 0.

Virsutinis jvertis yra:

k=2 k=3 n
u, (x) i (2.20)
w2 0 g1 [un(x)j < uﬁ(x)(1+ g} _5uz(x)
2n 1- u, (X) =kl n 2n 6 n
n

k=2\ N 2n _ u,
R,(x)= - TS > : (2.21)
“ 1+ ni () 1+§un7(x) 2n 1+§un(x)
k=2\ N 6 n

15 (2.19), (2.20) ir (2.21) mes gauname liekamaioian R (x) jvert. Tuomet taikydami (2.18)

gauname teoremos teigin

Tolygusis skirstinys. Nagrinckime tolygiuosius atsitiktinius ddeiLflsxj, ] 21}, kuriy

skirstinio funkcija ir tankis yra:

0, x<0,
F(x)=¢x, 0sx<] p(x) =1
1 x>1

: : . 1
Parank centravimo ir normavimo konstantas =0, d, == gauname
n
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lim P(W, <c, +d, x)=L,(x)=1-e™*, x<0.

n- oo

Tikriname 1.15 teoremos bilgga:

lim (O’(F) _ X)p(—X) X -1
x-0 F(—X) x-0 — X

Si silyga yra tenkinama, tal
lim py, , =L'(X) =€e™

Turime

o = (n+1d, p(c, +d,X)(1-F(c, +d,x)" _”T*l(l—g)n,

u, (X) = nF(c, +d.x) = n[%j =

Taikome 2.3 teoreattolygiesiems atsitiktiniams dydziams

n+l _,

Py, (¥ =—e 1-R,(),
dia
L < Rn(x)

5 (x)°
2n(1+6 o ~)

&)

mlo'l

Tolygiujy atsitiktiniy dydziy minimumo tankigveriy grafire realizacija pateikta 12 priede.

2.8 NETIESISKAI NORMUOT U ATSITIKTINI U DYDZI Y MAKSIMUMO
TANKIO ASIMPTOTIKA

Suformuluosime teoresnkurioje yra gaunamas netiesiskai normuoto maksimer;*(Z,, ) tankio
jvertis;¢ia a,(x) yra netiesini normavimo funkcij seka
Jeigu
z,() =n(L-F(a,(x) - (>0, (2.22)
tai

P(z, <a,(x)) - H(X) =e™. (2.23)
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Be to dar tarkime, kad

Limo Pz, = H'(X).

2.4 teorema. Tarkime yra tenkinama (2.233jlgga. Tuomet su visaistokiais, kad % < % yra

teisingas tankigvertis:

p, () = (n+2)a,' () p(a, ()™ (1~ R, (x)); (2.24)
Cia
z, (X)2 <R (X< 52, (x)
oo 220 O

Sios teoremogodymas yra analogidkas kaip ir 2.2 teoremos.

NetiesiSkai normuotas skirstinys. Nagrinckime atsitiktinius dydiiuixj, j 21}, kuriy

skirstinio funkcija ir tankis yra:

—p- 1 S
F(x) =1 N’ p(x)

Parink: netiesig normavimo funkci a, (x) =e™ gauname

lim p, (x) = |im[”—+21[1—ij J= H'()=—e
noe 0 n-o NX nx X

Turime

P20 = (4047, (4 P(@, C)(F (@, ()" = (n+1)ne™ L (1_ij |

" L nx
2,(x) = n(l- F(@, (1) = n(nixj -1
Taikome 2.4 teorem
P2, 09 = (0411, (ol () 1 R, () = B 1 R (1)

éia
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—ZS
n
2n+ E
%

Siy netiesiSkai normuaqt atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankiojveriy grafine realizacija

pateikta 13 priede.

2.9 NETIESISKAI NORMUOT U ATSITIKTINI U DYDZI U MINIMUMO
TANKIO ASIMPTOTIKA

Suformuluosime teoresn kurioje yra gaunamas netiesiskai normuoto minimyj*(W,) tankio
jvertis;cia S, (x)netiesiny normavimo funkciy seka.
Jeigu
U, () = n(F(g,(x))) - u(x)>0, (2.25)
tai
P(W, < ,(x)) - L(x) =1~ (2.26)
Be to dar tarkime, kad

Li[rl Py, (X) = L'(X).

2.5 teorema. Tarkime yra tenkinama (2.26)algga. Tuomet su visaisx tokiais, kad

4, () < % ,yra teisingas tankigvertis

n
B, (9 = (n+2)d, p(8,(9)e™ (1~ R, (x)); (2.27)
Cia
u? (x) 5uz(x)
( 5u:(x)fR”(X)Se »
2n 1+———"+1
6 n

Sios teoremogodymas yra analogidkas kaip ir 2.3 teoremos.

NetiesiSkai normuotas skirstinys. Nagrinekime atsitiktinius ddeiu;{Xj , j2 1}, kuriy

skirstinio funkcija yra:

-1 S
F(x) =1 InGY" p(x) In)



X

n

1+
Parinke netiesig normavimo funkcy B, (X) = e[ ] gauname

P(vvn<an(x>)=1—(1-F(a,,(x»)”=1—[1—[1— . B =1- 1x) =1-|

Inan(x) Ine[j|_+H 1+§
ir
wed
limPIW, <e* " |=L()=1-€e™.
Siuo atveju yra tenkinamalgga
lim py, () =L'() =e™
Turime
I n +1 1
Puucs = (M+D,09 (8,01~ F(a, ()" =18 |
n(1+ Xj :|_+E
n

nx
u,(X) =n(F(B,(x)) = —.
n+ x
Taikome 2.5 teorem

n+ 1)e_["n*XX)

b, (0 = (n+ 1), ()p(8, (e @R, () = )

gia

(nrlxxj <R (x)<

2
(nxj
on| 14 2AN*X

Siy netiesiskai normuat atsitiktiniy dydZiy minimumo tankiojveriiy grafire realizacija

pateikta 14 priede.

50

yra
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3 PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Sasaja su vartotoju yra sukurta naudojant Matlabporamin paket. Sis paketas pasirinktas
todkl, kad ji naudojant matematiniai rezultatai gafitibnesunkiai ir iSsamiai pavaizduoti grafiskai.
Sjsaja su vartotoju yra sukurta naudojant Matlabnéodiuf ,,GUIDE".

Programa yra skirta rezultatams grafiSkai pavaitiddbpaleidZziama atidarius hylmag1l.fig“.

<) Ekstremaliuju reiksmiu skirstiniu asimptotika

E kstremalivju reikzmiu skirztiniu azsimptotilk.a

Fradeti darba Baigti darba

3.1 pav. Pagrindinis programos langas

Noredamas pragti darky vartotojas pagrindiniame programos lange (3.1 )pawi paspausti
mygtuky ,praceti darg“. Ji paspaudus yra atidaromas langas, kuriame yra wtirpegrindiniai

uzdaviniai (3.2 pav.).
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<) Sprendziami uzdaviniai Eﬂ@ El

“Wienodal pasiskirsciusiu atsitiktiniu dydziu ekstremalivju rellksmiu skirstiniu asimptotika

Mevienodai pasiskirsciuziu atsiikbiniu dydziu ekstremalivju reilcsmiu skirstiniu asimptotika

Wienodai pasiskirsciusiu atsitikbiniu dydziu ekstremalivju reiksmiu tankiu asimpotika

Daugiamaciu atsitiktiniu dpdziu mak simuma skirstinio asimptatika

Grizhi i pagrindini meni

3.2 pav. Langas, kuriame yra nurodyti pagrindiniai sprendziamiuzdaviniai

Paspaudus norimo uzdavinio mygiulra atveriamas langas, kuriame tas uzdavinys yra

sprendziamas konkretiems skirstiniams. Vartotog@spasirinkti minimumo arba maksimumo ativej

7 |Vienodai pasiskirsciusiu atsitiktiniu dydziu ekstremaliuju reiksmiu asimptotika

Stochastiniu maksimumu skirstiniu asimptotika

lasinfs normavimas neliesins normavimas

Eksponentinis skirstings | M etiesiskai nomuatas skirstings

Talygusis skirstings |

Stochastiniu minimumu skirstiniu asimptotika

lesinis normavimas nelesis NOrMmavimas

Tolygusiz skirstings Metiezsiskal normuaotas skirstings

Grizti i pagrindini meniu |

3.3 pav. Langas, kuriame vartotojo pasirinktas uzdavinys yra sprenddamas konkretiems

skirstiniams

Sakykime, kad vartotojas tiria ekstrengali reikSmiy skirstiny asimptotilkhs maksimumo atveju.
Paspaudus mygtak,eksponentinis skirstinys” (3.3 pav.) yra atverasmgrafirs realizacijos langas
(3.4 pav.). Jame rezultatai pateikiami arba fiksms n, arba fiksuotiem paspaudus atitinkagm
mygtuka. Mygtukas ,valyti naudojamas grafiniams duomenimaikinti ir paruoSia lang kito

uzdavinio sprendimui. Paspaudus mygtukbaigti darla” yra griztamaj pasirinkto uzdavinio meniu.
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) Eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Eksponentinis skirstinys F(x) =1 -exp(x)

maksimurno KORYErGavIimo greicio Yerclial kKal n=

-0.m P
Ribiniz skirstings:
002 Hixl = ewp [-exp [+])
- Narmawimo i centravimo
o konstantos:
an=lnln). bn=1
004 fl === virsutinis ivertis
: — apatinis wertis
—— konvergavimo greitis
-0.05 L ; L D
1 2 3 4 a
*

Hkseotems n fhksuotems x

Erraizpti Eitaizpti Walpti Baigli darba

3.4 pav. Grafinés realizacijos langas

Toliau vartotojas gali spsti ta pai uzdavin kito skirstinio atveju arba spragipls mygtula

»grizti i pagrindin meniu“ sugizti i pagrindin meniu. Analogiskai yra sprendziami ir kiti uzdaigin
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DISKUSIJA

Ekstremaliyjy reikSmi teorija pasizymidomiomis teoriamis problemomis, o jos rezultatai yra
taikomi daugelyje stiy (meteorologijoje, finansuose, draudime, sistepatikimumo tyrimuose,
kokybes kontrotje ir daugelyje kit). Siame darbe yra nagéjamas vienas i$ ios teorijos uzdayini
ekstremalijy reikSmiy skirstiniy asimptotika. Pirmojoje darbo dalyje remiantisAksomatio gautu
rezultatu yra surastos dvipissekstremaljjy reik3miy skirstiniy aproksimacijos. $i aproksimacij
iSraiSkos yra taikomos konkretiems skirstiniamsspekentiniam, tolygiajam, netiesiSkai normuotam,

Pareto). Bendruoju atveju aproksimagiaklaidos eils nustatyti negalima, d@u tirdami konkréius
skirstinius nustame, jog paklaidos eilyra l Reilkety pamireti, jog Si paklaidos edl yra teisinga tik
n

pasirinky skirstiniy atveju. Minimumo ir maksimumo skirstinkonvergavimo greiai yra tirti tik tais

atvejais, kaip,(x) = 0todl konvergavimo greitis yra surastas ne visiems inagems skirstiniams.

Pavyzdziui, netiesiSkai normuoto minimumo atvejpang/ko surasti tokio skirstinio, kuris tenkirgia
salyga, tockl nagrireta tik skirstinio asimptotika. Analogiski rezultatgra gauti ir nevienodai
pasiskirsiusiy atsitiktiniy dydziy bei daugiaméy atsitiktiniy dydziy schemoms.

Antrojoje darbo dalyje yra gauti ekstrenu@hi reikSmi tankiy déstiniai bei dvipués
aproksimacijos. Siuo atveju norint gauti paprastefstinio iSraiSly yra nagrigjami nen nariy, bet
n+1 nario maksimumai ir minimumai, tai yra

Z, =max{X,,...,X,.,),

W, =min(X,,.... X .,).

Bendruoju atveju, kaip ir nagéjant ekstremaijju reikSmu skirstiniy asimptotili, paklaidos eds

nustatyti negalima, &au gaui rezultah pritaikius konkretiems pavyzdziams (eksponentiniam

tolygiajam, netiesiSkai normuotam) gauta paklaieitisyra l
n
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ISVADOS

1. Nepriklausom atsitiktiniy dydziy maksimumo skirstiniui galiojaegtinys:
P(z, <a, +bx)=e ™" L-R (¥);

¢ia R, (x)— tam tikra funkcija, priklausanti nuoir n.
2. Nagrirety skirstiniy (eksponentinio, tolygiojo, Pareto) atveju dydRjgx) eilé n atzvilgiu lygi E
n

3. Nepriklausomy atsitiktiniy dydZziy minimumo skirstiniui galioja analogiSkasegtinys kaip ir
maksimumo skirstiniui.

4. Kai kuriems skirstiniams, kaip,(X)= Oyra gauti maksimumo ir minimumo skirstini

konvergavimo greio jveriai:

~H(X)R,,(X) < P(Z, <a, +b,x)=H(x) <-H(XR,,(x),

(1-L()R,. () < P(W, <c, +d,x) = L(x) < (1= L(Q)R, ,(X).

5. Nepriklausom vienodai pasiskiksusiy atsitiktiniy dydZzy maksimumo tankiui galiojaégtinys:
p,, (x) = (n+1)p, p(a, +b,x)e™* ™ (1R, ()}
¢ia R, (x)— tokia pati funkcija kaip ir atsitiktimi dydziy maksimumo skirstinio atveju.

6. Nepriklausom vienodai pasiskikgusiy atsitiktiniy dydziy minimumo tankiui galioja analogiSkas
destinys kaip ir vienodai pasiskifisisiy atsitiktiniy dydziy maksimumo tankiui.
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REKOMENDACIJOS

Siame darbe yra tirta nepriklauspmatsitiktiniy dydZiy ekstremalijy reikdmi; skirstiniy
asimptotika. Si problema taip pat galiitb sprendziama nagréjant jvairius klasikires schemos
apibendrinimus:

1. vietoje maksimumo arba minimumo galima ikiasias ekstremadsias reikSmes;

2. nagrireti ekstremalijuy reikSmiy asimptotik, kai imties @ris yra atsitiktinis;

3. kai atsitiktiniai dydZiai{ X ,, n =1} yra priklausomi.
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1 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU EKSPONENTINI U
ATSITIKTINI U DYDZI Y MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7 Eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Eksponentinis skirstinys F(x) = 1 -exp(-x)

maksimurno skirstinio konvergaviro greicio iverciai, kai n=2
D -

-0.01 Ribinis skirstirgs:
Hlx) = exp [-ewp 4]

002,

Hormavime i centravima

konstantos:

-0.03 -

an=Inln]. bn=1

0.04 _Il" == virsutinis ivertis
' — apatinis ivertis

—— konvergavimo greitis
n

2 3 4 &

-0.08
1

W
fksuolems n fksuobems x

Braizyti Braizyti Walyuhi Baigti darba

1.1 pav. Eksponenting atsitiktini y dydZiy maksimumo skirstinio konvergavimo gretio

jveréiai, kai n=2

7 Eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika
Eksponentinis skirstinys F(x) = 1 -exp(-x)

maksimurno skirstinio konvergavirno greicio ivercial, kal x=2
Or

Ribiriz skirstings:
-0.005 -

Hix] = exp [-exp [-4])

Hormavimo ir centravimo
konstantos:

w— 0.01F

an=Inln), bn=1

0msf -+ wirsutinis ivertis
— apatinis ivertis
—— konvergavirmo greitis

2 4 B g 10 12 14

-0.02

fksuoliems n fksuobems x

EBraizyti Braizyti Walyti Baigti darba

1.2pav. Eksponentini atsitiktini y dydziy maksimumo skirstinio konvergavimo gretio

jverdiai, kai x=2

58
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2 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU TOLYGI UJU ATSITIKTINI U
DYDZI U MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7 Tolygiuju atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Tolygusis skirstinys  F(x) =x, 0O<=x<=1

maksimumao skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai n=10

Ribinis skirstings:
-0.01

Hix] = explx]
0.02 Mormavimo i centravimo korstantos:
| T an=1. bn=1/Mm
-0.03
0,04 - - - wrsu_tlr_us |\-'er1_|s
ey — apatinis iveris
[ —— korwergavimo greitis

0.0s L L T .

-2 -1.8 =il 0.5 0

X
Hhstiokems n Mhstotems x
Braizyti Braizyti Walyti Eaigti darba

2.1 pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZig maksimumo skirstinio konvergavimo gretio jveré¢iai,
kai n=10

| Tolygiuju atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Tolygusis skirstinys  F(x) =x, O<=x<=1

maksimurno skirstinio konvergavirno greicio iverciai, kai x=-0.5

Ribiniz skirstings:
Hix) = explx]

Mormavimo ir centravimo konstantos:

- an=1, bn=1/m

015 -- virsutinis ivertis
— apatinis iveris

—— konvergavimo greitis

02 \ \ \ \ N n n

2 4 B g 10 12 14

n
fhsuotems n Hhstotiems x
Eraizyti Braizyti Walyti Baigti darba

2.2 pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZig maksimumo skirstinio konvergavimo gretio jveré¢iai,
kai x=-0.5
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3 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU NETIESISKAI NORMUOT U
ATSITIKTINI U DYDZI Y MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Fx)=1-1n(x), x>=e

maksimumo skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai n=10

-0.005 Ribiniz: shirstings:
-0.0$1 Hix) = exp(-17%]
0015F .-~ 5 M etiesing centravima i
— U niomavine funkciia:
-0.02 alx] = explnz]
-0.025
/ - wirsutinis ivertis
-0.03 — apatinis ivertis
—— konwergavirno greitis
0035 L L T T .
1 1.5 2 25 5 35 4

x
Hkstolerns 1 Hhstolienms x
Braizyti Braizyti Walyti ‘ Baigti darba [

3.1 pav. NetiesiSkai normuof atsitiktini y dydziyg maksimumo skirstinio konvergavimo

greicio jveréiai, kai n=10

7} |Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Fix)=1-1n(x), x>=e

maksimurno skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai x=2

-0.02

Ribiris skirstings:

-0.04 Hix) = exp(-17%)
Metiesine centravima it

00| i
narmavimo funkcija:

-0.08

alx] = expln*x]

uillgg .

---- apatinis iveris
-0.12 — virsutinis ivertis
—— konwergavirmo greitis

1 2 3 4 5 B 7 g & 10

0.14

n
fksuokems n fksuoliems x

Eraizyli Braizyti Walyti ‘ Baigti darba |

3.2pav. NetiesiSkai normuoty atsitiktini y dydzig maksimumo skirstinio konvergavimo

greicio jveréiai, kai x=2
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4 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU TOLYGI UJU ATSITIKTINI U
DYDZI U MINIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

2 | Tolygiuju atsitiktiniu dydziu minimumo skirstinio asimptotika

minimuma skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai n=1000

Tolygusis skirstinys F(x) =x, 0<=x<=1

0.a
- apatinis ivertis
— wirsutinis ivertis
06 \ —— konvergavimo greitis

Fiibiniz skirstinys:
L[] = 1-expl-x]

Mormavimo ir centravimo
konstantos:

cn=0 bn=1/Mm

= 08 0

Hhstiorems n fksuoliems x

Biraizyti | Eiraizyti ‘ W alyti ‘

Baigti darba

4.1pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydziy minimumo skirstinio konvergavimo greicio jver¢iai, kai
n=1000

7 Tolygiuju atsitiktiniu dydziu minimumeo skirstinio asimptotika

Tolygusis skirstinys F(x) =x, 0<=x<=1

I m"‘minimumu skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai ¥=-0.01
1

-- apatinis ertis
— wirsutinis ivertis

0.8 . -
—— konvergavimo greitis

Ribiniz zkirstinys:
Lx) = 1-expl-x]

Mormavime ir centrading
konstantos:

cn=0, bn=1/

n
Fhsuobems n Hksuokems x

Eiraizyti | Biraizpti ‘ Walyti

B aigti darba

4.2 pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZiy minimumo skirstinio konvergavimo grei¢io jver¢iai, kai

x=-0,01
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5 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU NETIESISKAI NORMUOT U
ATSITIKTINI U DYDZI Y MINIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu minimumo skirstinio asimptotika

F(x)=1-1{n(x), x=>=e

minimumo skirstinio iverciai, kai n=20

1.02
Ribiniz skirstings:
! L[#] =1 - expl-+]
0.98 Metiezing nomavimo funkcija:
— 095 b= exp(1 + 2 /1)
el

- apatinis vertis
0.9z — virsutinis ivertis
—— skirstinio funkcija

0ol \ \ \ N .
3 4 & B 7 g 9 10

X
Fksuoberms n Hksuokems x

Eraizyti Braizyti Walyti Baighi darba

5.1pav. NetiesiSkai normuof atsitiktini y dydZiy minimumo skirstinio jveréiai, kai n=20

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu minimumo skirstinio asimptotika

F(x)=1-1{n(x), x>=e

minirmumo skirstinio iverciai, kai x=5

1.05
Ribiniz shkirstings:
1 Ligl =1 - espl)
05 Metiesine namavima funkciia:
- b =exp[1 + 5 4 1]
09
0ss ---- apatinis ertis
i — virsutinis ivertis
—— skirstinio funkcija
] L . . L 1 1 1 )
2 3 4 =1 & 7 g 9 10
n
Hkstolerns 1 Hhstoliems x
Braizyli Eraizyti Walyti Baigti darba

5.2pav. NetiesiSkai normuof atsitiktini y dydzig minimumo skirstinio jver¢iai, kai x=5
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6 PRIEDAS. NEVIENODAI PASISKIRS CIUSIU PARETO ATSITIKTINI U
DYDZI U MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7 Pareto atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Pareto skirstinys F(x)=1-(w [X); x>=w>{(;

maksimumo skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai n=10, k=1

k. atsitiktiniu dwdziu w =1
- ke atsitiktini dydziv - w=2

Centravima i nomnavimo konstartos:
an=0. bn=2n-k
Ribiniz skirstings:

Hixl = exp [-144]

-- virsutinis ivertis
— apatinis ivertis
—— konvergavimo greitis
& 10 15 20
b3

-0.04

fksuobems n Hhsuobems x

Braizyti Braizyti Walpti EBaigti daiba

6.1 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio konvergavimo gretio jver¢iai, kai
n=10, k=1

7} Pareto atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Pareto skirstinys F(x)=1-(w [X); x>=w>{(;

maksimurno konvergavimo greicio iverciai, kai k=3, k=1

- _,»-"'”"-"-" 7777777 k atsitikliniu dydziu w=1
- : -k atsitikbin dydzin w=2
DS "r Centravim ir normavimo konstantos:
an=0. bn=2n-k
= Ribiniz skirstings:
HIxl = exp [-14%]
015 - ---- apatinis ivertis
— virsutinis iveris
—— konwergavimo greitis
02 L L T |
& 10 15 20
n

fkswotems n Hksuobems x

Etraizyti Braizypti Walgti Baigti dartba

6.2pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio konvergavimo gretio jver¢iai, kai
x=3, k=1
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7 PRIEDAS. NEVIENODAI PASISKIRS CIUSIU TOLYGI UJU ATSITIKTINI U

DYDZI U MINIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7 [ Tolygiuju atsitiktiniu dydziu minimumo skirstinio asimptotika

—

Tolygusis skirstinys  F(x) =1*x;

minirmuma skirstinio konvergavimo greicio iverciai, kai n=10, k=1

- apatinis ivertis
— virsutinis ivertis

0.06 - \ —— konvergavimo greitis
0.04
002
0 - . .
10 12 14
%
Hhsuotierns n fksuotiems x
Biraizpti Braizyti Walpti

e atzitiktiniu dwdziu t=1
n - k atgitikhiniu dedziu - t=2

Centravimo ir nomavimo konstantos:
ch=0, dn=1/2n-k]

Ribinis skirstings:

Ll =1 - exp [-#]

Baigti darba

7.1pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZig minimumo skirstinio konvergavimo grei¢io jveréiai,
n=10, k=1

7 [ Tolygiuju atsitiktiniu dydziu minimumo skirstinio asimptotika

—

Tolygusis skirstinys  F(x) =1* x;

minimumo skirstinio kanvergavimo greicio iverciai, kai x=1, k=1

DDB\

- apatinis ivertis
— virsutinis ivertis
— korvergavimo greitis

006
0.04 ¢
002
i} 5
] 15 20
n
Hhsuokierns n Hhsuotiems x
Eiraizyti Biraizpti Walpti

e atzitiktiniu dwdziu t=1
- k atsitikhiniu dydziv t=2

Centravimo ir nomavimo konstantos:
ch=0 dn=1/2n-k]

Ribinis skirstings:

Ll =1 - exp[-4]

Baigti daiba

kai

7.2pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZig minimumo skirstinio konvergavimo grei¢io jveréiai, kai

x=1, k=1



8 PRIEDAS. DVIMA €I EKSPONENTINIU ATSITIKTINI U DYDZIU
MAKSIMUMO SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

<} Dyvimaciu eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

Dvimatis eksponentinis skirstinys F(x,y) = 1 - exp(-x) -exp(-y) - exp(-x -y)

maksimumao skirstinio iverciai, kai ¥=1, n=10

0.7
Ribiniz skirstings:
b Hiy) = xp Lenpla] - expl])
Centravimo ir normavwimo
0.5 vektoriai:
- 04 an =[Inln]. Inln)). bn=(1.1]
03 -- virsutinis ivertis
: — apalinis ivertis
— maksimumo skirstings
0z . . n n )
1] 2 4 B 8 10
b
fhsuoliems nirx  dksuofiems x iy
Eiraizpti Btraizyti Walyti Baigti darba
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8.1pav. Dvimatiy eksponentiniy atsitiktini y dydZig maksimumo skirstinio jveréiai, kai x=1,
n=10

<} Dyvimaciu eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

048
046 F

0.44

raksimuma skirstinio verciai, kai x=1, y=1

Dvimatis eksponentinis skirstinys F(x,y) = 1 - exp(-x) -exp(-y) - exp(-x -y)

Ribiniz skirstings:
Hixy) = exp [-expl-x] - expl=]]

Cenitravima it hormawimo

wviektorial:
- 042 an = [In[n]. In[n]).  bn=(1.1]
04 -- virsutinis ivertis
: — apatinis ivertis
—— maksimumo skirstinys
036 . . N n )
10 20 30 40 50
n
fksuwolioms nirx  Tkstoliems x iy
Braizti Braizyti Walyti Eiaighi darba

8.2pav. Dvimatiy eksponentiniy atsitiktini y dydZig maksimumo skirstinio jveréiai, kai x=1,

y=1



9 PRIEDAS. DVIMA CIU PARETO ATSITIKTINI U DYDZI U MAKSIMUMO
SKIRSTINIO ASIMPTOTIKA

7 Dvimaciu Pareto atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

maksimumao skirstinio iverciai, kai n=10, x=1

Dvimatis Pareto skirstinys Fixy)=1-(1/x)-(1/yv)+(1/(x*y)),

x>0, y>0

0.4
035 Ribiniz skirstinygs:
03 Hip) = expl- (144 - [14])
i Certrarvimn it normavineo
0.25 wektoriai:
- 0.2 an =(0,0], bn=(nn)
0.15
/ -- virsutinis ivertis
0.1 — apatinis ivertis
—— maksimurmo skirstinys
0.05 L ; L L

2 4 & B 0 12 14
X
fksuotems nirx  BRsuolfems x iy

Braizyti Braizyti Walyti Eaigti darba
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9.1pav. Dvima€iy Pareto atsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinio jveréiai, kai x=1, n=10

7 Dvimaciu Pareto atsitiktiniu dydziu maksimumo skirstinio asimptotika

maksimurno skirstinio iverciai, kai x=1, y=1

Dvimatis Pareto skirstings Fxy)=1-(1fx)-(1/y)+(1/(x*y)),

x>0, y>0

0.6
Ribiniz skirstings:
0.58 Hizpl = expl- (142 ] - [12]]
Centravimo ir narmavimo
=, vekbarial:
« 056
an=[0.0), bn=[nn]
0.54 / - virsutinis ivertis
/ — apatinis ivertis
—— maksimumo skirstinys
052 . n n )
2 4 B g 10

n
fhsuolfoms nirx  BRSUQIBMS XY

Braizyti Eraizyti Walyti Baigti darba

9.2pav. Dvimatiy Pareto atsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinio jveréiai, kai x=1, y=1



10 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU EKSPONENTINI U
ATSITIKTINI U DYDZI Y MAKSIMUMO TANKIO ASIMPTOTIKA

<} Eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo tankio asimptotika

Eksponentinis skirstinys F(x) = 1 - exp(-x),
maksimumao tankio verciai, kai n=10
0.4
-- wirsutinis ivertis
— apatinis iveris
0.3 —— tankis
w— 0.2
0.1
0
0 & 10
b
Fkstokems n Fhsuokems x
Braizyti Etraizyti Walyti

pix) = exp(-x)

Ribiniz skirstings:
Hl = exp [-expl]]

Centravimo i normawimo
konstantos:

an=Inn). brn=1

Baigti darba

10.1 pav. Eksponentini atsitiktini y dydZiy maksimumo tankio jveréiai, kai n=10

7} | Eksponentiniu atsitiktiniu dydziu maksimumo tankio asimptotika

maksimumao tankio iverciai, kai ¥=10

06
-- wirsutinis vertis
0.55F, — apatinis iveris
: ~—— tankis
0.5
«— 0.45
0.4
0.35
03 . . . )
1 2 3 4 5
n
Hksuolems Hksuotiems x

Eiraizyli Eraizyti Walyhi

Eksponentinis skirstinys Fi(x) =1 - exp(x),

plx) = exp(x)

Ribiniz shirstings:
Hix] = exp [-expl-<]]

Ceritravima it hormawimo
konstantos:

an=Inn). bn=1

Baigh darba

10.2 pav. Eksponentini atsitiktini y dydZiy maksimumo tankio jveréiai, kai x=10
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11 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU TOLYGI UYJU ATSITIKTINI U
DYDZI U MAKSIMUMO ASIMPTOTIKA

7 Tolygiuju atsitiktiniu dydziu maksimumo tankio asimptotika

Tolygusis skirstinys Fix) =x, 0<=x<=1, p(x)=1
maksimurno tankio iverciai, kai n=10
0.4
- wirsutinis ivertis Ribiriis skirstings:
o3l — apatinis ivertis
| —— tankis Hlx] = explx]
Centravimo ir nomavima
02 konstantos
01 an=1, bn=1/
0 —
a1 . \ \ \
-10 ] B -4 -2
x
fksuoliemsn  FKstolems x
Eiraizyti Braizyti Walyhi EBaigti dariba

11.1 pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZiy maksimumo tankio jveréiai, kai n=10

7 Tolygiuju atsitiktiniu dydziu maksimumo tankio asimptotika

Tolygusis skirstinys Fix) =x, 0<=x<=1, p(x)=1
maksimurmao tankio iverciai, kai x=0.1
2
-- wirsutinis ivertis Fibiris skirstinys
1.8 — apatinis ivertis
— tankis Hiz] = explx]
1.8 Centravima ir nomavimo
konstantos
— 1.4
an=1, bn=1/n
1.2
1
0 . . . . )
2 4 B 8 10
n
Hsuoiemsn  Hhsuolems x
Eiraizyti Braizpti Walyti Baigti datba

11.2 pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydziy maksimumo tankio jveréiai, kai x=-0.1



69
12 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU TOLYGI UYJU ATSITIKTINI U
DYDZI U MINIMUMO TANKIO ASIMPTOTIKA

7 | Tolygiuju atsitiktiniu dydziu minimumo tankio asimptotika

Tolygusis skirstinys F{x)=x, 0<=x<=1, p(x)=1

minimumo tankio iverciai, kai n=100

3
-- wirsutinis ivertis
— apatinis ivertis Ribiriiz skirstirys:
26 — tankis
Li«)=1 - exp [-«]
Centravime ir nomayvimo
- 2 konstantos
cn=0. dn=1/n
15
1 . L . L
=il 0.8 0.6 0.4 0.2 0
¥
Hhstiofiems n Hhsuotiems x
Braizpti | Braizyti | Walyti Baigti darba

12.1 pav. Tolygiyjy atsitiktini y dydZiy minimumo tankio jver¢iai, kai n=100

7 | Tolygiuju atsitiktiniu dydziu minimumo tankio asimptotika

Tolygusis skirstinys F{x)=x, 0<=x<=1, p(x)=1

minimumo tankio iverciai, kai ¥=05

-- virsutinis ivertis
— apatinis ivertis Ribiriiz skirstirys:

—— tanki
26 anuis Lix] =1 - exp 4]

Centravime ir nomayvimo
konstantos

cn=0. dn=1/

10 20 30 40 a0
n

fksuotems n fkstiotems x

Etraizpti | Braizyti | Walyti ‘ Baigti darba

12.2 pav. Tolygyjy atsitiktini y dydziyg minimumo tankio jver¢iai, kai x=-0.5



13 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU NETIESISKAI NORMUOT U
ATSITIKTINI U DYDZI Y MAKSIMUMO TANKIO ASIMPTOTIKA

13.1 pav. NetiesiSkai normuoty atsitiktini y dydZiy maksimumo tankio jveréiai, kai n=5

13.2 pav.

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu maksimumo tankio asimptotika

Fx)=1-In(x), x >=e, p(xX)=1/(x * In(x) * In(x))
maksimurmno tankio iverciai, kai n=5
0.5
== wirsutinis ivertis
— apatinis ivertis
0.4 J— Ie?nkis Ribiniz zkirstifys:
03 Hix) = exp [1 /&)
o Marmavimo funlcija
0.2 an = explr)
0.1
il . L . i s
2 4 B ] 10
H
FESUolems 1 fksuofiems x
Braizyti Braizyti W alyti Baigh darba

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu maksimumo tankic asimptotika

Fix)=1-In(x), x >=e, p(x)=1/({x * In(x) * In(x))
maksimumo tankio iverciai, kai x=10
0.02
-- wirsutinis ivertis
0.018 — apatinis ivertis
—— tankis Ribiniz skirstinygs:
0.018 Hix] = exp [-1 /%]
« 0.014 Mormavima funkeia
0.012 an = exp(ns]
0.m
0.008 s
10 20 30 40 50
n
Hscsotams n fhksuobens x
Braizyli Braizyti Walyli Baigh darba

NetiesiSkai normuot atsitiktini y dydziy maksimumo tankio jver¢iai, kai x=10
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14 PRIEDAS. VIENODAI PASISKIRS CIUSIU NETIESISKAI NORMUOT U
ATSITIKTINI U DYDZIU MINIMUMO TANKIO ASIMPTOTIKA

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu minimumo tankio asimptotika

Fix)=1-In(x), x >=e, pX=1/(x * In(x) * In(x))

minimumo skirstinio iverciai, kai n=5

12¢
-- wirsutinis ivertis .

1 — apatinis ivertis Fiibiniz skirstinps:
nat =it L) =1 -2 )
06 Marmavima funkeia

- o4l b = exp(l + %/ 1)
0z

or —

02 . L . L .
0 2 4 B ] 10

Hhsuokerms i fhstobems x

Braizyti Braizyti Walpti Baighi darba

14.1 pav. NetiesiSkai normuoty atsitiktini y dydZiy minimumo tankio jveréiai, kai n=5

7} Netiesiskai normuotu atsitiktiniu dydziu minimumo tankio asimptotika

Fix)=1-In{x), x >=e, pxX)=1/({x * In(x) * In(x))

maksimumoo skirstinio iverciai, kai x=1

0.38

0.36 Ribinis skirstinps:

izl r"‘_, L[x)=1 - exp [-+]

Momavimo funkcija:

-— 0.32F br = exp(l + %/ n)

0.3
-- virsutinis ivertis
0281 — apatinis iveris
—— tankis
0.26 . . n n )
10 20 30 40 50

fksuoliems n fhstiofems x

Bhraizyli Eraizpti Walti Baigti darba

14.2 pav. NetiesiSkai normuog atsitiktini y dydziy minimumo tankio jveréiai, kai x=1
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15 PRIEDAS. PROGRAMOS TEKSTAS

Pateikiame programos teksto fragmgnkuriuo yra apraSomasasajos su vartotoju langas
(vienodai pasiskikgusiy eksponentinj atsitiktiniy dydZziy maksimumo atvejis). AnalogiSkai apraSomi
visi programos langai, tik naudojami skirtingi Miléa, kuriuose nurodytos skirstipifunkcijos. Kity

sasajos su vartotoju lamgaprasSymai pateikti kompaktiniame diske.

%| Mag8 apraso sasajos su vartotoju langa, kuriame pateikiami
%]| vienodai pasiskirsciusiu eksponentiniu atsitikti niu dydziu
%]| maksimumo skirstinio asimptotinio tyrimo grafini ai

%]| rezultatai

function  varargout = mag8(varargin)

if nargin==0 % paleidziamas modulis GUI
fig = openfig(mfilename,’ reuse ');

handles = guihandles(fig);
guidata(fig, handles);

if nargout>0
varargout{1} = fig;
end

elseif  ischar(varargin{1})

try
if (nargout)
[varargout{l:nargout}] = feval(varargin{:}); % FEVAL
paskirstymas
else
feval(varargin{:}); % FEVAL
paskirstymas
end
catch
disp(lasterr);
end
end
% ------- realizuoja mygtuko "Braizyti", kai n fiksu oti, paspaudima--------
function  varargout = pushbutton1_Callback(h, eventdata, han dles, varargin)
hold on;
fplot(  'f1(x)' J[1,5], ro); % braizomas virsutinis konvergavimo greicio ivertis
fplot(  'f2(x)’ 1,5, b ); % braizomas apatinis konvergavimo greicio ivertis
fplot(  'f(x)' I35, 'g" ); % braizomas konvergavimo greitis

hold off;



xlabel( X' );

ylabel(  'f );
titte(  'maksimumo konvergavimo greicio iverciai kai n=2"' );
legend( 'virsutinis ivertis' , 'apatinis ivertis' , 'konvergavimo greitis' A4);

% mygtuko "Valyti" aktyvavimas

HbtnClear=findobj( ‘Tag' , 'pushbutton3' );
set(HbtnClear, ‘Enable’ , ‘'on' )

set(gchbo, 'Enable’ , 'off )

% mygtuko "Braizyti", kai x fiksuoti, blokavimas

HbtnClear=findobj( Tag' , 'pushbutton2' );

set(HbtnClear, ‘Enable’ , ‘'off )

set(gcbo, ‘Enable’ , ‘'on' )

% ------- realizuoja mygtuko "Braizyti", kai x fiksu oti, paspaudima--------
function  varargout = pushbutton2_Callback(h, eventdata, han dles, varargin)
hold on;

fplot(  'f11(n)’ J[1,15], ') % braizomas virsutinis konvergavimo greicio ivertis
fplot(  'f22(n)’ J[1,15], b ); % braizomas apatinis konvergavimo greicio ivertis
fplot(  'ff(n)’ J[1,15], 'g" ); % braizomas konvergavomo greitis

hold off;

xlabel(  'n" );

ylabel( 'f );

titte(  'maksimumo konvergavimo greicio iverciai kai x=2" );

legend( ‘'virsutinis ivertis' , 'apatinis ivertis' , 'konvergavimo greitis' A4);

% mygtuko "Valyti" aktyvavimas

HbtnClear=findobj( Tag' , 'pushbutton3' ); %
set(HbtnClear, ‘Enable’ , ‘'on' )

set(gchbo, 'Enable’ , 'off )

% mygtuko "Braizyti", kai n fiksuoti, blokavimas

HbtnClear=findobj( ‘Tag'" , 'pushbuttonl' );

set(HbtnClear, ‘Enable’ , ‘'off )

set(gchbo, '‘Enable’ , 'on' )

% ------- realizuoja mygtuko "Valyti" paspaudima---- ~ smememmmmemememeeee-
function  varargout = pushbutton3_Callback(h, eventdata, han dles, varargin)
cla % valomi grafiniai duomenys

title( " ) % valoma grafiniu duomenu antraste

% mygtuko "Braizyti", kai n fiksuoti, aktyvavimas

HbtnPlot = findobj( ‘Tag' , ‘'pushbuttonl' );
set(HbtnPlot, ‘Enable’ , ‘'on' )
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set(gcbo, ‘'Enable’ , ‘'off )

% mygtuko "Braizyti", kai x fiksuoti, aktyvavimas

HbtnPlot = findobj( ‘Tag' , 'pushbutton2' );
set(HbtnPlot, '‘Enable’ , ‘'on' )
set(gcbo, 'Enable’ , ‘'off )

realizuoja mygtuko "Baigti darba " paspaud

function  varargout = pushbutton4_Callback(h, eventdata, han
delete(gcf); % uzdaromas langas mag8
mag3; % atidaromas langas mag3

dles, varargin)
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16 PRIEDAS. FUNKCIJ U APRASYMAS

Pateiksime funkcij, kurias naudojame eksponentiratsitiktiniy dydZziy maksimumo skirstinio

konvergavimo greiui jvertini, apraSyra. Funkcijos kituose uZdaviniuose apraSomos anskagi

Visy funkcijy apraSymai pateikti kompaktiniame diske.

1) % vienodai pasiskirsciusiu eksponentiu atsitiktiniu dydziu
% maksimumo skirstinio konvergavimo greitis,
% kai n fiksuoti

function  f=1f(x);

n=2;
h = exp(-exp(-x)); % ribinis skirstinys
f=@-(exp(-x))/n)*n-h; % konvergavimo greicio ivertis
2) % vienodai pasiskirsciusiu eksponentiniu atsitiktin iu dydziu
% maksimumo skirstinio konvergavimo greicio virsuti nis ivertis,

% kai n fiksuoti

function  f1 = f1(x);

n=2;
h = exp(-exp(-x)); % ribinis skirstinys
z = exp(-x);
cl=z."2/(2*n+z"2); % virsutinis liekamojo nario ivertis
fl=-h*cl; % virsutinis konvergavimo greicio ivertis
3) % vienodai pasiskirsciusiu eksponentiniu atsitiktin iu dydziu

% maksimumo skirstinio konvergavimo greicio apatini s ivertis,

% kai n fiksuoti

function 2 = f2(x);

n=2;

h = exp(-exp(-x)); % ribinis skirstinys

z = exp(-X);

c2=(z"2)/n; % liekamojo nario apatinis ivertis

f2 =-h*c2; % konvergavimo greicio apatinis ivertis

4) % vienodai pasiskirsciusiu eksponentiu atsitiktiniu dydziu

% maksimumo skirstinio konvergavimo greitis,
% kai x fiksuoti

function  ff = ff(n);



X=2;
h = exp(-exp(-x)); % ribinis skirstinys
ff=(1- (exp(-x))/n)~n-h; % konvergavimo greicio ivertis
5) % vienodai pasiskirsciusiu eksponentiniu atsitiktin iu dydziu
% maksimumo skirstinio konvergavimo greicio virsuti nis ivertis,

% kai x fiksuoti

function  f11 =f11(n);

X=2;
h = exp(-exp(-x)); % ribinis skirstinys
z = exp(-x);
cl=z."2/(2*n+2z2"2); % liekamojo nario virsutinis ivertis
f11 =-h*c1, % konvergavimo greicio virsutinis ivertis
6) % vienodai pasiskirsciusiu eksponentiniu atsitiktin iu dydziu
% maksimumo skirstinio konvergavimo greicio apatini s ivertis,

% kai x fiksuoti

function 22 =22(n);

X=2;

h = exp(-exp(-x)); % ribinis skirstinys

z = exp(-X);

c2=(z"2)/n; % liekamojo nario apatinis ivertis

f22 =-h * c2; % konvergavimo greicio apatinis ivertis

76



77

17 PRIEDAS. SASAJOS SU VARTOTOJU LANGU IR FUNKCIJ U SARASAS

17.1 lenteé

Sasajos su vartotoju langai

Lango Sprendziami uzdaviniai
pavadinimas

magl Pagrindinis programos langas

mag?2 Pateikiami sprendziami uzdaviniai

mag3 Vienodai pasiskiaisiy atsitiktiniy dydziy ekstremalijy reikSmiy skirstiniy asimptotika

mag4 Nevienodai pasiskéigsiy atsitiktiniy dydziy ekstremalijy reikSmiy skirstiniy asimptotika

mag5 Vienodai pasiski¢aisiy atsitiktiniy dydZiy ekstremalijy reikSmiy tankiy asimptotika

mag6 Daugiamsy atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

mag8 Vienodai pasiskitgisiy eksponentinj atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio
asimptotika

mag9 Vienodai pasiski¢aisiy tolygiyju atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

magl1l Vienodai pasiskifisiy tolygiujy atsitiktiniy dydZiy minimumo skirstinio asimptotika

magl12 Vienodai pasiskitsisiy netiesiSkai normuatatsitiktiniy dydziy maksimumo skirstinio
asimptotika

magl3 Vienodai pasiskifsisiy netiesiSkai normuatatsitiktiniy dydZiy minimumo skirstinio
asimptotika

magl4 Nevienodai pasiskiiasiy Pareto atsitiktinj dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

magl5 Nevienodai pasiskiiasiy tolygiyjy atsitiktiniy dydZiy minimumo skirstinio asimptotika

magl6 Dvimaiy Pareto atsitiktinj dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

magl7 Vienodai pasiskifsisiy eksponentinj atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio asimptotikal

magl8 Vienodai pasiskifisiy tolygiyjy atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio asimptotika

mag20 Vienodai pasiskifsisiy tolygiujy atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio asimptotika

mag21 Vienodai pasiskifsisiy netiesiSkai normuatatsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio
asimptotika

mag22 Dvimaiy eksponentinj atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

mag23 Vienodai pasiskitsisiy netiesiSkai normuatatsitiktiniy dydziy minimumo tankio

asimptotika
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17.2 lentet

Vienodai pasiskirgiusiy atsitiktini y dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

f(x) konvergavimo greitis

f1(x) virSutinis konvergavimo gréio jvertis

f2(x) apatinis konvergavimo gréo jvertis fiksuotiems n
ff(n) konvergavimo greitis

f11(n) virSutinis konvergavimo gr&o jvertis

f22(n) apatinis konvergavimo g jvertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy tolygiyjy atsitiktini y dydZig maksimumo skirstinio asimptotika

tol(x) konvergavimo greitis

tol1(x) virSutinis konvergavimo grép jvertis

tol2(x) apatinis konvergavimo gkgo jvertis fiksuotiems n
ttol(n) konvergavimo greitis

tol11(n) virSutinis konvergavimo gréo jvertis

tol22(n) apatinis konvergavimo giée jvertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy tolygiyjy atsitiktini y dydZig minimumo skirstinio asimptotika

mtol(x) konvergavimo greitis

mtol1(x) virSutinis konvergavimo gré&o jvertis

mtol2(x) apatinis konvergavimo g jvertis fiksuotiems n
mmtol(n) konvergavimo greitis

mtol11(n) virSutinis konvergavimo geéb jvertis

mtol22(n) apatinis konvergavimo gte jvertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgiusiy netiesiSkai normuoy atsitiktini y dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

net(x) konvergavimo greitis

netl1(x) virSutinis konvergavimo gkab jvertis

net2(x) apatinis konvergavimo gé@& jvertis fiksuotiems n
nnet(n) konvergavimo greitis

netli(n) virSutinis konvergavimo gié@ jvertis

net22(n) apatinis konvergavimo giiei jvertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy netiesiSkai normuoi atsitiktini y dydZiy minimumo skirstinio asimptotika

mnet(x) skirstinio funkcija

mnet1(x) virSutinis skirstinigvertis

mnet2(x) apatinis skirstiniprertis fiksuotiems n
mnnet(n) skirstinio funkcija

mnet11(n) virSutinis skirstinigvertis

mnet22(n) apatinis skirstinioertis fiksuotiems x

Nevienodai pasisk

irgiusiy Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio asimpt

otika

par(x)

konvergavimo greitis

parl(x) virSutinis konvergavimo gkab jvertis

par2(x) apatinis konvergavimo gég jvertis fiksuotiems n
ppar(n) konvergavimo greitis

parll(n) virSutinis konvergavimo gi@ jvertis

par22(n) apatinis konvergavimo gtiei jvertis fiksuotiems x

17.2 lenteés tesinys

kitame puslapyje



17.2 lenteés tesinys
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Nevienodai pasiskirgiusiy tolygiyjy atsitiktini y dydZiy minimumo skirstinio asimptotika

ntol(x) konvergavimo greitis

ntol1(x) virSutinis konvergavimo gré&o jvertis

ntol2(x) apatinis konvergavimo g jvertis fiksuotiems n
nntol(x) konvergavimo greitis

ntol11(n) virSutinis konvergavimo geéb jvertis

ntol22(n) apatinis konvergavimo gég jvertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy dvimaciy Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo skirstinio asimptotika

dad(y) skirstinio funkcija

dadi1(x) virSutinis skirstinigvertis

dad2(x) apatinis skirstiniprertis fiksuotiems n
ddad(n) skirstinio funkcija

dad11(n) virsutinis skirstinigvertis

dad22(n) apatinis skirstinigertis fiksuotiems x
Vienodai pasiskirgtiusiy dvimaéiy eksponentiniy atsitiktini y dydZiy maksimumo skirstinio
asimptotika

dad3(x) skirstinio funkcija

dad31(x) virsutinis skirstinigvertis

dad32(x) apatinis skirstiniwertis fiksuotiems n
ddad3(n) skirstinio funkcija

dad311(n) virSutinis skirstinigvertis

dad322(n) apatinis skirstinigertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy eksponentiniy atsitiktini y dydZiy maksimumo tankio asimptotika

texp(x) tankio funkcija

texpl(x) virSutinis tankigvertis

texp2(x) apatinis tankigvertis fiksuotiems n
ttexp(n) tankio funkcija

texpll(n) virSutinis tankipvertis

texp22(n) apatinis tankiwertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy tolygiyjy atsitiktini y dydZiyg maksimumo tankio asimptotika

tolt(x) tankio funkcija

tolt1(x) virSutinis tankigvertis

tolt2(x) apatinis tankigvertis fiksuotiems n
ttolt(n) tankio funkcija

tolt11(n) virSutinis tankiavertis

tolt22(n) apatinis tankigvertis fiksuotiems x

Vienodai pasiskirgtiusiy tolygiyju atsitiktini y dydZiy minimumo tankio asimptotika

nmtol(x) tankio funkcija

nmtol1(x) virSutinis tankiavertis

nmtol2(x) apatinis tankigvertis fiksuotiems n
nnmtol(n) tankio funkcija

nmtol11(n) virSutinis tankigvertis

nmtol22(n) apatinis tankigvertis fiksuotiems x

17.2 lenteés tesinys kitame puslapyje



17.2 lenteés tesinys
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Vienodai pasiskirgtiusiy netiesiSkai normuoi atsitiktini y dydZiy maksimumo tankio asimptotika

tnet(x) tankio funkcija

tnet1(x) virSutinis tankigvertis

tnet2(x) apatinis tankigvertis fiksuotiems n
ttnet(n) tankio funkcija

tnetl1l(n) virSutinis tankipvertis

tnet22(n) apatinis tankiwertis fiksuotiems x
Vienodai pasiskirgtiusiy netiesiSkai normuoy atsitiktini y minimumo tankio asimptotika

net3(x) tankio funkcija

net31(x) virSutinis tankigvertis

net32(x) apatinis tankigvertis fiksuotiems n
nnet3(n) tankio funkcija

net311(n) virutinis tankigvertis

net322(n) apatinis tankiwertis fiksuotiems x




