13
B

KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS

FUNDAMENTALIUJU MOKSLU FAKULTETAS
TAIKOMOSIOS MATEMATIKOS KATEDRA

Irena Simonaityté

Priverstinés sinchronizacijos sistemos
matematinio modelio sudarymas ir tyrimas

Magistro darbas

Vadovas
prof. dr. J. Rimas

KAUNAS, 2005



1Z
B

KAUNO TECHNOLOGIJOS UNIVERSITETAS

FUNDAMENTALIUJU MOKSLU FAKULTETAS
TAIKOMOSIOS MATEMATIKOS KATEDRA

TVIRTINU
Katedros vedéjas
prof. dr. J.Rimas
2005 06 11

Priverstinés sinchronizacijos sistemos
matematinio modelio sudarymas ir tyrimas

Taikomosios matematikos magistro baigiamasis darbas

Kalbos konsultantas Vadovas
dr. J.DZeZulskiené prof. dr. J.Rimas
2005 05 30 2005 06 03
Recenzentas Atliko
doc. dr. V.Galvanauskas FMMM - 3gr. stud.
2005 06 01 Irena Simonaityté
2005 05 27

KAUNAS, 2005



Pirmininkas:

Sekretorius:

Nariai:

KVALIFIKACINE KOMISIJA

Leonas Saulis, profesorius (VGTU)

Eimutis Valakevicius, docentas (KTU)

Algimantas Jonas Aksomaitis, profesorius (KTU)

Vytautas Janilionis, docentas (KTU)

Vidmantas Povilas Pekarskas, profesorius (KTU)

Rimantas Rudzkis, banko NORD/LB vyriausiasis analitikas
Zenonas Navickas, profesorius (KTU)

Artnas Barauskas, UAB ,,Elsis“ generalinio direktoriaus pavaduotojas



4

Simonaityté I. Working out and investigation of the mathematical model of the forced
synchronization system : Master’s work in applied mathematics / supervisor prof. J. Rimas;
Department of Applied mathematics, Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of

Technology. — 2005. — 52 p.

SUMMARY

The mathematical model of the forced synchronization system, composed of four oscillators is
investigated. The mathematical model of the system is the matrix differential equation with delayed
arguments.

The matrix differential equation is solved using method of steps and applying Laplace transform.
Using this method and exact solution of the matrix differential equation with delayed arguments was
obtained and exact expressions of the elements of the step responses matrix, of the synchronization

system are got. On the base of derived formulas the transition processes of the system are investigated.
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[VADAS

Siekiant sumazinti informacijos, perduodamos rySio tinklu, nuostolius biitina sinchronizuoti
tinklo komutacijos mazgy taktinius generatorius. Vienas i§ galimy tokios sinchronizacijos budy yra
priversting taktiniy generatoriy sinchronizacija. Siame darbe yra nagringjama priverstinés
sinchronizacijos sistema, sudaryta i$ keturiy generatoriy: vedanciojo generatoriaus ir kity triju
generatoriy, sujungty tarpusavyje ir su vedanciuoju.

Remdamiesi sinchronizacijos sistemos struktiirine schema, sudarome S$ios sistemos matematini
modeli. Nagrinéjamos sistemos matematinis modelis yra matriciné diferencialiné lygtis su véluojanciu
argumentu. Sia lygti sprendziame Zingsniy metodu: intervala 0<¢ <o dalijame { vienodo ilgio t
intervalus ir kiekviename daliniame intervale lygti sprendziame atskirai, kaip paprasta matricing
diferencialing lygti be véluojancio argumento. Sprendinys, gautas k-tajame intervale yra pradiné salyga
sprendziant lygti (k+1)-jame intervale. leskodami sprendinio kiekviename daliniame intervale,
naudojame Laplaso transformacija.

Surade matriciniy diferencialiniy lygciy sprendinius ir panaudoj¢ atvirkSting Laplaso
transformacija, nagrin¢jame sinchronizacijos sistemos dinamika. Sinchronizacijos sistemos dinamika
tiriame remdamiesi jos pereinamosiomis funkcijomis. Siu funkcijy analizines iSraiskas gauname
panaudoj¢ surasta matricinés diferencialinés lygties sprendini. Panaudoj¢ sprendini randame ir
sistemos generatoriy virpesiy faziy skirtumy analizines iSraiSkas. Remiantis gautomis pereinamuju
funkcijuy ir faziy skirtumy analizinémis iSraiSkomis atliktas pereinamyjuy procesuy sinchronizacijos

sistemoje tyrimas.



1. BENDROJI DALIS

1.1. SINCHRONIZACIJA. SINCHRONIZAVIMO BUDAI

Sinchronizacija — keliy procesu suderinimas taip, kad jie vykty su vienodu faziy skirtumu arba
vienu metu. Periodiniai procesai sinchronizuojami taip: ju periodai (dazniai) padaromi lygiis arba
kartotiniai, o faziy skirtumas pastovus. Procesai, atitinkantys sinchroniSkumo salygas, vadinami
sinchroniniais, o juy sinchroniSkumo savybé — sinchronizmu. Nesinchroniniai procesai vadinami
asinchroniniais [9].

Apzvelgsime, kaip sinchronizuojami rySio tinklai. RySio tinklo svarbiausios funkcijos yra
perdavimas ir komutavimas. Pradzioje ir perdavimas, ir komutavimas buvo analoginiai, véliau tapo
skaitmeniniais.

Telefoninio rySio tinkluose pirmosios skaitmeninés perdavimo linijos buvo panaudotos tarp
analoginiy komutatoriy. Tada sinchronizuoti vienos sistemos taktini daznj su kitos sistemos taktiniu
dazniu dar nereikéjo. Tokios sinchronizacijos poreikis atsirado tada, kai skaitmening technologija imta
naudoti ir komutatoriuose. Skaitmeniniam komutatoriui sinchronizacija reikalinga, norint iSvengti
i¢jimo signaly poslinkiy ir informacijos nuostoliy. Tokie poslinkiai nedaug tepaveikia normaly
telefonini pokalbi, bet duomeny rysio paslaugose gali sukurti daug problemuy. Todél atsiradus duomeny
perdavimo tinklams ir integruotam skaitmeniniam tinklui, sinchronizacija tapo bitina.

Rysio tinkluose pradétos naudoti sinchroninés skaitmeninés rysio sistemos. Tinklo sinchronizacija
leido panaudoti visus sistemos resursus, pagerinti paslaugy kokybe.

Sinchronizuojant rysio tinkla, kurio taktinio daznio generatoriai iSsidéste¢ dideliame geografiniame
plote, yra paskirstomas atraminis laiko arba daZnio signalas, stengiamasi suvienodinti visy ju laiko ir
dazniy skales. Yra bandytos ivairios tinklo sinchronizavimo strategijos; keleta pastaryju desimtmeciu
placiausiai buvo taikomos trys i§ ju: pleziosinchronizavimas, priverstinis sinchronizavimas ir
tarpusavio sinchronizavimas [4].

Pleziosinchronizavimo strategija reikéty vadinti nesinchronizavimo strategija, nes kiekviename
tinklo mazge yra nepriklausomas taktinio daznio generatorius. Si valdymo forma yra papras¢iausia, bet
jos efektyvumas priklauso nuo pavieniy elementy elgsenos. Atskiry mazgy veiklos sinchronizavima
apsprendzia tinklo generatoriy (taktinio daznio generatoriy) tikslumas, todél tie generatoriai turi biti
kokybiski. Pleziosinchronizavimo strategija praeityje buvo placiai naudojama daznio sutankinimo
tinkluose [4]. Pleziosinchronizavimo struktiiriné schema pateikta 1.1 a pav.

Priverstinés sinchronizacijos strategija remiasi vieno pagrindinio generatoriaus signalo tiesioginiu
arba netiesioginiu paskirstymu visiems kitiems tinkle esantiems taktiniams generatoriams. Priverstinés

sinchronizacijos sistemy trilkumas — ju mazas gyvybingumas. Gyvybingumo padidinimui priverstinése
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sinchronizavimo sistemose paprastai biina pora ar daugiau papildomuy lygmeny, turinc¢iy pagrindini
generatoriy.

IS pradziy skaitmeninése telefono stotyse buvo stengiamasi jrengti labai tikslius, bet
nepriklausomus taktinius generatorius, viliantis, kad kvarciniy ir atominiy generatoriy kaina vis mazés.
Veliau, kai greta paprasto telefoninio rySio atsirado vis sudétingesniy duomeny perdavimo paslaugy,
sinchronizavimo poreikis émé vis labiau ryskeéti. Siuo metu priverstinés sinchronizacijos sistemos yra
placiausiai taikomos telekomunikacijy tinkluose, nes jos uztikrina patikima tinklo sinchronizavima [4].
Priverstinés sinchronizacijos sistemos strukttiriné schema pateikta 1.1 b pav.

Tarpusavio sinchronizacija pagrista tiesiogine abipuse kontrole. Tokioje sistemoje kiekvieno
generatoriaus daznis yra nustatomas apibendrinus visy likusiyjy daznius. Tokios sinchronizacijos
sistemos pasizymi dideliu gyvybingumu, nes néra pagrindinio generatoriaus. Taciau S§io tipo
sinchronizacijos sistemy modeliavimas ar net stabiluma uztikrinanciy kontrolés algoritmy kiirimas yra
sudétingas. Todél tokie tinklai yra gana brangiis ir iki Siol naudojami tik ypatingais atvejais,

pavyzdziui, karyboje [4,9]. Tarpusavio sinchronizacijos sistemos struktiiriné schema pateikta 1.1 ¢

5 6 ko &

1.1 pav. Rysio tinklo sinchronizavimo buidai

pav.

1.2. OPERACINIS SKAICIAVIMAS. LAPLASO TRANSFORMACIJA

Tiesiniy grandiniy analizés metodas, pagristas realaus kintamojo funkcijuy Laplaso transformacija,
vadinamas operaciniu. Cia veiksmai su funkcijomis pakei¢iami veiksmais su ju vaizdais. Daugeliu
atvejy veiksmai su vaizdais yra paprastesni. Uzdaviniy sprendimo metoda, kai pirmavaizdziai kei¢iami
1 ju vaizdus, su vaizdais atlickami veiksmai ir nuo gautojo rezultato — vaizdo griZztama prie jo
pirmavaizdzio, vadiname operaciniu skai¢iavimu [9].

Paaiskinsime kai kurias savokas, naudojamas operaciniame skai¢iavime.

Realaus kintamojo ¢ kompleksing funkcija f(¢) vadiname pirmavaizdziu, kai [11];
1) funkcija f(¢) intervale 0 <t <oo yra tolydi arba turi tiktai pirmojo tipo trikio taskus, kuriy

skai¢ius bet kuriame baigtiniame intervale yra baigtinis,
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2) f(t)=0,kai t<0,
3) didéjant ¢, funkcijos f(#) modulis didéja ne greiciau, kaip eksponentine¢ funkcija, t.y.,
egzistuoja tokie teigiami skaiciai ¢ ir M su kuriais
|f()|< Me™, (1.1)
kai £>0.

Pirmavaizdzio f(¢#) vaizdu vadiname kompleksinio kintamojo p funkcija F(p), apibréziama

netiesioginiu integralu:
F(p)=[ f(ye™dr. (12)
0

Sis integralas vadinamas funkcijos f(f) Laplaso transformacija. Veiksmas, kuriuo randamas

pirmavaizdzio f(¢) vaizdas F(p), taip pat, vadinamas Laplaso transformacija.

Vaizdo F(p) ir pirmavaizdzio f(¢) atitikti zymeésime vienu S$iy simboliu: f(¢)+F(p),
F(p)=L{f(®)}.

Pirmavaizdzio f(¢) vaizdas F(p) yra apibréztas ne visoje kompleksingje plokStumoje p . Kokia
funkcijos F(p) apibrézimo sritis, t.y. kurioje kompleksinés plokStumos p srityje funkcijos f(¢)
Laplaso integralas konverguoja, nusako §i teorema.

Vaizdo egzistavimo teorema [11]. Kiekvienas pirmavaizdis f(¢) turi vaizda F(p), apibrézta
pusplokstumeéje Re p > o, ; ¢ia o, — funkcijos f(¢) didéjimo rodiklis (tikslus apatinis visy skaiciy o,

kuriems teisinga (1.1) nelygybé, rézis o, vadinamas funkcijos f(¢) didé¢jimo rodikliu)

(1.2 pav.).
i
P
t‘li' / Rep=ap ~
0 e ]

1.2 pav. PirmavaizdZio vaizdas pusplok§tuméje

Pirmavaizdzio f(¢) Laplaso integralas konverguoja su visomis parametro p reikSmémis, kuriy

Re p > o, . Vaizdas F(p) yra analiziné funkcija pusplokStuméje Re p=6> g, .
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Pateiksime svarbesnes Laplaso transformacijos savybes.

TiesiSkumo teorema [11]. Jei pirmavaizdziy f,(¢) ir f,(¢) vaizdai yra atitinkamai F(p) ir

E(p),ty., fi(t)=F(p) ir f,(t)+F,(p),ir C,C, - kompleksiniai skaiCiai, tai

CAO+ L)+ CE(p)+GE(p). (1.3)

Laplaso transformacijos teisiSkumo savybé gali biiti apibendrinta, bet kuriam baigtiniam démeny

skaiciui: jeigu f,(1)+F,(p),k=1n ir C, e C, tai

2 G+ 2 CF(p)- (1.4)
Panasumo teorema [11]. Jeigu f(¢)+ F(p) ir A>0, tai

gl

O+ XF[}J. (1.5)

Postiimio teorema [11]. Jeigu a yra bet koks kompleksinis skaicius ir f(¢) + F(p), tai
F(p-a)+e" f(1). (1.6)

Vélavimo teorema [2]. Jeigu 1> 0 ir f(t)+ F(p), tai

ft—1)+e " F(p). 1.7)
Pirmavaizdzio diferencijavimo teorema [11]. Jeigu f(¢) yra tolydi, dalimis diferencijuojama

funkcija, kai >0, beto f(¢) ir f(¢) yra pirmavaizdziai ir f(¢)+ F(p), tai
(= pF(p)-£(0); (1.8)
¢ia f(0)= lin% f(¢) —pradiné pirmavaizdzio reikSmé.

Vaizdy sandaugos teorema [11]. Jeigu f,(t)+ F (p) ir f,(t)+F,(p), tai

F(p)F, (p)+iﬁ(r)f2(z—r)dr. (1.9)

Desinéje Sios operatoriném lygybés puséje esantis integralas vadinamas funkciju f,(¢) ir f,(¢)
sastka.
Ribinés reik§més teorema [2]. Jeigu f(f)+F(p) ir f (f) yra pirmavaizdis, be to egzistuoja

lim £(¢), tai
t—o0
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lim £(¢) = lim pF (p) - (1.10)
t—0 p—)

Funkciju f(¢) ir F(p) atitikti, apraSyta lygybe

G+i®

FO=2" 1 F(perdp
T 5-iw

(¢ia Rep=o>0,, o,- funkcijos f(¢#) didé¢jimo rodiklis), vadiname atvirkStine Laplaso
transformacija ir Zymime f(1)=L"(F(p)).

Pritaike Laplaso transformacija tiesinei diferencialinei lygciai, gauname vaizdy operatoring lygti
(sprendinio vaizda vadiname operatoriniu sprendiniu). Tokioje transformuotoje lygtyje jau yra

ivertintos pradinés salygos. Pritaike atvirksting Laplaso transformacija operatoriniam sprendiniui,

gauname diferencialinés lygties sprendini.

1.3. APIBENDRINTOS FUNKCIJOS

Apibendrintos funkcijos apibrézimas [6]. Bet kuri tiesini tolydy funkcionala, apibrézta
pagrindiniy funkcijy erdvéje D(Q), vadiname apibendrintaja funkcija. Apibendrintyjy funkcijuy erdve

Zymésime D" (Q), arba trumpiau — . Simboliu ( f ,qo> Zymésime funkcionalo f e D*(Q) reik§me taske
peD(Q).

Paaiskinsim apibendrintosios funkcijos apibrézima:

1. Apibendrintoji funkcija f yra funkcionalas erdvéje D(Q), t.y. kiekvienai funkcijai ¢ € D(Q)
priskiria skaiciy ( f ,(p> .

2. Apibendrintoji funkcija f yra tiesinis funkcionalas erdvéje D(Q), ty. jeigu o,y € D(QY),
rpeC, tai

([ ro+uy)=2(f.0)+n(f.v).

3. Apibendrintoji funkcija f yra tolydus funkcionalas erdvéje D(Q), t.y. jeigu ¢, = ¢, kai

k — o, tai (f,(pk>—><f,(p>,kai k— .

I$skirsime dvi placias apibendrinty funkcijy klases:

1. Reguliariosios apibendrintosios funkcijos. Tegu f yra lokaliai integruojama srityje €2

funkcija. Integralas

(f,0) =] f()e(x)dx, e D)

apibrézia reguliarigja apibendrinta funkcija f .
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2. Singuliariosios apibendrintosios funkcijos. Apibendrintasias funkcijas, kuriy negalima aprasyti
Siuo integralu, vadinsime singuliariomis apibendrintomis funkcijomis.
Apibendrintoms funkcijoms priklauso Hevisaido vienetiné funkcija, Dirako delta funkcija.

Hevisaido funkcija [11]. Funkcija

I, t=0,
fO)=K0={

0, r<0.

vadiname Hevisaido vienetine funkcija (1.3 pav.).

A

l(t)‘

v

1.3 pav. Hevisaido vienetinés funkcijos grafikas

Kiekviena pirmavaizdi, naudojant Hevisaido vieneting funkcija, galima paraSyti taip:

1, =0,

f@ﬂ0)={
0, r<0.

Veéluojanti funkcija [11].Funkcija

1, t>1,
I(t—1)=
0,

<t

vadiname véluojanciaja vienetine funkcija (1.4 pav.).

1(t-0)

v

1.4 pav. Véluojanciosios vienetinés funkcijos grafikas



14

o1t T

v

1.5 pav. Funkcijos f(?)I(¢) grafikas

Funkcija f(¢—17)1(¢ —7) vadiname véluojanciaja funkcija.

Véluojancios funkcijos grafikas gaunamas i§ funkcijos f(¢)1(¢) grafiko (1.5 pav.), pastimus ji i

desing atstumu 7 (1.6 pav.).

ft-t)1(t-t) T

TN

v

1.6 pav. Véluojanciosios funkcijos grafikas

Dirako delta funkcija [2]. Funkcija (1.7 pav.)

t<0, t>h,

0
1 b
o(t.h) :Z(l(t)_l(t_h)) B }11, 0<t<h.

vadinama impulsine.

A
5(t,h)

——

1
h

v

0 h t
1.7 pav. Impulsinés funkcijos grafikas

Impulsing funkcija galima traktuoti kaip jéga }11, veikian¢ia 0<¢<h. Tokios jégos sukurtas

0 h
impulsas yra lygus vienetui, t.y. [ 8(z,/)dt = jc;,lt =1.
—0 0
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Peréjg prie ribos, kai 2 — 0, gauname:

] 400, =0,
8(¢) =lim (¢, h) =
h=0 0, ¢#0.
t.y. momentu ¢=0, turime begaling jéga. Taciau jos sukurta jégos impulsa laikome taip pat lygiu

vienetui, t.y.
lim [ 8.yt = [ 8(tyde =1.

Funkcijos 6(¢) vaizdas yra impulsinés funkcijos d(z,/4) vaizdo riba, kai 2 — 0. Taigi, jeigu

tai
l—e

ph

=1.

o(t) = lhl_{lg o(t,h)+ %1133
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2. TIRIAMOJI DALIS

2.1. SINCHRONIZACIJOS SISTEMOS MATEMATINIO
MODELIO SUDARYMAS

Nagrinésime priversting sinchronizacijos sistema, sudaryta i§ keturiy tarpusavyje sujungty
generatoriy. 2.1 paveiksle pateikta Sios sistemos schema, vaizduojanti taktinius generatorius
(skrituliukai) ir rySio linijas, kuriomis perduodami sinchronizacijos signalai, (orientuotos tiesés

atkarpos).

2.1 pav. Priverstinés sinchronizacijos sistemos schema

Remdamiesi strukttirine sistemos schema (2.1 pav.), galime uzraSyti visy keturiy generatoriy

valdymo lygtis. i-tojo generatoriaus valdymo signalas Af;(¢) proporcingas generatoriy virpesiy faziy

skirtumams faziniy detektoriy FD,

> J=1,m ié¢jimuose; Cia m skaiCius generatoriy, turinCiy tiesioginj

ry$i su i-tuoju generatoriumi. Valdymo lygtis sinchronizacijos sistemos i-tajam generatoriui gali biiti

paraSyta taip:
SO= 1o + 8,0, =143 @.1)
¢ia

A (1) =0,
AL (1) = 5 (@ (=00, (1)) + 5 (2, (-0, (1)),
A (6) = 5 (@ (=0) -0, (1)) + 5 (@, (t=0)-0, (1)),
AL (1) = 5 (0, (t=0)=0,(0)) + 5 (2, (t=0)=0,(1)).
[verting i—tojo generatoriaus virpesio fazés @.(f) ry$i su to generatoriaus daZniu f(¢)

(p.(t)= f;(¢)) ir panaudoj¢ (2.1) lygti, gauname diferencialiniy lygéiy su véluojanéiu argumentu

sistema — nagrinéjamos sinchronizacijos sistemos matematini modeli:

P.(0) = fo + (1), i=1,4. 2.2)

Panaudosime apibendrinto diferencijavimo operatoriuy D [8]. Tai leis supaprastinti (2.2)

diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendinio gavimo procedura.
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Padauginame abi (2.2) lygties puses i§ vienetinés Hevisaido funkcijos 1(¢):

2, (ON0) = f,l() + Af(ON1), i=1,4. 2.3)

Pazyméje @,(¢)1(t) = x,(¢) , uzraSome funkcijos x;(t) apibendrintg iSvesting Dx,(¢):

Dx,(t) = D(g,(O1(1)) = 9, (D11 + ¢,(0)5 (1) 5 24)
¢ia () - delta funkcija.

Panaudojg (2.4), perraSome (2.3) iSraiska:

Dx,(t) = fo,1(t) + 9,(0)5(1) + Af(D1(), i=1,4. 2.5
(2.5) diferencialiniy lyg¢iy sistemos pradines salygas uzrasysime Sitaip:

@(Z) = fow t<0,

ot)=¢,,t=0,i=1,4. (2.6)

(2.6) pradiniy salygy geometriné interpretacija: Sias pradines salygas galima aiSkinti taip: laiko
momentu ¢=0 visiems generatoriams jjungiamas valdymas; kai #<0, visi generatoriai dirba
savaisiais dazniais.

Iverting pradines salygas, (2.5) diferencialiniy lyg€iu sistema perrasome taip:
Dxl (t) = Zl (t):

K
Dx,(t) = 5()‘1(1‘_7)_)52(” +x4(t_7)_x2(t))+zz(t)a

Dx,(t) = %(xz (t =)= x, () +x,(t = 7) = x, () ) + 2, (), 27)

Dx, (1) =g(xza—r)—x4<t>+x3<r—r>—x4<t>)+z4<t>;

éia
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7, () = [, 1) + 9,6 (0),

z,(8) = [, 1(0) + 9,6 (1) +§(f01t1(t) = Jo7 1) + 9, 1) = fo, ¢ D)1 —7) + (/7011(t_7))+
+§(f04l‘1(l‘)—f0411(l)+ Pos1(1) = fo, (1 =Dt —7) +¢041(t_7))’

z,(t) = fo;,1(1) + ¢)035(Z)+§(f02t1(t) — oo T1() + @, 1(t) = fo, (=Dt —7) + @0, l(t—‘r))+ 2.8)
+§(f04t1(t)—f0411(l)+ Pou 1) = fou (1 =)W —7) +(p041(t—’r)),

2, (1) = fou1(0) + 9,6 (1) +§(fozﬂ(t) — [Tl (O) + 9o, (1) — fo, (t = DUt = 7) + 0, 12 _7))‘*‘

+ g(f()}tl(t) _fozz-l(t) + (0031(0 - fo3(t - T)l(t —T) + ¢031(l‘ — Z'))

2.2, DIFERENCIALINIU LYGCIU SPRENDIMAS

2.2.1. MATRICINES DIFERENCIALINES LYGTIES SPRENDIMAS

Nagrin¢jamos sistemos matematinis modelis — matriciné tiesiné¢ diferencialiné lygtis su

véluojanciu argumentu:
Dx(t) = Byx(t) + B x(t — 1) + z(t); 2.9)
¢ia D — apibendrinto diferencijavimo operatorius (naudojamas apibendrintoms funkcijoms),

B, =diag(0 -x -x -k),k—koeficientas, B, = gB,

00 0O
1 0 01
B= (2.10)
01 01
01 10
(B  matrica nurodo sistemos vidiniy rySiy struktira), 7 — pastovus vélinimas,

x(2) = (x,(2), %, (1), %, (2), x,(t))" — ieskoma vektoriné funkcija, x,(¢)=@. ()W), @) (i =1,4) — i-tojo
generatoriaus virpesio fazeé, 1(¢f) — vienetiné funkcija [3], z(#)— vektoriné funkcija, priklausanti nuo
pradiniy salygy.

(2.9) matricing diferencialing lygti sprendziame Zzingsniy metodu [2]. Intervala 0<t<+o0
dalijame | vienodo ilgio t dalis. Kiekviename intervale kr<t<(k+1)r (k=0,1,2,...) (2.9)

diferencialing lygti sprendziame atskirai, kaip paprasta diferencialing lygti, be véluojancio argumento.
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k -tajame intervale gautas sprendinys yra pradiné salyga, sprendziant lygti (k+1) -jame intervale [10].
Ieskodami sprendinio kiekviename daliniame intervale, naudosime Laplaso transformacija.

I§ pradziy iSnagrinésime (2.9) diferencialing lygti intervale [0,7):

Iverting tai, kad intervale [0,t) sprendinys x(¢) pazymeétas x,(¢), o intervale [-1,0) — x_,(¢), (2.9)
galime perraSyti taip:

[0, r) :Dx,(t) = Byx,(t) + Byx_ (t —1)+ z(¢). (2.11)

Iverting tai, kad x (#)=0, kai —t<¢<0, turime: x (t—1)=0, kai 0<¢< . Tada (2.9) lygtis

intervale [0,7) igauna iSraiSka:
Dx, (1) = Byx, () + (7). .12)

Spresdami §ig lygti operaciniu metodu ir pazymeje X,(p)+x,(t), Z(p)+z(t) (¢ia X(p) yra
funkcijos x(¢) Laplaso transformacija), uzraSome operatoring lygti, atitinkancia (2.12) diferencialing
lygti:

Xy (p) =B, X,(p)+Z(p).
ISsprendg Sia lygti, gauname:
X,(p)=(pE~B,)" Z(p). (2.13)
Pazymékime

A=(pE-B,).

Kadangi B, =diag(0 -x -x -k),tai

A"lz(pE—BO)lzdiag[l 1 1 1 j
p p+rK p+K p+K

ir

X,(p)=A"Z(p)+ L {4 Z(p)}1(t) = x,(0).
Gautas sprendinys tenkina salygas:
x,(t)=x(¢), 0<t<r,
X, (t)=x_,(t), —-7t=<t<0. (2.14)

Toliau istirsime (2.9) lygti intervale [r, 21) . Kadangi sprendinys x(¢) intervale [r, 21) pazymétas

x,(?), o intervale [O,T) — x,(t), tai pastarajq lygt] uzraSome taip:
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Dx,(t) = Byx,(t) + B, x,(t =) + z(?). (2.15)
X,(t—1) (t1<t¢<2t)yra zinoma funkcija (surasta pirmajame Zingsnyje), tai (2.15) lygtis yra matriciné
diferencialin¢ lygtis be véluojanio argumento. Sia lygti sprendziame operaciniu metodu.
Pazyméje X,(p)+x,(¢), uzraSome operatoring lygti, atitinkancia (2.15) diferencialing lygti:
pX,(p) =B X,(p)+ B X,(p)e ™ +Z(p).
Randame operatorinj sprendinj:
Xl (p)=(pE- Bo )_1 BlXo (p)epf +(pE - Bo)_1 Z(p)= A_lBlXo (p)epT + A_lz(p)~ (2.16)
Ivede pazyméjima:
A'B X, (p)=X,,(p)+x,(0),
ir remdamiesi (2.13) iSraiska, gauname:

X,(p) =X, (p)e™ + Xy (p) =%, (1 = DUt =7) +x, (1) = X, (1)

Gautas sprendinys x,(¢) tenkina salygas:
x(@)=x(t), t1<t<2r,
x(@)=x,1), 0<t<rt
Toliau (2.9) lygti istirsime intervale [2t,3t). Sprendinys x(r) intervale [2t1,3t) paZymétas
x,(1), o intervale [1,21) — x,(r). Gausime tokia lygti:
Dx, (t) = Byx, (t) + B)x,(t — 1)+ z(). (2.17)
Kadangi x,(t—t) (2t1<t<3t) yra zinoma funkcija (rasta antrajame zingsnyje), tai (2.17) lygtis
yra matriciné diferencialiné lygtis be véluojancio argumento. SprendZiame Sig lygti operaciniu metodu.
Pazymeje X,(p)+x,(t), uzraSome operatoring lygti:
pX,(p)= B X,(p)+B X, (p)e™” +Z(p)
ir operatorinj sprendini:

X,(p)=(PE~B,)'BX,(p)e” +(pE~B,) " Z(p)= A" B X (p)e” + A"'Z(p).
Antrajame Zingsnyje gavome: (2.18)
X/(p)=A"BX(p)e +A4"Z(p).

Irase Sia iSraiska i (2.18), turime:



21

X,(p)=A"B[A'BX (p)e " + 4" Z(p)|e " + 47 Z(p) =
= (4B ) X () + A" BAZ(p)e " + 47 Z(p) +
+x, (2).

Kadangi 47'Z(p) = X,(p), rasome:

X,(p)=(47B) Xy (e + A7 BX,(p)e ™ + 4" Z(p) =
- 2 -2pt
:(A 1Bl) X,(p)e?” + X, (p).

Pazymékime:

(A_IBI )2 Xo(p) = X5, (p) + x5, (0).
Tada

X,(p)= le(p)e—zpr +X,(p)+
%, (1 =20)1(t = 27) + x,(¢) = x, (2).

Matome, kad sprendinys x,(¢) tenkina salygas:
x,(t)=x(t), t<t<3t,
x,()=x/(t), t<t<2t

Toliau sprgsdami (2.9) matricing diferencialing lygti intervaluose kt<t<(k+1)t (k=3,4,5,...),

randame:
x,()=x_,@), t<kr, (2.19)
x, () =x(), t<(k+Dr (2.20)

Ieskome sprendinio x(¢) analizinés iSraiSkos.
Pazymékime:
g, (1) = x,(t) —x_,(t) = x, (1), (2.21)
£,(1) = x,(1) = x, (1),

&, (1) =x,(1)—x,, (1), (2.22)

@w=§am.
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Iverting (2.21) ir (2.22), gauname:
O, (1) =x, (1) +[x, () = x, O]+ [x, () = x, (D] + .. +[x, () —x,, (D] = x, (), 1<(L+]Dr.
ir
x(t) =®L(z)=ZL:sk(t), O0<t<(L+1),

Pritaike Sios lygybés deSiniajai pusei Laplaso transformacija, turime:

k=0

x(1)+0,(p)= ZL:TSk (x)e”dx, 0<t<(L+Drt. (2.23)

Kadangi Dx, ()= B,x,(t)+Bx,_ (t—1)+z(¢t) ir Dx, (¢)=Byx,,(6)+Bx,_,(t—1)+z(¢), tai,
iverting (2.22), raSome:
De, (t) = Byg, (1) + Big, ,(t—1). 2.24)
UZzraSome operatoring lygti, atitinkancia (2.24) matricing diferencialing lygti:
PL{g,(6)} = B,L{e, (1)} + Blzj:gk,l (t—t)e Pdt.
IS ¢ia randame

L{e (0} =(pE-B,) " B e, ,(t-t)e "dL. (2.25)

Pertvarkome Sios lygties deSingje puséje esanti integrala:

© t_‘C:e’ d[:de
J“C'kfl(t_'f)eiptdf =< t=0, 0=—1 =
0 l‘=00, T=00

= j g, (0)e " dp =" j &, ,(0)e"do.

=T

[verting pastaraja iSraiSka ir pazyméj¢ 4 = pE — B, perraSome (2.25) lygti:

[e.(edt=A"Be [ €, (0)edo. (2.26)
0 -1

Remdamiesi ¢, (¢) funkcijos savybe

g, ,(1)=0, t<(k-Dr.
(kuri iSplaukia i$ (2.19) ir (2.22) iSraisky), turime:
g ,()=0, <0, k=123,..
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Pritaik¢ Laplaso transformacija abiems lygybés g,(¢f)=x,(t) (Zr. (2.21) iSraiSka) puséms,

gauname:

]0.80 (e "dt=X,(p). 2.27)

(2.26) lygybe, pazyméje M = A”'Be™"" ir {verting (2.27), uzraome skirtingiems k =1,2,3
e (e "dt =M j g, (e "'dt = MX,(p),
0

g,(e ”dt =M | g (t)e "dt = M*X,(p),
2 ! ‘ 0 (2.28)

j g (e "dt =M j g, (e "dt = M" X, (p).
0 0
Irase (2.28) 1 (2.23), randame (2.9) matricinés diferencialinés lygties sprendini:
gk
x(t)+ X M X (p), 0<t<(L+1)t.
k=0
[verting pazyméjima M = A™'Be " ir funkcijos X,(p) iSraidka (zr. (2.13)), turésime:

1)+ :zo (A" Be ™ A Z(p), 0<t<(L+1)t. 2.29)

Cia A= pE—-B,=diag(p p+x p+x p+x), A_lzﬁK,BlzﬁB

2

K=diag(p+K 11 1]
p
(2.29) galime parasyti taip:

x(1)+ Z( ] o )kﬂ e ™ B*KZ(p).
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2.3.MATRICOS, NUSAKANCIOS VIDINE RYSIU STRUKTURA, K-TOJO
LAIPSNIO RADIMAS

Matricos B = , nusakancios viding ryS$iy struktiira, k-taji laipsni (k eN ) ieSkosime

—_— = O O
- o O O

0
1
1
0

(=

remdamiesi lygybe B* =TJT™' [16]; ¢ia J — matricos B Zordano forma, T — transformuojan¢ioji

matrica. Abi Sias matricas rasime zinodami matricos B tikrines reikSmes ir tikrinius vektorius [5].

Uzrasome matricos B charakteristing lygti:
|B—/1E| =0. (2.30)

Sios lygties $aknys yra matricos B tikrinés reik§més. (2.30) lygti perrasome taip:

-2 0 0 0
1 -2 0 1

A=|B-2E|= o 1 a1 1% (231
0 1 1 -z

Apskaic¢iuojame determinanta A, skleidZiant ji antros eilutés elementais:

A=(-1)* IM,, +(- 1)2+2 (=AM, + (_1)2+3 0M,; + (1> IM,,;

0 0 0 -2 0 0
M, =1 -4 1|=0, M,=|0 -1 1|=-2"+4,
1 1 -2 0 1 -2
-2 0 0 -2 0 0
M,=|0 1 1[=2+24, M, =0 1 -A=-1-A
0 1 -2 0 1 1

Istacius apskaiciuoty minory reik§mes i determinanto A iSraiska, gauname:

A=A —2)0" -1 =0.
ISsprendus Sia ketvirtojo laipsnio lygti [16] , randame keturias realiasias Saknis (matricos B

tikrines reikSmes):

_1-+5 1++/5

M=ol A=

Kadangi visos tikrinés reik§més yra skirtingos, tai matricos B Zordano forma yra diagonalioji

matrica, kurig uzraSome taip:
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-1 0 0 0
0 d 00
J= . (2.32)
0 0 0O
0 0 0 ¢

Rasime matricos B tikrinius vektorius. Pasinaudosime lygybe [5]

BX. . =AX,, i=14; (2.33)
¢ia A, matricos B tikriné reik§meé, X, = (xf” o X X )T - matricos tikrinis vektorius,
atitinkantis tikrinei reikSmei A |

(2.33) matricing lygti perraSome taip:

-A, 0 0 0 ) x"
X0 1 (i)
’ 210, (2.34)

0 1 A 1 xgi)
0 1 | xf"”

Remdamiesi (2.34), uzraSome lygciy sistemas, kurias spr¢sdami rasime matricos B tikriniy

vektoriy komponentes.
Kai A, = —1, turime:
x =0,

P+ +xP =0,

) 1 I _
X +x’ +x, =0.

ISsprendg Sia lygciy sistema, randame matricos B tikrinj vektoriy, atitinkantj tikring reikSme A | :

x 0
1
SR
A=l o [T ;
X 0
1
W) L
0
kin () M -1
¢ia x,’ € R. Parenkame x,’ =1. Tuomet X, =
1

[statg { (2.34) vietoje A ; A, =d, A, =0 ir A, = ¢, uzraSome lygciy sistemas kitoms tikriniy

vektoriy komponentéms rasti. I§sprendg Sias sistemas, gauname tikrinius vektorius X,, X;, X,:
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0 -1 0
x=| 7 x| T x|
S N A I U A B

1 1 1

Kadangi visos matricos B tikrinés reikSmeés yra paprastosios (skirtingos), tai transformuojancios

matricos 7' stulpelius sudaro matricos B tikriniai vektoriai [1]. Iverting tai, paraSome matrica 7 :

0 0 -1 0
ro| b e by (2.35)
0 1 1 1
11

Apskaitiuojame Siai matricai atvirk$tine matrica 7' (skaiiavimo rezultatus patikriname,

remdamiesi lygybe TT' = E ; E — vienetiné matrica):

0O 0 —-s =
4, 1l e -1 ¢ -l
T =— ; (2.36)
sl-s 0 0 O
-d 1 -d 1

¢ia S=\/§.

UZraSome matricos B k-taii laipsni (k =1, 4) :

0 0 0 0
Bopyirt =l B B A 2.37)
sla, a, a; a,
a

¢ia

a,=cd"" —dc"",
a,=c""-d"",

a, == (c—d)+cd"™" —dc*,
a,=—(-)(c—d)-d*" " +c*",
a; =cd" —dc*,

a, =c‘-d",

a, =—(-1)*(c—d)+cd* —dc",
a,=(-D(c-d)-d" +c".
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24. SINCHRONIZACIJOS SISTEMOS PEREINAMUJU PROCESU
TYRIMAS

Sistemos pereinamuosius procesus tirsime remdamiesi jos reakcija | vienetini fazés Suolj.

Sistemos i—tojo generatoriaus virpesio fazés reakcija | j—tojo generatoriaus virpesio fazés vienetini
Suoli vadinsime sistemos pereinamaja funkcija 4;(r). Ju visuma (7,;(¢) (i) = 1,_4)) sudaro
pereinamyjy funkcijy matrica () = (%,(7)) Rasime Sios matricos elementus, pasinaudojg (2.29)
sprendiniu.

Skaic¢iuosime sinchronizacijos sistemos pereinamasias funkcijas. Kai vienetinis fazes Suolis veikia
Jj—tojo generatoriaus virpesio fazg, (2.9) lygties laisvasis narys jgauna pokyti:

Az(t) =8() IV ; (2.38)
&ia I ¥ — vektorius, kurio j—tasis elementas lygus 1, o likusieji — 0. 8(¢) — delta funkcija (jai teisinga
tokia operatoriné lygybé &(¢)+1).

Simboliu

h(0)=(hy(0), j=14 (2.39)

pazymeésime pereinamyjy funkciju /£, () (/= const, i=1,4) matrica-stulpel{ (3io matricos

stulpelio elementai yra sistemos generatoriy virpesiu faziu reakcijos i j-tojo generatoriaus fazés

vienetini Suolj).

2.4.1. PEREINAMUJU FUNKCIJU SKAICIAVIMAS

Ieskosime pereinamyju funkciju. Remdamiesi (2.9) ir (2.38) iSraiSkomis perraSome matricing
diferencialing lygti vektoriaus A, (¢) atzvilgiu:
Dh,(t) = Byh,(t)+ Bh,(t —1)+ 31V, j=14. (2.40)

Sios matricinés diferencialinés lygties sprendinj uzrasome remdamiesi (2.9) ir (2.29) sprendiniu:

B0 = (0) = X (A" Be™) 419, 0<t<(L+1n 2.41)

¢ia A= pE—-B,, E — vienetin¢ ketvirtos eilés matrica, j=1,4.

I8 (2.41) israiskos iSplaukia:

h(t)=(hy (1)) + i (A'Be ™) A", 0<t<(L+l) (2.42)
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¢ia h(t) - pereinamyju funkcijy matrica.
Panaudoj¢ (2.42) iSraiSkai atvirksting Laplaso transformacija, gauname:
h(D=10), h, (=0, j=2,34

L k . !
hy () = Zi{Bk b {1 - Z%M-’m) } I(xt—kxt), i=2,3,4.

k=1 2k
k (2.43)
h(f) = e'“’l(t)+z%‘(”"k“) {B*} l(xt—kxr), i=2,3,4.
=1 113

hy () = Z(Ktzkk;:) T et (B Nt —kir), i j=14, j#l, i#).
=1 y

. 1 1 1 1
gia A7 =diag[
p ptK  pHK  pHxK

j, L=0,1,2,.... Matricos B k-tasis laipsnis apskaiCiuotas (2.3)

skyriuje.

Naudojant (2.43) formules, apskaiCiuotos pereinamosios funkcijos prie jvairiu parametry &7

reikSmiy. Grafikai pateikti ( 2.2 pav.)ir 3 priede.

iy (42
0z

0L

al

LIS

2.2 pav. Pereinamyjy funkcijy h;(xz) grafikai
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A (vt}

2.3 pav. Pereinamyjy funkcijy /;/(xz) grafikai

IS pateikty grafiky galime pastebéti, kad tuo atveju, kai vélinimo t ir koeficiento k sandauga
mazesné uz vieneta, pereinamosios funkcijos praktiskai nepriklauso nuo vélinimo dydzio. Kai xt

didéja, pereinamojo proceso trukme turi tendencija didéti.

2.4.2. PEREINAMUJU PROCESU PRIKLAUSOMYBES
NUO PRADINIU SALYGU TYRIMAS

Pradiniy salygu itaka i pereinamuosius procesus sistemoje tirsime remdamiesi (2.29) sprendiniu.
L
x(t)+ EO (A"'Be ™) 4" Z(p), 0<t<(L+I)t

gia x()=(x() %) %0 x0), Z(p)=(Z(p) Z(p) Z(p) Z,(p)) - vekioriné funkcija,

priklausanti nuo pradiniy salygu, Z,(p)+z,(t), i=14.

Funkcijy z,(2), i:(1,4) uzraSome iSraiSkas:



z,(t) = fo, 1) + 9,,8(),

2,(0) = fy, 00+ 00+ (S 1) = fy1(0) + @ 10 = f (=D —0) + 1t =) +
+§(fo4t1(t) — fouTH ) + @ 1(2) = fo, (=Dt = 1) + @y, 1(2 — r)) ,

2,(0) = i)+ 0030+ (S 10) = £y 71(0) + @ 1) = i (1= DU =)+ 0 11 =) +
+ 2 (10~ £,7(0) + 010 = it =DM =)+, 11 =),

2,(1) = fo, 1() + 0,,8(t) + g (Sl 1(0) = £, T1(0) + 9y 1() — fop (1 = DI = T) + @, (1 = 7)) +

# 2 M)= Fost 0+ 0 M0 = iy (1 =D =)+ i =),

Sioms formuléms pritaike Laplaso transformacija randame Z (p), i=L4.

Zl(p):&_i_(pm,
p
f KO KT K KO e ]q‘ .
Z,(p) ="+ Qg +— - 12_ 4o — liep,
K KT K] K . .
Z3(p):&+(p03+ P24 _ f‘24 + ‘fzg _ (P24e p —%ge » ’

I KOy Kty  Kfyy K@y _,0 Kfhy 0
Z4(p):i+([)o4+ 23 _ Y23 2;_ 23 Pt _ 23619'
p 2p  2p 2p° 2p 2p

Cia f; = fo; + Jois @5 = @ + @y

Pasinaudojg (2.29) sprendiniu, galima parasyti:

M(0)+ A Z(p)+ S (A Be ™) A" Z(p), 0<t<(L+1)t
k=1

gia A7 = ah'ag(l ! ! 1 ]

p ptxK p+xK p+K

(2.44) i8raiSka, perraSome taip:
(@) (ou(p) 0

_ nM) | o | Lk ‘ B (p)
O Lo [T am +kzl[2j ®(py |
5 (0) \ay(p) B (p)

¢ia

30

(2.44)
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lZ,-(p), i=1,
o, (p)=1" (2.45)
Z,(p), i=2,3,4,

p+x

0, i=1,

(k) _

’ “")‘{{Bk}ﬂUl<p>+{8k}ﬁUz<p>+{3k},.3vg<p>+<3k},.4v4<p>, 40
0, i=1,

U(p)=4 ok (2.47)

Z,(p), =234

Parasome i-tojo ir j-tojo (i, j = L4, i J ) generatoriy virpesiy faziy skirtumo analizing iSraiska:

k
L _
xjm—x,-(r)+oc_,-(p)—ai(p)+kzl(§j B (p) =B (p). 1i=T4 %] (2.48)

Detaliau panagrinésime skirtuma x, (1) — x;(¢).
Remiantis (2.48), generatoriy virpesiy faziy skirtuma galime parasyti taip:
k
LK pt Q)
x4(t) — X3 1)+ 0~4(p) - (13(17) + kzl(;j (B4 (p)- B3 (p)),
Istate (2.45), (2.46), (2.47) israiskas i (2.48), gauname:
x4(t) — X3 1=+ 0L4(p) - 0(3(17) +
L K k

k k k k

+kzl(;j (({B }41 - {B }31)U1 (p)+ ({B }42 Bl {B }32)U2(p) *

({8, {8, U +({B'}, {8}, ). (o).

Atlike atvirksting Laplaso transformacija ir ivede pazyméjimus, gauname:

X, (1) = x5 (1) = A43(I)+
+é‘1(%j (({Bk}41 _{Bk}3l)a1(t’k)+({3k}42 —{Bk}32)a2(t,k)+

({8, - (8], Jast. b+ ({B*), ~{B"),, Jaut.h).

v

Cla

a,(t,k) = f,,8,(t =k, )I(t —kt) + @, S, (t — kT, k)I(t — k1),



ay(t,k) = f,,S,(t—kt,k + DI(t — k1) + 9,8, (t — kT, k + DI(t — k1) +
+ % (@, — fu)S, (= kT, k + DIt — k) +% 1.8, (t =kt k+ DI(t — k) —

—%(pMS] (t—(k+Dt,k+DI(t=(k+ D7) —%fmS2 (t—(k+Dt,k+DI(t—(k+1D)7).

ay(t,k) = £,,8,(t =kt k + DIt — k) + 9y S, (¢ — kT, k + DIt —kt) +

+ % (P, = 5408, (t =k, bk +DI(t = kt) + %fMS2 (t—kt,k+DI(t—kt)—

—%(pMS1 (t—(k+Dr,k+DI(t = (k+1D)1) —%fzé‘S2 (t—(k+Dt,k+DI(t = (k+1)1).

a,(t,k) = f,,S,(t =k, k + DI(t —kt) + @, S, (t — kT, k + DI(t — k1) +
+ % (Pys — DS, (= kT, k + DI(t — kt) + % FnSy (t =k, ke + DI(t = kt) —

—%(pBS1 (t—(k+Dt,k+DI(t—(k+1)7) —%fBS2 (t—(k+Dt,k+DI(t—(k+ D).

A, (1) = {f(m + % (Posq — f034r)} S, (8, 1) + @3, S, (2, 1) + % JoaaS, (6,1 —

1 1
5 Pp30S, (¢ =T, DIt —1) - Ef(mSz (t—1,DI(t—1).

v

Cla

@iy = Po; T Doy
Jia =T+ Jos>
Po3s = Poz — Pog>
Josa = Jos = Jos>

Pasinaudojame surastais pirmavaizdziais (zr. 1 prieda)

k-1

t
Sty =—ce™,
(k=1)!
11 & (k)
SP(t)=—-— e,
e K e vl
t k 1 &3 (k)
Sy =—- + «
2 () Kk k+1 k+1 o 7

Nagringjame generatoriy virpesiy faziy skirtumus tarp visy rysj turinc¢iy generatoriu.
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2.4.3. RIBINES GENERATORIU VIRPESIU FAZIU SKIRTUMU
REIKSMES

Zinome, kad

x,(H)—x;(8) = Ligép(X" -X;), i,j=L4 >+
Turime diferencialiniy lygciy sistema:

Dx, (1) = z,(1);

Dx,(t) = (x1 t—-7)-x,t)+x,(t—-7)—x, (t)) +2,(1);

Dx;(t)=— (xz(t T)=x,(O) +x,(t—7) - x3(t))+z3(t)

Dx,(t) = (xz (t-1)—x,(O)+x;(t—7)— x4(t)) +2,(0).
Sios sistemos sprendinius rasime remdamiesi Kramerio taisykle. Rasime lim p(X, - X 2
p—0

Pritaikome Laplaso transformacija:

pX,(p)=Z2,(p);

pX, (p)——(X (P)e” =X, (p)+ X (p)e ™ = X,(p))+ Z,(p);

PX;(p) ——(X (P)e" = Xy(p)+ X (p)e™ = X,(p))+ Z,(p);

pX,(p)= —(X (P)e” = X,(p)+ Xy(p)e” = X,(P))+ Z,(p);

IS koeficienty prie X,, i= 1,_4 sudarome matrica:

p 0 0 0
—K —-K
—e +k 0 —e
2 g 2
0 Ko p+k K
2
—K K
0 —e " —e +k
2 2 b
& - . . 3 1 2 -2pr 1 =3pr
Sios matricos determinantas A = p| (p + k) _5 g (p+K)—§K Pl

Sistemos laisvyju nariy stulpelis b:(Zl(p),Z2(p),Z3(p),Z4(p))T. Determinanto A stulpelius

paeiliui keisdami laisvyjy nariy stulpeliu 4, gausime tokius determinantus:



Zl (p) 0 0
Z,(p) —e”
A, =
Z,(p) 0 ptK
—K
Z 0 —e
4(17) 5
p 0 Z,(p)
_K‘ o
¢ " o p+x Z,(p)
A, = _
oo T oz
0 e Z(p)

Ieskome ling p(X,-X)):
p—>

0 p
_ VA, =
_Keip‘[ 2 0
2
p+K 0
0 p
_ , A, =
_Ke_pT 4 O
2
p+K 0

—-pr

Z(p)

Z,(p)
Zi(p)

Z,(p)

p+K

—pr

p+K

-K
2

-pr

p+K

Z(p)

Z,(p)

Z,(p) '

Z,(p)

. A A
lim p(X, - X,) = lim p=2—2L = im 2 (Z,(p)(A,, — A, + Z, (p)(Ay, — Ay +
p—0 p—0 A p—0 A

+Z3 (p)(A32 - A31) + Z4 (p)(A4z - A41 ),

éia A, j=12, i=14, matricos X adjunktai.
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Gauname neapibréztuma, kai p =0, todé¢l taikom Liopitalio taisyklg. Pertvarkom pastaraja

iSraiska:
2 2
lim p(X, - X,) =lim P Z(p) lim A, —A +lim2 Z,(p) lim Ay A,
p—0 p—0 A p—0 p p—0 A p—0 p
2 2

+lim P Z,(p) lim Ay -4y +1lim pZ,(p) lim Ay —Ay, _

p—0 A p—0 p p—0 A p—0 p

i (pzzl(p))p blA ALY 1 (pZZZ(p))p (A A
- pli% Avp plil:)l( 127 11) +p123 A plilg( 2 21) +

i (Pzzs(p))p lim( A A ) (pZZ4(p))p (A A
+p1£1:)1 plgg( 32 31) + pl_r)% A' plilg( 927 24 )p-

Rasime riby i§vestines:

limA' = l‘rré(p((erKf —%Kzez‘”(pﬁtlc)—é/@e”’jj S

p—0 P

+

(2.47)
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—pr
—pr

p+K

"
e

"
e

p+K

pP+K

-«
2"

—K

0
e’
Ptk
e’

e’

p—0



0o 0 O0(|0 O O {0 O O

hmA 1 0 K x 0 K- x 0 E2'=O.
p—0 2 2 2

K x| |-« x| |-« K

-7 Kk —| |— 1 — |— &k —1

2 2 2 2 2 2

Tokiu paciu biidu randame ir kitas ribas:

3 2 3

| KT _K Tkt 2 3
limA, =x*——; li A - . .o K TkT,
R S UL

3k’ 3x? 2
lim A ; limA’ ; 3k
p—0 2 4 p—0 2= 4 }UIE(%A 4 )

2 2

K 3k 2
IimA,, =—; limA,, ==—; K
BTy BTy }UILI(%A 7,

2 2
i K. 3k limA', = k%
LIL%AM % }DILHA“ YRE PRI
Dabar rasime lim(pzZl. (p)) :
p—0

(L f |
hm (i"' ¢’01) = f01 >
p—>0
. 2 S KQ, KT K K@, _ K _
lim + 14 IERAT R PR LN Ty :
am p (_p Py + 2p 2p 2[72 2p 2p2 ) = Jos
lim pz(fo3 + @+ KQyy KT [y n Kf224 _ KD e _ Kf224 ep‘r)\J .
P20 P 2p  2p 2p° 2p 2p
lim pz(fo4 + @y + K@y, KTy n Kf223 _KPs e _ Kf223 ep‘r)j = 7.
p0 P 2p  2p 2p° 2p 2p

Gautus rezultatus statome i (2.46) iSraiska:

lim p(X, (p) - X(p))—ﬁ[ —————

+8f—032 K—O 8f03 _0 8f04 _0 _
3k 4 3 | 4 3/( 2
_2fr+6f02 fol_i_gfm_fm_i_ifm_fm.
01 3

K 3 K 3 K

Analogiskai apskaiciave, gauname tokias iSraiskas:

foz_fol +2f03_fo1 +2ﬁ)4‘f()1
K

K K

lim p(X;(p) = X,(p) =617 +2

b

8
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if(B_fOl +gﬁ)4_f01

})igg pP(X;5(p)— X, (p))=-2fyt+

b

3 « 3 «
limp(X4(p)—Xl(p))=—6f012'+§f°4_fm +iﬁ)3_f01 +gf02_f01 ,
p=0 3 x 3 « 3 «

lim p(X, (p)~ X,(p)) = 2 fye 4 I Jor " Su,
e 3 « 3 «
E f04 _fos )
3 «x

lim p(X,(p) - X5(p)) =
Generatoriy virpesiy faziy skirtumy pereinamieji procesai priklauso nuo pradiniy salygu, t.y. nuo
generatoriy savyju dazniy fy; ir pradiniy faziy @, i=14. Taip pat nuo parametry kKt sandaugos.

Didéjant k1t pereinamojo proceso trukmé didéja. Kai kuriuy faziy skirtumuy grafikai pateikti 2.5
paveiksle (skaiCiuota, kai &:2005; &:2000; @:2000; @=2005, ¢y, =0.5 i=1,_4) (daugiau
K K K K

grafiky zr. 4 priede).

iz o ' — =1
. --1r—=3
/ “
5 by N —
E N -
.’J/\ L L~
|
u ] o e 10

X, (xct)-x (k) — kT2
0

-2.10*

—4.10*

2.5 pav. Faziy skirtumo x, (¢)—x, (¢) grafikai prie skirtingy kt reik§miy
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PROGRAMINE REALIZACIJA IR INSTRUKCIJA VARTOTOJUI

Mathcad 12 Professional — taikomujuy programy paketas, orientuotas i mokslinius, techninius
skai¢iavimus. Siuo programiniu paketu galima atlikti ne tik skaitmeninius, bet ir analitinius
(simbolinius) skai¢iavimus. Kadangi $iuo paketu lengvai apskaiiuojamos sudétingos formulés, todél
visi skai¢iavimai ir yra atlickami biitent Mathcad 12 Professional programiniu paketu.

Siuo paketu skai¢iuota pereinamosios funkcijos, generatoriy virpesiy faziy skirtumai, nubraizyti

grafikai.
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ISVADOS

Nagrinéta priverstinés sinchronizacijos sistema. Analizuodami skai¢iavimo rezultatus, padarome
Sias iSvadas:

1. Pereinamojo proceso trukmé sinchronizacijos sistemoje priklauso nuo parametry x ir <
sandaugos. Didéjant kt, pereinamojo proceso trukmé turi tendencija didéti. Pereinamasis procesas
igauna virpamojo proceso pozymiy, kai kt>1,5.

2. Kai vélinimo 7 ir koeficiento k sandauga daug mazesné uz vieneta, pereinamasis procesas
praktiSkai nepriklauso nuo vélinimo dydzio. Tuo atveju galima nagrinéti suprastinta sistemos
matematini modelj — matricing diferencialing lygti be véluojancio argumento.

3. Sistemos generatoriy, i§ kuriy vienas turi betarpiska ry$i su vedanciuoju, virpesiu faziy
skirtumy ribiné reikSmé priklauso nuo vedanciojo generatoriaus ir betarpiskai su juo sujungty
generatoriy savyju dazniy skirtumy, bei vedanciojo generatoriaus savojo daznio ir vélinimo =
sandaugos.

4. Sistemos generatoriy, neturinéiy betarpiSko rySio su vedanciuoju, virpesiu faziy skirtumy

ribiné reik§mé priklauso tiktai nuo juy savyjuy dazniy skirtumo ir nepriklauso nuo vélinimo t.
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1. PRIEDAS

VAIZDUY PIRMAVAIZDZIU SKAICIAVIMAS

Naudojamés Siomis Laplaso transformacijos formulémis:

1(t)+l,
p

1(t—r)+le’“,
p

- 1
e - ,
p+K
t_+ 1+1 I’ZEN,
n! p
" 1
Ly —, neN.
n! (p+x)
;kl+j[1 ! o rdx = ! kl+£e’“" :itxke’“xdx.
pp+x)™ o (p+x)” (p+) k! k'3
—ax=t,
k k+1 k+1
J‘xke—axdxz xz_i, :J(_lj tket(_ljdtz(_lJ jtketdt:(_l) ]1
a a a a a
dxz—ldt.
L a i

I = .[tke'dl = thdet =t'e' - J.ktk’letdt =t'e —kJ.tk’lde’ =t'e —k[rk’le’ —J(k - 1)tk’2e’dt} =
=t'e' —kt" e’ + k(k - I)J 1'7de' =...=t'e' —kt'" e +k(k -1t e —k(k—1)(k—-2)t" e +
(k= 1)(k = 2)(k =3 e’ + ot (<1 (k= 1)k = 2)...[k — (k —2)] e +

+(=1) (k= 1)(k =2)...[ k= (k =D)] [/ de' =

= & [tk k=D =t (D Rk = 1)k ~2)..3- 26+ (<) k(k = 1)(k —2)...3-2-1]

I =[iedt=e' [t =" + k(=1 =+ (=)' k!



1= kae_”xdx =(-1)* %Il = {t = ax} = (=" % e “[(—ax)" + k(—ax)"" + k(k =1)(—ax)"* +
a a
o (DR (—ax) + (D) k] = % e “[-a"x" —ka"'x* " —k(k-1)a" X" — . —klax— k] =
a

ax|: xk ]O(fk_l k(k—l)xk_2 k! j|
=e - - 3 e T .

2 k+1
a a a a

[dtewdemen| X T _MEDST | Kx kL

! 0 1 1 i (Kt)v e—m‘

2 e
P (p+x) K ey
1 t 1 k K)’ t B 1 t . 1 1 vy
- k+1,[dx_ k+1z( ) j.xve“xdxz —J.xve“"dxz _— +1Z( ) el
Ko KOS v v! K’ K" !
1 1 & 1 I & (xt) .
= k+l1 t k+1 |: vl v+l z( |) ti| -
v=0 K =0 T
1 1 &1 1 & (kt)
= kil t m, Z— ) Z ( ') Kt —
K K v=0 K v=0r=0 V-
1 1 k 1 kv Kt r - ¢ k+1 1 i v of . i
=l le MZ ( |) e == MZ ( ,) e
v=0 v=0r=0 I- K K K B
L 2 PR IR R oY () g
2 k+1 K+ k2 k2 Z e



2. PRIEDAS

PEREINAMUJU FUNKCIJU SKAICIAVIMO ALGORITMAS

Y

ORIGIN:= 1 kt:=05 ( 50]
MWW L — 1

KT

T =0 if t<0

1 otherwise

Aprasom Hevisaido vienetine funkcija

ti:=0,0.1.. (L + 1)-xt

d := floor(L)
0000
B 1 0 0 I | matrica nusakanti vidine rysiu sistema
0101
0110

Pereinamuju funkciju skaiciavimo formules

< 1 k k k (tK—k-K‘r)l — (ti—k-x71)
hil(tx) = Z (Ej B 1—2 ——7 . T(te - kxt)|  i=2,3,4
k=1

I!
=0

1'e_ (tK_l'KT)-T(tK - l-K‘E)

—t d (tK - l-K‘c)1~B
hii(tK) = "4 Z

. i=2,3,4
=1 2.1

d 1 .. . .
hij(tK) — Z (tK—ll.Kt) o (tK—l-K‘c).(Bl).T(tK B 1~K‘t) i,j# 1,2,3,4 j# Li#]
1=0 2.1

43
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3. PRIEDAS

PEREINAMUJU FUNKCIJU GRAFIKAI

Pereinamuyjy funkecijy grafikai prie skirtingy «, T reikSmiy.

30

0, ti 30

0.4 T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

O, tx 30

3.2 pav. Pereinamyjy funkcijy A; grafikai, kai kt=1
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0 5 10 15 20 25 30

O, tx 30

3.3 pav. Pereinamyjy funkcijy A; grafikai, kai kt=2,5

0.25

02 ! -
oo

H(tx); 3 N\

3.4 pav. Pereinamyjy funkciju 4; grafikai, kai x1=0,25

0.25

021 m

H(tK)273

0, ti 20

3.5 pav. Pereinamyjy funkcijy A; grafikai, kai xt=1,25



T T T
0.25
021 .
H(tK)2’3 ’[ \n\
H(t)s,5 r \
H(t)y 0117 J O 7
O,
1
1
h(ti)s,
0.5
B
0 o U= | | |
0 10 20 30 40
0, tk 40
3.7 pav. Pereinamyjy funkcijy A;; grafikai, kai xt=0,5
1 | | |
1
h(ti);
0.5
B
0
0
0 10 20 30 40
0, tk 40

3.8 pav. Pereinamyjy funkciju A;; grafikai, kai k1=2,5
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4. PRIEDAS

GENERATORIU VIRPESIU FAZIU SKIRTUMO SKAICIAVIMO

1001 matrica nusakanti vidine rysiu

ALGORITMAS
ORIGIN:= 1
NMVWWWWA
0000
. B:=
N\xt) =10 ift<0 0101 struktura
1 otherwise 0110
vienetine funkcija
=3 L= 2] -1
ks S Kt :=0,0.05.. (L + 1)kt

&= floor(L)

f01:=2005 02 :=2000 03 :=2000 04 :=2005

01:=0.5 $02:=0.5  ¢03:=05  ¢04:=0.5 pradines fazes

fl4:= 01+ 04  §l4:=¢01 + ¢04
£24:= 02 + f04

24 = 402 + ¢04 ivedame pazymejimus

23:=102 + {03 23 = 002 + 403

43:= 04103 e s 403

k-1 v Ktr .
- K
SZ(Kt,k) =kt —k+ z z r—!-e
v=0r=0

A43(xt) = [f043+ %-(—4;043 + fo43m)}51(m, 1) + 4043-S0(xt, 1) +

' %-(—f043)-82(1<t, 1) -

N | —

al(kt, k) = f01-S2(kt — k-kt, k)- V(xt — kext) + ¢01-S1(xt — keiet, k)- Wkt — k-kr)

generatoriu savieji dazniai

(—¢043)-S1(xt - xt, 1)-V(kt — k1) — —;-(—f043)-82(1<t —xt,1)-V(kt - x1)
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a2(xt, k) = P02S1(xt — k-t k + 1)-V(kt — kkt) + §02-S0(kt — ke, k + 1)-V(xt — k'xt) +

'+ %-(¢14— fldwr)-S1(kt — ket k + 1)-V(kt — keer) + —é-msz(m —kxr,k+ 1)-V(kt — kxt) —u
~|:—;¢14-Sl|:l<t — (k+ Dt k+ 1Mkt — (k+ 1)1 ——;-msz[m — (k+ Dewr,k+ 1 Vxt - (k+ 1)-m]}
a3(kt,k) = 03-S1(kt — kkt, k + 1)-V(kt — kkr) + 403-S0(xt — k't k + 1)-V(kt — kkt) + 1
' %~(¢24 - £24x1)-S1(kt - ker,k + 1)-V(kt — kxe) + %-msz(m —kewr,k+ 1)-V(kt — k) —n
{—;-4)24-51[,«7 (k+ Dtk + 1-Vxt — (k + D)-xr] 7%-9452@ —(k+ Dtk + 1]-Vxt — (k+ 1)-m]}

ad(xt, k) = P04 S1(xt — k-t k + 1)-V(kt — kkt) + §04-S0(xt — k-, k + 1)-V(xt — k'xt) +

+ %-(¢23 — £231)-S1(kt — keer, k + 1)-V(kt — kexer) + —;m-sz(m —kxr,k+ 1)-V(kt — kxt) —u

{—;-@3-51@ —(k+ Dt k+ 1Mkt - (k+ )kt ——;-msz[m — (k+ Dewr,k+ 1 Vxt - (k+ 1)-m]}

x44xt) = A43(xt) + i {%[[(31)4’1 - (31)3’ J-al(xt,l) + |:(B1)4,2 - (Bl)m}az(m,l) + [(BI)AL3 - (31)3,3}3(1«,1) + [(131)4’4 - (Bl)3,4}a4(|<t,l):]:|

1=11L2
Ad1(kt) = [f04+ —;(¢23 - f23-m)}$1(m, 1) + 404-S0(xt, 1) + %.m.sz(m, 1) -

—(%~¢23-Sl(1<t — KT, 1)-V(Kt - K’E) - %~f23-82(1<t — KT, 1)-V(Kt - K’E) - f()l-Kt-V(Kt) - (Iﬂl'V(K‘[))
A42(xt) = [f042+ —;(¢23 — £23x1) — é-(¢14 - f14-m):|-Sl(Kt, 1) + ¢042:S0(kt, 1) +
' %~(f23 — £14)-82(kt, 1) — %-(4)23 — ¢14)-S1(xt — 1cr, 1)-V(kt — xct) — —;-(m — £14)-82(xt — k1, 1)-V(kt — k1)

xadit) = Ad2(t) + i { 1 Jattee) + [(BI)AL2 (s, a2l + [(Bl)‘m (s, st + [(BI)AL -6, J-azt(m,l)ﬂ
2

—_

C
x41(xt) = A41(kt) + Z
=1

{l al(Kt )+ |:(B1) e (Bl)l 2} a2kt 1) + [( ) i3 7(131)1, 3}ﬁ(m,l) + |:(B1) e (Bl)l 4} ad(xt, 1)}}

x3 I(Kt) = A31(Kt) + i |:i-[(Bl)3, 1.al(Kt,l) + (Bl)3,2.a2(1<t,l) + (Bl)3,3.a3(1<t,l) + (B1)3,4.a4(1<t,1)}:|

x21 Kt Kt + i i |:( ) al Kt 1) ( 1) ,z-aZ(Kt,l) + (B1)2’3-a3(1<t,1) + (B1)2,4-a4(1<t,1)}:|

1=1

x34xt) == A32(xt) + z [l[[ 31" :|al xt,1) + |:(Bl)3’2 - (Bl)2’2:|-a2(1<t,l) + |:(B1)3’3 7(B1)2~3:|-a3(1<t,1) " |:(Bl)3’47 (Bl)2’4:|-a4(1ct,l):|:|

1=1102

A32(xt) = [f032+ %-(—¢03z+ f032-m)}81(m, 1) + 4032:S0(xt, 1) + —;-(—f032)-82(1<t, 1) -
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{5(—4;032).81(1« —xt,1)-V(kt - k1) - —;-(—f032)~82(1<t —xr,1)-V(kt — m)}

A31(xt) =103 + %-(¢z4— £2411)-S1(kt, 1) + §03-50(xt, 1) + %-msz(m, 1) - —;¢24~Sl(m —xt, 1) V(kt — k1) — —;f24sz(m — 1, 1)-V(kt — k1) — P01-et- V(ict) — ¢01-V(xt)

Alit) =102+ %4((1)14 — f14x1)-S1(kt, 1) + ¢02:S0(xt, 1) + —;f14$2(1<t, 1) - %<¢14-51(m —xr, 1)Vt — k1) — émsz(m — 1, 1)-V(kt — k) — f0l-xt-V(xt) — 01-V(xt)



5. PRIEDAS

GENERATORIU VIRPESIU FAZIU SKIRTUMU GRAFIKAI

Generatoriy virpesiy faziy skirtumai, kai

Jou_ 5905, o2 _ 5000, %:2000, Jos _ 5005, @, =0.5 i=
K

1,4)

K K
T T

15000

110" -
x41(xkt)
x42(kt) _

— 6.134x10°, \ | | |
-1-10
20 40 60 80
Kt 80

O,

5.1 pav. Faziy skirtumo x,(¢)—x,(¢), i =1,2 grafikas, kai kt=0.5

15000

741 (xt)

742 (kt)

-2.10*

— 3.58x10%, \
=410

80

O,

60

40

20
Kt 80

5.2 pav. Faziy skirtumo x,(t)—x,(¢), i =1,2 grafikas, kai kt=3

50
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10

x21(xkt)

~2-10
x41(xt)

—3.611x10%, —_—— =
-4-10*

0 |
’ k
x21(xt) \\________
x41(kt)
- 4'104 4 | |
—4-10
50 100 150
0, Kt 150

5.4 pav. Faziy skirtumo x,(¢)—x,(¢), i =2,4 grafikas, kai kt=1.5

2.10° 0 K

-1-10* | \
x32(kt) \

-2-10* N
X31(xt)

a0t —_ ]

—3.01x10%, \
=410

50 100 150

.0, Kt 150
5.5 pav. Faziy skirtumo x,(7)—x,(¢), grafikas, kai kt=2.5

Gaunamos tokios ribinés reikSmeés:

lim p(X,(p) = X,(p)) =-36106.7; lim p(X, (p) = X,(p)) =-12043.3;
p—> p—>

lim p(X,(p) - X,(p)) =-12033.3; lim p(X;(p) = X,(p)) = -36110;
lim p(X,(p) = X;(p)) =3.3. lim p(X;(p) = X,(p)) =-12036.7;



Generatoriy virpesiu faziy skirtumai, kai

&:&2&2&22000, s Py =P, =0, @y, =0, =1.

K K K K
0 |
2.10° \
\
X32(xt) \*- .
Bkt gt B N T — e — i
x21(kt) N\
2e2\ ~
~— -_
— 410" ) | |
=410
50 100 150
.0, Kt 150

5.6 pav. Faziy skirtumo x,(z) —x,(?), grafikas, kai xt=2.5
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