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SANTRAUKA

Siame darbe vienoje dinaminéje sistemoje ie§koma chaotinio judesio. Pastaroji sistema
yra aprasoma dviem paprastosiomis diferencialinémis lygtimis. Siy lyg¢iy sprendiniy ieskoma
dviem metodais: operatoriniu ir skaitiniu Rungés ir Kutos. Véliau tiriama diferencialiniy
lyg€iy sprendiniy priklausomybé nuo pradiniy salygy. Taip pat atliekamas chaoso tyrimas
pagal i tiriamas diferencialines lygtis jeinan¢ius parametrus. Ir galiausiai vertinamas chaosas
sistemoje pagal Liapunovo eksponentes.

Nustatyta, kad priklausomai nuo parametry reikSmiy, duotoje sistemoje egzistuoja

stabilus reZimas, determinuotas chaosas bei pereinamieji procesai.



Stankevidiité L. CHAOTIC MOTION SEARCH OF ONE DYNAMIC SYSTEM:
Master‘s work in applied mathematics / supervisor prof. Z. Navickas; Department of
Applied mathematics, Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of
Technology. — Kaunas, 2009. —43 p.

SUMMARY

In this paper a search for the chaotic motion is made in one dynamic system. This
system is described by two simple differential equations. We are looking for solutions of this
system using two methods: operator method and numerical Runge and Kutta method. Then a
study of dependency of solutions of differential equations on initial conditions is made. Also a
study of chaos using parameters of considered differential equations is presented. And finally
we estimate chaos in the system using Lyapunov exponents.

The results showed that a stable regime, determined chaos and transition processes

exist in the given system depending on values of parameters.
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IVADAS

Chaosu vadinamas nereguliarus dinaminiy sistemy elgesys. Pagrindiné chaotinio elgesio
savybé: artimos trajektorijos fazinéje erdveje eksponentiSkai greitai prasiskiria (Drugelio
efektas). Chaoso teorijos pradininku laikomas Edwardas Lorenzas.

Sio darbo tikslas ir yra jvertinti chaosa vienoje dinaminéje sistemoje, bei atlikti chaoso
tyrima sistemoje pagal parametrus. Skaiiavimams buvo naudotos Maple ir Matlab
programinés irangos.

Pirmoje dalyje — bendrojoje dalyje pateikiama skai¢iavimams naudoty operatorinio ir
Rungés ir Kutos metody apraSymai. Taip pat apraSomas akademiko prof. K. Ragulskio
pasitlytas mechaniniy virpesiy sistemos modelis. Toliau pateikta teorija reikalinga apibrézti
Liapunovo eksponentes, kuriy pagalba ivertinamas chaosas sistemoje. Tiriamojoje dalyje
lyginamas operatorinio ir Rungés ir Kutos diferencialiniy lyg€iy sprendimo metody
efektyvumas, tirlama sistemos savybiy priklausomybé nuo pradiniy salyguy, taip pat
priklausomybé nuo parametry, vertinamas sistemos chaotiSkumas pagal Liapunovo

eksponentes.



1. BENDROJI DALIS

Galima iSskirti tikslius, apytikslius, ir skaitinius paprastyju diferencialiniy lygciy
sprendimo metodus. Tiksliis metodai yra kai randami duotos lygties bendrasis sprendinys,
skaitiniai — kai randami atskirieji sprendiniai su pakankamu tikslumu skaiCiy lentelés
pavidalu, apytiksliai — kai analizi$kai randamas apytikslis atskirasis lygties sprendinys. Sie

metodai gali biti realizuojami naudojant matemating (Maple, Matlab, Mathcad,...) arba kita

programing iranga.

1.1 SKAITINIAI RUNGES IR KUTOS METODAI

Pirmuosius skaitinius diferencialiniy lygéiy sprendimo metodus sukuré I. Niutonas (I.
Newton) ir L. Oileris (L. Euler). XX amZiaus pradZioje jau buvo Zinomi dabar tape
klasikiniais Rungés ir Kutos ir Adamso metodai.[5]

Paprastyju diferencialiniy lyg€iy sprendimo metodai skirstomi 1 vienaZingsnius ir
daugiazingsnius. Rungés ir Kutos metodai yra tipiSkas vienazingsniy metody pavyzdys. Tai
vieni dazniausiai taikomy apytiksliy diferencialiniy lygciy sprendimo metody.

Tarkime, kad y(x) yra diferencialinés lygties y'= f (x,y) su pradinémis salygomis

Y., =¥, (Kosi uZdavinio) sprendinys. ISreiSkime ji Teiloro formule kiekvieno tasko
X, (n = 1,2,...) aplinkoje, apsiribodami pirmaisiais keturiais nariais:
dy h’d’y nd’y .. B o
y(x)— v, +ha+ N + R Cla h=x—X,=X,— X, =..=X, —X,_,.
Imdami tik pirmuosius du $ios formulés narius, gautume Oilerio metodo formulg.
. . dy h*d’y Wd'y . . e
Pazymékime =y, +4,;¢a A, =h—+ + . Sis dydis apskaiCiuojamas
y yn+1 yn n dx z!dxz 3!dx3 y p J
1 . h k,
pagal formule A, =g(k1 +2k, + 2k, +k, ), &ia k, =hf(x,,y, bk, =hf] x, HSVu

k, =hf[xn +%,yn +k—22j,k4 =hf(x, +h,y, +k;).

Taigi diferencialinés lygties sprendinio reikSmé taske x, ., apskaiCiuojama pagal

formulg

Vo1t = Ya +é(k1 + 2k, + 2k, +k4)'
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Rungés-Kutos ir Felbergo metodas, naudotas Siame darbe, yra adaptuotas skaitinis

metodas spresti uzdaviniui: y'(r)= f(z, y(t)), y(t,) = v,. Sis metodas suderina ketvirtos ir

penktos eilés Rungés ir Kutos metodus.

1.2 DIFERENCIALINIU LYGCIU SPRENDIMAS TAIKANT
OPERATORIUS

Operatoriy taikymas tiesiniy diferencialiniy lyg¢iy sprendime buvo apraSytas straipsnyje

[2].

1.2.1 OPERATORINIS DIFERENCIALINIU LYGCIU SPRENDIMO
METODAS

Pirmiausia pateiksime specialias savokas ir teoremas, skirtas netiesinéms
diferencialinéms lygtims spresti.

Tarkime, turime trijy kintamyjy algebring eilutg

F,, ={ iakmxkslt" la,, € c} ir funkcija f, = f, (x,5.1), k =12,...,n. Funkcija f,

k,l,n=0
yra laipsniy eiluté nuo x,s,t. P(x,s,t) ir Q(x,s,t) yra daugianariai.

1 apibréZimas. Tiesinj operatoriy D, :=P(x,s,t)D +Q(x,s,t)D, vadinsime
apibendrintuoju diferencialiniu operatoriumi(¢ia D, ir D, - diferencialiniai operatoriai
atitinkamai pagal sirt ).

1.1 pavyzdys. Tarkime D, =sD_+tD,, tuomet D x" =(sD_ +1tD, )x" =s-0+¢-0=0,
D s’xt’ =(sD, +tD,)s’xt> =2s’xt” +3s’xt> =5s°xt>, D, x"s't" = (I +k)x"s't".

Apibendrintojo diferencijavimo operatoriaus savybés:

1. Teisinga lygybé DS,Zakfk :ZakDS,fk a, €R.
k=1

k=1

2. Teisinga lygybé D, (f, f,)=(D, £,)f, + £,(D, 1)
3. Teisingos lygybés:

£= (Dsrfl)fZ _fl(Dsth)

Dstfln :nflnil(Dstfl)’ Dst
[ f

1 teorema. Tiesinis operatorius g(L D) =G, =Z(LXDS,)", kai (L,D,)" =1, yra
k=0

multiplikatyvusis operatorius, ir, be to, tenkina tokias lygybes:
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1. GY_a, f, = a,Gf,.
k=1 k=1

2. G(f(s,1)) = f(Gs,Gt).

G fi(s,t) _ f(Gs,Gt)
fr(s.0)  f,(Gs,Gt)’

4. G (fi+ ) =G, f, +Gyf,.
5. Gps't' =(Gos)* (G

3. Teisinga lygybe

1.2 pavyzdys. Tarkime, D =tD_—sD,, tuomet
2 x3

x .
Gps=s+t——S§S——t—+...=5C0sSx+1sIn x.
I! 2! 3!

2 3
X X .
GDs2 =5 15—+ (> —s*)Z——2ts—+...= (scosx +sin x)?,
1! 2! 3!
(Gps)' . =Gpt,...
X > X x .
Gpt=-s—t—+s—+t——5——...=—SSIN X +1COSX.
1! 2! 3! 4!
SprendZiant diferencialines lygtis, taip pat taikomos ir Sios lygybés:

+00 2 3

G,yv" =Y (LD,)"v" = [v” 4 % v 4 % n(n—y"? + % n(n—1)(n—2"> + j —(x+1)",
k:() . . .

G,fi(v,s,t)= fi(x+v,s,t), 1-L D,)f (v,s,t) = f,(0,s,1),veR.

Kai D, =D, + P(s,t)D, +Q(s,1)D,,

G(D,)f,(v)=G(D,) f(v) = i(LxDv)k L) =[f1 V) +%(f1 ) +j = filx+v),

G(D,,) f,(v,s,1) = i (L (D, + P(s,t)D, +Q(s,t)D,))* f(v,s,1) =

= f(G(D,,)v,G(D,,)s,G(D,)1),...

1.2.2 DIFERENCIALINIU LYGCIU OPERATORINIU SPRENDINIU
SUDARYMO PAVYZDZIAI

1. y'= P(y) lygties sprendinio sudarymas.
Tarkime, turime diferencialing lygti
y'=P(y). (1.1)

Duotosios lygties pradiné¢ salyga yra y(0,s)=s. Surasime S$ios lygties sprendini

y = y(x,s) . Sudarome geometr¢ G = Z(Lx)k (P(s)DS)k . Tuomet sprendinys uZraSomas taip:
k=0

y(x,5) =Gs. (1.2)
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Irodysime, kad (1.2) tenkina (1.1) lygti.
(y(x,5)). =D Gs=D _(1+L _P(s)D, + LXZ(P(S)DS ) +.)s = D (s+L.P(s)D,s+...)=

=(P(s)D, + P(s)D,L P(s)D, +...)s = P(s)D,(1+ L _P(s)D, + LXZ(P(S)DS)2 +...)8 =
=GP(s)D s = GP(s) = P(Gs) = P(y(x,s) = y. = P(y).

Gs 0:(1+LXP(S)DS+...)s=S = ¥(0,5)=s.
X =

2. y' =P(y,y") lygties sprendinio sudarymas.
Sakykime, turime diferencialing lygti
Vi =P, Y. (1.3)

Surasime Sios lygties sprendini y = y(x,s,t). Duotosios lygties pradinés salygos yra

v(0,s,t)=s ir y' (x,s,1) =t.
x=0

Sudarome geometrg G = Z(Lx)k (tD, + P(s,t)D,)" . Tuomet sprendinys uZraSomas taip:
k=0

y=y(x,5,1)=Gs. (1.4)
Irodysime, kad (1.4) tenkina (1.3) lygti.
(y(x,5))". =D.Gs=(D. )1+ L,(D, + P(s,t)D, +...))s = D (tD, + P(s,t)D, +...)Gs =
=D Gt =G(P(s,t) = P(Gs,Gt) = P(y,Y")

= yL.=P(,y).

Gs =(1+LD,+(LD,) +.)s=s = Y =Gt=t.
x=0 ‘ ‘ x=0

3. y! =P(x,y,y") lygties sprendinio sudarymas.

Sios lygties sprendinio i§raiskos buvo pateiktos [3].

Sakykime, duota diferencialiné lygtis
Yo =P(x,y,)) (1.5)

su pradinémis salygomis:

y(v,s,t) =5 ir (y(v,s,1)), =t, (1.6)
XxX=V XxX=V

kai P(x,s,t) yra daugianaris arba funkcija, iSreiSkiama visur konverguojancia eilute. Tada
duotosios diferencialinés lygties sprendinys yra

(x—v
k!

y(x,s,t) = i ) (D, +tD, + P(v,s,t)D,)k s),veR. (1.7)

4. Apibendrinimas.
Sio skyrelio formules galima apibendrinti bet kurios eilés netiesinei diferencialinei

lygciai.



13

Diferencialinés lygties

V= Py, v 3 ) (1.8)
su pradinémis salygomis
y(v;sl,sz,...,snfl)z Sps
(y(x’ Sl ’S2 ""’Snfl )) X x=p = S2 ’
(y(x; §15855eeesS, ))”x — =83, (1.9)
(y(X;snsz’“wsnA ))E:H) x=v = Sn

sprendini y(x; §158y s, ), galima uZraSyti tokia forma:

k
55,5508, zmﬂJp MJQ;), (1.10)

kai p, (sl,sz,...,snfl,v):(Dv +52DSl +s5:D, +..+s,,D +P(v,sl,s2,...,sn71)DS 7l)ksl.

Cia D,,D, D, ,...,D, - diferencialiniai operatoriai, o P(x, VoV Yy 1)) yra daugianaris

arba funkcija.

1.3 pavyzdys. Tegul duota diferencialiné lygtis y'=y?, y(v)=s. Naudojantis (1.2)

> (x - v)k

sprendinio operatorine iSraiSka gauname, kad y = y(x; s) = z D T ,
k=0 :

kai p, = p, (s,v):(Dv +sZDs)ks
Tada p, =s, p,=1-s>, p,=1-2s,...,p, =nls"" ty. y= yxs z ,
k=0

arba y=1 v),kal |s(x—v)|<1.

"ol

Tokia sprendinio analizé galima tik tuo atveju, kai jis uZraSomas operatoriniu pavidalu.

2

1.4 pavyzdys. Tegul duota antros eilés diferencialiné lygtis y”=xy~ su pradinémis

!

salygomis y| =s,y|  =t. Tada apibendrintas diferencialinis operatorius bus
D=D, +tD, + vszD,, o funkcijos p, = p, (s,t,v),k =1,2,.... Tada gauname, kad

Do =D°s1 =s,p, =Ds, =s,,p, =D2s1 =Vs,, P3 = D3s1 = sl2 +2V8,8,,....

Tada bendrasis diferencialinés lygties sprendinys gali biti iSreiSkiamas funkcijy eilute:

(x—v) 2 (x—v)2 2 (x—v)3
y=s +52T+vs1 T+ (sl +2V5152)T+
Kai v =0, bendrasis sprendinys tasko O aplinkoje yra

3
2 X

S, 8y s
Yy =5 21 13’
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IraSius vietoj s, ir s, konkreCias skaitines reikSmes gautume atskiraji lygties sprendini.
k 3
Pavyzdziui, jei s, =1, s, =2, atskirasis sprendinys yra y = z pk 1 2 O)? =1+ 21 +? +..
k=0 .
S. Diferencialiniy lyg¢iy sistemos sprendiniy sudarymas.
Tegul duota diferencialiniy lyg€iy sistema su pradinémis salygomis:

X = P(x, y), x(O;u,v) =u,
1.11
{y,’ = 0(x, y), y(O;,v) = v, (b

kai P(x, y),Q(x, y) € Fx),.
Tada jos sprendiniai iSreiSkiami taip:

x=Gu,y=Gv, kai G:= i(L, (P(u,v)D, +O(u,v)D,))" . (1.12)

Pirmiausia pastebésime, kad algebrinis tiesinis operatorius G yra multiplikatyvusis:

G:(F,;:+]C) < (Ker(D, - P(u,v)D, - Q(u,v)D, }+.|C).

Taigi
x =D Gu = (P(u,v)Du + Q(u,v)Dv )Gu = G(P(u,v)Du + Q(u,v)Dv )u =
= GP(u,v)= P(Gu,Gv)= P(x, ).

Analogiskai turime y, = Q(x, y).

1.5 pavyzdys. Diferencialiniy lygc€iy sistemos

X =a,x+b
{ AR (1.13)
yr = a2x+ bzy
su pradinémis salygomis x(v) =5, y(v) = s, operatoriniy sprendiniy artiniai yra tokie:
s S (=)
x:x(t,sl,sz,v)=Zpk(sl,sz,v) TR
k=0 .
=)
y= tsl,sz, qu sl,sz, T (1.14)

Cia p,y(s,,s,,v)=s,,
P (s1:52.0)= (D, + (a5, + b5, )D, +(ays, +b,5,)D, Jpi(515525v), qolsio55.v) =5,
i (s1,5,,v)=(D, +(ays, +bys,)D,, +(ays, +b,5,)D,, Jai (515 85,v).

Taigi
D, (51353, V) = s, +by5, s Py(sys5,,v) = a,(as, +bys,)+b, (ays, +bys,) ir L,

q,(s,,8,,v)=a,s, +b,s,, q;(s,,5,,v)=a,(a,s, +b;s,)+b,(a,s, +b,s,) Ir t.t.
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1.2.3 APIBENDRINIMAI DIFERENCIALINIU LYGCIUY
SISTEMOMS

Naudojant panaSia metodika galima gauti ir sudétingesniy diferencialiniy lyg€iy sistemy

sprendinius.

Tegul duota diferencialiniy lygciy sistema

! = P t’ s ;’ s ;
{x; 4. %,x,.0,0) 015
@ =0 XX, 0,9,)
su pradinémis salygomis
x(V) =5

;(V)=S2,

(p(V) =953,

X

(p,'(v)=s4.

Tada sprendiniy teorinés iSraisSkos:
k oo k
r—v r—v
x:zpku, w:zqku, (1.16)
k! pary k!

gia p, =D"s,, q, = Ds,.

Siuo atveju apibendrintas diferencialinis operatorius:
D=D,+s,D, +PD  +s,D, +0D, ,0 P= P(v,sl,sz,s3,s4) ir Q= Q(v,sl,sz,s3,s4).
Turint trijy antros eilés diferencialiniy lyg¢iy sistema

X! = P(t %X/, y, 50,9,
Y;':Q(I,X,X;,y,)’;’(o’(or’)’ (117)
! = R(t,x,X,,9,5,,0.0)),

4 !

su pradinémis salygomis x(v)= S, X (ILV =s,, y(v)= Sy, Y, (f)|,=v =5, go(v)= S5,

Q! (ILV = s, jos sprendiniy iSraiSkos bus

oo Y 4o Y oo Y
x=zpk%’Y=zqk%,¢=zrk (t k"}) (1.18)
k=0 . k=0 . k=0 .

k k k
py=D"s,, g =D"s;, n=D"ss,0 D=D,+s,D, +PD  +5,D, +0D; +s¢D,_ +RD, .
Cia daugianariai P, Q ir R yra kintamujy z, XX,y y,0,¢ , arba atitinkamai v,s,,s,,...5;

funkcijos.
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1.2.4 SKAICIAVIMO ALGORITMAS

Pastebésime, kad diferencialiniy lygciy struktiiriniai sprendiniai nusako iStisa Seima
sprendiniy, priklausanciy nuo parametry konkreciy reikSmiy.

Tegul sprendinio y(x) = y(x,s,z,v) koeficientai p, = p,(s,z,v), esant fiksuotiems
parametrams s, ¢, v tenkina iverti | pk| <MY, 0<M <+, k=0,1,2... Tada algebrine
eilute (1.7) konverguoja su visomis x € R reik§mémis, ir, be to, §i eiluté yra (1.5) lygties
sprendinys klasikine prasme.

SprendZiant kompiuteriu gauname tik baigtini skaiCiy koeficienty p,, taigi turime

sprendinio artinj. Apskai¢iavus funkcijas p, (s,t,v), k=0,...,N, konstruojame daugianari

N Y
xstv Z stv% (1.19)

[raSius skaitines reikSmes vietoj kintamyju s, ¢ ir v gauname sprendinio y(x) artinj —
daugianari $(x) tasko v aplinkoje. Sis daugianaris ,tolsta“ nuo tikrojo sprendinio, kai
kintamasis x “tolsta” nuo centro v.

Tada sprendinio artinys y*(x) (1.2 pav.) formuojamas naudojant sprendiniy artiniy

seima {§, (V)| =0,L,...,n} (1.1 pav.) tokiu biidu:

y(x)=3,(x) kaiv,<x<v,:I[=12,..,n. (1.20)
0.151 0.151
0.1 014
0.05 0.051
L 1 2N Y : & ¢ 8 u 1 234 V
-0.051 \ { x M -0.051 "
1.1 pav. Artiniy Seima 1.2 pav. Galutinis sprendinio artinys

Cia artiniy Seima gaunama naudojant tokias idéjas:

N _
tegul $o(x) = Zpk(so,to,vo)(x k'Vo)
k=0 '

— 4 J— 1
, yo(vo)—so, yx|x:v0 =t, , kai s,,t,,v, yra

N _ '
duoti. Tada J,(x)= Z Pi (Sz 1 ’Vz)(x k'VI) . kai s, =Y (Vm)’ iy = ()A’/ (x)) x )
k=0 . X=Vii

[=12...,n, 0 v,v,,...,v,,, pasirenkami laisvai, dazniausiai v,, =v, +h, o h vadinamas
peréjimo tarp centry Zingsniu.
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Galima naudoti ir kitokia artinio sudarymo technika, pavyzdziui imti gretimy

daugianariy vidurkius. Naudojantis apraSomu skai¢iavimo metodu galima keisti peréjimo tarp
centry Zingsni, daugianario eilg, daugianariy, naudojamy (1.20) artinio sudarymui, skaiciy.

Diferecialiniy lyg€iy sprendimo operatoriniu metodu algoritmo schema pavaizduota 1.3

pav.

Pasirenkama diferencialiné lygtis su pradinémis
salygomis ir parametry reikSmeés

A

Do(s,t,v)=s

d
<&

A

D (s, t,v)=(D, +tD; +(P(v,s,t))D,))p, (s,t,v)

k=k+1
Taip
k<N
Ne
Priskiriamos pradinés salygos
y
[=0
y
. Y x—v, )
y, (%) :Zpk(sl’tl’vl)(Tl)
k=0 .
I=1+1
y
!
Si1 :yl(V1+1), T :(yz(x))x LV, =V, +h
A=V
Taip
I<n

Ne

Randamas galutinis sprendinio artinys y*(x ) =3, (x),
kai V, Sx<v,,[=12,...,n.

y

Sprendinys vaizduojamas grafiSkai

1.3 pav. Diferecialiniy lygciy sprendimo operatoriniu metodu algoritmo schema
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1.3 MECHANINIU VIRPESIU SISTEMA

Autonominé sistema.

Siame skyriuje pateikiamas mechaniniy virpesiy sistemos modelis. Si modelj
aprasancias diferencialines lygtis sudaré akademikas K. Ragulskis.

Sistemos modelis (1.4 pav.) susideda 1§ korpuso 1 ir rotoriaus 2. Korpusas pritvirtintas

prie nejudancio pagrindo tampriu elementu pagal asi Ox.[1]

. 7 Biym
= P Al
/—Il—m
/ 1/ x0 V

1.4 pav. Sistemos modelis

Sistemos judesio diferencialinés lygtys yra tokio pobiidZio:
I(p)+1, +D, =-M,,

I(x)+IT' +D, +0, =0, (1.21)
kur ¢ - rotoriaus posiikio kampas;

x - sistemos korpuso atsilenkimas nuo statinés pusiausvyros padéties pagal Ox asi;

1 ((p), 1 (x) - inercijos jéguy momentas ir jégos pagal koordinates ¢ ir Ox;

D - sklaidos funkcija;

IT - sistemos potencin¢ energija;

M, - naudingo pasiprieSinimo rotoriaus sukimuisi momentas;

O, - varanti jéga pagal koordinatg Ox.
Lyg¢iy sudarymui nustatomos kinetin¢ ir potenciné energijos bei sklaidos funkcija:

T =0.5(m &% + 1 )+ mrg(- i sin ),

IT=0.5(c, x> +0.5¢ ,x* J+ mg(r(1+sin )+ const), (1.22)

D =05(H i+ H,¢"),
kur

m =m,+m, =1, +mr?,

c.,c 5 - standumo koeficientai,

H ,H, - sklaidos koeficientai,

m , - korpuso 1 redukuota masé pagal asj Ox,
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m - neiSsverta rotoriaus B mase,
r=AB - strypo ilgis,
I, - rotoriaus inercijos momentas apie taska A,
g - zemes traukos pagreitis.
Remiantis (1.21), (1.22) gauname
I(p) = 1§+ mr(~ isin),
I(x) = mx)'c'—mr((ﬁsin @+ @cos (p),
[T, = mgrcosg,
M =c x+c,x°,
O, =H,p, D, =H . (1.23)
SuZzadinimo jéga gali biiti
0,=-0,5+0Q,i,
kur Q (i =1,3) yra suzadinimo grei¢io funkcijos.
Jei priimsime, kad ¢, =¢,c,; =0,M , =const,p, = p,h, =h, f, =0,
tada gausime tokias judesio diferencialines lygtis:
Ip+A=0,
¥+Q%x+X =0, (1.24)
kur
A=-mrismop+H ,p-M,,
X = (p2 —Qz)jé—ql)'c+q3x3 —yr((b sin @ + > cos (p),
i g oH=Ca Qo
m m

X X

Suvedus lygtis 1 bemati pavidala ir pertvarkius, siekiant sumazinti parametry skaiciy ir

pritaikant skaitiniam tyrimui, jos uZraSomos taip:

@"—x"sinp+Hep' =0,
" 2 ’ 13 " . 12 (125)
X"+ p'x—qx +q,;x —y((o sin o+ @ cosq)):O.
Pertvarkius sistema (1.25), gauname tokias iSraiskas:
o M9 cosp— pPx+q,x'— g3 — uHg'sin p
1— usin? ’
M@ (1.26)
,_ (g™ cosp— p*x+ g,x' = g, Jsin p — Hyp'
v 1— usin’ @ '

Toliau nagrinésime autonominés sistemos atveji, kai koeficientai i§ (1.23) ¢ , =d #0.

Siuo atveju sistema (1.25) turi pavidala
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"—x"sinp+Hp' =0,
¢” x2 Y 3 Y ’ 13 ".: r2 (127)
X"+ px+dx’ —qx' +q,x —u((p sing@+ @ COS(/)):O.
Pastaroji sistema ir yra pagrindiné tiriama sistema antrojoje Sio darbo dalyje (tiriamojoje
dalyje).
Pertvarkius sistema (1.27), gauname tokias iSraiskas:
, Mg cosp— p’x—dx’ +q,x'—q,x" — uHy'sin @
= o’ ,
pem e (1.28)

. (u(p'z cosp—p’x—dx’ +q,x’ —q3x'3)sin o—Hg'
4 1— usin’ @ '

1.4 LIAPUNOVO EKSPONENTES

Teorija reikalinga chaoso ivertinimui apraSyta disertacijoje [6].

Netiesinése dinaminése sistemose kai kurios kontrolinio parametro reikSmeés iSSaukia
silpnesn¢ ar stipresng chaoting reakcija. Liapunovo eksponentés — vienas i§ daZniausiai
naudojamy metody sistemos chaotiSkumui kiekybiSkai ivertinti. Vienas i§ svarbiausiy
chaotiniy dinaminiy sistemy poZymiy — jautrumas pradinéms salygoms. Toki jautruma

pradinéms salygoms Liapunovo eksponentés jvertina kiekybiskai.

1.4.1 LIAPUNOVO EKSPONENCIU APSKAICIAVIMO METODAI

2 apibréZimas. Dinaminés sistemos Liapunovo eksponente vadinsime dydj, kuris
apibiidina atstumo tarp dviejy gretimy fazinées erdveés trajektorijy kitimo (didéjimo/mazéjimo)

laike greiti (1.5 pav.):

‘Sx‘ ~ ‘Sxo‘eim“’. (1.29)

W0 O

1.5 pav. Dviejy gretimy fazinés erdvés trajektorijy kitimas laike

Keleto matavimy fazin¢je erdvéje Liapunovo eksponenciy reikSmes priklausys nuo

pradinio vektoriaus gxo krypties.
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1.4.2 MAKSIMALIOS LIAPUNOVO EKSPONENTES. LIAPUNOVO

EKSPONENCIU SPEKTRAS

Skaic¢iavimas pagal sistemos dinamika aprasancias diferencialines lygtis.
1. Neapriboto nuokrypio vektoriaus metodas:
B |
. = A, ~—Inr(r)
3| t

2. Apriboto nuokrypio vektoriaus metodas:

~ Inldxl/16x, |
Kadangi imax =lim -

t—>0 l-

=0 = ‘SX‘Zf"gXO‘

‘54 .
= r=HRi = Ao ®

e

R, ==
‘5360‘ -1

~ | —

N
> InR,.
i=1

Vienmaciu atveju:

1. Tarkime, kad sistemos dinamika apraSo diferencialiné lygtis:

i) = f(x)

2. Funkcija f(x) skleidZiame Teiloro eilute:

_ df (x)
f(x)—f(x0)+7

(x—x,)+...

Xo

3. Gauname Liapunovo eksponentés iSraiSka:

df (x)

X=X, =—-

dx

.,}:M

dx

(x—x,) = =&, -exp{L(x)

X dx X

Daugiamaciu atveju:

1. Tarkime, kad sistemos dinamika apraSo diferencialiniy lyg€iy sistema:

o f1(x1’x2’x3)
d d
?)::f(x) arba %Z fz(x1’x2’x3)
d
%— f3(x1,x2,x3)

2. Funkcijos f (xl,xz,x3) Teiloro eiluté:

f(x1’x2’x3): f(xl(O)’xgo)’x§0))+a]C()CI’—w (xl XI(O))+
M o)
+8f(x1,x2,x3) (xz_xgo))+ 8f(x1,x2,x3) (x3—x§°))+...
0x, (x0) 0) 1)) 0x, () 00 40))

= A

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)
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f(x + &) = f(x) + Df - x + O(%|°), (Df), = .
Yo
J
f(x + ox) :i(x+5x) :§+L5X) :f(x)+—d(5x)
dt dt dt dt
(G, (1.37)
dt
.
dt At 1 |§(t1
= €| = Ede™ = Ape - (1.38)
@ — f(X t |§(to]
dt
d(i(l)) - Df y;(l)
dt
(2)
415 :Df'&u(z) Ly oy
dis) = v, =u, —z —--v,; (Gram-Schmidt ortogonalizavimas)
d E_, - Df - &(3) Jj=1 j l
dt
dx
X _¢
o~ 1)
1, K0
1 ¢ ‘5(1)00 )‘
1, 0 (1.39)
2 t ‘5(2)00 )‘ :
1P
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1.4.3 LIAPUNOVO EKSPONENCIU SPEKTRO APSKAICIAVIMO
PAVYZDYS

Tarkime, kad sistemos svyravima apraSo Svytuoklés su netiesiniu harmoniniu

suzadinimu diferencialin¢ lygtis:

X+ b +sin x = Fcos(Dt). (1.40)

Kuria pakei¢iame trijy autonominiy diferencialiniy lyg€iy sistema

X, =x,,
%, = F cos(Dx, ) —bx, —sin x,. (1.41)
i =1,

Sudarome Jakobiana:

0 1 0
J=|—-cosx, —b —DFsin(Dx,)|. (1.42)
0 0 0

dx, .
a
d.
% = Fcos(D)c3)—b)c2 —sin x,,
t

b
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1.4.4 LOKALIOS LIAPUNOVO EKSPONENTES

Liapunovo eksponenciy spektras apibiidina sistemos globaly elgesi (per ilga laiko tarpa).
Lokaliy eksponenciy spektras apibiidina sistemos lokaly elgesi (viename konkreciame fazinés
erdvés taske).

3 apibréZimas. Lokaliy eksponenciy spektru vadinsime Jakobiano matricos tikrines
reiksmes:

|J—Al1=0. (1.43)

4 apibréZimas. Vidutines lokalias Liapunovo eksponentes skaiciuosime:

Ao = Asr k=1,23 (1.44)
i=0
cia A,; yra k-tosios lokalios Liapunovo eksponentés reikSmé i-tajame fazinés trajektorijos

taske.

1.45 LOKALIU LIAPUNOVO EKSPONENCIU SPEKTRO
APSKAICIAVIMO PAVYZDYS

Netiesinés Svytuoklés su iSoriniu harmoniniu suzadinimu dinaminéje sistemoje.
Sistemos svyravima apraSo Svytuoklés diferencialiné lygtis:
X+ b +sin x = Fcos(Dt).
Kuria pakei¢iame trijy autonominiy diferencialiniy lyg€iy sistema
X, = X,,

X, = Fcos(D)c3)—bx2 —sinx, .

X, =1.
Sudarome Jakobiana:
0 1 0
J=|—-cosx, —b —DFsin(Dx;)
0 0 0

Lokalias Liapunovo eksponentes skaiCiuosime i§ lygties:

- 1 0
—cosx, —(b+1) —DFsin(Dx;)=0.
0 0 -1

Lokaliy Liapunovo eksponenciy spektras:

2
A :—éﬂfb——cosxl;
2 4
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2. TIRIAMOJI DALIS
2.1 SISTEMOS SPRENDIMAS RUNGES IR KUTOS IR
OPERATORINIU METODAIS

Siame darbe mechaniniy virpesiu sistema apra$ancioms lygtims spresti buvo naudota
MAPLE komanda dsolve, realizuojanti Felbergo ketvirtos — penktos eilés Rungés ir Kutos
metoda, bei anksCiau apraSyto operatorinio metodo kompiuteriné realizacija. Visy Siam darbui
reikalingy Maple programy tekstai pateikti 1 priede.

Taikant operatorini metoda x"=P(v,s1,t1,s2,t2), y":Q(v,sl,tl,sz,tz) ir naudojant
(1.16) formules rasta (1.27) sistemos su pradinémis salygomis ir tokiomis parametry
reikSmémis

q,=0.4,q,=02,u=0.1,p=0.1,H =0.05,d =10,x(0) = x'(0) = 0(0) = ¢'(0) = 0.1
operatorinio metodo sprendiniai. Operatorinio metodo daugianariy laipsnis imtas n=5, o
pasirinktas operatorinio metodo Zingsnis (atstumas tarp taSky, kuriuose, konstruojant
sprendini, sujungiamos gretimos jo dalys) lygus 0.9.

Operatorinio metodo sprendiniy buvo ieSkoma keiCiant sprendini sudaranciy
daugianariy eilg.
2.1 paveiksle pavaizduoti (1.27) sistemos sprendiniai. Paveikslo a), b) dalyse nubréZzti

operatorinio metodo sprendiniai keiciant sprendini sudaranciy daugianariy eilg¢ (n=3, n=5). 2.1
paveikslo c¢) dalyje nubrézti Rungés ir Kutos metodo sprendiniai.

x(t) olr)

LS|

04
L 1 E 3 4 5

7 t t

-2

Y U 2 ) [ [ t
a)
X(1) olt)
L nZ'
L \ I
; /\ ] 2 4 ] 3 ¢
- 1 > E) a4 5 T t 41
1 R ¥y
43

0.4

b)
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x(t) olt)

04

02

&

o 2 3 8

02

04

9

2.1 pav. Sprendiniy grafikai a) sprendziant operatoriniu metodu (n=3), b) sprendziant

operatoriniu metodu (n=5), ¢) sprendziant Rungés ir Kutos metodu

Pastebéta, didinant sprendini sudaran¢iy daugianariy laipsni, operatorinio metodo
sprendinys artéja prie Runges ir Kutos metodu gauto sprendinio. Taip pat didinant sprendini
sudaran¢iy daugianariy laipsni pastebimai iSauga skaiciavimo laikas. Kai n=3, operatorinio
metodo skaiCiavimo laikas lygus 4.4 s. Kai n=5, operatorinio metodo skai¢iavimo laikas lygus

10.6 s. Sprendziant (1.27) sistema Rungés ir Kutos metodu skai¢iavimo trukmé lygi 0.2 s.

2.2 SISTEMOS SAVYBIU PRIKLAUSOMYBE NUO PRADINIU
SALYGU

Tirta, kaip sistema priklauso nuo pradiniy salygu.

Buvo pasirinktos (1.27) sistemos pradinés salygos, kurios tyrimy metu buvo kei¢iamos,
o parametrai ¢q,,q,, 4, p,H,d liko pastovis.

Pastovios parametry reikSmes:

q,=15,q;,=0.6,4=0.1,p=0.1,H =0.05,d =10.

2.2 paveiksle pavaizduoti (1.27) sistemos sprendiniai, kai pasirinktos pradinés salygos
x(0)=x'(0)=p(0)='(0)=0.1. 2.3  paveiksle  pavaizduoti  sprendiniai,  kai
x(0)= p(0)= ¢'(0)=0.1, 0 x'(0)=10.

x(t)

ZIL
HHHHIllHIHMHHHIHHHHI
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b)
2.2 pav. Chaotinio rezimo pavyzdys: a) sprendinys standartinéje plokStumoje x, b)

sprendinys fazinéje plokstumoje ¢’/ @"

2.3 pav. Chaotinio rezimo pavyzdys, kai sprendinys vaizduojamas fazinéje plokStumoje
¢V/¢"

Pastebéta, kad sistema jautriai priklauso nuo pradiniy salygy.

2.3 SISTEMOS SAVYBIU PRIKLAUSOMYBES NUO PARAMETRU
TYRIMAS

Sprendinio egzistavimo ir stabilumo salygos yra funkcijos nuo visy sistemos parametry.

Sioje tyrimo dalyje (1.27) sistemos parametrai x, p, H,d buvo pastovis, o keiiami

parametrai - ¢,,q,, Ir tirlama sistemos priklausomybé nuo Siy parametry. Taip pat ieSkoma

chaotiniy reiskiniy.
24 paveiksle pavaizduoti sprendiniai (1.27) sistemos, kurios
#=0.1,p=8H =0.05,d =10 pastovis su pradinémis salygomis

x(0)=x'(0)=p(0)= @'(0)=0.1. Paveikslo a) dalyje vaizduojamas sprendinys fazinéje
plokstumoje ¢'/¢@", kai ¢, =0.4,q, =0.000000000000004, b) dalyje vaizduojamas
sprendinys fazin¢je plokStumoje ¢'/¢", kai ¢, =04,9, =9, c¢) dalyje vaizduojamas

sprendinys fazingje plokstumoje ¢’/ 9", kai ¢, =0.4,¢q, = 40.
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2.4 pav. Chaotinio rezimo pavyzdys pastoviam parametrui ¢, ir skirtingiems
parametrams g,

Nesunku pastebéti, kad esant pastoviems parametrams y, p,H,d,q, ir didinant
parametra g, duotoje sistemoje pastebima maziau chaotiSsko sprendinio trajektorijuy.

Taip pat buvo tirtas chaotiSkumas esant  pastoviems  parametrams
u=0.1p=8H=0.05,d =10,q, =0.4, kai keiCiamas parametras ¢, .

2.5 paveiksle pavaizduoti sprendiniai (1.27) sistemos, Kkurios parametrai
u=0.1p=8H=0.05,d =10,q, =04 pastovis su pradinémis salygomis
x(O) = x'(O) = (0(0) = (0'(0) =0.1. Paveikslo a) dalyje vaizduojamas sprendinys fazinéje
plokstumoje ¢'/¢", kai g, = 0.00000000000004, b) dalyje vaizduojamas sprendinys fazinéje
plokstumoje ¢'/¢@", kai g, =10, c) dalyje vaizduojamas sprendinys fazinéje plokstumoje

@' l9", kai g, =50.
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2.5 pav. Chaotinio rezimo pavyzdys pastoviam parametrui ¢, ir skirtingiems
parametrams g,
Nesunku pastebéti, kad esant pastoviems parametrams g, p,H,d,q, ir didinant

parametra g, duotoje sistemoje pastebima maziau chaotiSko sprendinio trajektorijuy.

Buvo tirta autovirpesiy ir sukimosi rezimy egzistavimo sritys, kei€iant rotoriaus masg.
2.6 pav. schematiskai pavaizduotos $ios sritys. Siuo atveju:
p=2,H=02,d=13,x(0)=x(0)=p(0)=0.1,¢'(0)=2. Kai u=0, sistema (1.27)
supaprastéja ir uzsira$o x"+ p’x+dx’ —g,x'+q,x”> =0. Taip gaunama autovirpesiy
egzistavimo sritis.
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0 q3
0.2 0.4 0.6 0.8 10

2.6 pav. Autovirpesiy (kai x = 0) ir sukimosi rezimy egzistavimo sritys skirtingoms
rotoriaus maséms (¢ =0.1, £ =0.2, 4 =0.3)

Nesunku pastebéti, kad sistemos autovirpesiy egzistavimo sritis didesné nei sukimosi
reZimy egzistavimo sritis.
Taip pat buvo tirta, kaip kinta reZimai egzistavimo srityje ir uzZ jos riby. Tuo tikslu, kai

w1 =0.1, srityje buvo atlikti keli pjuviai. Rezultatai, gauti fiksavus parametra g, =0.1 (Cia

rezimai pavaiduoti fazinéje plokStumoje (gp"/ go')), pateikti 2.7 pav.

2.7 pav. Rezimy pavyzdziai egzistavimo srityse, kai x =0.1 ir g, =0.1
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Pastebéta, kad mazéjant parametrams ¢, ir ¢, ir didéjant x sukimosi rezimy
egzistavimo sritis mazéja ir pastebima daugiau chaotiSkumo(chaotiniy reiSkiniy sritis didéja).

24 SISTEMOS CHAOTISKUMO VERTINIMAS PAGAL
LIAPUNOVO EKSPONENTES

Tirtas (1.27) sistemos atvejis, kai ¢ = 0. Tada gaunama lygtis
X"+ plx+de’ —qx' +qx"” =0.

Ja pakeiCiame trijy autonominiy diferencialiniy lygCiy sistema

X, =Xy,

. 2 3 3
X, ==p x, —dx; +q,x;, —q3X;,

X, =1.
Sudarome Jakobiana
0 1 0
J=|-p>=3dx} q,-3¢;x; 0].
0 0 0

Lokalias Liapunovo eksponentes skaiCiuosime i§ lygties:

-1 1 0
2 2 2 _
—-p-=3dx; q,—3q;x, -4 0]=0.
0 0 -1

Pagal trikampiy taisykle:
A (ql —3q,x5 — l)+ 1(— p’ - 3dx12)
l(l(ql —3q,x3 — l)+ (— p’ =3dx; ))
AkivaizdZziai matome, jog

A, =0.

0.

0.

SprendZziame lygti:
-1+ l(ql —3q3x§)+ (— p’ —3dx12)= 0
A - l(ql —3q3x§)— (— p’ —3dx12)= 0
D= (ql —3q3x22 )2 —4(p2 +3dx12)

Liapunovo eksponenciy spektras:

A, =0,

1 (9, - 30,22 )+ (g, - 3,22 ] —4(p? +3ax2)
1 2 )




2=

(0, - 30.22)-(q,

- 3q3x22 )2 - 4(p2 + 3dx12)

Visy Siam darbui reikalingy Matlab programy tekstai pateikti 1 priede. 2.8 paveikslo

2

dalyse pavaizduotos Liapunuvo eksponentés kei€iantis parametrams.

Liapunova eksponenciu spektro dinamika

0.05

01F

015

N2+

Liapunovo eksponentes

0.25 -I

035 H

.35

-0.4
0

0.1

0.05

01

015

Liapunovo eksponentes

0.2

025

03
]

1 1 1 1 1
20 40 B0 a0 o0 120 140 160 180 200
Laikas

a) p=0.1,d=0.1,q1=0.1,q3=0.1

Liapunovo eksponenciu spektro dinamika

-0.05 1

1 1 1 1 1
20 40 60 a0 o0 1200 140 1eD 180 200
Laikas

b) p=0.1,d=0.1,q1=0.1,q3= 0.00000001
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Liapunovo eksponenciu spektro dinamika

Liapunovo eksponentes

T T = —  — T

05

05

Liapunovo eksponentes

=
[

Liapunovo eksponentes
o 1 I e
(] m (] m

i
iz

1 1 1 1 1
20 40 60 a0 100 120 140 160 180 200
Laikas

¢) p=0.1,d=0.1,q1=0.1,q3= 100

Liapunovo eksponenciu spektro dinarnika

1 1 1 1 1
o 20 40 =in] a0 100 120 140 160 160 200

DM

Laikas
d) p=1,d=1,q1=0.000000000001,q3= 1

Liapunovo eksponenciu spektro dinamika

I I I I I
20 40 G0 a0 100 120 140 160 180 200
Laikas

e) p=1,d=1,q1=10,q3= 1
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Liapunovo eksponenciu spektro dinamika
B T T T T T T T T T

Liapunovo eksponentes
]

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 20 40 B0 g0 1m0 1200 140 180 180 200

Laikas

f) p=100,d=0.1,q1=0.1,q3= 0.1

2.8 pav. Liapunovo eksponen¢iy spektry dinamika

Nesunku pastebéti (tas jau buvo pastebéta Sio darbo antros dalies 3 skyriuje), kad esant
pastoviems parametrams p ir d didinant parametra ¢, arba g, chaotiniy reiSkiniy mazéja arba
iSvis iSnyksta (2.8 pav. b) ir ¢) dalyse, 2.8 pav. d) ir e) dalyse).

Taip pat pastebétas determinuotas chaosas, pereinamieji procesai, kai i§ chaotinio
reZimo pereinama | stabily rezima(2.8 pav. f) dalyje). Taip pat pastebéta stabilaus rezimo

pavyzdZziai (vienas ju pavaizduotas 2.8 pav. a) dalyje).
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ISVADOS

1) Operatoriniu ir Rungés ir Kutos metodais gaunami artimi sprendiniai. SprendZiant
sistema Rungés ir Kutos metodu skaiiavimo trukmé Zymiai trumpesné nei sprendZiant
operatoriniu metodu.

2) Sistema jautriai priklauso nuo pradiniy salyguy.

3) Esant pastoviems sistemos parametrams u, p, H,d, g, ir didinant parametra ¢, arba

q, sistemoje vyksta maziau chaoso reiSkiniy.

4) Sistemoje priklausomai nuo parametry reikSmiy egzistuoja determinuotas chaosas,

pereinamieji procesai arba stabilus reZimas.
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1 PRIEDAS. PROGRAMU TEKSTAI

Faile operatorinis.mws — pateikta operatorinio diferenciliniy lygciy sistemos sprendimo
metodo realizacija Maple kalba.
SPRENDIMAS SKAITINIU METODU

> restart:

>qgl:=0.01: g3:=9: miu:=0.04: p:=10: H:=7: d:=10:#sistemos
parametrai

>Fx:=miu* ( (dphi(t))*2) *cos (phi(t))-p*2*x(t)-d*x(t)*3+gl*dx(t)-
g3*dx(t) *3:

> Fphi:=—miu*H*dphi (t) *sin (phi(t)) :

>c:=1-miu*sin(phi(t))*2:

>sys:=diff (dx(t),t)=(Fx+Fphi) /c,diff(x(t),t)=dx(t),diff (dphi (t)
,t)=(Fx*sin (phi(t))-H*dphi(t))/c,diff (phi(t),t)=dphi(t):

> fons:={x(t), dx(t), phi(t), dphi(t)}:

>F :=dsolve({sys,x(0)=0.1,dx(0)=0.1,phi(0)=0.1,dphi(0)=0.1}, fons
,numeric, method=rk£f45) :

>plots[odeplot] (F, [t,x(t)],0..200, color=black, thickness=1, numpo
ints=3000);

>plots[odeplot] (F, [t,dphi(t)],0..200,color=black,

thickness=2, numpoints=3000);
>plots[odeplot] (F, [phi(t),dphi(t)],0..200,color=black,
thickness=2, numpoints=3000);
>plots[odeplot] (F, [dphi(t), (Fx*sin (phi(t)) -
H*dphi(t))/c],0..100,color=black, thickness=2, numpoints=3000);

SPRENDIMAS OPERATORINIU METODU

> restart : #sprendimas operatoriniu metodu
>psx:=0.1:psxt:=0.003:psphi:=0.1:psphit:=0.2:n:=3:#Pradinés
salygos ir nariy skaicius

>m:=10:pradzia:=0:

>a:=0.6: b:=0.9:c:=0.01:d:=0.2:e:=0.5:dd:=10:#Sistemos
parametrai

>f1[0] :=g:£2[0] :=u:pr[l] :=pradzia:zg:=0.9:

> for k from 0 by 1 to n-1 do #skaic¢iuojami

koeficientai (funkcijos)

f1[k+1]:=diff (f1[k],g) *h+diff (f1[k], h)*((c*cos (u) *v*v-d*d*g—
dd*g*g*g+a*h-b*h*h*h-c*e*v*sin(u))/ (1-

c*sin(u) *sin(u) ) )+diff (£f1[k],u) *v+diff (£f1[k],Vv)* (((c*v*v*cos (u
) -d*d*g-dd*g*g*g+a*h-b*h*h*h) *sin (u) —e*v) / (1-

c*sin(u) *sin(u))); od:

>for k from 0 by 1 to n-1 do #skaic¢iuojami daugianariai
f2[k+1] :=diff (£2[k], g) *h+diff (£f2[k], h) *( (c*cos (u) *v*v-d*d*g—
dd*g*g*g+a*h-b*h*h*h-c*e*v*sin(u))/ (1-

c*sin(u) *sin(u) ) )+diff (£2[k],u) *v+diff (£2[k],Vv)* (((c*v*v*cos (u
) -d*d*g-dd*g*g*g+a*h-b*h*h*h) *sin (u) —e*v) / (1-

c*sin(u) *sin(u))); od:

>g:=psx: h:=psxt: u:=psphi: v:=psphit:

>for i from 1 by 1 to m do

>x[i] :=sum('£f1l[k]*(t-pr[i])*k/k!', 'k'=0..n);
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>phi[i] :=sum('£f2[k]* (t-pr[i])*k/k!','k'=0..n);

>dx[i] :=diff (x[i],t) :dphi[i] :=diff (phi[i], t);

>pr[i+l] :=pr[i]+zg;
>t:=pr[i+l];g:=x[i];h:=dx[i];u:=phi[i];v:=dphi[i];t:="¢t"';
>od:

>xgal:=[]: #konstruojamas galutinis sprendinys x(t)

>for i from 1 to m do xgal:=[op(xgal),
t+pradzia<pradzia+i*zg,x[i]]; od:

>xgal: op(xgal):

> xfunkcija:=t->piecewise (op(xgal), x[m]) :expand (xfunkcija(t)) :
>

>phigal:=[]:

>for i from 1 to m do phigal:=[op(phigal),
t+pradzia<pradzia+i*zg,phi[i]]; od:

>phigal: op(phigal):

>phifunkcija:=t-

>piecewise (op (phigal) ,phi[m]) :expand (phifunkcija(t)) :
>dxgal:=[]:

>for i from 1 to m do dxgal:=[op(dxgal), t+pr<pr+i*zg,dx[i]];
od:

> op (dxgal) :

>xisvestine:=t->piecewise (op (dxgal) ,dx[m]) :

>xisvestine(t):

>dphigal:=[]:

>for i from 1 to m do dphigal:=[op(dphigal),
t+pradzia<pradzia+i*zg,dphi[i]]; od:

> op (dphigal) :
>phiisvestine:=t->piecewise (op (dphigal),h dphi[m]):
>phiisvestine(t) :

>plot (xfunkcija(t), t=pradzia..pradzia+zg*m—

1,thickness=3, color=black) ; #braiZomi grafikai

>plot (phifunkcija(t) ,t=pradzia..pradzia+zg*m, thickness=3, color=
black);

>plot ([xfunkcija(t), phifunkcija(t), t=pradzia..pradzia+zg*m-—
1], thickness=4, color=black);

>plot ([xisvestine(t), phiisvestine(t),

t=pradzia. .pradzia+zg*m-1], thickness=4,color=black);

>plot ([phifunkcija(t), phiisvestine(t),

t=pradzia. .pradzia+zg*m-1], thickness=4,color=black);

>plot ([xfunkcija(t), xisvestine(t), t=pradzia..pradzia+zg*m-
1], thickness=4, color=black);

>plot ([phiisvestine (t)-1,phifunkcija(t)-t,

t=pradzia. .pradzia+zg*m-1], thickness=4,color=black);

Failai lyapunov.m, lorenz_ext.m, run_lyap.m - Matlab programos, leidZiancios tirti
sistemos Liapunovo eksponentes, keiCiant parametrus.

lyapunov.m

% n-lyg€iy skaicius



% visas lygciy skaiCius

nl=n; n2=nl1*(nl+1);

% Zzingsniy skaiCius

nit = round((tend-tstart)/stept);
% atminties paskirstymas

y=zeros(n2,1); cum=zeros(nl,1); yO=y;
gsc=cum; znorm=cum;

% pradinés reikSmeés
y(L:n)=ystart(:);
for i=1:nl y((n1+1)*1)=1.0; end;

t=tstart;

for ITERLY AP=1:nit
% I$pleéstinis sprendinys
[T,Y] = feval(fcn_integrator,rhs_ext_fcn,[t t+stept],y);

t=t+stept;
y=Y(size(Y,1),:);

for i=1:nl
for j=1:n1 yO(nl*i+j)=y(nl*j+1); end;
end;

% konstrukcija naujos ortonormuotos bazés Gramo-Smidto

znorm(1)=0.0;
for j=1:n1 znorm(1)=znorm(1)+yO(n1*j+1)"2; end;

znorm(1)=sqrt(znorm(1));
for j=1:n1 yO(n1*j+1)=y0(nl1*j+1)/znorm(1); end;

for j=2:nl
for k=1:(J-1)
gsc(k)=0.0;
for I=1:n1 gsc(k)=gsc(k)+yO0(nl*1+))*y0(nl*1+k); end;
end;

for k=1:nl
for I=1:(j-1)
yO(n1*k+))=y0(n1*k+j)-gsc(l)*yO(n1*k+1);
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end;
end;

znorm(j)=0.0;
for k=1:n1 znorm(j)=znorm(j)+yO(nl1*k+j)"2; end;
znorm(j)=sqrt(znorm(j));

for k=1:n1 yO(n1*k+j)=y0(n1*k+j)/znorm(j); end;
end;

for k=1:n1 cum(k)=cum(k)+log(znorm(k)); end;

% eksponenc¢iy normavimas

for k=1:n1
Ip(k)=cum(k)/(t-tstart);
end;

% 1Svedimo modifikacija

if ITERLY AP==
Lexp=lp;
Texp=t;

else
Lexp=[Lexp; Ip];
Texp=[Texp; t];

end;

if (mod(ITERLY AP, ioutp)==0)
fprintf('t=%6.4f,t);
for k=1:nl fprintf(' %10.6f,lp(k)); end;
fprintf(\n);

end;

for i=1:n1
for j=1:nl
y(n1#j+1)=y0(nl*i+j);
end;
end;

end;

lorenz_ext.m

function f=lorenz_ext(t,X
% Parametry reikSmés

pp =0.5;

dd =0.4;

ql =0.1;q3=0.9;

x=X(1); y=X(2); z=X(3);
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Y= [X(4), X(7), X(10);
X(5), X(8), X(11);
X(6), X(9), X(12)];

f=zeros(9,1);

f(1)=y;
f(2)=-pp*pp*x-dd*x*x*x+ql *y-q3*y*y*y;
f(3)=1;
%Jakobianas
Jac=[0, 1, O;
-pp*pp-3*dd*x*x, -ql-3*q3*y*y, O;
0, 0,0l

f(4:12)=Jac*Y;
run_lyap.m

[T,Res]=lyapunov(3,@lorenz_ext,@ode45,0,0.5,200,[0 1 0],10);
plot(T,Res);

title('Liapunovo eksponenciu spektro dinamika');
xlabel('Laikas'); ylabel('Liapunovo eksponentes');
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