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SUMMARY

Theory of extreme values is very important and it’s use of range is very wide.

A lot of research occurrence usually is described with a few measurements (for example, testing
pollution of atmosphere, usually consider all superior limits of pollution concentration, not only one
war gas maximum concentration) that’s why are analyzing multidimensional extreme values.

Herein work we analyze convergence rate of the multidimensional extreme values in the transfer
limit theorem. We solve this problem using particular distributions.

In this work we will give nonuniform estimate of convergence rate of multidimensional extreme

values in the transfer limit theorem. The estimates ‘P(Z v, <@, +b,x) —‘I’(x)‘ and ‘P(WN <c, +d x) —q)(x)‘

are analyzed using MATLAB.
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[VADAS

Ekstremaliyjy reikSmiy teorija yra aktuali ir svarbi, o jos taikymo sritis labai plati. Galima
paminéti keleta pavyzdziy, kuomet ekstremaliyjy reikSmiy teorija taikoma:

» Stichiniai gamtos reiskiniai (potvyniai, lilitys, uraganai, ekstremalios temperatiiros) gali
padaryti nuostoliy jvairiems statiniams (bokStams, uztvankoms, gyvenamiesiems namams ir pan.).
Tokiy stichiniy nelaimiy negalima iSvengti, tadiau, projektuojant statinius bei parenkant jiems
statybines medziagas, galima ir reikia atsizvelgti { minéty stichiniy nelaimiy galimybg, o tai padéty
sumazinti ju padarinius. Siy problemy inZineriniam sprendimui reikalinga pakankamai tiksli teorija,
kuri leisty atsizvelgti i galimy ekstremaliy gamtos reiskiniy poveiki.

» Atmosferos uzterStumas iSreiSkiamas procentiniu terSaly kiekiu atmosferoje (koncentracija).
Siy tersaly koncentracija nuolat matuojama. Svarbu, kad maksimali koncentracijos reikimé nevirSyty
normos.

» Korozija. Paprastai laikoma, kad metaliné danga, turinti dideliy koroziniy démiy, yra pazeista
korozijos, jeigu kurios nors démés korozija prasiskverbia per visa dangos stori. Korozijos démiy gylis
yra atsitiktinis ir jis kinta, priklausomai nuo aplinkos poveikio. Siuo atveju lemiama jtaka turi
maksimali korozijos defekto gylio reik§mé.

» Sistemy patikimumo problema. Sakysime, sistema nustoja veikusi, jei sugenda bent vienas i$
jos elementy. Tada maZziausiai patikimas sistemos elementas turi lemiamos jtakos visos sistemos
funkcionavimui.

Kadangi nemaza dalis tiriamy reiskiniy yra apraSomi ne vienu, o keliais matavimais (pavyzdziui,
tiriant metaliniy danguy korozija, mus gali dominti ne tik koroziniy démiy gylis, bet ir ju plotas;
prognozuojant potvynius, reikia atsizvelgti ne i vienos kurios nors upés maksimaly vandens lygi, bet i
visy tame regione esanciy upiy maksimalius lygius; tiriant atmosferos uzterStuma, paprastai
atsizvelgiama ne i vienos kurios nors medziagos koncentracijos maksimuma, bet { visy atmosferoje
esanciy terSaly koncentracijos maksimumus), tai daznai nagrinéjamos ir daugiamatés ekstremaliosios
reikSmes.

Ekstremaliyjy reikSmiy teorija yra iSsivysciusi 1 savarankiska tikimybiy teorijos Saka. Pamatus
Siuolaikinei ekstremaliyjy reikSmiy teorijai padéjo B.Gnedenka. Pladiau ekstremaliyjy reikSmiy
problemas nagrinéjo J.Galambosas, V.Zolotoriovas.

Pastaraisiais metais ekstremaliyjy reikSmiy teorijos populiarumas iSaugo. Matematiniuose
zurnaluose nuolat pasirodo naujos publikacijos, rengiamos tarptautinés ekstremaliyjy reikSmiy teorijos
konferencijos. Ypac issiskiria 1993 m. Gaitesburge (JAV) vykusi konferencija, kurioje daug démesio

buvo skirta ekstremaliyju reikSmiy teorijos taikymams versle, astronomijoje, draudime ir kt.



Lietuvoje ekstremaliyjy reikSmiy teorijos pradininku galima laikyti prof. A.Aksomaiti, kuris
Sioje srityje yra atlikes daug darby ir perskaites eil¢ praneSimy mokslinése konferencijose. Svarbiy
darby ekstremaliyjy reikSmiy tematika yra paskelb¢ P.Gudynas, L.Sakalauskas, V.StatuleviCius,
R.Rudzkis ir kt.

Pazymésime, kad pirmieji rezultatai, tiriant konvergavimo greiti ekstremaliyju reikSmiu
perkélimo teoremose, yra gauti [4], [5] darbuose. Konvergavimo greitis daugiamaciy maksimumy
perkélimo teoremoje yra tirtas [3] darbe.

Siame darbe tiriamas konvergavimo greitis daugiamadiy ekstremaliyjy reik§miy perkélimo
teoremose. Sis uzdavinys sprendziamas tiriant konkre¢ius skirstinius. Pagrindiniai uZzdavinio
sprendimo etapai biity tokie:

1) normalizavimo vektoriy seky parinkimas;

2) ribinio skirstinio radimas;
3) konvergavimo greicio jvercio skai¢iavimas ir konvergavimo grei¢io kompiuteriné analizé.

KTU konferencijoje ,,Matematika ir matematikos mokymas‘ atliktas praneSimas magistro darbo
tema ,,NetiesiSkai normuoto dvimacio minimumo konvergavimo greicio jvertis®. Prane§Sima numatoma

spausdinti konferencijos darby medziagoje.



1. TEORINE DALIS
1.1. EKSTREMALIUJU REIKSMIU SCHEMOS SAVOKA

Sakykime, kad X,,X,,K,X,6 — nepriklausomy, vienodai pasiskirsCiusiy atsitiktiniy dydziy
(a.d.) seka. Sudarykime » pirmyju sekos nariy variacing eilutg

X, <X, <K <X, .

1n

Fiksuokime ke N.Kai n > o,ad. X, ir X vadinsime k-tosiomis ekstremaliosiomis

n—k+1:n
reik§mémis. DidZiausia ir maziausig variacingés eilutés narius pazymeésime
Z, =max(X,,X,,K,X)),
W, =min(X,,X,,K,X)).
A.d. Z, ir W, vadinsime ekstremaliosiomis reik§mémis arba tiesiog maksimumu ir minimumu.
Tarkime, u, =u,(x) — tokia realaus kintamojo funkcijy seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka
H,(u,(x)) = P(Z, <u,(x))
silpnai konverguoja i neiSsigimusia pasiskirstymo funkcija H(x). Taip apibrézta struktira Z, kartu su
prielaidomis apie a.d. seka {X ,,n =1} bei funkcijy seka {u,,n > 1} sudaro maksimumy schema.
Analogiskai apibréziame minimumy schema. Tarkime, v, =v,(x) — tokia realaus kintamojo
funkciju seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka
L,v,(x)=PW, <v,(x))
silpnai konverguoja | neiSsigimusia pasiskirstymo funkcija L(x). Taip apibrézta struktiira W, kartu su
prielaidomis apie a.d. seka {X ,,n =1} bei funkcijy seka {v,,n > 1} sudaro minimumy schema.
Jei a.d. {X, ,n>1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirst¢ su pasiskirstymo funkcija F(x), o
normavimo funkcijos u, ir v, tiesings, t.y.
u,(xy=a,+b,x, a,eR, b >0,
v,(x)=c,+d x, c,eR, d,6 >0,
tai tokia ekstremaliyjy reikSmiy (maksimumy arba minimumy) schema vadinama klasikine.
Galimi {vairis ekstremaliyjy reikSmiy schemos apibendrinimai. PavyzdZiui, normavimo
funkcijos u, ir v, gali biiti netiesinés; a.d. {X,,n>1} gali buti daugiamaciai; variacinés eilutés ilgis

gali biiti ne fiksuotas, o atsitiktinis ir t.t.

1.2. KAI KURIE EKSTREMALIUJU REIKSMIU TEORIJOS FAKTAI

Sakykime, X, X,,K , X, —nepriklausomi, vienodai pasiskirstg a.d. su pasiskirstymo funkcija

F(x)=P(X, <x),j=1,n.



Pazymékime
Z =max(X, ,K,X,).
Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {a, ,n>1}ir

(b ,n>1}, kad

IimP(Z, <a,+b,x)=H(x) (1.1)

n—>»0

visuose funkcijos H(x) tolydumo taSkuose. Sakysime, kad pasiskirstymo funkcija F(x) priklauso
neissigimusio ribinio skirstinio H(x) traukos srifiai (Zymésime F e D(H)), jei egzistuoja tokios
centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama (1.1) lygybé.
Pazymékime
o(F)=sup{x: F(x)<l},
a(F)=inf{x: F(x) > 0}.
Pateiksime paprasta ir konstruktyvy centravimo ir normavimo konstanty parinkimo biida bei

suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinys £, kad jis priklausyty kurio nors nei$sigimusio

ribinio skirstinio traukos sric¢iai.

Teorema 1.1. Tarkime, @(F') = © ir egzistuoja tokia teigiama konstanta a, kad

1ml—F(tx) _
o) (1.2)
> 1 — F(t)

visiems x > 0. Tuomet e D(H ). Cia

x<0,

9

H,, (%) :{

exp(—x"“),x>0.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:

a,=0,
b, =inf{x:1-F(x)<1/n}.

Teorema 1.2. Tarkime, @(F') < 0, o pasiskirstymo funkcija
1
F*(x)= F(a)(F) ——j
X

tenkina salyga (1.2). Tuomet F'e D(H, ). Cia

N

b

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:



an = a)(F)’
b, = o(F)—inf{x:1- F(x)<1/n}.
Teorema 1.3. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta « integralas

wo(F)

Ja-Fay

[24

yra baigtinis. Intervale (a(F), w(F)) apibrézkime funkcija

1 o(F)
RO=15s j (1= F(y))dy.

Jei visiems realiems x egzistuoja riba

o 1= F+xR©)
t—>o(F) 1 — F(t)

—X
b

tai FeD(H,,).Cia
H,,(x)=exp(—e™),xeR.

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu badu:

a, =inf{x:1- F(x)<1/n},
b, =R(a,).

Teorema 1.4. Klasikinéje maksimumy schemoje egzistuoja tik trys
neissigimusio ribinio skirstinio tipai.
Teorema 1.5.Tarkime, turime klasiking maksimumuy schema.

1) FeD(H,,) tadair tik tada, kai @(F) = o0 ir tenkinama salyga (1.2);

2) FeD(H,,) tada ir tik tada, kai @(F) < o0 ir funkcija

F*(x)=F(a)(F)—lj,x>0,
X

tenkina salyga (1.2);

(1.3)

14

(Hl,a’HZ,oﬂHS,O)

3) FeD(H,,) tada ir tik tada, kai integralas (1.3) yra baigtinis ir tenkinama salyga (1.4).

1.1 — 1.5 teoremy irodymai pateikti [2] darbe.

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {c, ,n>1}ir

(d ,n>1}, kad

limP(W, <c, +d, x)=L(x)

n—>0

(1.5)



visuose funkcijos L(x) tolydumo taskuose. Cia L(x) — nei$sigimusi skirstinio funkcija. Sakysime, kad
pasiskirstymo funkcija F(x) priklauso ribinio skirstinio L(x) traukos sri¢iai (Zzymésime F € D(L)), jei
egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybe (1.5).

Teorema 1.6. Tarkime, a(F') = © ir egzistuoja tokia teigiama konstanta v, kad

i F(tx) _
e F(D)

x” 1.6)

visiems x > 0. Tuomet F e D(L, ). Cia
1—expl-(-x) } x<0,
Ll,y (x) = ( ( ) )
1, x>0.

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu badu:
c, =0,
d, =sup{x:F(x)<1/n}.

Teorema 1.7. Tarkime, —© < Ot(F ) Jei funkcija
1
F*(x)zF(a(F)——j, x<0
X
tenkina salyga (1.6), tuomet F e D(L, ). Cia

l—exp(—xy),x>0,

0, x<0.

LZ,}/ (x)= {

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
Cn = a(F)’
d, =supix: F(x)<1/n}—a(F).

Teorema 1.8. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta a integralas
[F(»)ay 1.7
a(F)

yra baigtinis. Apibrézkime funkcija

1 t
(1) = 0. (J f(y)dy, t > a(F).

Jei visiems realiems x egzistuoja riba

F@+xr@®) .
t—)lotIB?) F(t) =e ) (1.8)

tai FeD(L,,).Cia



Ly (x)=1-exp(-e’),xeR.

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
¢, =sup{x: F(x)<1/n},
dn = r(cn)'

Teorema 1.9. Klasikingje minimumy schemoje egzistuoja tik trys (Ly,,L,,,Lsy)

Ly>
neissigimusio ribinio skirstinio tipai.

1.6— 1.9 teoremy irodymai pateikti [2] darbe.

1.3. DAUGIAMAéIU EKSTREMALIUJU REIKgMIU SCHEMA
Sakykime, kad {X, = (X s X, KX, )n2 1} — m-maciy a.d. seka. Pazymékime

Z,;, =max(X

w

i,n

il ’Xi,2 K 9Xi,n )»
=min(X,,,X,,,K,X,,), i=LK m.
ApibréSime m-maciy a.d. pirmyjy » sekos nariy maksimuma ir minimuma:
Zn = (Zl,n ’Z2,n K ’Zm,n ):
W, =W, W, K, W,,)
m-macius a.d. Z, ir W, vadinsime daugiamatémis ekstremaliosiomis reik§mémis arba tiesiog
daugiamaciu maksimumu ir daugiamaciu minimumu.
Aritmetines operacijas tarp vektoriy apibrésime pagal komponentes, t.y.
x+y:(x1 +y.X, +3,,K,x, +ym)a
Xy = (1, %,,,K,x,9,),

o nelygybe x<y reik§ nelygybiy sistema x, < y,,(1<i<m). Taip pat daznai naudojamas nulinis
vektorius 0 = (0,0,...,0).

Tarkime, {u,(x)=(u,,(x,),K ,u,, (x,)),n=1}— tokiy grieztai monotoniniy ir tolydziy
(kiekvienos komponentes atzvilgiu) vektoriniy funkcijy (jas vadinsime normalizavimo funkcijomis)
seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka

H,(u,(x))=P(Z, <u,(x))
silpnai konverguoja 1 neiSsigimusia m kintamyju (m-matg) pasiskirstymo funkcija H (m-mate
pasiskirstymo funkcija H vadinsime neiSsigimusia, jeigu visos jos vienmatés marginaliosios

pasiskirstymo funkcijos H{x;) (i=1,...,m) yra neiSsigimusios). Taip apibrézta struktiira Z, kartu su



prielaidomis apie m-maciy a.d. seka {X,,n =1} bei normalizavimo funkcijy seka {u,(x),n =1} sudaro
daugiamaciy maksimumuy schema.
Tarkime, {v,(x)=(v,,(x,),K,v, (x,)),n>1}— tokiu normalizavimo funkciju seka, kad

pasiskirstymo funkcijy seka
L,(v,(x))=PW, <v,(x))

silpnai konverguoja i neiSsigimusia m-matg pasiskirstymo funkcija L. Struktira W, kartu su

prielaidomis apie m-maciy a.d. seka {X,,n>1} bei normalizavimo funkciju seka {v, (x),n =1} sudaro

daugiamaciy minimumy schema.
Jei m-maciai a.d. {X,,n =1} yranepriklausomi ir vienodai pasiskirstg su pasiskirstymo funkcija
F(x,K.,x,)=P(X,; <x,K,X, ,<x,),Vj21,

o normalizavimo funkcijos u, ir v, tiesings, t.y.

un (x) = (al,n + bl,n‘xl ’K b am,n + bm,nxm )’ a[,n € R’ bi,n > O’

v,(x)=(,, +d ,x.K,c,, +d, x,), c¢,eR, d >0, i=1LK, m,
tai tokia daugiamaciy ekstremaliyjy reikSmiy schema vadinsime klasikine daugiamaciy ekstremaliyjy
reikSmiy (maksimumy arba minimumy) schema.

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo vektoriy sekos {a, = (a,,.K ,a, )},
{b,=(,,,K,b,,)>0}, kad

lIimP(Z, <a,+b,x)=H(x), (1.9)

¢ia H(x)=H(x,,K ,x,)— neiSsigimusi m-maté skirstinio funkcija. Jei tenkinama (1.9) salyga, tai
sakysime, kad pasiskirstymo funkcija F(x) priklauso ribinio skirstinio H(x) traukos sri¢iai, o pati
skirstini H(x) dar vadinsime daugiamaciy ekstremaliyjy reikSmiy skirstiniu.

Paminésime keleta ribinio skirstinio H(x) savybiy.

Teorema 1.10. Ribiné pasiskirstymo funkcija H(x) yra tolydi. Jos vienmatés marginaliosios

pasiskirstymo funkcijos gali bati tik triju tipu, o bitent H, ,,H, ,,H;,.

lLa?® 2,a°

Teorema 1.11. Ribiné pasiskirstymo funkcija H(x) tenkina salyga
exp(— Z e j < H(x) < exp(—exp(— min(x,,K , x, ))).
i=1

1.10-1.11 teoremy irodymai pateikti [2] darbe.
Centravimo ir normavimo vektorius galima rasti tokiu biidu: randame m-matés pasiskirstymo

funkcijos F(x) vienmate marginaliaja pasiskirstymo funkcija Fi(x;) ir, taikydami teoremas 1.1-1.3,



randame i-taja centravimo ir normavimo vektoriaus komponentg. Tuo paciu randame ir ribinio
skirstinio H(x) vienmat¢ marginaliaja pasiskirstymo funkcija Hi(x;).

1 Pastaba. Ribin¢ skirstinio funkcija H(x) néra vienareikSmiskai nusakoma jos vienmaciy
marginaliyjy skirstiniu Hy(x;), i=1,...m.

2 Pastaba. Analogiski rezultatai gaunami daugiamaciy minimumy atveju.

1.4. PERKELIMO TEOREMOS

Tarkime, {X, =(X,,,K,X, ,),n>1}— nepriklausomi, vienodai pasiskirstg¢ m-maciai a.d. su
skirstinio funkcija

F(x)=F(x,Kx,)=PX,, <x ,K,X, 5 <x,),V21
Tarkime, kad egzistuoja tokios vektoriy {a,,n>1}ir {b,,n 21} sekos, kad

IimP(Z, <a,+b,x)=H(x), (1.10)

n—
¢ia H(x) — neiSsigimusi m-mat¢ skirstinio funkcija.

Tarkime, {N - 1} —a.d., igyjantis sveikas teigiamas reikSmes ir nepriklausantis nuo a.d. {X,}.
Apibrésime Siy a.d. ekstremaliasias reikSmes:

ZN,, = (maX(X],] ’K iv‘Xv],N,1 ),K ’maX(X K aXm,N,, ))’

m,1 2
W, = (min x(X,,.K L Xy ). K min(X, LKL X, ))

Pazymékime

n

A, (nz)= P(& < z] .

Tarkime, kad a.d. {N,} tenkina salyga
li_r)n A4, (nz)=A(z) (1.11)

kiekviename funkcijos A(z) tolydumo taske.
Teorema 1.12. Tarkime, galioja (1.10) lygybé. Jei tenkinama (1.11) salyga, tai
limP(Z, <a,+b,x)=Y(x), (1.12)

n—o0

¢ia skirstinio funkcija apibréziama formule
P(x) = j: H* (x)dA(2). (1.13)

Dabar suformuluosime perkélimo teorema dvimaciams minimumams, pazymédami, kad

analogiSkus rezultatus galima gauti ir didesniy matavimy a.d.

Tarkime, kad egzistuoja tokios vektoriy {c,,n>1}ir {d,,n>1} sekos, kad



IimP(W, <c, +d, x)=L(x); (1.14)

¢ia L(x) — neiSsigimusi dvimaté skirstinio funkcija su vienmatémis marginaliosiomis pasiskirstymo
funkcijomis L, (x,) ir L,(x,).
Teorema 1.13. Tarkime, galioja (1.14) lygybé. Jei tenkinama (1.11) salyga, tai
limP(W, <c, +d,x)=P(x), (1.15)

n—>0

¢ia skirstinio funkcija apibréziama formule

O =1- [ (1= L,(x,)) dA(z) - [ (1= L, (x,)) da(z) + [ (L)) aaz).  @.16)

L(x) =1=L,(x) = L,(x,) + L(x).
1.12-1.13 teoremu jrodymai pateikti [3] darbe. Vienmaciy a.d. maksimumams perkélimo

teorema irodyta [4] darbe.

1.5. KONVERGAVIMO GREICIO IVERTIS PERKELIMO TEOREMOSE
Nagrinékime maksimumy schema. Pazymékime
u,(x)=n(-F,(a, +b,x)),
v, (x)=u,(x)+In H(x),
5, (x) = max(l,e”"").
su tais x , su kuriais H(x)>0.

Teorema 1.14. Tarkime, tenkinamos (1.10), (1.12) lygybés. Tada su visais x, su kuriais

u, (x)
n

I . .. o
< 5 ir H(x)>0, teisingas vertis

‘P(ZN” <a, +bnx)—\P(x)‘£ AN,, _

oo - 1.17)
= A, (0] (8, ()H ) dA, (n2)+|[ (4, (n2) = A(2))dH " (x)|.
Cia:
A, ()= H@)r, () + 1, () + 1, (D)1, (1))
(X)) = 2u, () + 2u, ()1 , (1.18)
’ n n*  l-gq

vix) 1
v o)+ 2 ——
A ( )| T

Ty (x)=



o konstantos 0<g<1 ir 0<s<1 parenkamos taip, kad
2
20 Il
3n 3

Teoremos jrodymas pateiktas [3] darbe. Sis rezultatas grindziamas [5] darbe jrodyta teorema.

Nagrinékime minimumy schema. Norédami supaprastinti formules, apsiribosime dvimaciu
atveju, taciau ir didesniy matavimy a.d. galima gauti analogiSkus rezultatus.
Sakysime {X n = (X . S ), nz 1}— nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ dvimaciai a.d. su

pasiskirstymo funkcija

F(xl,xz):P(XLn <x,X,, <x2), Vn=>1.

Sios pasiskirstymo funkcijos marginaliasias pasiskirstymo funkcijas pazymékime atitinkamai F, (x,)

ir F,(x,).
Pazymékime dvimati minimuma
w,=W,,.W,,),
¢ia
w,, =min{X, ,K,X,,}
w,, =min{X,, K ,X,,}
Turime
PO, <x)=1-(1=F(x)) ~(1- E@)) +(-F) ~FK0o) + Fa,xn)). (1.19)
Pazymékime

F(xl’ x,) =1=F(x)—FE(x)+F(x,x,),

L(x) =1-L(x) - L(x,) + L(x),
u,,(x,)=nFc,, +d,x) (1.20)

t,,,(0) =nElc, ,+d, ),
u,(x,x,)= n(l —E’(cn + dnx)).
Kai tenkinama (1.14) lygybe, tai egzistuoja teigiamos ribos
’lli_r)?oul,n (x,) =u,(x)),
}lgg Uy, (x,)=u,(x,),
li_r)r;un (x1,%,) =u(x;,x,),

ir



L(x)=1-¢™ @) _ prtaln) 4 pulnn)
Pazymékime
() =u,(x,) +In(1-L,(x,)), su tais xy, su kuriais L, (x,) <1;
t,,(6) =u,,(x,) +In(l1-L,(x,)), su tais x2, su kuriais L, (x,)<1; (1.21)
t(x,x,) =un(xl,x2)+an(x), su tais (x1,x2), su kuriais L(x) > 0.
Pazymékime
5., (x,) = max(l,e""“"),
5, ,(x,) = max(l,e "), (1.22)
S, (x,,x,)=max(,e ")

Teorema 1.15. Tarkime, tenkinamos (1.11), (1.14) lygybés ir A(+0)=0. Su visais x=(x;,x;), su
kuriais u,,(x)/n<1/2, u,,(%)/n<1/2, u,(x,5,)/n<1/2, L(x)<l, L(x,)<1l, Lx)>0, teisingas
konvergavimo greicio jvertis
‘P(WNH <c, + dnx)— D(x,,x, )‘ SAy =AMy (x,)+ A,y (x,)+ Asy (x,,x,). (1.23)

~

Cia

9

Ay, () =8 )| 28, 0e)(1-L, (o)) ldAn<nz)+\ [ (4,9 A@)d(1- L, (x,))

Ajx) =4 (x) + (1= Li(x)- 15, (x),

A 6) = (1= L )N () 5, 06+ O () (1.24)
2u2 X 2u4 X
Gy = 2 00 20, ) 1
n n 1— q,
tl(x) 1
r2,l,n (xl) :’ ZLl,n (xl) ‘ + L ! . D
2 1-s,

konstantos 0<g;<1 ir 0<s;<I parenkamos taip, kad

2u?l (x t, (x
l,n( 1)Sq1, | l,n( 1)|SS1;
3n 3

Any, (6) =AL)[ 28, (6 1= Ly () 4, (nz>+\f(An (n2) = A@)d(1-L, (x,))’),

Ay (x)=A,00) + (1= Ly (x,)) 155, (x,), (1.25)

A, (x,)= (1 -L,(x, ))(’”1,2;, (x,)+7: 22 (x,) +ha. () 22m (x, ))’



2”22,11 ('x2 ) 214;’" (x2 ) 1
71,2,11(‘x2)= n + n2 l—q
2

t22,n('x2). 1
2 1-s,

r2,2,n (‘x2) =’ t2,n (‘x2) ’ +

3

konstantos 0<g,<1 ir 0<s,<1 parenkamos taip, kad
2“22,11 ('XZ) | tZ,n (x2)|
_— <S,5;

n >4, 3 2

3

Ay () =8, ) [ 28, () L)) o)+ [ (4, 02) ~ A L0

AL (x,,x,) :A3(x1’x2)+L(x)'Rzz,n(xlaxz)a
Ay(x),x,)= Z(xl > Xy )(Rl,n (x,x,)+ RZ,n (x,x,) +R,, (), %, )RZ,n (), X, ))’ (1.26)

ZMZ(xl,xz) 2u:(x1,x2) 1
+ o2l

Rl,n(xl’XZ): p 1—¢ s
3

t2(x,,x,) 1
R, (x;,x,)=[t,(x;,x,) |+ 2o )
2 I-s,

konstantos 0<g3<1 ir 0<s3<1 parenkamos taip, kad

2”5(x1’x2)§q3’ |tn(xl’x2)|S
3n 3

3-

Teoremos irodymas pateiktas [6] darbe.

1.6. PROGRAMINIU PRIEMONIU PASIRINKIMO ANALIZE

Siuo metu turimas platus programinés jrangos pasirinkimas. Mes galime naudotis tiek

universaliomis programavimo kalbomis (PASCAL, C++, JAVA, t.t.), tiek universaliomis matematikos

uzdaviniy sprendimo sistemomis (MATHCAD, MATLAB, t.t.). Duomeny analizei geriausiai naudoti

duomeny analizés sistemas (SAS, SPSS, STATGRAPHICS, STATISTICA ir t.t.).

Siame darbe naudojama matematikos uzdaviniy sprendimo sistema MATLAB. Si sistema

pasirinkta erdviniams bréziniams vaizdziai pateikti, be to, §i sistema paprasta ir naudinga daugiamaciy

skirstiniy pjuviy analizei. Vartotojas gali nesunkiai analizuoti uzdavinius, iSsikviesdamas programas

MATLAB komandiniame lange arba meniu bei keisdamas pradinius duomenis.



2. TIRIAMOJI DALIS

2.1. DVIMACIU MAKSIMUMU SKIRSTINIU KONVERGAVIMO
GREICIO TYRIMAS

Spresdami uzdavinius apsiribosime dvimaciais a.d. {X , =X, X 25,1),1121}. Ad. N, bus

pasiskirstg pagal geometrini skirstini su parametru p, = —, t.y.
n

1 1 k-1
P(N, =k)=—(1——j , k=12,..

n n
Zymésime N, ~ G(p).

Jeia.d. N, turi geometrini skirstini, tai

A (nz) = 1—(1—11’12,

n

2.1)
limA, (nz)=A(z)=1-e",z>0.

2.1.1. DVIMATIS EKSPONENTINIS SKIRSTINYS
Nagrinésime a.d., kurie turi dvimati eksponentini skirstini, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi
F(x,,x,)= (1 —e M Xl —e " ), x,,%, >0,4,,4, >0.
Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygiis:
Fi(x)= lim F(x,.x,) = (1—e), x,>0,4 >0,

F,(x,) = lim F(x,,x,)=(1—=e "), x, >0, 4, >0.

Paprastumo délei nagrinésime atveji, kai 4, =4, =1.

2.1.1.1. CENTRAVIMO IR NORMAVIMO VEKTORIU SEKU
PARINKIMAS

Siame uzdavinyje @(F,)=o0,w(F,)=o0, taigi centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei
ribinio skirstinio funkcija rasime remdamiesi 1.3 teorema. Kadangi marginalieji skirstiniai sutampa
(kai dydziai A,, A, sutampa), tai centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio funkcija
rasime bendru atveju. Pagal (1.3) formulg integralas, kai konstanta a yra baigtiné (pasirenkame a=1),
taip pat yra baigtinis:

T 1 o et

(1—1+ely)dyzjl.e’ly‘dyz—z-ely { =—7.

— 38



Tada

RO=— L ferdy=—" | =]
1-1+e™” 4 A

t

Kai A, =4, =1, tai normavimo vektoriaus b, seka lygi

b, =(b,,,b,,)=|R(a,,).R(a,,)|=(11)

IeSkodami centravimo vektoriaus a, , remsimeés salyga
. 1] .
a,, =infix:1-F,(x,)<—r,i=1.2,
n

t.y. sprendZiame lygti

l—l+e'“=L,
n

kuria iS§sprende gauname

In n
xX=—"-

A
Kai A, =1, =1, marginalieji skirstiniai sutampa ir ie§koma centravimo vektoriy seka lygi

a, =(Inn,Inn).

2.1.1.2. RIBINIO SKIRSTINIO RADIMAS
Zinodami centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei priéme salyga 4, =4, =1, galime
uzraSyti
F(a,+b,x)= (1 —e ) Xl —e ) ), x,,%, > 0.
Remiantis (2.1) formule ir 1.3 teorema, ribinio skirstinio funkcija lygi
H(x,,x,)= exp{— e —e ™ }

Ieskome ribinés skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje, remdamiesi (1.13) lygybe. Turime

o0 o0

Y(x,,x,) = J‘exp{(—e“‘ —e )Z}d(l - e_z)z J-exp{z(—l —e 1 —e ™ )}dz =
0 0
1
= X,X €R.
l+e ™ +e™

. 1
limP(Z, <a, +b,x)=¥(x,,x,)=———, x,,x, R. 2.2)
n— " l+e™ +e™



2.1.1.3. KONVERGAVIMO GREICIO JVERCIO KONSTRAVIMAS

Taikydami 1.14 teorema, ivertinsime konvergavimo greiti (2.2) lygybéje. Patogumo délei (1.17)

formuléje jvesime pazyméjimus, kuriuos naudosime tolimesniuose skai¢iavimuose:

PEy 59 b)Y Gl 4n =

tiksli rezksm é jvertis

(2.3)
=An(x){0 z(5, &le£x%)z4lcf‘An(nz)+‘J (A, (nz)— A(z2))dH * (x)|

444244443

2 narys

1narys

Tikslios konvergavimo jvercio reikSmés turinys skai¢iuojama Sitaip:

© 0 J-1
P(Z, <a,+b, x) :ZP(Nn =)P(Z, <a, +bnx)=zl(l—lJ F'(a,+b,x)=
p A "

J=1 j=1 1

&:

L
n

j F(a, +bnx)(l—lj 2.4)
(F(a +b x)( ID = 11~ "
n_

" 1-F(a, +bnx)(1 —1)
n

I’
—_

J

1—

S |-

Remiantis (1.18) formule, apskaiciuosime jvert; A, (x). Pirmiausia randame

u,(x)y=e ™ +e - ,
n
efxlfxz
v, (x)=— , (2.5)
n
5,(x) = exp{e }
n
o turédami Siuos dydZius apskaiciuojame A, (x):
2ul(x) 2ul(x) 1
(X)) = + — ,
I-gq
vi(x) 1
@, 01+ L @.6)

A, (x) = H)r, (0) + 7y, (3) + 1, (07, (2))

Apskai¢iuojame pirmaji ivercio (2.3) nari. Turime:

oot ()
el T ]




ln[exp{
n
{e—xl —X,
exp
n

tai

Kadangi

1<—ln(

-1
n

j <In4, kain>2,




oo )

§ In 4 Q.7

< -
—X]—X, XX
e _ _ _ e
exp —e M —e i l+e M e -
n n

Dabar apskai¢iuosime ir {vertinsime antraji jver¢io A y (x) nari (2.3 formul¢). Kadangi

(1—[1—3}”}—(1%Z*%w(uz),

tai turésime

I [1-(1_3”}_(1_62 )}d explz(—e ™ —e ){

= E-(—e_”1 —e )T exp{z(—l—e_”1 —e " )(1+Z)dz =

n 0

.]E(1+z)d exp{z(—l—e_x1 —e ))( =

0

e
& feren]

n o |\-l-em—e™ )

£ eter (I1+z) exp{z(—l—e_x1 —e )400—

Te “(1+2z)d exp{z(—e”‘1 —e )>‘ =

n l+e™ +e™ 0

«/_ e re™ e e te™

_E.Le_xzzTexp{z(—]—e_ )}d(1+Z)

n o l+e™ +e ™y

n l+e+e™ n l+e " +e™

' exp{z(—l—e’x‘ —e ™ )} Ve

(—l—e’x‘ —e”‘z) n l+e™+e™ n (1+e-xl +e™ )2‘

Je ete™ 1
=—. . — | 1+—— — |
n l+e ™ +e™ I+e™ +e™

Taigi

R 1\* . - £ _el+e™ 1
![[1—[1—;) j—(l—e )jdexp{z(—e o))< e s (1+1+e_x‘+e_x2 j.(2.8)

IS (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) formuliy gauname konvergavimo greicio jverti:

j_ B E ' e +te™ «/Z el +e ™ ‘
0

1 | In 4

(2.9)




IS konvergavimo greicio jvercio iSraiskos (2.9), galima nustatyti paklaidos eile » atzvilgiu, kuri
Siuo atveju lygi 1/n. Kaip paklaida priklauso nuo x; ir x,, nustatysime atlikdami kompiutering analizg.
Nagrinéjame keturis atvejus:
1) Kai n fiksuotas, o x; ir x; kinta (pavirSius);
2) Kai x; ir x; fiksuoti, o n kinta (t.y. pavirSiaus pjiivio analizé);
3) Kai n ir x; fiksuoti, 0 x; kinta (t.y. pavirSiaus pjiivio analiz¢);
4) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta (t.y. pavirSiaus pjiivio analizé).
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.1 pav. ir 2.2 pav.
PavirSiaus tyrimo atveju, pasirenkame n=100, x; kinta intervale (100; 150), o x, kinta intervale
(0.8; 2). Grafinis rezultatas atrodo taip:
Konvergavimo greicio tyrimas

—*‘ Hl F-Psil
| 1 Bl Delta(tn

|P-Psil, Delta(Nn)

2.1 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio maksimumo paklaidos ir paklaidos jvercio
kitimas, kai n fiksuotas
Paklaidos eilés ivertinimui tiriamas atvejis, kai x; ir x, fiksuoti, o n kinta. Tarkime, x;=-1,
x2=100, o n kinta nuo 20 iki 150 Zingsniu 10. Siuo atveju grafinis vaizdas atrodo taip:

Konvergavimo greicio tyrimas
T

— |P-Psi|
—— DeltaiMn)

0.7

o
m

|P-Psil, Delta{Nn)
=] o =]
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o
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2.2 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio maksimumo paklaidos ir paklaidos ivercio

kitimas, kai x; ir x, fiksuoti



IS pateikty paveiksly matome, kad paklaidos reikSmé mazéja, kai x; ir x, didéja. Analogiskas
rezultatas (t.y. kad paklaida maz¢ja) gaunamas ir tuo atveju, jei x; (arba x;) buty fiksuotas, o x, (arba
x1) didéty. Siy atveju paklaidos ir paklaidos jveréio kitimo grafikai pateikti 2 priede. Visi skai¢iavimy

rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu.

2.1.2. DVIMATIS PARETO SKIRSTINYS

Nagrinésime a.d., kurie turi dvimatj Pareto skirstini, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi

11 N 1
I+x, 1+x, I+x +x,

F(x,,x,)=1- , X,X, >0.

Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygs:

Fi()= lim Fxiv) =1, x>0,
Xy 0 +

X

: 1
F,(x,)=1lim F(x,,x,)=1-—, x, >0.
xl—>ao +x2

2.1.2.1. CENTRAVIMO IR NORMAVIMO VEKTORIU SEKU
PARINKIMAS
Siame uzdavinyje @(F,)=o,w(F,)=o0, taigi centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei

ribinio skirstinio funkcijq rasime remdamiesi 1.1 teorema. Kadangi marginalieji skirstiniai sutampa, tai
centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio funkcija rasime bendru atveju. Pagal

(1.2) formulg, egzistuoja teigiama konstanta a, kad visiems x>0 egzistuoja riba

1
1+1 {HJ 1
lim = lim =—=x .
oo ] 4 px, o ( 1] X,
t x1+;

Taigi konstanta o=1>0. Analogiskai apskaiCiuotume riba su antruoju marginaliuoju skirstiniu ir

gautume ta patj atsakyma. IS 1.1 teoremos gauname, kad centravimo vektoriy a, seka lygi a, = (0,0).

Normavimo vektoriaus b, seka lygi b, =(b,,,b, ). Ja randame i§sprende lygti
. 1| .
b, :mf{le - F.(x,) S—},z =12,
n

ty.

I |-

1+x,



x,=n-1

Gauname, kad b, =(n—-1,n-1).

* *
Pazymésime, kad @, , b, taip pat yra centravimo ir normavimo vektoriy sekos, jei

b, a,—a,
b

— 1, ”b =~ —0. (2.10)

n n

Tada turime b, = (n,n).

2.1.2.2. RIBINIO SKIRSTINIO RADIMAS
Zinodami centravimo ir normavimo vektoriy sekas, galime uZzragyti

F(a, +bx)=1- L1 + ! , X;,X, >0.
l+nx, 14nx, 1+nx +nx,

Remiantis 1.1 teorema, ribinio skirstinio funkcija lygi

1 1 1
H(xl,xz):exp{————+ }, x,,%x, >0.

X, X, X, + X,

Remiantis (1.13) lygybe, randame ribing skirstinio funkcija perkélimo teoremoje:
K 1 1 1 K 1 1 1
‘I’(xl,xz)zfexp - z d(l—e’z):J‘exp -1l-—— 4+ dz =
0 Xp Xy XX, 0 Xp Xy XX,

exple —1— - L]
P X, X, X +X, ‘oo 1

= = 5 X s X, > 0.
1 1 1 0 I 1 1 e
-1l-——+ I+—+—-
X, X, X +x, X, X, X +x,
Taigi ribinis skirstinys perkélimo teoremoje yra lygus
. 1
limP(Z, <a,+b,x)=Y¥(x,x,)= 1 XX > 0. 2.11)

I+—+—-
Xy X, X, + X,

2.1.2.3. KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIO KONSTRAVIMAS

Taikydami perkélimo teorema, jvertinsime konvergavimo greit] (2.11) lygyb¢je. Remiantis

(1.10) formule apskaiciuosime jvert; A, (x). Pirmiausia randame

u,(x)=n ! + L ! \ (2.12)
I+nx, l+nx, 1+n(x +x,)



v, () =1, (1) - L
X, X, X +X,

5, (x)=exp{-v, (x)},

o turint Siuos dydZius bei (2.7) lygybes, apskai¢iuojame A, (x):

An(x)zexp{—i—i+ !

X, X, X +Xx,

}(l"l’n (x)+r,,(x)+nr,(x)r,, (x)).

Apskaiciuojame pirmaji ivercio (2.4) narj. Turime:
7 ( 1 1 1 J 11 1
Iz expy—n + - +—+—- :
0 [ { l+nx, 1+nx, l4+nx,+nx,) x x, x +x,
o1 1 ) 1"
-exp{—+—— }J d(l—(l——j J:
X, X, X +x, n
w z—1 nz
:Iz expy—n ! + L _ 1 dl—(l—lj =
0 l+nx, 1+nx, 1+nx +nx, n
" z—-1 nz
—ln(l——] J.z expyn| — 1 + ! [l—lj dz =
0 1+nx1 l—i-nx2 1+ nx, + nx, n
ln(l - lj
f— n .
1 1 1
expsn| — - +
l+nx, 1+mnx, 1+nx, +nx,
-Jz exp (— L + ! J (l—l) dz =
0 l+nx, 1+nx, 1+nx +nx, n
1 n
ln[l - J
B n

_ ex SRS + 1
P I+nx, 1+nx, 1+nx +nx,

. 1 .
In| exps | — b1 + L . (1 — 1)
I+nx, 1+nx, 1+nx +nx, n
-sz exp [— L1 + ! J (1 _1] =
0 I+nx, 1+nx, 1+nx +nx, n




ln(l - lj
n .
1 1 1
expy n| — - +
I+nx, 1+nx, 1+nx +nx,

1
. n 2
n| — b1 + ! +ln(1—1j
I+mnx, 1+nx, 1+nx +nx, n

Kadangi

1<—ln(1—lj <In4, kain>2,

n

tai

Jz exp n(z—l SR N + ! dl—(l—lJ <

0 l+nx, 1+nx, 1+nx +nx, n

< In4 .(2.13)

2
1 1 1 1 1 1
expyn| — - + n| — - + -1
l+nx, 1+nx, 1+nx +nx, I+mnx, 1+nx, 1+nx +nx,
Dabar apskai¢iuosime ir jvertinsime antraji jver¢io A N, (x) narj (2.4 formul¢). Kadangi

(1(1%)nzj(1e21<%e2(1+z),




(1+2z2)-

2 2
|\/2 X} + X3+ x,X,

nox;+x3+xx,(x +x, +1)

2 2
o \/Z X, +x;, +xXx,

2, 2 '
0 n x{+x; +xx,(x, +x, +1)

2 2
noox; +x; +xx,(x, +x,+1)

2 2
‘_ Ve X, + x5 +xx,

1 1 1
exp z(—l——+ J
Je x; 4+ X5+ xx, Xy Xy Xt X, ‘OO

£ X+ X3+ x,x, [1 N X%, (x; +x,) j
n

T2 2 ) 2 2
X, +xy +x,x,(x; +x, +1) X, +x; +x,%,(x; +x, +1)

(2.14)
<\/Z X0+ X5+ XX, L+ X%, (x, +x,)
on X0+ x5+ x,x,(x, +x, +1) X0+ x5+ x,x,(x, +x, +1) .
IS (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) formuliy gauname konvergavimo greicio jverti:
1 ‘
P(Z, <a,+b,x)—- <
" o 1 1 1
I+ —+—-
X, X, X +x,
<A (x)- In 4
exps n| — b1 + !
P l+nx, 14+nx, 1+nx, +nx, 2.15)

| Je

' 2
1 1 1 n
n| — - + -1
l+nx, 14+nx, 1+nx, +nx,

2 2
. X, +x) +xx, 14 X%, (x; +x,)
x12+x22+x1x2(x1+x2+1) x12+x22+x1x2(x1+x2+1)

IS konvergavimo grei¢io jvercio iSraiskos (2.15), galime nustatyti paklaidos eil¢ » atzvilgiu, kuri
lygi 1/n. Paklaidos priklausomybg¢ nuo x; ir x; nustatysime atlikdami kompiutering analizg.

Nagrin¢jame keturis atvejus:



1) Kai n fiksuotas, o x; ir x; kinta;
2) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
3) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
4) Kai x; ir x, fiksuoti, o n kinta.
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.3 pav. ir 2.4 pav.
Pavir$iaus tyrimo atveju, pasirenkame #»=100, x; kinta intervale (0.3; 1.2), o x, kinta intervale

(1;2). Grafinis rezultatas atrodo taip:

Konvergavimo greicio tyrimas

I |F-Fsil
Hl Deltaitn)

|P-Psil, Delta(Nn)

2.3 pav. TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo ivercio paklaidos ir paklaidos
kitimas, kai n fiksuotas
Paklaidos eilés jvertinimui tiriamas atvejis, kai x; ir x, fiksuoti, o »n kinta. Tarkime, x;=0.3,
x,=0.5, o n kinta nuo 20 iki 300 zingsniu 20. Siuo atveju grafinis vaizdas atrodo taip:

Konvergavime greicio tyrimas
0.35 . T r T

— |P-Psi|
Deltaitng

|P-Psi|, Delta{Nn)
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2.4 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo ivercio paklaidos ir paklaidos

kitimas, kai x; ir x, fiksuoti



Matome, kad paklaidos eilé lygi 1/n, kaip nustatéme 1§ konvergavimo ivercio israiskos (2.15).

IS pateikto 2.3 pav. matome, kad paklaidos reikSmé mazéja, kai x; ir x, didéja. AnalogiSkas
rezultatas (t.y. kad paklaida maz¢ja) gaunamas ir tuo atveju, jei x; (arba x,) buty fiksuotas, o x, (arba
x1) didéty. Siy atveju paklaidos ir paklaidos jver¢io kitimo grafikai pateikti 2 priede. Visi skai¢iavimy

rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu.

2.1.3. DVIMACIAI ATSITIKTINIAI DYDZIAI, TOLYGIAI
PASISKIRSTE KVADRATE
Nagrinésime dvimacius a.d., kurie tolygiai pasiskirste kvadrate, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi
F(x,,x,)=xx,, 0<x,,x,<l.
Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygis:
F(x)= Vlziir(}OF(xl,xz) =x, O<x <1,

F,(x,)=1lmF(x,x,)=x,, 0<x,<l1.

2.1.3.1. CENTRAVIMO IR NORMAVIMO VEKTORIU SEKU
PARINKIMAS

Siame uzdavinyje @(F,)=1,w(F,)=1, taigi centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei
ribinio skirstinio funkcija rasime remdamiesi 1.2 teorema. Kadangi marginalieji skirstiniai sutampa, tai
centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio funkcija rasime bendru atveju.

Centravimo vektoriaus komponentés pagal 1.2 teorema yra lygios

a,, =o(F),i=12.

Taigi centravimo vektorius lygus a, = (1,1).

Normavimo vektoriaus b, komponentés lygios
. 1] .
b,,=o(F)—mf{x:1-F(x,)<—¢,i=12,
’ n
t.y. sprendziame lygti
1
I-1+x, =—,

n

kurig i§sprend¢ gauname



Vadinasi, ieSkoma normavimo vektoriy seka lygi b, = (l,lj
n n

2.1.3.2. RIBINIO SKIRSTINIO RADIMAS

Zinodami centravimo ir normavimo vektoriy sekas, galime uzrasyti

F(a,+b, x) :(1+ﬁj(l+x—2j, 0<x,,x, <L
n n

Remiantis 1.2 teorema, ribinio skirstinio funkcija lygi
H(x,,x,)= exp{x1 + X, }, x,,x, <0.

IeSkome ribines skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje, remdamiesi (1.13) lygybe. Turime

Y(x,x,)= Texp {(x1 + xz)z}d(l —e )= Texp {z(x1 +x, — 1)}dz =

0

+x, -1
_ &Xp {z(x1 X, )} 1 ’ x1,x, < 0.
x, +x,—1 0 l—x, —x,
Taigi ribinis skirstinys perkélimo teoremoje lygus
1
IimP(Z, <a,+b,x)=Y(x,,x,)=——, X,x,<0. (2.16)
n— l—x, —x,

2.1.3.3. KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIO KONSTRAVIMAS

Taikydami perkélimo teorema, jvertinsime konvergavimo greiti (2.16) lygybé¢je. Remiantis

(1.10) formule apskaiciuosime jvert; A, (x). Pirmiausia randame

X, X
un('x):_xl _x2 - 1’12 )

v, (x)= -2 @2.17)
n

n

o turint Siuos dydzius bei (2.7) lygybes, apskaiiuojame A, (x):

A, (x)= exp{x1 + X, }(rl,n (x)+r,,(x)+nr,(x)r,, (x)).

Apskaiciuojame pirmaji ivercio (2.4) narj. Turime:

I{exp{ xl:z }exp{xl + X, }jm d (1 - (l - %j i } - 1n(1 - —Y I z exp[{— Fx }(z _ 1)] :




ln(l—ljn
=— L jzd exp{xlx2 +x +x2}-(l—lj
ex +x, +x, ¢In ex +x +x, 00| 1=—

n n

24 x4 x, +1n
n n

i) m .
+ L J‘exp{m+xl+x2}-(l——j dz=
p{xlx2 }{xlxz ( IJ"J 0 n n
ex +x, +x, +x, +x, +In/ 1-—

ln(l—lj 1 n\*
=— L z exp{xlx2 + X, +x2}-(1——j
p{xlx2 }(xx ( ljnj n n
ex +x, +x, 1-—

n n n

ln[l—lj
n .
X, X, XX, 1Y X, X, 1Y
expyx, +x, + X, +x, + +1Inf1-—| |Inf expyx, +x, + 1-—
n n n n n

1 n
0 Inf1-—
XX, 1 o0 n
lexpyx; +x, +— | 1—— =—
n n

Kadangi

z

0 2
exp{xl +Xx, + x‘xz}{xl bx, 2y ln(l —1j J
n n n

I<— ln(l - lj <In4, kain>2,
n

o0 z-1 nz
[ z(exp{m}exp{xl+xz}j d 1—[1—% < Ind _.(2.18)
o R
expy X, +x, + X, +x,+ -1
n n

Dabar apskai¢iuosime ir {vertinsime antraji jver¢io Ay (x) nari (2.4 formul¢). Kadangi




(1—(1—%J’12J—(1—eZ*S%ez(l+z),

tai turésime

T

= £ (x, +x, )T e (1+2) exp{z(x1 + X, )}dz = £ (x, +x, )T (1+2) e:xp{z(x1 +x, — 1)}dz =
n n

0 0

Tez (1 + z)d exp{z(x, + x, )){ -

0

X, +Xx, X, + X,

:V?

nox +x,—

" T(l +z)d exp{z(x1 +x, — 1))‘ = %x/z

o0
» -xl x, _l-(1+z)exp{z(xl+x2—1) 0

e xrxm Jexple(x, +x, ~1jd(z + 1) =
no x +x,—1y

Je X, +x, Je X X, 1

n x+x,-1 n x+x,-1 x +x,-1

=£. X, +x, (1+ | 1}

|e X +Xx, JZ X, +x,
‘n l-x,-x, n (x,+x,-1)°

~exp{z(x1 +x, — 1))‘0(;)

Taigi

TL{ (1——) J—(l—ez)]dexp{z(xl+x2) e xmx (1+ ! ) (2.19)
0 n l-x -x, x +x, -1

IS (2.16), (2.17), (2.18), (2.19) formuliy gauname konvergavimo greicio jverti:

<A, (x) In4 4

2
expl X, +x, + 1% }(xl +x, + 1% —l] 2.20)
n n .

P(Z, <a, +b"x)_l

XX,

+£- B (1+ ! J.
2

n l-x—-x X, +x, —

Turédami tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greicio jverti (2.20), atlickame
konvergavimo grei¢io kompiutering analize. Nagrin€¢jame keturis atvejus:
1) Kai n fiksuotas, o x) ir x; kinta;
2) Kai n ir x; fiksuoti, o x, kinta;
3) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
4) Kai x) ir x; fiksuoti, o n kinta.
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.5 pav. ir 2.6 pav.
Pavirsiaus tyrimo atveju pasirenkame n=500, x; kinta intervale (-10; -0.1), x, kinta intervale (-2;

-0.5). Grafinis rezultatas atrodo taip:



Konvergavimo greicio tyrimas
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2.5 pav. TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirsciusiy a.d. maksimumo paklaidos ir paklaidos
1vercio kitimas, kai » fiksuotas
IS paveikslo matome, kad Siuo atveju paklaidos vienareikSmiskai prognozuoti negalime. Tam
tikrame intervale paklaida maZzéja, o tam tikrame - ji vél didéja. Prie kitokiy x; ir x, reikSmiy galimi ir
didesni paklaidos svyravimai. Tai yra dél to, kad konvergavimo greicio ivertis yra netolygus, t.y.
priklausantis nuo x; ir x; igyjamy reikSmiy. SkaiCiavimuy rezultatai lenteliy pavidalu pateikti 1 priede.
Paklaidos eilés ivertinimui tiriame atveji, kai x; ir x; fiksuoti, o » kinta tam tikrame intervale.
Tarkime, x;=-2, x,=-3, o n kinta nuo 20 iki 350 Zingsniu 15. Siuo atveju grafinis vaizdas atrodo taip:

Konvergavimo greicio tyrimas
T T T T
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2.6 pav. TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. maksimumo paklaidos ir paklaidos
tvercio kitimas, kai x; ir x, fiksuoti
Matome, kad paklaidos eil¢ lygi 1/n, tai buvo galima nustatyti i§ konvergavimo jvercio iSraiSkos
(2.20). Visi skaiciavimy rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu. Pjuviy paklaidos ir paklaidos

tvercio kitimo grafikai pateikti 2 priede.



2.2. DVIMACIU MINIMUMU SKIRSTINIU KONVERGAVIMO GREICIO
TYRIMAS
2.2.1. DVIMACIAI ATSITIKTINIAI DYDZIAI, TOLYGIAI
PASISKIRSTE KVADRATE

Nagrinésime dvimacius a.d., kurie tolygiai pasiskirste kvadrate, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi
F(x,x,)=xx,, 0<x,x,<l.
Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygis:
F(x)= vliir(}OF(xl,xz) =x, O<x <1,

F,(x,)=1lmF(x,x,)=x,, 0<x,<l1.

2.2.1.1. CENTRAVIMO IR NORMAVIMO VEKTORIU SEKU
PARINKIMAS

Siame uzdavinyje a(F,)=0,a(F,)=0, taigi centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei

ribinio skirstinio funkcija rasime remdamiesi 1.7 teorema. Kadangi marginalieji skirstiniai sutampa, tai

centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio funkcija rasime bendru atveju.
Sudarome funkcija F"(x)=F| —— |, x <0, kuriai egzistuoja teigiama konstanta a, kad visiems
x

x>0 tenkinama (1.6) salyga, t.y. egzistuoja riba

1
lim —% = lim — = x".
t>—o ] =

t

Taigi konstanta o=1>0. Analogiskai apskaiCiuotume riba su antruoju marginaliuoju skirstiniu ir
gautume ta patj atsakyma.
Centravimo vektoriaus komponentés pagal 1.7 teorema yra lygios

¢, =a(F,),i=12.

Taigi centravimo vektorius lygus ¢, = (0,0).

Normavimo vektoriaus d, komponentés lygios
d,. = sup{x F(x;)< l/n}— a(F),i=12,

t.y. sprendziame lygti

RIS
l+x, n




kurig i§sprend¢ gauname

X. =

1
" on-1

o . . : 1 1
Vadinasi, ieSkoma normavimo vektoriy seka lygi d, = { I J.
n—1 n-

v .« . * * . . . . . o .
Pazymésime, kad c,,d, taip pat yra centravimo ir normavimo vektoriy sekos, jei

~—1, — 0. (2.21)
n dl’l
A . o 11 :
Todél galime laikyti, kad d, :{—,—} kadangi
non
lim L1,
n—® n

2.2.1.2. RIBINIO SKIRSTINIO RADIMAS

Zinodami centravimo ir normavimo vektoriu sekas, galime uzrasyti

F(c,+d, x) _h R

2
,  O<x,x, <L
n o n

Tada

n n n n
Siuo atveju ribinio skirstinio funkcija lygi

L(x,,x,)=limP(W, <c, +d,x)=1—e™ —e ™ +e 7, x,,x, >0.
n—»o0
Ieskome ribinés skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje, remdamiesi (1.16) lygybe. Turime

D(x,,x,)=1- Tex‘zd(l —e” )—

0

e o)

0

S 38

=1 —J.e’z(x‘”)dz —Ie’z(“”)dz + J‘e*z(’“”””dz =1- - + , X;,%, > 0.
0 0 7 l+x, 1+x, I+x +x,

Taigi
: 1 1 1
limP(W, <c,+d,x)=PD(x,,x,)=1- - + , X,x,>0.  (2.22)

0 I+x, 14+x, I+x, +x,



2.2.1.3. KONVERGAVIMO GREICIO JVERCIO KONSTRAVIMAS

Taikydami 1.15 teorema, ivertinsime konvergavimo greiti (2.22) lygybéje. Patogumo délei (1.23)

formuléje jvesime pazyméjimus, kuriuos naudosime tolimesniuose skai¢iavimuose:

PW, <c X, X =A + A + A )
‘1 (4 ﬁ"4442 4)4 4(l )‘ % LN, 2N, 3.N,

tiksli reiksm é {vertis
Tikslios konvergavimo jvercio reikSmes turinys skaiciuojamas Sitaip:

PW, <c,+d,x)=Y P(N,=j)PW, <c,+d,x)=

J=1

Jj=1
j-1
_ - 1-F d
1+(l’l—1)F11 (Cn +dnx1)
=R, +dx) | F(c, +d,x)
1+(n-1F,(c, +d,x,) 1+(n-D(1-F(c, +d,x))

Remiantis (1.24) formule, apskaiGiuosime jverti A, v, » PpaZymeédami,

apskai¢iuotume A, , . Pirmiausia randame

U, (x,)=x,,
. (x,)=0,
51,n (xl) = 19

o turédami Siuos dydzius apskaiciuojame A (x,):

2x2 2x' 1
rl,l,n (‘xl) = 1 + 21 : s
n n- l-gq,
yim (x)=0,
3 2x12
7 3n’

A; (x,)=e™ i (x)).

Apskai¢iuojame pirmaji jver¢io A, v, nari (1.24 formul¢). Turime:

Iz(e‘x‘ J d(l - [1 - %j} E —ln[l - %jnzze-*'“‘“ (1 - %j dz =

(1_1}’ (1 F/(c,+d x1 i (1__j’ 1 Fz(cn+dnx2))f+
n

(2.23)

(2.24)

kad analogiSkai

(2.25)

(2.26)



2]
oo )

Kadangi

5 -

1<—ln(l—l) <In4, kain>2,

n

tai

@ 1Y* In4
“nDgl 1= (1 - _J QL — 2.27
I[Zg ( " j e’ (1+x1 )2 &2

Dabar apskai¢iuosime ir jvertinsime antrajj jver¢io A, v, nari (1.24 formule). Kadangi

[1(13"2](1(32*3%(32(1”),
[1—(1—%}n2}(1—e2

tai

o0

[e7 1+ 2)de | =

0

£

n

I

de ™| <

o0

[+ z)de

0

o0 _ i —z(1+x;)
. je d(l+ Z)J

Je

(—x)[ e (14 2)dz| = ~—
0

de

n n
Ve x

n

de

n

Xy

1+ x,

[(1 +z)e 70T

1+ x, 0
_ xl _1+ e—z(1+xl) o0 :£ xl 1+ l '
1+ x, l+x, |0 n 1+x, 1+ x,




.

IS (2.24), (2.25), (2.26), (2.27), (2.28) formuliy gauname konvergavimo greicio ivercio

e [1+ ! j (2.28)

n l+x 1+ x,

nari A, :

2x;  2x!
ALane_x'( i ! j 4 e = (1+ : ] 2.29)

n o n’ l-gq ) e (l+x,) n l+x 1+ x,

Analogiskai gauname konvergavimo greicio jver¢io narj A, N, "

2x; 2x; 1 In4 1
Asy :e‘)‘{ SN J nd Ve (), . (2.30)

non' l-q,) e (l+x,) ”.1+X2 I+x,

Apskai¢iuojame A, , . Pirmiausia randame
LR

X, X
_ 1%2
u,(x,,x,)=x +x, - P

X, X
tn(xlaxz)zun(xlaxz)_xl_xz = 11’12’ (2.31)

o,(x,,x,) = max (1, e Mt ): e 1) = explou, (x,,%,) + X, + X, },
o turédami Siuos dydzius apskaiciuojame A’ (x,,x,):

A; (x,x,)= e (Rl,n (X, %)+ RZ,n (x,x,) + Rl,n (x,x, )Rz,n (x,x, ))9 (2.32)
¢ia Ry 4(x1,x2), R2.4(x1,x2) apskaiciuojami pagal (1.26) formules.

Apskai¢iuojame pirmaji iver¢io A v, nari (1.24 formul¢). Turime:

S ——y 8

zexp{(—u, (x,,x,) + 2, + 2, = x, — x, )(Z—l)}d[l_(l—ljnzj:
n

:Izexp{_un(xl’xz)(z_1)}d[1_(1_lj j:_ln[l_lj J.Ze—un(xl,xz)(z—l)(l_lj dz =
0 h h 0

ln[l—lj . Y ln(l—lj
T (xn ) J.Z(eu"(x"m(l——j J dz =— " .
e 1-%2 0 n 1 n
e (x1,%3) In| e (x1,%3) (1 _ ]
n

. n z ln(l_lj
T | — -
0 & 1 n
e”"”""”(ln(l—) —”n(xnxz)J
n




5 .

a\? ln(l — 1)

e—un (x1,%5) (ln(l _1j —un (‘xl 5 x2 )J
n
. ln(l—lj
0 n

0 1 B
euﬂ(Xl,xz)[ln(l_J —un (.xl,.xZ)]
n

1<—ln[l—l) <In4, kain>2,
n

S =38

n

Kadangi

tai

Ize—un(xl XD gl = (1 _ lj < In4 > (2.33)
) n e—ll,,(X],Xz)(l+un(x1’x2))

Antrasis jver¢io A; v, harys apskaiCiuojamas kaip ir A v, antrasis narys, tad galiausiai i§ (2.31),
(2.32), (2.33) gaunamas konvergavimo greicio jver¢io narys A; N,

A3,Nn =e (RLn (X, %)+ Rz,n (x,%,) + RLn (x,,x, )Rz,n (x,,x, ))

In4 Je o ox +x, [ 1 J (2.34)
+—" 1+ .

e (1—u (x,,x,)) n l+x +x, 1+x +x,

Turédami A N A, y, It Aj v, » gauname tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo

grei¢io iverti (2.23) minimumy atveju, atlickame konvergavimo grei¢io kompiutering analizg.
Nagrin¢jame keturis atvejus:
1) Kai n fiksuotas, o x) ir x; kinta;
2) Kai n ir x; fiksuoti, o x, kinta;
3) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
4) Kai x) ir x; fiksuoti, o n kinta.
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.7 pav. ir 2.8 pav.
PavirSiaus tyrimo atveju pasirenkame n=1000, x; kinta intervale (1;2), o x, kinta intervale

(1;31). Grafinis rezultatas atrodo taip:



<) Figure No. 1 [_ [O] <]

File Edit Wiew Inzett Toolz ‘Window Help

DeEeda " A A/ @ o

Konvergavimo greicio tyrimas

| R[=E=H]
[ Delta(MNr)

D5

=
fun]
=

nons- .

|P-Psil, Delta{Nn)

2.7 pav. Tiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirsciusiy a.d. minimumo paklaidos ir paklaidos
vercio kitimas, kai n fiksuotas
IS paveikslo matome, kad Siuo atveju paklaida mazéja kai x; ir (arba) x, mazéja. Skai¢iavimy
rezultatai lenteliy pavidalu pateikti 1 priede.
Paklaidos eilés ivertinimui tiriame atveji, kai x; ir x; fiksuoti, o » kinta tam tikrame intervale.

Tarkime, x;=1, x,=7, o n kinta nuo 100 iki 1000 Zingsniu 50. Siuo atveju grafinis vaizdas atrodo taip:

Konvergavimo greicio tyrimas

0.09 T T T T T T T T
— |P-Psil
— Delta(Mn) ||

0.08
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0.08

0.05

0.04

|P-Psil, Delta{Nn)
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0.01

0 ; , , \ ;
100 200 300 400 500 &00 700 800 900 1000

2.8 pav. Tiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirsciusiy a.d. minimumo paklaidos ir paklaidos
tvercio kitimas, kai x; ir x, fiksuoti
Matome, kad paklaidos eilé lygi 1/n. Skai¢iavimy rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu.
Pjiviy analizés rezultatai pateikti prieduose, t.y. skai¢iavimuy rezultatai lenteliy pavidalu yra 1

priede, o paklaidos ir paklaidos ivercio kitimo grafikai yra 2 priede.



2.2.2. DVIMATIS EKSPONENTINIS SKIRSTINYS
Nagrinésime a.d., kurie turi dvimati eksponentini skirstini, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi
F(x,,x,)= (l —e M Xl —e " ), x,%, >0,4,,4, >0.
Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygis:
Fy(x) = lim F(x,x,) =(1-e™" ) x,>0,2,>0,

Fy(x,) = lim F(x,,x,)=(1—e ") x, >0,4, >0.

Tarkime, kad 4, = 4, =1.

2.2.2.1. CENTRAVIMO IR NORMAVIMO VEKTORIU SEKU
PARINKIMAS

Siame uzdavinyje a(F,)=0,a(F,)=0, taigi centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei

ribinio skirstinio funkcija rasime remdamiesi 1.7 teorema. Kadangi marginalieji skirstiniai sutampa, tai

centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio funkcija rasime bendru atveju.
Sudarome funkcija F~(x)=F (— —}, x <0, kuriai egzistuoja teigiama konstanta a, kad visiems
X

x>0 tenkinama (1.6) salyga, t.y. egzistuoja riba

. .
. 1—e™ . (e _
lim ————— = hmgzx '
t——0 l_et t——0 t_

Taigi konstanta a=1>0. Analogiskai apskai¢iuotume riba su antruoju marginaliuoju skirstiniu ir
gautume ta pati atsakyma.

Centravimo vektoriaus komponentés pagal 1.7 teorema yra lygios

c,; =a(F)),i=12.
Taigi centravimo vektorius lygus ¢, = (0,0).

Normavimo vektoriaus d, komponentés lygios

d,, =suplx: F,(x,)<1/n}-a(F,), i=12,

t.y. sprendZiame lygti

kuria i§sprend¢ gauname

x=- ln(l —lj
n



Taigi ieSkoma normavimo vektoriy seka biity ¢, = [— ln(l - l}_ ln[l - lﬂ

n n

Kadangi

In(l + x)~ +x, kai x =0,

11
tai galime laikyti, kad d, = [—,—}, nes
non

—ln(l—lj n
. n ) 1 ) | .
hm—:llm(—ln(l——j J:hmlnezl ir ——0, kai n— .

n—>0 n—>0 n n—0 n

n

2.2.2.2. RIBINIO SKIRSTINIO RADIMAS

Zinodami centravimo ir normavimo vektoriy sekas, galime uzrasyti

F(c,+d x) :(l—e_”j(l—e_”} X, %, >0.

Tada

PW, <c, +dnx):1—(1—l+e_”lj —(1—1+e_;J +

_n o s am !
+l1-1+e " —l+e "+l—e " —e "+e " " | =l—e " - +e ", x,x,>0.

Siuo atveju ribinio skirstinio funkcija lygi
L(x,x,)=P(W, <c, +d,x)=1—e ™ —e™ +e "™, x,,x, >0.

IeSkome ribinés skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje, remdamiesi (1.16) lygybe. Turime

0

q)(xl,xz)zl—]g _“Zdl e’ J.e_wdl e_z I _(X”’Cz)zd(l—e_z):

0 0 0
T K 1 1 1
=1-[e ™V dz — [e 7Nz + je-ZWW”dZ =1- - + , x,,%, > 0.
7 7 ) l+x, 1+x, I+x +x,
Taigi
1 1 1
limP(W, <c,+d,x)=0(x,,x,) = — + , X,x,>0.  (2.35)

n—o 1+x1 I+x, I+x +x,



2.2.2.3. KONVERGAVIMO GREICIO IVERCIO KONSTRAVIMAS
Taikydami 1.15 teorema, jvertinsime konvergavimo greitj (2.35) lygybéje. Kadangi
L(x,,x,)=P(W, <c, +d,x)=1—e™ —e™ +e ", x,,x, >0,
ty.
|P(Wn <c, + dnx) - L(x1 ,x2] =0, Vn,
tai konvergavimo greicio iSraiSka supaprastéja, t.y.
Py <c,+d,x)=@(x,x)[S Ay = A (x)+ A, (x,) + Ay (x,,x,),

kur

2

2,6 = [} (4, 02) = A1~ 1,x)

3

Ase) =[] (4,002) = (DA~ L))

Ao =|[7 (4, )~ AL o)) |

Randame A;(x;) nari. Kadangi

[1(13”2](1(32%3%(32(1”),

tai turésime

b

Je

MELE (14 2)de )| =
n

o0

e

<— J.efz (1+z)de ™| =
n

0

(=x)[ e " (14 2)dz
0

Ve
n 1+ x5
w = —z(1+x)) 00
:£ X, (1+Z)e_2(1+XI) _Ie_z(1+x1)dZ:£ X, _1+€ =
n |l+x 0 3 no|l+x, I+x, [0
Je X, 1
=—. 1+ .
n l+x 1+ x,
Taigi
Al(xl)sﬁ‘ SR .| (2.36)
n 1+x 1+ x,

Analogiskai randamami Ax(xz), As(x1,x2) nariai, t.y. turime



Ag%)sig-xb @+ ! J. 2.37)
n

1+x, 1+x,
+
Adﬁﬁﬂﬁig-% SEB PPN S 2.38)
n 1+x +x, I+x +x,
Vadinasi, konvergavimo greitis (2.35) lygybéje yra lygus
‘P(WN <cn+dnx)—<I)(x1,x2)‘SAN :£- il ! +
! " n 1+ x, 1+ x,

(2.39)

Je o x, @+ 1 J Je  x +x, @+ 1 J.

n 1+x, 1+ x, n 1+x +x, I+x, +x,

Turédami dvimaciy eksponentiniy a.d. minimumo konvergavimo greicio iverti (2.39), atlickame
konvergavimo grei¢io kompiutering analize. Nagrin¢jame keturis atvejus:
1) Kai n fiksuotas, o x) ir x; kinta;
2) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
3) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
4) Kai x) ir x; fiksuoti, o n kinta.
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.9 pav. ir 2.10 pav.
Pavirsiaus tyrimo atveju pasirenkame n=1000, x; kinta intervale (1; 2), o x, kinta intervale (1;

30). Grafinis rezultatas atrodo taip:
<} Figure Ho. 1 M=l E3

Eile Edit “iew Inzett Toolz “Window Help

InsEa/ xar/ @p0

Konvergavimo greicio tyrimas
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—
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I
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2.9 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio minimumo paklaidos ir paklaidos ivercio kitimas,

kai n fiksuotas



Paklaidos eilés ivertinimui tiriame atveji, kai x; ir x; fiksuoti, o » kinta tam tikrame intervale.
Tarkime, x;=9, x,=15, o n kinta nuo 1000 iki 10000 Zingsniu 500. Siuo atveju grafinis vaizdas atrodo
taip:

w10 Konvergavimo greicio tyrimas

— [P-Psil

45 —— Delta(Mn) |4

|P-Psil, Delta{tn)

D 1 1 1 I I I ‘s
1000 2000 3000 24000 25000 26000 7000 28000 9000 10000
n

2.10 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio minimumo paklaidos ir paklaidos iverc¢io
kitimas, kai x; ir x, fiksuoti
Matome, kad paklaidos eil¢ lygi 1/n. Skai¢iavimy rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu.
Pjiiviy analizés rezultatai pateikti prieduose, t.y. skaiiavimy rezultatai lenteliy pavidalu yra 1

priede, o paklaidos ir paklaidos {vercio kitimo grafikai yra 2 priede.

2.2.3. DVIMATIS LOGISTINIS SKIRSTINYS
Nagrinésime a.d., kurie turi dvimatj logistinj skirstini, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi

1
F(x,,x,))=——, x,,X, €R
127v2 _ _ b 1>7+2 *
I+e™ +e™

Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygs:
. 1
E(xl): lim F(xlaxz):—a Xy ER,
X 0 l+e™™

, X, €R.

F,y(x,)=lim F(x,,x,) =
x>0 1+e™
2.2.3.1. CENTRAVIMO IR NORMAVIMO VEKTORIU SEKU
PARINKIMAS
Siame uzdavinyje a(F,)=—o,a(F,)=—oo, taigi centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei

ribinio skirstinio funkcija rasime remdamiesi 1.8 teorema. Kadangi marginalieji skirstiniai sutampa, tai

centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio funkcija rasime bendru atveju.



Pagal (1.7) formulg, integralas, kai konstanta a yra baigtiné (pasirenkame a=0), taip pat yra

baigtinis:

[ °(1+ex)-1dx=(ln(1+ex)+x1 " 2

l+e o -
Tada

r(t) = (1 +e ) j;ol +dJe}_y = (1 +e ) (ln(l +e” )+ x*tw = (1 +e” ) (ln(l +e”’ )+ t),t >—0
tenkina 1.8 teorema, nes

) l+e” .
ey =€

IeSkodami centravimo vektoriaus c, , remsimeés salyga
c, = sup{x F(x)< l/n}, i=12,

t.y. sprendziame lygti

kurig i§sprend¢ gauname
X = —ln(n —1)~ —Inn.
Vadinasi, ieSkoma centravimo vektoriy seka lygi ¢, =(—Inn,—Inn).

Normavimo vektoriaus d, seka bus lygi

d,, =(1+e" fin(l+e"")=tnn)=(1+n)(In(l+n)-Inn)=(1+n) 1{”—”) =(1+n) ln(l + l}.
n

n

I§ (2.21) gauname, kad d,; =1 taip pat yra normavimo konstanta, kadangi

n— n

lim(n+1) ln(l + l) =1.

Vadinasi, centravimo vektorius lygus d,=(1,1).

2.2.3.2. RIBINIO SKIRSTINIO RADIMAS
Zinodami centravimo ir normavimo vektoriy sekas, galime uzrasyti
1

F(x,,x,)= — —, X, X, €R.
l+ne™ +ne™

Tada



PW, <c, +dnx)=1—(1—%J —(1—%) +

1+ ne” 1+ ne”

1 1 1 ’
+1- — - — + - - , X,,X, €R.
l+ne™ 1l+ne™ 1+n(e x2+ex2)
Siuo atveju ribinio skirstinio funkcija lygi
L(x,,x,)=lim P(W, <c, +d,x)=1- exp{— e }— exp{— e’ }+ exp{— ent }, X, X, €R.

IeSkome ribinés skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje, remdamiesi (1.16) lygybe. Turime

0

D(x,,x,)=1- jexp{— ze™ }d(l —-e” )— Texp{— ze™ }d(l -e” )+ Texp{— z(ex‘ +e" )}d(l -e” ):

0 0 0

=1- ]2 exp{— z(l +e" )}dz - Texp{— z(l +e" )}dz + Texp{— z(l +e +e )}dz =
0 0 0

| 1 1
=1- - + , X,Xx, €R.
l+e" 1+e™ 1+e" +e®
Taigi
: 1 1 1
limP(W, <c,+d,x)=d(x,x,)=1- - + , X, ,%, € R.(2.40)
n— " I+e™ 1+e™ l+e" +e®

2.2.3.3. KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIO KONSTRAVIMAS
Remiantis (1.18) formule, apskaiGiuosime jvertj A, v, » Ppazymédami, kad analogiSkai
apskai¢iuotume A, , ,A;, . Pirmiausia randame

n
u,, (x,)=

x

1+ ne” (2.41)
tl,n ('xl) = ul,n (xl) - eXI s

51,n (Xl) _ maX(l, e—t],n (x)) ): e—t1,n (%) — exp{e)ﬂ _ ul,n (xl )}’
o turédami Siuos dydzius apskaiiuojame A, (x,):
A (x) = exp{— e’ }(7’ L () F7,, () +1,, (), (% ))’ (2.42)

¢ia 711 .4(x1), 2.1.0(x1) apskaiciuojami pagal (1.24) formules.

Apskai¢iuojame pirmaji iver¢io A, v, nari (1.24 formul¢). Turime:



tai

Tz exp{— (z— l)(e"1 —u,,(x)—e" )}d(l - (1 - ljmJ =

n

=—ln(1—ljnfzexp{ (z=Du,, (x, ))(1—_j dz =
n

ln(l — Ijn w z
== J.Z(exp uln(x1)>[l__j J =
exp U, n('xl

0

1{1_1)" . N
=- z | Zd(exp{—uln(xlﬂ(l—l] J -
1 n]o ’ h

eXp{_ u,, (X, )}ln(exp{— u,, (x, )}(1 - j
n

ln(l—ljn Y
= ? ; J'(exp u,, (xl))(l__j J z=
exp{_ul,n (%)}{h{l_lj U, (x, )] ’
n

o=
= ‘ 2 (exp{— u, n(xl)}(l _lj ] ‘ =
% : n 0
expl-u,, (x ﬂ(ln(l - J —u,,(x, )J
n
ln(l — ljn
n
expl-u,, (x, ))[m[l - ljn —u,, (x, )]
n

Kadangi

5

1<—ln(1—lj <In4, kain>2,
n

. 1\" In4
'([Z exp{— th (0)(z = 1)}6{1 ) (1 B ;) } - e ) (l Tu, (x1))2 |

Dabar apskaiciuosime ir jvertinsime antraji jver¢io A v, nari . Kadangi

[1—(1—%j’1zj—(l—eZ%S%ez(l+z),

(2.43)



tai

[1—(1—%jnzj—(1—e dexpl

[e=(1+ 2)d expl Ze"‘){:

(- e*l)jexp{ 1+ e )1+ 2)dz

% _£‘Fj(l+z)dexp{ z(l+ex)){=
:% lfq ((l+z)exp{ (1+ex)){o§—zexp{— Z(1+ex)}d(l+z)] -
£

L(_l+exp{—z(l+ex)}00j:£. e (1+ 1 j
0 n l+e" 1+e"

l+e™ 1+e™

Taigi

T e s I

15 (2.41), (2.42), (2.43), (2.44) formuliy gauname konvergavimo greicio jver&io nari A, N,

Ay = eXp{_ e” }(rl,l,n (X)) + 75, (0) + 1, (), (%, ))
In4 Je e ( 1 j (2.45)
+—- I+ Tron )
_|_ 1

g i) (1 +uy, (X, ))2 n l+e"

Analogiskai gauname konvergavimo grei¢io jver¢io narj A, N,

AZ,NH = exp{— e” }(rz,l,n (x,)+ Ty on (x,)+ Vyin (x, )r2,2,n (x, ))

In4 Je e ( 1 j (2.46)
1+ o

eiuz*”(xz)(]+u2n(x2))2 n l+e*” 1+e

Analogiskai gauname konvergavimo grei¢io jvercio nari A; N,

Asy = exp{— e’ —e” }(Rl,n (x,x,) + Ry, (X, %)+ R, , (X, X%,)R, , (x,, X, ))
In4 Ny e™ 1 (2.47)
1 + e _e'xe (1 + j

e_un(xhxz)(l +u, (xlaxz ))2 n o l+e’ +e®

l+e" +e™

Turédami A N, s A, N, I A v, » gauname a.d., turinCiy dvimati logistini skirstini, minimumo
konvergavimo grei¢io iverti (2.23) ir atlickame konvergavimo greiio kompiutering analizg.
Nagrin¢jame keturis atvejus:

1) Kai n fiksuotas, o x) ir x; kinta;

2) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;



3) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
4) Kai x) ir x; fiksuoti, o n kinta.
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.11 pav. ir 2.12 pav.
PavirSiaus tyrimo atveju pasirenkame n=500, x; kinta intervale (-10; -0.1), o x, kinta intervale

(2; -0.5). Grafinis rezultatas atrodo taip:
<} Figure No. 1 Hi=] E3

File Edit Eiew|1nsert Tool: “Window Help
Dzada xa A/ @e o

Konvergavimo greicio tyrimas

—n

. o Bl |P-Psil
% 10 e LT Il Deltaitn)

|P-Psi|, Delta{Nn)

2.11 pav. TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio minimumo paklaidos ir paklaidos jvercio kitimas,

kai n fiksuotas

Konvergavimo greicio tyrimas

014 T T T T T T T T
— |P-Psil
— Delta(Mn)

0.12

0.1

0.08

0.06

|P-Psi|, Delta{Mn})

0.04

0.0z

D | | 1 1 | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

2.12 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio logistinio minimumo paklaidos ir paklaidos ivercio kitimas,

kai x; ir x; fiksuoti



Matome, kad paklaidos eilé lygi 1/n. Skai¢iavimy rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu.

Pjiviy analizés rezultatai pateikti prieduose, t.y. skaiiavimuy rezultatai lenteliy pavidalu yra 1

priede, o paklaidos ir paklaidos ivercio kitimo grafikai yra 2 priede.

2.3. GEOMETRISKAI STABILIEJI EKSTREMUMU SKIRSTINIAI

2.3.1. GEOMETRISKAI STABILUS DVIMATIS LOGISTINIS
SKIRSTINYS
Nagrinésime a.d., kurie turi dvimati logistinj skirstini, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi

1

Fon.x)= l+e™ +e™

, X;,X, ER.

Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygis:

Fi()= lim Fx.x,) =——. x €R.
x2—>oo +

-X;

, X, ER.

A2

F,(x,)=lim F(xl,xz)z1

Kadangi @(F})=o,0(F,)=0, tai centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio

skirstinio funkcija rasime remdamiesi 1.3 teorema. Pagal (1.3) formulg integralas

]:(1—1+leyj J.d(l+ey)——ln(l+e_y Zom(l+e)

l+e a
yra baigtinis, kai konstanta a yra baigtiné. Tada

1 T 1 1+et°o - l+e” fdl+e™)
Rt)=———[[1- - -
® - 1 '!.( 1+eyj '!.1 ey e’ J; l+e™”

l+e”
l+e”’ Y° 1+e’
- nfl+e?) = In(l+e™).
e t e

Ieskodami centravimo vektoriaus a, , remsimés salyga
. 1] .
a,, =infyx:1-F,(x,)<—r,i=12,
' n

t.y. sprendziame lygti

11
1- ==

_ )
l+e™ n

kurig i§sprend¢ gauname

= In(n—1).



Vadinasi, ieSkoma centravimo vektoriy seka biity a, = [ln(n —1),In(n - 1)], taciau pagal (2.10) galime
laikyti, kad

a, =[In(n—1),In(n-1)] - a, =[Inn,Inn].

IeSskodami normavimo vektoriaus b, , remsimés salyga

b,; =R(a,,)i=12.

Gauname

1

1+— 1 1
b,, =—" ln(l+—]:(n+1)ln(1+—j.
’ 1 n n

n

I§ (2.10) iSplaukia, kad b, ; =1 taip pat yra normavimo konstanta, kadangi

lim(n+1) ln[l + l) =1.
n

n—0

Vadinasi, centravimo vektorius lygus b,=(1,1).

Zinodami centravimo ir normavimo vektoriy sekas, galime uzrasyti

F(a,+b,x)=

Remiantis lygybe

H(x)=lmP(Z, <a,+b,x)=limF"(a,+b,x),

ribinio skirstinio funkcija bus lygi

n

1

—X

H(x,,x,)=Ilim = exp{—e*x‘ —e ™ }, X,,X, €R.
n—o e e*xz

1+
n n

Ieskome ribings skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje. Turime

1 (. 1"
P(Zy <lnn+x)=) — | —[1-—| =

=
R

n n



+

n nooq_ (1 3 lj 1
n e e

1+ +
n n

1 n+e M +e™ 1

- - - m—— - - =‘P(x1,x2 ), X;,X, €R.
n+e ' +e l+e™ +e l+e™ +e

Kadangi dvimacio logistinio skirstinio atveju tiesiSkai normuoto maksimumo (Z N, —4a, )/ b,

skirstinio funkcija kiekvienam »n sutampa su ribine skirstinio funkcija WY(x,,x,) (kai a.d.
1 : e o . % : .

N,~G(p,), kur p, =—), tai logistinis skirstinys yra maks-stabilus. Siuo atveju paklaidos
n

‘P(Z v <a,+b,x)=¥(x,x, )‘ vertinti nereikia, kadangi ji lygi nuliui su visais 7.

2.3.2. GEOMETRISKAI STABILUS DVIMATIS PARETO
SKIRSTINYS

Nagrinésime a.d., kurie turi dvimatj Pareto skirstini, t.y. pasiskirstymo funkcija lygi

1 1 1
F(x;,x,)=1- - + , X;,X, €R.
I+x, I4+x, 1+x +x,

Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygis:

Fx) = lim Fx, ) =1-——, x R
)CZA)OO +

Xy

F,(x))=lmF(x,x,)=1- , X, €R.

X
Kadangi a(F,)=0,a(F,)=0, tai centravimo ir normavimo vektoriy sekas bei ribinio skirstinio

funkcija rasime remdamiesi 1.7 teorema. Sudarome funkcija F;*(x;):

E*(x,-)=F,»(—Lj=l—;, x, <0.
X

; 1oL
‘xi
Kadangi
1- ! 1
T,
lim T lim =x, ", Vx, >0,
t—-o _ 1 t—>-—o fx
11



tai (1.6) salyga yra tenkinama.
Centravimo vektorius ¢, yra lygus
c, =(0,0)
IeSkodami normavimo vektoriaus d, , remsimés salyga

d,, =sup{x:F,(x,)<l/n{-a(F),i=12,

t.y. sprendziame lygti

RIS
l+x, n

kuria i§sprend¢ gauname

1
X, =—o0.
n-—1

b

Vadinasi, ieSkoma normavimo vektoriy seka biity o, :{% LJ Remiantis (2.21) lygybe, galime
n-— n-—

laikyti, kad d, = {l,l} kadangi
nn

im 2oy

n—>0 n

Zinodami centravimo ir normavimo vektoriuy sekas, galime uzrasSyti pasiskirstymo funkcija

1 1 1
F(c,+d x)=1- - + .
X X X, X
I+ 1+=2 1+-1+22
n n n on
Turime
1 1 1
PW,<c,+d,x)=1~- —— —+ —.
n n n n
Remiantis lygybe

L(x)=lmPW, 6 <c, +d, x),

ribinio skirstinio funkcija lygi
X=X,

L(x,x,)=1—e" —e ™+, x,x, R

Ieskome ribingés skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje. Turime



1+ A1+ 22
n n
j
j-1
_,_Z 1 1(1 1) =1 l ! 1
e R G 1—(1—1j(1+x‘j
n o n n n n
1 1 1 1 1 1
—_— . . 1 + —- . P . 1 =
T2 1—(1—}(1+x2j A P 1_(1_j(1+x1+x2j
n n n n o n n n o n
- 1 n+x, 1 n+x2+ 1 n+x, +x,
n+x, l+x, n+x, l+x, n+x +x, 1+x +x,
=1- 1 ! + 1 =CD(x1,x2), x,x, €R.

l+x, 1+x, I+x +x,

Kadangi dvimacio Pareto skirstinio atveju tiesiSkai normuoto minimumo (WN -c, )/ d,

skirstinio funkcija kiekvienam n sutampa su ribine skirstinio funkcija ®(x,x,) (kai a.d.

1 e oy e e . % .
N,~G(p,), kur p, =—), tai dvimatis Pareto skirstinys yra geometriskai mini-stabilus. Siuo atveju
n

paklaidos ‘P(WN” <c, +d,x)—D(x,x, )‘ vertinti nereikia, kadangi ji lygi nuliui su visais 7.

2.4. NETIESISKAI NORMUOTO DVIMACIO MINIMUMO
KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS

Tarkime, kad egzistuoja tokia normalizavimo funkcijy seka {Tn(xl,xz)=(rl’n(x1),2'2,n(x2))}, kad

egzistuoja riba

lim P(W, < 7,(x,,x,)= L(x,,X,), (2.48)

n—>0

¢ia L(x,,x,) — neiSsigimusi dvimaté pasiskirstymo funkcija.

Pazymékime
Fx,%,) =1=F (x)) = F, (x,) + F(x,,x,),
Lx6,%,) =1=L,05) ~ L,(%,) + L(x,x,),
() = {7, (),

uZ,n (x2) = I’ZF; (Tz,n (xz )):



u,(x,,x,)= n(l —1_7(2',, (x,,x, )))
Kai tenkinama (2.48) lygybé, egzistuoja teigiamos ribos
’%i_r)g”l,n (x,) =u,(x)),
limu, , (x,) =u,(x,),
limu, (x,.x,) = u(x,.x,),
ir
L(x,,x,)=1—e W —g7(n) 4 pmulnin)
Pazymeékime
f,(x0) =u,(x)+ ln(l —L,(x1 )), su tais x, su kuriais L (x,) <1;
b,(%) =u,,(x,)+ ln(l —Lz(x2 )), su tais x», su kuriais L,(x,) <1;
t.(x,x,) =un(x1,)@)+ln2(xl,x2), su tais (x1,x2), su kuriais Z(x1 ,X,)>0.

Pazymékime

51,}1 (xl) — maX(l’ efn,n (X1))

’
é‘2,;1 ('xz) = max(l, e_tz,n (x2) )’

5, (x,,x,) =max(1l,e %)),
Teorema 2.1. Tarkime, tenkinama (2.48) lygybe, (1.11) salyga ir A(+0)=0. Su visais x=(x,X2),

su  kuriais u,, (x,)/n<1/2, u,,(x,)/n<1/2, u,(x,x,)/n<1/2, L(x)<1, Ly(x,)<I,
Z(x1 ,X,) >0, teisingas konvergavimo greicio {vertis

POV, <7,(x.3,)) = @(x x| SAy = A, +A,, +A,, .

B, —A'(xnj (61, o)1= L, o)) dd, )+ [ (4, (1) = AN~ 1, (),

AL(x)=A(x)+ (1 —L,(x, ))r22,1,n (x,),
A(x)= (1 —L(x, ))(”1,1,;1 (x)+r 20 () + Fin (x)r 200 (x )),

2u’ (x 2ut (x
l’lln(xl): l,n( 1)+ 1,112( 1). 1 ,
” n n 1-gq,

tlz,n(xl)‘ 1
2 1-s,

3

Fyim (x,) =| t, (x)) |+



konstantos 0<q;<1 ir 0<s;<1 parenkamos taip, kad

2ul (x t, (x
l,n( 1)S b | l,n( 1)|SSI;
3n 3

As. = NG, )j (6, (e )1 = Ly (x))) dd, (2) +{[ (4, (1)~ A (1 L, ()Y |
A;(xz):Az(xz)+(1_L2(x2))rzz,2,n(x2)a

A, (x,)= (1 —L,(x, ))(’”1,2,;1 (x,) + Vyon (xy)+ Noan (x, )’”2,2,” (x, ))s

2u§,n (xz ) 21/[;,11 (‘x2 ) 1

7, X = + . ,
1,2,71( 2) n }12 1_q2
Zn( 2) 1
r2,2,n(x2) =] t2,n(x2) | + 5 —s
2

konstantos 0<g,<1 ir 0<s,<1 parenkamos taip, kad

2”22,n ('x2) < |t2,n ('x2)|< .
— Y >Y4,, —_ —=5,,
3n 3

Ay = AL (X, )T 28, (0 L(x, 0| dA, (nz) + T(An (n2)— A)d(L(x, ) |
AL (g, %) = Ay(%,x,) +Z(x1: xz)Rzz,n (x,x,),

AG%) = L6, 0 )R ,(6,50) + Ry, (5,5) + R, (5,6 R, , (5,5,))

2u’(x,, 2ut(x,, 1
Rl,n(xlaxz): un(XI XZ)"‘ un(XI XZ)'

t,f (x,,x,) 1

RZ,n(xl’XZ):|tn(‘x1"x2)|+ —t )
2 1-s,

konstantos 0<g3;<1 ir 0<s3<1 parenkamos taip, kad

2
2’/‘n(xl’xz)S |2, (x;,x,)| <.
3n > 3 3

[rodymas. Turime

‘P(WN,Z <7, (xl »Xo ))_(D(xl > Xy )‘ S

(1-F(z,, D)) A=[0=L,(x)) dAz)|+
Jz1 0

(2.49)
(1-L, (x,)) dA(z) +

> (1-F (7, )Y PNV, =)~

Jj=1

O'—.S



+
21

> (F(z, (.x,))) POV, = j)—T(Z(xl,xn)z dA(2)

Ivertinsime pirmaji (2.49) nelygybés desiniosios pusés démeni.

Z(l JACED)) T 1—L,(x,)) dA(z2)| <
<[> (-F, ) P, =J')—Z(1—L1(x1))iP(N,, =j){ + (2.50)

Y (- L, POV, = ) -

j=1

(1-L,(x,)) dA(z)|.

O'—-S

Ivertinsime pirmaji (2.50) nelygybés desiniosios pusés démeni. Pasinaudoj¢ nelygybe

- {a(max(u v))“_1

a(max(u v)

jeia'>1
ua_va

(2.51)

kuri teisinga su visais 0 < u,v < 1, gauname:

S 1= Ffey, (60} PV, )~ (1-L, )P, 4 .

= =

<3 l1=Ale, ) ~0-L,66)

j=21

AN, =j)<lod1-F (7, )" ~logl1-L,(x,))

Zi {1,651, o)) T A, =)+ e ) (0L, )
Z’[max(l (=L = (e, @) | A, =)

/>1

Kadangi

(1= F(z, ) <e™ @,

tai

(1=F(z,, () <(=L, (x))e ™.

IS ¢ia gauname, kad

max((1- L, () (1= £ (z,, () )< 8., )1 = L (x,). .52)
Taikydami nelygybg
1

‘10g(l—t)+t‘£t2, OStSE,

gauname



ntogli - £, (e, (x))) - Tog(1 - L, x,)) < 225
n

+e,,, G- (2.53)

Atsizvelge 1 nelygybes (2.52), (2.53), gauname

Z(l_Fl(Tl,n (‘xl)))jP(Nn :j)_Z(l_Ll (xl))iP(Nn :])‘ Sé‘l,n (xl)(l_Ll (xl))'

jz1 j=1

[“ ln(xagj 48, )1-L,(x,) dA, (12)+ A, ()] 2(8,, ()1 - L, (x))) - dd, (n2).

0

Kadangi

5, ()1~ L,(x 1))( 05

+[6, ("1)‘} <A ) +A=L ), ().
tai 1§ Cia gauname, kad

S (1= F (e, )Y PN, = /)= X (1= L, 0e)e P(N, = 1)1 <

j>1 j=1
OO o (2.54)
< (8, )+ (= L), ) 206, ()= L () dd, (n2).
0
Ivertinsime antraji (2.50) nelygybés desSiniosios pusé€s démenj. Turime
l 0
(=L, PN, = j)= [ (1= L,(x))) dd(z)| =
i>1
' ’ (2.55)

[(4, () = a)W (1= L, ()|

]2(1 - Ll (x1))z d(An (nz) - A(z)% =

I8 (2.50), (2.54) ir (2.55) nelygybiu gauname (2.49) nelygybés deSiniosios pusés pirmojo démens
vertg Al, v, - AnalogiSkai gauname ir (2.49) nelygybés deSiniosios pusés antrojo ir tre¢iojo démeny
[vercius Az, v, » Ay irtuo paciu jvert] A N,

Teorema irodyta.

Pavyzdys 2.1. Nagrinékime dvimacius a.d., kurie tolygiai pasiskirstg kvadrate, t.y. pasiskirstymo

funkcija lygi
F(x,,x,)=xx,, 0<x,,x,<l.
Vienmaciai marginalieji skirstiniai lygis:
F(x)= xliggoF(xl,xz) =x, O<ux <],

F,(x,)=lmF(x,x,)=x,, 0<x,<l.



Parenkame normalizavimo funkcijy seka 7, (X;,%,) = (1 —e "Jl-e " J

Pazymime

X1

”1,n(x1)=”(l_e " ] —5e u, (x,)=x,

_*2
uz,n(xz) = n(l_e " JT) u,(x,)=x,,

n—>0

Y
un(xl,xz)zr{l—e non ]—) u(x;,x,)=x, +x,.

Tuomet ribinio skirstinio funkcija yra lygi:
L(x,x,)=1-e" —e ™ +e "™, x,x,>0.

IeSkome ribinés skirstinio funkcijos perkélimo teoremoje, remdamiesi (1.16) lygybe. Turime

D(x,,x,) = l—j _xlzdl e’ Te_XZZdl e Z) Te_(x”)‘z)zd(l—e_z)—
0 0

0
T o _ 1 1 1

= l—je gy — Ie et gy 4 je gy =1 - - + , X;,x, > 0.
7 0 7 I+x, 1+x, I+x +x,

Taigi

. 1 1 1
hmP(WN <rn(x1,x2)):d)(xl,x2):l— — + , X,%,>0.  (2.56)
n— " I+x, I+x, I4+x +x,

Taikydami 2.1 teorema, jvertinsime konvergavimo greiti (2.56) lygybéje.

ApskaiGiuosime jvertj A, v, » pazymédami, kad analogiSkai apskaifiuotume A,y it Ajy

>V >tV

Pirmiausia randame

. (x))= Uy, (x))—x,,

51,}1 (xl) = maX(l’e_tl’"(xl)) — e—tl.n(xl) — exl_ul,n(xl)

9

A(x)=e™ (rl,l,n (x)+ Tyim (x,)+ iin (x, )r2,1,n (x, ))’
¢ia 711 4(x1), 71.1.4(x1) apskaiCiuojami pagal 2.1 teoremos pazymeéjimus.

Apskai¢iuojame pirmaji iverc¢io A, v, narl. Turime:

TZ exp{(— u, (x)+x, —x )(Z - 1)}‘{1 - (1 - ljnz J =

0 n



= Tzexp{— u,, (x)(z — 1)}6{1 - (1 - ljj —_ h{l _ _j" T e 1)( lj"z dz —
0 h 0 n

1Y 1Y
ln(l—j . Y ln(l—j
———zle " -— z=— :
— (Zl) uy , (x) 1 d n
B & cunn) | (1Y
e 1,n M ln e 1,n M 1_7
n

1

Y N ln(l - j
| Izd(e—ul,nun(l_lj ) _ n .
n n
’ g ) {ln(l - lj —uy, (x )j
n

T
,J.(eul (xl)( J J dZ: n 2 .
0 n
eul’ﬂ(XI)[ln(l_lj —ul,,, (-xl)J
n
ln[l—lj
© n
0 1Y :
eiul?n (x1) [ln(l — J _ul,n (xl )J
n

I<— ln(l - lj <In4, kain>2,

Kadangi

n

tai

K —uy , (x)(z— 1 " In4
[ zemeng 1_(1__j < n . 2.57)
d n e 1(1"‘“1,”(751))

Dabar apskai¢iuosime ir jvertinsime antrajj jveréio A, v, narl. Kadangi

(l‘(l‘%ﬂ(”Ziﬁ%emz),
[k

tai

o0

je* (1+ z)de ™

0

n




Ve Ve

0 X <
_N¢ (_XI)J‘efz(Hxl)(l_i_Z)dZ _ v 1 J.(1+Z)defz(l+x1) =
n ) I+ x5
w o0
:£ 1 . [(l +z)e ")~ J.e_za”‘)d(l " Z)] i
n + X, 0 0
_£ % 1+ e ) oo —E- il 1+ !
n |1+ x, I+x 0} n 1+x L+x, )

T{@—(l—lj J—@—ezﬂde”zﬁjg- ad £L+ ! J. (2.58)
0 n n 1+x 1+ x,

I§ (2.26), (2.57), (2.58) formuliy gauname konvergavimo greicio jver¢io narj A N,

In4 Je  x @+ 1 J

Ay =A(x): +—- (2.59)
Ve T e (L, (x)f o 1x U 14y
Analogiskai gauname konvergavimo grei¢io jver¢io narj A, N,
In4 Je x 1
Aoy, =8500) — 3 Ft (l+ ] (2.60)
e (1+u2,n(x2)) n l+x, 1+x,

Analogiskai gauname konvergavimo greicio jver¢io narj A N,

In4 +£ X, +x,

A =AL(xx)- + . (2.61)
M T e e Ly, (3] n 1+x1+x2( 1+x1+x2j

Turédami A, , A, , A; , gauname netiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy

a.d. minimumo konvergavimo grei¢io jverti A, . Atlickama konvergavimo grei¢io kompiuteriné

analiz¢, nagrin¢jant keturis atvejus:
1) Kai n fiksuotas, o x; ir x; kinta;
2) Kai n ir x fiksuoti, o x; kinta;
3) Kai n ir x; fiksuoti, o x; kinta;
4) Kai x; ir x, fiksuoti, o n kinta.
Kompiuterinés analizés rezultatus pateikiame 2.13 pav. ir 2.14 pav.
PavirSiaus tyrimo atveju pasirenkame n=1000, x; kinta intervale (1;2), o x, kinta intervale

(1;31). Grafinis rezultatas atrodo taip:



<} Figure No_ 1 [_ (2] x|

File  Edit “iew Insett Tools Window Help
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2.13 pav. Netiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo paklaidos ir paklaidos
tvercio kitimas, kai » fiksuotas
IS paveikslo matome, kad Siuo atveju paklaida maz¢ja kai x; ir (arba) x, mazéja. Skaiciavimy
rezultatai lenteliy pavidalu pateikti 1 priede.
Paklaidos eilés ivertinimui tiriame atveji, kai x; ir x; fiksuoti, o » kinta tam tikrame intervale.

Tarkime, x,=1, x,=7, o n kinta nuo 100 iki 1000 Zingsniu 50. Siuo atveju grafinis vaizdas atrodo taip:
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2.14 pav. NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d.minimumo konvergavimo greicio
tyrimas, kai x; ir x; fiksuoti

Matome, kad paklaidos eil¢ lygi 1/n. Skai¢iavimy rezultatai pateikti 1 priede lenteliy pavidalu.



Pjiiviy analizés rezultatai pateikti prieduose, t.y. skaiiavimy rezultatai lenteliy pavidalu yra 1

priede, o paklaidos ir paklaidos jvercio kitimo grafikai yra 2 priede.

2.5. PROGRAMU APRASYMAS
Programos, skirtos daugiamaciy skirstiniy konvergavimo greiciui iStirti, paraSytos MATLAB
sistema. Galima nagrinéti daugiamaciy skirstiniy (daugiamacio eksponentinio skirstinio, daugiamacio
Pareto skirstinio, daugiamacio logistinio skirstinio ir tolygiai kvadrate pasiskirsCiusiu a.d.) tiesiskai
normuoty maksimumy, minimumy bei netiesiSkai normuoty minimumy konvergavimo greitj.
Kiekvienam uZdaviniui galima nagrinéti Sias problemas:
1. Kai n fiksuotas, o x; ir x; Kkinta;
2. Kai n ir x; fiksuoti, o x, kinta;
3. Kai n ir x, fiksuoti, o x; kinta;
4. Kai xy ir x; fiksuoti, o # kinta.
Sukurta sasaja su vartotoju, t.y. meniu. Pagrindinis meniu langas atrodo taip:

<) PAGRINDINIS MEHNIU M=l E3
File  Edit “iew Inzert Tools Window Help

I ak zimurmai

Tiesz. minimurna

M eties. minimurmai

Mini komandinis langas

% Pagzirinkite ir paspauskite mygtuk.a, koki atveji pageidaujate nagrineti.

BAIGTI

2.15 pav. Pagrindinis meniu langas
Pirmiausia meniu vartotojas gali pasirinkti kokiu atveju (tiesiSkai normuoto maksimumo,
tiesiSkai ar netiesiSkai normuoto minimumo) konvergavimo greiti tirs. Pasirinkus mygtuka

»Maksimumai®, i§vysime meniu langa



<} DVIMACIO MAKSIMUMO KONYERGAYVIMO GREICIO TYRIMAS M=] E3
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Ekzponentiniz

Ekzp. kai n kinta

Ekzp. kai =1 kinta

Ekzp. kai =2 kinta

Pareta

Paretokai n kinta

Pareto kai x1 kinta

Pareto kai x2 kinta

Tolegiai

Mini kormandiniz langas Tolygiai.kai nkinta

Tolwgialkai 21 kinta

% Pazinnkite ir pazpauszkite mpgtuka, kuno zkirstino — -
% konwvergavimo greitl nagrinesite Tolpgiai kai =2 kinta

BAIGTI

2.16 pav. Maksimumy meniu langas

Pasirinkus mygtuka ,,Ties.minimumai“, iSvysime meniu langa

<} DY¥IMACIO MINIMUMO KONVERGAYIMO GREICIO TYRIMAS M=l B
File Edit “iew Inzert Toolz ‘Window Help

Tolygiai

Tolygiai,kai n kinta

Tolygiai kai %1 kinta

Tolygiai kai 22 kinta

Ekzponentiniz

Ekzp. kain kinta

Ekzp. kai «1 kinta

Ekzp. kai =2 kinta

Logistiniz

kiri komandiniz langaz Logist.kai n kinta

Logist. kai =1 kinta

% Pazininkite ir pazpauskite mygtuka, kuno skirgtinio : : :
% konvergavimo greiti nagrinesite Logist kai »2 kinta

BAIGTI

2.17 pav. Tiesiskai normuoty minimumy meniu langas



Pasirinkus mygtuka ,,Neties.minimumai*, i§vysime meniu langa

<} D¥IMACIO MINIMUMO KONYERGAYIMO GREICIO TYRIMAS
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Metiez. Tolpgus
Meties. Tolpg. .k kinka
Metiez. Tolvg. «1 kinta

Metiez. Tolpg. =2 kinta
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Pazirinkite ir pazpauskite ryagtuk.a, kurio skirstinio
konvergavimo greit nagrinesite
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2.18 pav. Netiesiskai normuoty minimumy meniu langas

Kiekvienu atveju vartotojas gali paspausti deSinéje esancius mygtukus, norédamas atlikti ant
mygtuko paraSyto skirstinio tam tikro atvejo konvergavimo tyrima. Norint atlikti analiz¢ su kitais
parametrais (kitom 7, xj, x; reikSmém), jas galima pakeisti mini komandiniame lange esancioje
komandinéje eilutéje, ir, paspaudus pelés klavisa ant brézinio, bus atliktas tyrimas su naujais
parametrais. Jei su pasirinktais duomenimis sprendimas jmanomas, vartotojas ekrane pamatys tiriamo
skirstinio konvergavimo greiCio grafika, o MATLAB komandiniame lange galés pasiziuréti
|P(Zy <a,+b,x)—Y(x,,x,)| (arba | P(W, <c,+d,x)—D(x,x,)]) ir Ay (x,,x,) apskaifiuotas
reikSmes. Jei su pasirinktais duomenimis sprendimas nejmanomas (pvz.: jei x; ar x; igyja negalimas

reikSmes, jei A N, (x,x,)<0 ar A, (x,x,)>1 ir pan.), tai vartotojas mini komandiniame lange

pamatys praneSima ,,Su pasirinktais duomenimis skaifiavimai negalimi!!!“ ir programa darba
nutrauks.
Mygtukai apima §ias programas:
e eksp (n, prl, zingsnisl, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — §i programa tiria dvimacio eksponentinio
skirstinio konvergavimo greiti, kai n fiksuotas. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:
n —norima n reikSme,

prl — x; kitimo intervalo pradzia,



zingsnis] - x; kitimo intervalo Zingsni,
pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,

pr2 — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis2 — x; kitimo intervalo zingsnj,
pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.

e cksp x1 (x2, m, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria dvimacio eksponentinio skirstinio
konvergavimo greiti, kai x; kinta (t.y. n ir x, fiksuoti). Norint pakeisti parametrus, reikia
nurodyti:

x2 — norima x, reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis - x; kitimo intervalo Zingsni,
pb - x; kitimo intervalo pabaiga.

e cksp x2 (x1, m, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria dvimacio eksponentinio skirstinio
konvergavimo greiti, kai x, kinta (t.y. » ir x; fiksuoti). Norint pakeisti parametrus, reikia
nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n — norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradZia,
zingsnis — x; kitimo intervalo Zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e cksp n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — S§i programa tiria dvimacio eksponentinio skirstinio
konvergavimo greiti, kai n kinta (t.y. x; ir x, fiksuoti). Norint pakeisti parametrus, reikia
nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

x2 — norima x, reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — n kitimo intervalo Zingsni,
pb — n kitimo intervalo pabaiga.

e pareto (n, prl, zingsnisl, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — $i programa tiria dvimacio Pareto skirstinio
konvergavimo greitj, kai n fiksuotas. Siuo atveju biitina, kad x;>0 ir x,>0. Norint pakeisti
parametrus, reikia nurodyti:

n —norima n reikSme,
prl — x; kitimo intervalo pradzia,

zingsnis] - x; kitimo intervalo Zingsni,



pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,

pr2 — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis2 — x; kitimo intervalo Zingsnj,
pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.

e pareto_x1 (x2, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria dvimacio Pareto skirstinio konvergavimo
greiti, kai x; kinta (t.y. n ir x, fiksuoti). Siuo atveju biitina, kad x;>0 ir x,>0. Norint pakeisti
parametrus, reikia nurodyti:

x2 —norima x; reikSme,

n —norima » reikSme,

pr —x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis - x; kitimo intervalo zingsni,
pb - x; kitimo intervalo pabaiga.

e pareto x2 (x1, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria dvimacio Pareto skirstinio konvergavimo
greiti, kai x, kinta (t.y. n ir x; fiksuoti). Siuo atveju batina, kad x;>0 ir x,>0. Norint pakeisti
parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e pareto_n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria dvimacio Pareto skirstinio konvergavimo
greiti, kai » kinta (t.y. x ir x, fiksuoti). Siuo atveju bitina, kad x;>0 ir x,>0. Norint pakeisti
parametrus, reikia nurodyti:

x1 — norima x; reikSme,

x2 — norima x, reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — n kitimo intervalo zingsni,
pb — n kitimo intervalo pabaiga.

e tolygiai (n, prl, zingsnisl, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — §i programa tiria tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiuy a.d. konvergavimo greiti, kai » fiksuotas. Siuo atveju biitina, kad x;<0 ir x,<0.
Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

n —norima n reikSme,
prl — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis1 - x; kitimo intervalo zingsni,

pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,



pr2 — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis2 — x; kitimo intervalo zingsni,
pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.

e tolygiai x1 (x2, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tolygiai kvadrate pasiskirsCiusiy a.d.
konvergavimo greiti, kai x; kinta (t.y. n ir x, fiksuoti). Siuo atveju biitina, kad x;<0 ir x»<0.
Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x2 —norima x, reikSme,

n — norima » reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradZia,
zingsnis - x; kitimo intervalo Zingsni,
pb - x; kitimo intervalo pabaiga.

e tolygiai x2 (x1, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tolygiai kvadrate pasiskirsciusiu a.d.
konvergavimo greitj, kai x, kinta (t.y. n ir x; fiksuoti). Siuo atveju biitina, kad x;<0 ir x,<O0.
Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x» kitimo intervalo pabaiga.

e tolygiai n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tolygiai kvadrate pasiskirsCiusiy a.d.
konvergavimo greiti, kai n kinta (t.y. x; ir x, fiksuoti). Siuo atveju bitina, kad x;<0 ir x»<0.
Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

x2 — norima x; reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradZia,
zingsnis — n kitimo intervalo Zingsni,
pb — n kitimo intervalo pabaiga.

e min_tolygiai (n, prl, zingsnisl, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — $i programa tiria tiesiSkai normuoty
tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greiti, kai » fiksuotas. Siuo atveju bitina, kad
x1>0 ir x>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

n —norima n reikSme,

prl — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis] - x; kitimo intervalo Zingsni,
pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,

pr2 — x; kitimo intervalo pradzia,



zingsnis2 — x; kitimo intervalo Zingsnj,
pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.

e min_tolyg n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greiti, kai » kinta (t.y. x; ir x, fiksuoti). Siuo atveju biitina, kad
x1>0 ir xo>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

x2 — norima x, reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradzia,
zingsnis - n kitimo intervalo zingsni,
pb - n kitimo intervalo pabaiga.

e min_tolyg x1 (x2, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greitj, kai x; kinta (t.y. n ir x, fiksuoti). Siuo atveju bitina, kad
x>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x2 —norima x; reikSme,

n —norima » reikSme,

pr —x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x| kitimo intervalo zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e min_tolyg x2 (x1, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greitj, kai x, kinta (t.y. z ir x; fiksuoti). Siuo atveju bitina, kad
x1>0 ir x>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e min_eksp (n, prl, zingsnisl, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty
dvimagio eksponentinio skirstinio konvergavimo greitj, kai » fiksuotas. Siuo atveju batina, kad
x>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

n —norima » reikSme,

prl — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis] - x; kitimo intervalo Zingsni,
pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,

pr2 — x, kitimo intervalo pradzia,

zingsnis2 — x; kitimo intervalo Zingsnj,



pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.

e min_eksp n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty dvimacio
eksponentinio skirstinio konvergavimo greiti, kai » kinta (t.y. x| ir x, fiksuoti). Siuo atveju
bitina, kad x>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

x2 — norima x, reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradzia,
zingsnis - n kitimo intervalo zingsni,
pb - n kitimo intervalo pabaiga.

e min eksp x1 (x2, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty dvimacio
eksponentinio skirstinio konvergavimo greiti, kai x; kinta (t.y. n ir x, fiksuoti). Siuo atveju
bitina, kad x;>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x2 —norima x; reikSme,

n — norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradZia,
zingsnis — x; kitimo intervalo Zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e min_eksp x2 (xl, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty dvimacio
eksponentinio skirstinio konvergavimo greiti, kai x, kinta (t.y. n ir x; fiksuoti). Siuo atveju
biitina, kad x;>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x» kitimo intervalo pabaiga.

e min_log (n, prl, zingsnisl, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — $i programa tiria tiesiSkai normuoty
dvimacio logistinio skirstinio konvergavimo greitj, kai n fiksuotas. Norint pakeisti parametrus,
reikia nurodyti:

n — norima » reikSme,

prl — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnisl - x; kitimo intervalo zingsnj,
pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,

pr2 — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis2 — x; kitimo intervalo zingsni,

pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.



e min_log n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty dvimacio logistinio
skirstinio konvergavimo greiti, kai » kinta (t.y. x; ir x, fiksuoti). Norint pakeisti parametrus,
reikia nurodyti:

x1 — norima x; reikSme,

x2 — norima x, reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradzia,
zingsnis - n kitimo intervalo zingsni,
pb - n kitimo intervalo pabaiga.

e min_log x1 (x2, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty dvimacio logistinio
skirstinio konvergavimo greit, kai x; kinta (t.y. n ir x, fiksuoti). Norint pakeisti parametrus,
reikia nurodyti:

x2 — norima x, reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e min_log x2 (x1, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria tiesiSkai normuoty dvimacio logistinio
skirstinio konvergavimo greiti, kai x, kinta (t.y. n ir x; fiksuoti). Norint pakeisti parametrus,
reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e neties_tolyg (n, prl, zingsnis1, pbl, pr2, zingsnis2, pb2) — §i programa tiria netiesiskai normuoty
tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greiti, kai n fiksuotas. Siuo atveju biitina, kad
x1>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

n —norima n reikSme,

prl — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis] - x; kitimo intervalo Zingsng,
pbl - x; kitimo intervalo pabaiga,

pr2 — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis2 — x; kitimo intervalo Zingsnj,

pb2 — x; kitimo intervalo pabaiga.



e neties_tolyg n (x1, x2, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria netiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greitj, kai » kinta (t.y. x; ir x, fiksuoti). Siuo atveju bitina, kad
x>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 — norima x; reikSme,

x2 — norima x, reikSme,

pr — n kitimo intervalo pradzia,
zingsnis - n kitimo intervalo zingsni,
pb - n kitimo intervalo pabaiga.

e neties_tolyg x1 (x2, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria netiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greiti, kai x; kinta (t.y. n ir x; fiksuoti). Siuo atveju bitina, kad
x1>0 ir x>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x2 — norima x, reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,
pb — x; kitimo intervalo pabaiga.

e neties_tolyg x2 (x1, n, pr, zingsnis, pb) — §i programa tiria netiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate
pasiskirs¢iusiy a.d. konvergavimo greiti, kai x, kinta (t.y. n ir x; fiksuoti). Siuo atveju biitina, kad
x>0 ir x,>0. Norint pakeisti parametrus, reikia nurodyti:

x1 —norima x; reikSme,

n —norima n reikSme,

pr — x; kitimo intervalo pradzia,
zingsnis — x; kitimo intervalo zingsni,

pb — x; kitimo intervalo pabaiga.



ISVADOS

Eksponentiniy dvimaciy ekstremaliyjy reikSmiy (tiek maksimumo, tiek minimumo) atveju
konvergavimo grei€io jvercio eileé n atzvilgiu yra lygi 1/n. Maksimumy schemos atveju
paklaida maz¢ja, kai argumentai x; arba (ir) x, did¢ja, o minimumy schemos atveju —
atvirksciai.

Tolygiai kvadrate pasiskirs€iusiy a.d. ekstremaliyjy reikSmiy (tieck maksimumo, tiek
minimumo) atveju konvergavimo greicio iver€io eilé¢ n atzvilgiu yra lygi 1/n. Maksimumy
schemos atveju paklaidos kitimas néra nusakomas vienareikSmiskai, o0 minimumuy schemos
atveju paklaida mazéja, kai argumentai x; arba (ir) x, mazéja .

Pareto dvimaciy maksimumy atveju konvergavimo greicio ivercio eilé n atzvilgiu yra lygi 1/n,
o paklaida maz¢ja, kai argumentai x; arba (ir) x, didéja.

Dvimatis Pareto skirstinys yra geometriSkai mini-stabilus.

Dvimatis logistinis skirstinys yra geometriSkai maks-stabilus.

Logistiniy dvimaciy minimumy atveju konvergavimo greicio ivercio eilé n atzvilgiu yra lygi
1/n, o paklaidos kitimas néra nusakomas vienareik$miskai.

Daugiamacio maksimumo matavimuy skai¢ius nekei¢ia konvergavimo grei¢io iver¢io
struktiiros. Tuo tarpu daugiamaciy minimumy konvergavimo greicio jvercio struktira tiesiogiai
priklauso nuo matavimy skaic¢iaus, tod¢l net nelabai didelis matavimy skaicius gali pastebimai

pabloginti konvergavimo greicio ivercio tiksluma.
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1 PRIEDAS

1 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n fiksuotas, | P(Z, <a,+b,x)—¥(x,,x,)|*10* rezultatai

X2
100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150
X1

0.8 ] 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641 | 9.641

09| 8379 | 8379 | 8379 | 8379 | 8379 | 8379 | 8379 | 8379 | 8379 | 8.379 | 8.379

1 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252 | 7.252

1.1 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253 | 6.253

1.2 | 5.371 | 5.371 | 5371 | 5.371 | 5.371 | 5.371 | 5.371 | 5.371 | 5.371 | 5.371 | 5.371

1.3 | 4597 | 4.597 | 4.597 | 4.597 | 4.597 | 4597 | 4.597 | 4597 | 4.597 | 4.597 | 4.597

1.4 ] 3921 | 3921 | 3.921 | 3.921 | 3.921 | 3.921 | 3.921 | 3.921 | 3.921 | 3.921 | 3.921

1.5| 3334 | 3.334 | 3.334 | 3334 | 3.334 | 3.334 | 3.334 | 3.334 | 3.334 | 3.334 | 3.334

1.6 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827 | 2.827

1.7 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390 | 2.390

1.8 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015 | 2.015

1.9] 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695 | 1.695

2 | 1423 | 1423 | 1423 | 1.423 | 1.423 | 1.423 | 1.423 | 1.423 | 1.423 | 1.423 | 1.423

2 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n fiksuotas, A, (x,x,) *107* rezultatai

X2
100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150
X1

0.8 (271 | 271 | 271 | 271 | 271 | 2.71 2.71 2.71 2.71 271 | 271

09 | 212 | 212 | 2,12 | 2.12 | 2.12 | 2.12 2.12 2.12 2.12 212 | 212

1 L.71 | 1.71 1.71 1.71 1.71 1.71 1.71 1.71 1.71 1.71 1.71

1.1 | 1.41 | 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41 1.41

1.2 | 1.19 | 1.19 | 1.19 | 1.19 | 1.19 | 1.19 1.19 1.19 1.19 1.19 | 1.19




1.3 1 1.02 ] 1.02 | 1.02 | 1.02 | 1.02 | 1.02 1.02 1.02 1.02 1.02 | 1.02

14 | 088 | 088 | 0.88 | 0.88 | 0.88 | 0.88 0.88 0.88 0.88 0.88 | 0.88

1.5 1078 | 078 | 0.78 | 0.78 | 0.78 | 0.78 0.78 0.78 0.78 0.78 | 0.78

1.6 | 0.68 | 0.68 | 0.68 | 0.68 | 0.68 | 0.68 0.68 0.68 0.68 0.68 | 0.68

1.7 | 0.61 | 0.61 | 0.61 0.61 | 061 | 0.61 0.61 0.61 0.61 0.61 | 0.61

1.8 1 054 | 054 | 054 | 054 | 0.54 | 0.54 0.54 0.54 0.54 0.54 | 0.54

1.9 1049 | 049 | 049 | 049 | 049 | 0.49 0.49 0.49 0.49 0.49 | 0.49

2 (044 | 044 | 044 | 044 | 044 | 044 0.44 0.44 0.44 044 | 044

3 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n ir x; fiksuoti, rezultatai

xi n X |P(ZNn <an+bnx)—‘I’(x1,x2)|*10'3 Ay (x),x,)
5 100 0.8 0.9698 0.0284
0.9 0.8439 0.0221
1 0.7315 0.0178
1.1 0.6318 0.0147
1.2 0.5437 0.0124
1.3 0.4663 0.0106
1.4 0.3988 0.0092
1.5 0.3400 0.0081
1.6 0.2891 0.0072
1.7 0.2453 0.0064
1.8 0.2076 0.0057
1.9 0.1754 0.0051
2 0.1479 0.0046
4 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n ir x, fiksuoti, rezultatai

X1 n X2 |P(ZN,x <a,+b,x)-¥(x,,x,) |*10-3 Ay, (x,x,)

1 100 10 0.7253 0.0171




1.1 0.6253 0.0141
1.2 0.5371 0.0119
1.3 0.4597 0.0102
1.4 0.3921 0.0089
1.5 0.3334 0.0078
1.6 0.2827 0.0069
1.7 0.2390 0.0061
1.8 0.2015 0.0054
1.9 0.1695 0.0049
2 0.1423 0.0044
5 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai x; ir x;, fiksuoti, rezultatai

X X n |P(Zy <a,+b,x)—¥(x,x,)] Ay (x,x,)

-1 100 20 0.0277 0.5935
30 0.0183 0.3504
40 0.0136 0.2483
50 0.0108 0.1921
60 0.0090 0.1567
70 0.0077 0.1322
80 0.0067 0.1144
90 0.0060 0.1008
100 0.0054 0.0901
110 0.0049 0.0814
120 0.0045 0.0743
130 0.0041 0.0683
140 0.0038 0.0632
150 0.0036 0.0588
160 0.0034 0.0550




6 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

fiksuotas, | P(Z, <a,+b,x)—¥(x,x,) 1*10™ rezultatai

X2
0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
X1

1 5.701 | 7.123 | 7.992 | 8.430 | 8.560 | 8.484 | 8.275 | 7.984 | 7.648 | 7.290

1.1 | 4999 | 6355 | 7.241 | 7.744 | 7.962 | 7.978 | 7.857 | 7.648 | 7.384 | 7.088

1.2 | 4413 | 5.692 | 6.573 | 7.115 | 7.394 | 7.481 | 7.423 | 7.290 | 7.088 | 6.848

1.3 | 3921 | 5.121 | 5982 | 6.543 | 6.864 | 7.004 | 7.012 | 6.927 | 6.778 | 6.587

1.4 | 3.504 | 4.626 | 5.458 | 6.025 | 6.374 | 6.554 | 6.608 | 6.569 | 6.465 | 6.315

1.5 | 3.148 | 4.196 | 4.995 | 5.559 | 5.925 | 6.134 | 6.223 | 6.222 | 6.155 | 6.042

1.6 | 2.843 | 3.821 | 4.584 | 5.138 | 5.513 | 5.743 | 5.860 | 5.889 | 5.854 | 5.772

1.7 | 2579 | 3492 | 4218 | 4.760 | 5.138 | 5382 | 5.519 | 5.573 | 5.565 | 5.509

1.8 | 2350 | 3.203 | 3.893 | 4.418 | 4.795 | 5.048 | 5.201 | 5.276 | 5.289 | 5.255

1.9 | 2.149 | 2.947 | 3.602 | 4.110 | 4.483 | 4.741 | 4.906 | 4.995 | 5.026 | 5.012

2 1.973 | 2.719 | 3.341 | 3.830 | 4.197 | 4.458 | 4.631 | 4.733 | 4.778 | 4.780

7 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

fiksuotas, A, (x;,X,) #1072 rezultatai

X2
0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2
X1

1 419 | 3.77 | 3.48 | 3.26 | 3.09 | 2.97 2.86 2.78 2.72 2.66

1.1 | 418 | 3.75 | 345 | 323 | 3.05 | 291 2.80 2.72 2.64 2.58

1.2 | 418 | 3.74 | 343 | 3.20 | 3.02 | 2.87 2.76 2.66 2.58 2.52

1.3 | 417 | 3.73 | 342 | 3.18 2.9 2.84 2.72 2.62 2.53 2.46

1.4 | 417 | 3.73 | 341 | 3.16 | 297 | 2.81 2.68 2.58 2.49 241

1.5 | 416 | 3.72 | 340 | 3.15 | 295 | 2.79 2.65 2.54 2.45 2.37

1.6 | 416 | 3.72 | 339 | 3.14 | 293 | 2.77 2.63 2.52 242 2.34

1.7 | 416 | 3.71 | 338 | 3.13 | 292 | 2.75 2.61 2.49 2.39 231




1.8 | 416 | 3.71 | 338 | 3.12 | 291 | 2.74 2.59 2.47 2.37 2.28

19 | 416 | 3.71 | 337 | 3.11 | 290 | 2.72 2.58 2.46 2.35 2.26

2 416 | 3.71 | 337 | 3.11 | 2.89 | 2.71 2.57 2.44 2.33 2.24

8 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

ir x; fiksuoti, rezultatai

X1 n X |P(Zy <a, +b,x)—¥(x,,x,)|*¥107 Ay (x),x,)

2.5 300 0.9 0.1174 0.0084
1.2 0.1264 0.0072
1.5 0.1262 0.0065
1.8 0.1214 0.0059
2.1 0.1145 0.0055
2.4 0.1068 0.0052
2.7 0.0990 0.0050
3 0.0915 0.0048
33 0.0846 0.0047
3.6 0.0782 0.0046
3.9 0.0723 0.0045
4.2 0.0670 0.0044
4.5 0.0622 0.0044
4.8 0.0578 0.0043
5.1 0.0538 0.0043
5.4 0.0502 0.0042
5.7 0.0469 0.0042
6 0.0440 0.0041
6.3 0.0412 0.0041
6.6 0.0387 0.0041
6.9 0.0365 0.0041




9 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

ir x; fiksuoti, rezultatai

xi n X |P(ZNn <an+bnx)—‘I’(x1,x2)|*10'3 Ay (x),x,)
0.9 200 2.5 0.1761 0.0126
1.4 0.1904 0.0100
1.9 0.1789 0.0087
2.4 0.1601 0.0078
29 0.1410 0.0073
3.4 0.1236 0.0070
3.9 0.1085 0.0067
4.4 0.0956 0.0066
4.9 0.0846 0.0064
5.4 0.0753 0.0063
59 0.0674 0.0062
6.4 0.0606 0.0062
6.9 0.0547 0.0061
7.4 0.0496 0.0061
7.9 0.0452 0.0060
8.4 0.0413 0.0060
8.9 0.0379 0.0060
9.4 0.0349 0.0060
9.9 0.0323 0.0059
10 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai x;

ir x; fiksuoti, rezultatai

x| X2 n | P(Zy, <a,+b,%)=F(x;,x,)] Ay, (%,%,)

03 | 05 | 20 0.0059 0.2805
40 0.0030 0.1195
60 0.0020 0.0756
80 0.0015 0.0553




100 0.0012 0.435
120 0.0010 0.0359
140 0.0009 0.0306
160 0.0008 0.0266
180 0.0007 0.0235
200 0.0006 0.0211
220 0.0005 0.0192
240 0.0005 0.0175
260 0.0005 0.0161
280 0.0004 0.0150
300 0.0004 0.0139
11 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimo, Kai n fiksuotas, | P(Z, <a,+b,x)—"¥(x,,x,)| rezultatai

X2

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

X1

-1.9 | 0.0074 | 0.0072 | 0.0070 | 0.0068 | 0.0065 | 0.0061 | 0.0057 | 0.0053 | 0.0048 | 0.0043
-1.7 | 0.0075 | 0.0073 | 0.0071 | 0.0068 | 0.0065 | 0.0062 | 0.0057 | 0.0052 | 0.0047 | 0.0041
-1.5 | 0.0076 | 0.0074 | 0.0071 | 0.0069 | 0.0066 | 0.0062 | 0.0058 | 0.0052 | 0.0046 | 0.0039
-1.3 | 0.0076 | 0.0074 | 0.0072 | 0.0070 | 0.0066 | 0.0063 | 0.0058 | 0.0052 | 0.0045 | 0.0037
-1.1 | 0.0077 | 0.0075 | 0.0073 | 0.0070 | 0.0067 | 0.0063 | 0.0058 | 0.0052 | 0.0044 | 0.0035
-0.9 | 0.0078 | 0.0076 | 0.0074 | 0.0071 | 0.0068 | 0.0064 | 0.0059 | 0.0052 | 0.0044 | 0.0032
-0.7 | 0.0079 | 0.0077 | 0.0075 | 0.0072 | 0.0069 | 0.0065 | 0.0060 | 0.0053 | 0.0043 | 0.0030
-0.5 | 0.0080 | 0.0078 | 0.0076 | 0.0074 | 0.0070 | 0.0066 | 0.0061 | 0.0053 | 0.0043 | 0.0028
-0.3 | 0.0081 | 0.0080 | 0.0078 | 0.0075 | 0.0072 | 0.0068 | 0.0062 | 0.0054 | 0.0043 | 0.0026
-0.1 | 0.0083 | 0.0081 | 0.0079 | 0.0076 | 0.0073 | 0.0069 | 0.0064 | 0.0056 | 0.0044 | 0.0025




12 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n fiksuotas, A, (x,,x,) rezultatai

X2
-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

X1
-1.9 | 0.4150 | 0.1534 | 0.0972 | 0.0727 | 0.0589 | 0.0498 | 0.0433 | 0.0380 | 0.0330 | 0.0275
-1.7 | 03133 | 0.1380 | 0.0911 | 0.0694 | 0.0567 | 0.0483 | 0.0420 | 0.0369 | 0.0320 | 0.0263
-1.5 | 0.2523 | 0.1255 | 0.0858 | 0.0663 | 0.0547 | 0.0468 | 0.0408 | 0.0358 | 0.0309 | 0.0251
-1.3 | 0.2117 | 0.1151 | 0.0810 | 0.0635 | 0.0528 | 0.0453 | 0.0396 | 0.0347 | 0.0298 | 0.0238
-1.1 | 0.1826 | 0.1064 | 0.0768 | 0.0610 | 0.0510 | 0.0439 | 0.0384 | 0.0336 | 0.0286 | 0.0224
-0.9 | 0.1608 | 0.0990 | 0.0730 | 0.0586 | 0.0493 | 0.0426 | 0.0372 | 0.0324 | 0.0274 | 0.0209
-0.7 | 0.1437 | 0.0925 | 0.0695 | 0.0563 | 0.0476 | 0.0412 | 0.0360 | 0.0312 | 0.0260 | 0.0191
-0.5 | 0.1301 | 0.0869 | 0.0663 | 0.0542 | 0.0460 | 0.0399 | 0.0348 | 0.0300 | 0.0246 | 0.0172
-0.3 | 0.1189 | 0.819 | 0.0634 | 0.0522 | 0.0444 | 0.0385 | 0.0335 | 0.0286 | 0.0230 | 0.0150
-0.1 | 0.1094 | 0.0774 | 0.0607 | 0.0502 | 0.0429 | 0.0372 | 0.0322 | 0.0271 | 0.0211 | 0.0125

13 lentele

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n ir x; fiksuoti, rezultatai

X n X2 |P(Zy <a,+b,x)—Y¥(x,,x,)] Ay (x,x,)
-1 100 -10 0.0078 -0.1707
-9.5 0.0077 0.1273
-9 0.0076 0.1023
-8.5 0.0075 0.0860
-8 0.0074 0.0745
-7.5 0.0072 0.0659
-7 0.0071 0.0593
-6.5 0.0069 0.0539
-6 0.0068 0.0495
-5.5 0.0066 0.0457




-5 0.0064 0.0424

14 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirsc¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n ir x; fiksuoti, rezultatai

X1 n X |P(Zy <a,+b,x)—Y¥(x,x,)] Ay (x,x,)
-10 100 -1 0.0078 0.1707
-9 0.0076 0.1023
-8 0.0074 0.0745
-7 0.0071 0.0593
-6 0.0068 0.0495
-5 0.0064 0.0424
-4 0.0059 0.0367
-3 0.0052 0.0313
-2 0.0044 0.0249
-1 0.0033 0.0143
15 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirsc¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai x; ir x; fiksuoti, rezultatai

X X n |P(Zy <a,+b,x)—¥(x,x,)] Ay (x,x,)

-2 -3 20 0.0267 0.5517
35 0.0152 0.1554
50 0.0106 0.0900
65 0.0082 0.0633
80 0.0066 0.0488
95 0.0056 0.0397
110 0.0048 0.0334
125 0.0042 0.0289
140 0.0038 0.0254
155 0.0034 0.0227




170 0.0031 0.0205
185 0.0029 0.0187
200 0.0026 0.0172
215 0.0025 0.0159
230 0.0023 0.0148
245 0.0022 0.0138
260 0.0020 0.0130
275 0.0019 0.0122
290 0.0018 0.0116
305 0.0017 0.0110
320 0.0017 0.0104
335 0.0016 0.0100
350 0.0015 0.0095
16 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n fiksuotas, | P(W, <c, +d, x) - D(x,,x,)] %107 rezultatai

X2

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28

X1

1 0.1668 | 0.1801 | 0.1922 | 0.2033 | 0.2133 | 0.2133 | 0.2224 | 0.2308 | 0.2383 | 0.2452
1.1 | 0.3070 | 0.3340 | 0.3593 | 0.3832 | 0.4055 | 0.4055 | 0.4265 | 0.4462 | 0.4647 | 0.4821
1.2 103122 | 0.3410 | 0.3684 | 0.3942 | 0.4187 | 0.4187 | 0.4419 | 0.4639 | 0.4847 | 0.5044
1.3 1 0.3059 | 0.3347 | 0.3622 | 0.3882 | 0.4130 | 0.4130 | 0.4365 | 0.4589 | 0.4801 | 0.5003
1.4 |0.2992 | 0.3277 | 0.3549 | 0.3807 | 0.4053 | 0.4053 | 0.4287 | 0.4510 | 0.4722 | 0.4924
1.5 | 0.2935 | 0.3216 | 0.3485 | 0.3741 | 0.3984 | 0.3984 | 0.4216 | 0.4436 | 0.4646 | 0.4846
1.6 | 0.2888 | 0.3166 | 0.3432 | 0.3684 | 0.3925 | 0.3925 | 0.4154 | 0.4372 | 0.4580 | 0.4779
1.7 ] 0.2850 | 0.3125 | 0.3388 | 0.3638 | 0.3876 | 0.3876 | 0.4103 | 0.4319 | 0.4525 | 0.4721
1.8 | 0.2818 | 0.3091 | 0.3351 | 0.3599 | 0.3835 | 0.3835 | 0.4059 | 0.4273 | 0.4477 | 0.4672
1.9 |0.2791 | 0.3062 | 0.3320 | 0.3566 | 0.3800 | 0.3800 | 0.4022 | 0.4234 | 0.4437 | 0.4629
2 0.2768 | 0.3037 | 0.3293 | 0.3537 | 0.3770 | 0.3770 | 0.3991 | 0.4201 | 0.4402 | 0.4593




17 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n fiksuotas, A, (x,,x,) rezultatai

N 1 4 7 10 13 16 19 22 25 28
X1

1 0.0054 | 0.0055 | 0.0056 | 0.0057 | 0.0058 | 0.0058 | 0.0059 | 0.0060 | 0.0061 | 0.0061
1.1 | 0.0069 | 0.0070 | 0.0071 | 0.0072 | 0.0073 | 0.0074 | 0.0075 | 0.0075 | 0.0076 | 0.0076
1.2 | 0.0074 | 0.0075 | 0.0076 | 0.0077 | 0.0078 | 0.0079 | 0.0079 | 0.0080 | 0.0081 | 0.0081
1.3 | 0.0077 | 0.0078 | 0.0079 | 0.0080 | 0.0081 | 0.0082 | 0.0083 | 0.0083 | 0.0084 | 0.0085
1.4 | 0.0081 | 0.0082 | 0.0083 | 0.0084 | 0.0084 | 0.0085 | 0.0086 | 0.0087 | 0.0087 | 0.0088
1.5 | 0.0084 | 0.0085 | 0.0086 | 0.0087 | 0.0088 | 0.0089 | 0.0090 | 0.0090 | 0.0091 | 0.0091
1.6 | 0.0089 | 0.0090 | 0.0091 | 0.0092 | 0.0093 | 0.0094 | 0.0094 | 0.0095 | 0.0096 | 0.0096
1.7 ] 0.0096 | 0.0097 | 0.0098 | 0.0099 | 0.0099 | 0.0100 | 0.0101 | 0.0102 | 0.0102 | 0.0103
1.8 ] 0.0105 | 0.0106 | 0.0107 | 0.0108 | 0.0109 | 0.0110 | 0.0111 | 0.0111 | 0.0112 | 0.0112
1.9 |0.0121 | 0.0122 | 0.0123 | 0.0123 | 0.0124 | 0.0125 | 0.0126 | 0.0126 | 0.0127 | 0.0128
2 0.0148 | 0.0149 | 0.0150 | 0.0151 | 0.0152 | 0.0152 | 0.0153 | 0.0154 | 0.0154 | 0.0155

18 lentele

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirséiusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai » ir x; fiksuoti, rezultatai

X n X2 |P(WN” <c, +dnx)—q)(x1,x2)|*10'3 Ay (x,,x,)
0.5 1000 5 0.1489 0.0064
6 0.1482 0.0066
7 0.1468 0.0067
8 0.1451 0.0068
9 0.1435 0.0069
10 0.1418 0.0070
11 0.1403 0.0071
12 0.1389 0.0072
13 0.1375 0.0074




14 0.1363 0.0075
15 0.1352 0.0076
16 0.1342 0.0077
17 0.1332 0.0079
18 0.1323 0.0080
19 0.1315 0.0082
20 0.1307 0.0084
21 0.1300 0.0086
22 0.1293 0.0089
23 0.1287 0.0091
24 0.1281 0.0095
25 0.1276 0.0098
26 0.1271 0.0103
27 0.1266 0.0108
28 0.1261 0.0113
29 0.1257 0.0121
30 0.1253 0.0130

19 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirséiusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai »n ir x; fiksuoti, rezultatai

X n X2 |P(WN” <c, +dnx)—q)(x1,x2)|*10'3 Ay (x,,x,)
10 1000 2 0.5378 0.0085
11 0.5354 0.0086
12 0.5327 0.0087
13 0.5300 0.0088
14 0.5272 0.0089
15 0.5246 0.0091
16 0.5220 0.0092
17 0.5195 0.0093
18 0.5171 0.0095




19 0.5149 0.0097
20 0.5127 0.0099
21 0.5107 0.0101
22 0.5087 0.0103
23 0.5069 0.0106
24 0.5051 0.0109
25 0.5035 0.0113
26 0.5019 0.0117
27 0.5004 0.0122
28 0.4989 0.0128
29 0.4976 0.0135
30 0.4963 0.0144

20 lentelé

TiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirséiusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai x; ir x; fiksuoti, rezultatai

X X2 n |P(WNM <c,+d,x)—D(x,,x,)] Ay (x,,x,)

1 7 100 0.0032 0.0886
150 0.0021 0.0546
200 0.0016 0.0396
250 0.0013 0.0311
300 0.0010 0.0256
350 0.0009 0.0218
400 0.0008 0.0190
450 0.0007 0.0168
500 0.0006 0.0151
550 0.0006 0.0136
600 0.0005 0.0125
650 0.0005 0.0115
700 0.0004 0.0107
750 0.0004 0.0099




800 0.0004 0.0093
850 0.0004 0.0087
900 0.0003 0.0082
950 0.0003 0.0078
1000 0.0003 0.0074
21 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n fiksuotas, | P(W, <c, +d, x)—D(x,,x,)| rezultatai

X2
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
X1

1 0.1182 | 0.1297 | 0.1407 | 0.1511 | 0.1609 | 0.1701 | 0.1789 | 0.1872 | 0.1951 | 0.2025

1.1 | 0.1200 | 0.1317 | 0.1428 | 0.1534 | 0.1633 | 0.1727 | 0.1817 | 0.1901 | 0.1981 | 0.2057

1.2 | 0.1212 | 0.1330 | 0.1442 | 0.1549 | 0.1649 | 0.1745 | 0.1835 | 0.1920 | 0.2001 | 0.2078

1.3 1 0.1220 | 0.1339 | 0.1452 | 0.1559 | 0.1660 | 0.1756 | 0.1847 | 0.1933 | 0.2015 | 0.2092

1.4 |0.1226 | 0.1346 | 0.1459 | 0.1567 | 0.1668 | 0.1765 | 0.1856 | 0.1943 | 0.2025 | 0.2102

1.5 | 0.1230 | 0.1350 | 0.1464 | 0.1572 | 0.1674 | 0.1771 | 0.1863 | 0.1950 | 0.2032 | 0.2110

1.6 | 0.1234 | 0.1354 | 0.1468 | 0.1576 | 0.1679 | 0.1776 | 0.1868 | 0.1955 | 0.2038 | 0.2116

1.7 | 0.1236 | 0.1357 | 0.1471 | 0.1580 | 0.1682 | 0.1780 | 0.1872 | 0.1959 | 0.2042 | 0.2121

1.8 | 0.1238 | 0.1359 | 0.1474 | 0.1582 | 0.1685 | 0.1783 | 0.1875 | 0.1962 | 0.2046 | 0.2124

1.9 10.1240 | 0.1361 | 0.1475 | 0.1584 | 0.1687 | 0.1785 | 0.1877 | 0.1965 | 0.2048 | 0.2127

2 0.1241 | 0.1362 | 0.1477 | 0.1586 | 0.1689 | 0.1787 | 0.1880 | 0.1967 | 0.2051 | 0.2130

22 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n fiksuotas, A, (x,,x,)rezultatai

X2
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

X1

1 0.0045 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.1 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047




1.2 1 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.3 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.4 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.5 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.6 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.7 1 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.8 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

1.9 | 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

2 0.0045 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047 | 0.0047

23 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n ir x; fiksuoti, rezultatai

X2 n X |P(W, <c, +a’nx)—CI)(xl,x2)|*10'3 Ay (x),x,)

1 1000 1 0.0660 0.0042
2 0.1245 0.0045
3 0.1564 0.0046
4 0.1750 0.0047
5 0.1868 0.0047
6 0.1946 0.0047
7 0.2002 0.0047
8 0.2042 0.0047
9 0.2072 0.0047
10 0.2096 0.0047
11 0.2114 0.0047
12 0.2129 0.0047
13 0.2141 0.0047
14 0.2150 0.0047
15 0.2158 0.0047
16 0.2165 0.0047




17 0.2171 0.0048
18 0.2176 0.0048
19 0.2181 0.0048
20 0.2184 0.0048
21 0.2188 0.0048
22 0.2191 0.0048
23 0.2193 0.0048
24 0.2195 0.0048
25 0.2197 0.0048
26 0.2199 0.0048
27 0.2201 0.0048
28 0.2202 0.0048
29 0.2204 0.0048
30 0.2205 0.0048

24 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo,

kai n ir x, fiksuoti, rezultatai

X n X |P(W, <c, +a’nx)—<1)(xl,x2)|*10'3 Ay (x,x,)
1 1000 2 0.0660 0.0042
2 0.1245 0.0045
3 0.1564 0.0046
4 0.1750 0.0047
5 0.1868 0.0047
6 0.1946 0.0047
7 0.2002 0.0047
8 0.2042 0.0047
9 0.2072 0.0047
10 0.2096 0.0047
11 0.2114 0.0047
12 0.2129 0.0047




13 0.2141 0.0047
14 0.2150 0.0047
15 0.2158 0.0048
16 0.2165 0.0048
17 0.2171 0.0048
18 0.2176 0.0048
19 0.2181 0.0048
20 0.2184 0.0048
21 0.2188 0.0048
22 0.2191 0.0048
23 0.2193 0.0048
24 0.2195 0.0048
25 0.2197 0.0048
26 0.2199 0.0048
27 0.2201 0.0048
28 0.2202 0.0048
29 0.2204 0.0048
30 0.2205 0.0048
25 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

fiksuotas, | P(W, <c, +d,x)—D(x,x,)] *10 rezultatai

-20 -19 -18 -17 -16 -15 -14 -13 -12 -11

-15 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

-14 1 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

-13 1 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002 | 0.0002

-12 1 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004 | 0.0004

-11 | 0.0008 | 0.0010 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011 | 0.0011

-10 | 0.0015 | 0.0022 | 0.0027 | 0.0029 | 0.0030 | 0.0030 | 0.0031 | 0.0031 | 0.0031 | 0.0030

-9 0.0022 | 0.0042 | 0.0061 | 0.0073 | 0.0079 | 0.0082 | 0.0083 | 0.0083 | 0.0083 | 0.0083

-8 0.0027 | 0.0061 | 0.0113 | 0.0165 | 0.0199 | 0.0215 | 0.0222 | 0.0224 | 0.0225 | 0.0225




-7 0.0029 | 0.0073 | 0.0165 | 0.0307 | 0.0449 | 0.0541 | 0.0585 | 0.0603 | 0.0609 | 0.0610

-6 | 0.0030 | 0.0079 | 0.0199 | 0.0449 | 0.0835 | 0.1221 | 0.1471 | 0.1590 | 0.1637 | 0.1651

-5 0.0030 | 0.0082 | 0.0215 | 0.0541 | 0.1221 | 0.2270 | 0.3318 | 0.3996 | 0.4317 | 0.4436

26 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai »

fiksuotas, A, (x,,x,)*107 rezultatai

-20 -19 -18 -17 -16 -15 -14 -13 -12 -11

-15 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0011 | 0.0030 | 0.0081 | 0.0221 | 0.0601 | 0.1634

-14 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0011 | 0.0030 | 0.0081 | 0.0221 | 0.0601 | 0.1634

-13 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0011 | 0.0030 | 0.0082 | 0.0221 | 0.0601 | 0.1634

-12 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0012 | 0.0031 | 0.0082 | 0.0222 | 0.0602 | 0.1634

-11 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0013 | 0.0032 | 0.0083 | 0.0223 | 0.0603 | 0.1635

-10 | 0.0003 | 0.0004 | 0.0005 | 0.0008 | 0.0015 | 0.0034 | 0.0086 | 0.0226 | 0.0606 | 0.1638

-9 0.0004 | 0.0007 | 0.0010 | 0.0015 | 0.0023 | 0.0042 | 0.0093 | 0.0233 | 0.0613 | 0.1646

-8 0.0005 | 0.0010 | 0.0019 | 0.0028 | 0.0040 | 0.0061 | 0.0114 | 0.0254 | 0.0634 | 0.1666

-7 0.0008 | 0.0015 | 0.0028 | 0.0051 | 0.0077 | 0.0109 | 0.0167 | 0.0309 | 0.0690 | 0.1722

-6 | 0.0015 | 0.0023 | 0.0040 | 0.0077 | 0.0138 | 0.0210 | 0.0296 | 0.0453 | 0.0839 | 0.1873

-5 0.0034 | 0.0042 | 0.0061 | 0.0109 | 0.0210 | 0.0375 | 0.0571 | 0.0805 | 0.1230 | 0.2278

27 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

ir x; fiksuoti, rezultatai

X n X2 |P(WN” <c, +dnx)—q)(x1,x2)|*10'3 Ay (x,,x,)

-6 1000 -20 0.0000 0.0000
-19 0.0000 0.0000
-18 0.0000 0.0000
-17 0.0000 0.0000
-16 0.0000 0.0000




-15 0.0000 0.0000
-14 0.0000 0.0000
-13 0.0000 0.0000
-12 0.0000 0.0000
-11 0.0000 0.0000
-10 0.0000 0.0001
-9 0.000 0.0002
-8 0.0003 0.0004
-7 0.0007 0.0009
-6 0.0012 0.0017
-5 0.0018 0.0025

28 lentelé

TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai n

ir x; fiksuoti, rezultatai

x| n X | PW, <c,+d,x)—D(x;,x,)[*10° | Ay (x,X,)
-15 | 1000 | -7 0.0003 0.0000
-14 0.0008 0.0000
-13 0.0023 0.0000
-12 0.0061 0.0000
-11 0.0164 0.0000
-10 0.0432 0.0000
-9 0.1085 0.0002
-8 0.2447 0.0003
-7 0.4545 0.0006
-6 0.6626 0.0009
-5 0.7917 0.0011




29 lentelé
TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimo, kai x;

ir x; fiksuoti, rezultatai

X1 x2 n | PW, <c, +d,x)—D(x,,x,)| Ay, (x),x,)
-1 2 100 0.0047 0.1331
150 0.0047 0.0824
200 0.0047 0.0609
250 0.0047 0.0490
300 0.0047 0.0415
350 0.0048 0.0362
400 0.0048 0.0324
450 0.0048 0.0295
500 0.0048 0.0271
550 0.0048 0.0253
600 0.0048 0.0237
650 0.0048 0.0224
700 0.0048 0.0213
750 0.0048 0.0203
800 0.0048 0.0195
850 0.0048 0.0188
900 0.0048 0.0181
950 0.0048 0.0175
1000 0.0048 0.0170
30 lentelé

NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs€iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n fiksuotas, | P(W, <c, +d, x)—®P(x,,x,)| *107 rezultatai

X2
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28
X1

1 0.0278 | 0.0328 | 0.0375 | 0.0419 | 0.0460 | 0.0499 | 0.0536 | 0.0570 | 0.0602 | 0.0632




1.1 10.0978 | 0.1078 | 0.1171 | 0.1260 | 0.1343 | 0.1421 | 0.1495 | 0.1564 | 0.1630 | 0.1692

1.2 | 0.1128 | 0.1239 | 0.1345 | 0.1444 | 0.1538 | 0.1627 | 0.1710 | 0.1789 | 0.1864 | 0.1935

1.3 ]0.1182 | 0.1297 | 0.1407 | 0.1511 | 0.1609 | 0.1701 | 0.1789 | 0.1872 | 0.1951 | 0.2025

1.4 |0.1207 | 0.1324 | 0.1436 | 0.1542 | 0.1642 | 0.1737 | 0.1827 | 0.1911 | 0.1992 | 0.2068

1.5 |0.1220 | 0.1339 | 0.1452 | 0.1559 | 0.1660 | 0.1756 | 0.1847 | 0.1933 | 0.2015 | 0.2092

1.6 | 0.1228 | 0.1348 | 0.1462 | 0.1569 | 0.1671 | 0.1768 | 0.1860 | 0.1946 | 0.2029 | 0.2107

1.7 10.1234 | 0.1354 | 0.1468 | 0.1576 | 0.1679 | 0.1776 | 0.1868 | 0.1955 | 0.2038 | 0.2116

1.8 | 0.1237 | 0.1358 | 0.1472 | 0.1581 | 0.1684 | 0.1781 | 0.1873 | 0.1961 | 0.2044 | 0.2123

1.9 |0.1240 | 0.1361 | 0.1475 | 0.1584 | 0.1687 | 0.1785 | 0.1877 | 0.1965 | 0.2048 | 0.2127

2 0.1242 | 0.1363 | 0.1478 | 0.1587 | 0.1690 | 0.1788 | 0.1880 | 0.1968 | 0.2052 | 0.2131

31 lentelé
NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n fiksuotas, A, (x,,x,) rezultatai

X2
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28

X1

1 0.0064 | 0.0065 | 0.0067 | 0.0069 | 0.0070 | 0.0072 | 0.0073 | 0.0074 | 0.0075 | 0.0076

1.1 | 0.0077 | 0.0079 | 0.0080 | 0.0081 | 0.0083 | 0.0084 | 0.0085 | 0.0086 | 0.0087 | 0.0087

1.2 | 0.0082 | 0.0084 | 0.0085 | 0.0086 | 0.0087 | 0.0088 | 0.0089 | 0.0090 | 0.0091 | 0.0092

1.3 | 0.0086 | 0.0087 | 0.0088 | 0.0089 | 0.0091 | 0.0092 | 0.0093 | 0.0093 | 0.0094 | 0.0095

1.4 | 0.0089 | 0.0090 | 0.0092 | 0.0093 | 0.0094 | 0.0095 | 0.0096 | 0.0097 | 0.0098 | 0.0099

1.5 1 0.0093 | 0.0094 | 0.0096 | 0.0097 | 0.0098 | 0.0099 | 0.0100 | 0.0101 | 0.0102 | 0.0103

1.6 | 0.0098 | 0.0100 | 0.0101 | 0.0102 | 0.0103 | 0.0104 | 0.0106 | 0.0107 | 0.0107 | 0.0108

1.7 ] 0.0105 | 0.0107 | 0.0108 | 0.0109 | 0.0111 | 0.0112 | 0.0113 | 0.0114 | 0.0115 | 0.0116

1.8 |0.0115 | 0.0117 | 0.0119 | 0.0120 | 0.0122 | 0.0123 | 0.0124 | 0.0125 | 0.0127 | 0.0128

1.9 10.0132 | 0.0134 | 0.0136 | 0.0137 | 0.0139 | 0.0141 | 0.0142 | 0.0144 | 0.0146 | 0.0147

2 0.0162 | 0.0164 | 0.0167 | 0.0169 | 0.0172 | 0.0174 | 0.0177 | 0.0179 | 0.0182 | 0.0184




32 lentelé

NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirsciusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n ir x; fiksuoti, rezultatai

x| n X | PW, <c,+d,x)—D(x;,x,)[*10% | Ay (x,x,)
0.5 | 1000 5 0.4483 0.0095
6 0.4739 0.0098
7 0.4914 0.0101
8 0.5038 0.0104
9 0.5130 0.0106
10 0.5200 0.0108
11 0.5254 0.0110
12 0.5297 0.0112
13 0.5331 0.0115
14 0.5359 0.0117
15 0.5382 0.0119
16 0.5402 0.0122
17 0.5418 0.0125
18 0.5432 0.0128
19 0.5444 0.0132
20 0.5455 0.0135
21 0.5464 0.0140
22 0.5472 0.0144
23 0.5479 0.0150
24 0.5485 0.0156
25 0.5490 0.0163
26 0.5495 0.0171
27 0.5500 0.0180
28 0.5504 0.0192
29 0.5507 0.0205
30 0.5511 0.0222




33 lentelé

NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai n ir x; fiksuoti, rezultatai

x| n X |PWy <c,+d,x)—®(x;,x,)[*107° | Ay (x,,x,)
10 | 1000 2 0.2096 0.0127
11 0.2114 0.0129
12 0.2129 0.0131
13 0.2141 0.0134
14 0.2150 0.0136
15 0.2158 0.0139
16 0.2165 0.0141
17 0.2171 0.0145
18 0.2176 0.0148
19 0.2181 0.0152
20 0.2184 0.0156
21 0.2188 0.0160
22 0.2191 0.0166
23 0.2193 0.0172
24 0.2195 0.0179
25 0.2197 0.0187
26 0.2199 0.0196
27 0.2201 0.0207
28 0.2202 0.0220
29 0.2204 0.0236
30 0.2205 0.0256
34 lentelé

NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimo, kai x; ir x; fiksuoti, rezultatai

X1 X2 n |P(WNn <c, +d,x)—D(x;,x,)] Ay (x,x,)

1 7 100 0.0011 0.1033

150 0.0008 0.0627




200 0.0006 0.0452
250 0.0005 0.0354
300 0.0004 0.0291
350 0.0003 0.0247
400 0.0003 0.0214
450 0.0003 0.0190
500 0.0002 0.0170
550 0.0002 0.0154
600 0.0002 0.0141
650 0.0002 0.0130
700 0.0002 0.0120
750 0.0002 0.0112
800 0.0001 0.0105
850 0.0001 0.0098
900 0.0001 0.0093
950 0.0001 0.0088
1000 0.0001 0.0083




2 PRIEDAS

Keonvergavimo greicio tyrimas
DD3 T T T T

— |P-Fil
Deltailn)
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w2

1 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai 7 ir x; fiksuoti

Konvergavimo greicio tyrimas
DD1B T T T T T T T T
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0.0m2
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x1

2 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio maksimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai # ir x; fiksuoti



— [P-Fil
—— Delta(Mn)

3 pav. TiesiSkai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo greicio tyrimas, kai n

ir x; fiksuoti

— |P-Fil
—— Delta(Mn)

4 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio Pareto skirstinio maksimumo konvergavimo grei¢io tyrimas, kai n

ir x, fiksuoti



Konvergavimo greicio tyrimas
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5 pav. Tiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai # ir x; fiksuoti
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6 pav. Tiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. maksimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai #n ir x, fiksuoti
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7 pav. Tiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai # ir x; fiksuoti
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8 pav. Tiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo grei¢io

tyrimas, kai 7 ir x; fiksuoti
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9 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai 7 ir x; fiksuoti
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10 pav. TiesiSkai normuoto dvimacio eksponentinio skirstinio minimumo konvergavimo grei¢io

tyrimas, kai # ir x; fiksuoti
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11 pav. TiesiSkai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo grei¢io tyrimas,

kai #n ir x; fiksuoti
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12 pav. Tiesiskai normuoto dvimacio logistinio skirstinio minimumo konvergavimo greicio tyrimas,

kai n ir x, fiksuoti
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13 pav. Netiesiskai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai 7 ir x; fiksuoti
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14 pav. NetiesiSkai normuoty tolygiai kvadrate pasiskirs¢iusiy a.d. minimumo konvergavimo greicio

tyrimas, kai 7 ir x; fiksuoti



3 PRIEDAS

1) Failo ‘eksp.m’ turinys

function eksp(n,prl,zingsnis1,pbl,pr2,zingsnis2,pb2)
[x,y]=meshgrid(prl:zingsnis1:pbl,pr2:zingsnis2:pb2);
an=[log(n),log(n)]; bn=[1,1];
[k,g]=size(x);
for i=1:k
for j=1:g
Psi=1./(1+exp(-x)+exp(-y));
if or(Psi(i,j)>1, Psi(i,j)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Psi!!!")
else
F=(1-exp(-(an(1)+bn(1)*x))).*(1-exp(-(an(2)+bn(2)*y)));
if or(F(i,j)>1, F(i,))<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi F!!!")
else
P=(1/(n-1))*(F.*(1-1/n))./(1-F.*(1-1/n));
if or(P(i,j)>1, P(i,j)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi P!!!")
else
skirt=abs(P-Psi);
if or(skirt(i,j)>1, skirt(i,j)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalim skirti!!!")
else
H=exp(-exp(-x)-exp(-y));
if or(H(i,j)<0, H(i,j)>1)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi H!!!")
else
u=exp(-x)+exp(-y)-exp(-x-y)/n;
if (u(i,j)/n)>=0.5
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi u!!!")

else

v=-exp(-X-y)/n; g=(2*u.”2)/(3*n);



if or(q(i,j)>1, q(1,))<0)

error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi q!!!")

else

s=abs(v)/3;
if or(s(i,j)>1, s(i,j)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi s!!!")
else
r1=2.%(u."2)/n+2.*(u.4)/(n"2)*1./(1-q);
r2=abs(v)+(v."2)/2*1./(1-s); Delta n=H.*(r1+r2+rl.*r2);
narys1=log(4)./(exp(-exp(-x)-exp(-y)+exp(-x-y)/n).*(1-exp(-x)-exp(-y)+exp(-x-y)/n)."2);
narys2=abs((sqrt(2.718)/n).*(exp(-x)+exp(-y))./(1+exp(-x)+exp(-y)).*(1+(1./(1+exp(-x)+
exp(-y)));
Delta Nn=Delta_n.*narysl+narys2;
if or(Delta_Nn(i,j)>1, Delta Nn(i,j)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Delta Nn!!!")
else
surf(x,y,skirt)
title('Konvergavimo greicio tyrimas','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
Xlabel('x1','Fontsize',10,'Fontweight','Bold');
Ylabel('x2','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
Zlabel('|P-Psi|, Delta(Nn)','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
hold on
surf(x,y,Delta_Nn)
legend('|P-Psi|','Delta(Nn)");
hold off

end

end
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end
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end

end

end



end
end
end
disp('Tiksli konvergavimo greicio reiksme')
disp(skirt)
disp('Konvergavimo greicio ivertis')
disp(DeltaNn)

2) Failo ‘eksp x1.m’ turinys

function eksp_x1(y,n,pr,zingsnis,pb)
x=[pr:zingsnis:pb];
an=[log(n), log(n)]; bn=[1,1];
for i=1:length(x)
Psi=1./(1+exp(-x)+exp(-y));
if or(Psi(i)>1, Psi(1)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Psi!!!")
else
F=(1-exp(-(an(1)+bn(1)*x))).*(1-exp(-(an(2)+bn(2)*y)));
if or(F(i)>1, F(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi F!!!")
else
P=(1/(n-1))*(F.*(1-1/n))./(1-F.*(1-1/n));
if or(P(i)>1, P(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi P!!!")
else
skirt=abs(P-Psi);
if or(skirt(i)>1, skirt(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Skirt!!!")
else
H=exp(-exp(-x)-exp(-y));
if or(H(i)<0, H(i)>1)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi H!!!")
else

u=exp(-x)+exp(-y)-exp(-x-y)/n;



if (u(i)/n)>=0.5
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi u!!!")
else
=-exp(-x-y)/n; gq=(2*u."2)/(3*n);
if or(q(1)>1,q(1)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi q!!!")
else
s=abs(v)/3;
if or(s(1)>1,s(1)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi s!!!")
else
r1=2.*%(u."2)/n+2.%(u."4)/(n"2)*1./(1-q);
r2=abs(v)+(v."2)/2*1./(1-s); Delta n=H.*(r1+r2+rl.*r2);
narys1=log(4)./(exp(-exp(-x)-exp(-y)+exp(-x-y)/n).*(1-exp(-x)-exp(-y)+exp(-x-y)/n)."2);
narys2=abs((sqrt(2.718)/n).*(exp(-x)+exp(-y))./(1+exp(-x)+exp(-y)).*(1+(1./(1+exp(-x)+
+exp(-y))));
Delta Nn=Delta_n.*narysl+narys2;
if or(Delta_Nn(i)>1, Delta Nn(i)<0)
error('Skaiciavimai negalimi,igyjamos negalimos reiksmes Delta Nn!!!")
else
plot(x,skirt,'r")
title('"Konvergavimo greicio tyrimas','Fontsize',10,'Fontweight','Bold');
Xlabel('x1','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
Ylabel('|P-Psi|, Delta(Nn)','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
hold on
plot(x,Delta Nn,'b")
legend('|P-Psi|','Delta(Nn)");
hold off
end
end
end
end

end



end

end

end
end
end
disp('Tiksli konvergavimo greicio reiksme')
disp(skirt)
disp('Konvergavimo greicio ivertis')
disp(DeltaNn)

3) Failo ‘eksp x2.m’ turinys

function eksp x2(x,n,pr,zingsnis,pb)
y=[pr:zingsnis:pb];
an=[log(n), log(n)]; bn=[1,11;
for i=1:length(y)
Psi=1./(1+exp(-x)+exp(-y));
if or(Psi(i)>1, Psi(1)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Psi!!!")
else
F=(1-exp(-(an(1)+bn(1)*x))).*(1-exp(-(an(2)+bn(2)*y)));
if or(F(i)>1, F(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi F!!!")
else
P=(1/(n-1))*(F.*(1-1/n))./(1-F.*(1-1/n));
if or(P(i)>1, P(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi P!!!")
else
skirt=abs(P-Psi);
if or(skirt(i)>1, skirt(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Skirt!!!")
else
H=exp(-exp(-X)-exp(-y));
if or(H(i)<0, H(i)>1)

error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi H!!!")



else
u=exp(-x)+exp(-y)-exp(-x-y)/n;
if (u(i)/n)>=0.5
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi u!!!")
else
v=-exp(-x-y)/n; q=(2*u.”2)/(3*n);
if or(q(i)>1, q(1)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi q!!!")
else
s=abs(v)/3;
if or(s(i)>1,s(1)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi s!!!")
else
r1=2.*%(u."2)/n+2.%(u."4)/(n"2)*1./(1-q);
r2=abs(v)+(v.*2)/2*1./(1-s); Delta n=H.*(r1+r2+rl.*r2);
narysl=log(4)./(exp(-exp(-x)-exp(-y)+exp(-x-y)/n).*(1-exp(-x)-exp(-y)+exp(-x-y)/n)."2);
narys2=abs((sqrt(2.718)/n).*(exp(-x)+exp(-y))./(1+exp(-x)+exp(-y)).*(1+(1./(1+exp(-x)+
+rexp(-y)));
Delta Nn=Delta n.*narysl+narys2;
if or(Delta Nn(i)>1, Delta Nn(i)<0)
error('Su pasirinktais duomenimis skaiciavimai negalimi Delta Nn!!!")
else
plot(y,skirt,'m")
title('"Konvergavimo greicio tyrimas','Fontsize',10,'Fontweight','Bold');
Xlabel('x2','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
Ylabel('|P-Psi|, Delta(Nn)','Fontsize',10,'Fontweight','Bold");
hold on
plot(y,Delta Nn,'g")
legend('|P-Psi|','Delta(Nn)");
hold off
end
end

end



end
end
end
end
end
end
end
disp('Tiksli konvergavimo greicio reiksme')
disp(skirt)
disp('Konvergavimo greicio ivertis')

disp(Delta Nn)

PASTABA. Pilnas programos tekstas pridétas CD, pridétame prie darbo.



