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Krenceviciuté J. Calculus of attractors of Mathieu-type differential equations using operator
and Runge & Kutta / supervisor prof. Z. Navickas; Department of Applied mathematics, Faculty
of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2005. — 124 p.

SUMMARY

Various real processes, occurring in the nature, technology, etc., are usually described by
differential equations.

Due to the development of computer software, computers have become the main tool for solving
problems of different fields. They enable not only to solve complex differential equations or their
systems, but also to analyze the dependence of differential equations solutions on various parameters
and initial values.

Up to the present many methods for the solution of differential equations have been developed,
therefore, the user can solve differential equation, using several different methods. Different methods
of solution enable to avoid various mistakes and to reduce errors.

Differential equations can be solved not only using numerical methods, but also by applying
methods of algebraic operator equations. When the latter method is being used, solutions are expressed
in power series, the convergence of which has to be analyzed separately.

This paper includes the analysis of Mathieu-type differential equations solutions dependence on
initial conditions and parameters, as well as the establishment of solutions attractor zones and curves,
which separate different attractor zones. It is very important to indicate the most exact crossing limits
among different attractor zones. In order to avoid huge errors, we carried out the research by using two

methods: operator and Runge-Kutta.
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[VADAS

Ivairts realieji procesai, vykstantys gamtoje, technikoje ir kt., dazniausiai aprasomi
diferencialinémis lygtimis.

Tobul¢jant programinei kompiuteriy jrangai, kompiuteriai tapo svarbia {vairiy sri¢iy uzdaviniy
sprendimo priemone. Jie suteikia galimybg ne tik iSspresti sudétingas diferencialines lygtis ar ju
sistemas, bet ir iStirti diferencialiniy lygéiu sprendiniy priklausomybe nuo ivairiy parametry bei
pradiniy reikSmiu.

Siuo metu yra sukurta labai daug diferencialiniy lygéiu sprendimo metodu, todél vartotojas gali
i§spresti - diferencialing lygti keliais skirtingais metodais. Sprendziant skirtingais metodais yra
iSvengiama jvairiy rusiy klaidy bei sumazinamos paklaidos.

Diferencialines lygtis galima iSspresti ne tik skaitiniais metodais, bet ir algebriniais operatoriniais
lygéiy metodais. Siuo metodu sprendziant, sprendiniai isreiskiami laipsninémis eilutémis, kuriy
konvergavima reikalinga iStirti atskirai.

Operatorinio metodo kiirimo pradininkai yra Ph. Feinsilveris [7], G.C. Rota [8],V.P. Maslowas
[6] ir kt.

Esant spartiems Siuolaikiniams kompiuteriniams skai¢iavimo pajégumams, operatorini metoda
galima nesunkiai realizuoti kompiuteriu.

Siame darbe tiriama Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybé nuo pradiniy
salygu bei nuo parametry, nustatomos sprendiniy traukos sritys ir kreives, skiriancios skirtingas
traukos sritis. Svarbu yra nustatyti kuo tikslesnes peréjimo ribas tarp skirtingy traukos sri¢iy. Todél
tam, kad iSvengtume dideliy paklaidy, tyrima atlikome dviem metodais: operatoriniu bei Rungés ir
Kutos.

Darbo tikslai ir uzduotys:

e Pateikti Matjé tipo netiesinés diferencialinés lygties

' +hy' +b*(1+acoswx)sin y = 0 sprendima operatoriniu metodu.

o [Stirti Sios lygties sprendiniy priklausomybg nuo pradiniy salygu.
e [Stirti duotosios lygties sprendiniy priklausomybg nuo parametry.
e Nustatyti peré¢jimo ribas tarp skirtingy traukos sri¢iy, naudojantis jvairiais skai¢iavimo

metodais.

Moksliné naujové.
IStirta sudétingesnio pavidalo Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybé nuo
pradiniy salygu bei parametry operatoriniu metodu bei gautos kreives, skiriancios skirtingas traukos

STitis.
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Konferencijoje ,,Matematika ir matematinis modeliavimas — 2004 skaitytas praneSimas ,,Matjé
tipo lygties sprendiniy radimas ir tyrimas operatoriniu bei Rungés ir Kutos metodais®. Jis i§spausdintas
konferencijos praneSimy medziagoje [18].

Konferencijoje ,,Matematika ir matematinis modeliavimas — 2005, — ,Matjé lygties sprendiniy

egzistavimo sri¢iy pagal atraktorius tyrimas* [17].
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1 BENDROJI DALIS

1.1 MATJE TIPO DIFERENCIALINE LYGTIS
1. Matjé tipo diferencialinés lygties aprasSymas

Tarkime, turime Matjé tipo netiesing diferencialing lygti

2
V' + [% - AZ} cos wxjsiny =0. (1.1.1)

Si lygtis aprafo $vytuokle, veikiama vertikalios periodinés jégos. Parametras Acoswx apraso
vertikaliaja jéga, g — traukos jéga, L— Svytuoklés ilgi, y yra nukrypimo nuo pradinés padéties kampas
[9]. Kai Svytuoklés judéjimas yra slopinamas, tai Matjé tipo diferencialiné lygtis atrodys taip:

2

sz coswx]sin y=0, (1.1.2)

V'+h'+ (% -

¢ia h apraSo Svytuoklés judéjimo slopinima.
(1.1.2) lygti galima pertvarkyti i toki pavidala:

y"+hy'+b*(1+acoswx)siny =0, (1.1.3)

o Aw? / . . g
gia a=-22 ) b= % . h, b, a, w yra parenkami parametrai — realieji skaiciai.
g

Acoswx

B
o .
K . e,
K . .
o . 0
K . S
R . .
.
N S s
5 ® .
- . .
. )
. . .
. .
)
. . -
H . s
H )
H .
: ‘Ii :
H H
H .
H A L :
H . H
H . H
. . .
. . H
. . .
) . .
- . N
.

‘e
g
‘e
‘e
.
.
i
0
L
e,

1.1.1 pav. Svytuoklé
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2. Svytuoklés diferencialinés lyties sprendiniy tyrimo darbai, atlikti uZsienyje

Mat;jé tipo diferencialinés lygties sprendiniy traukos sritis tyrin¢jo daugelis mokslininky, pvz.,
Randolphas.S. Zounesas, ir Richardas.H. Randas [3], G.M.Armando [4], prof. D.A.Edwardas [2] ir kt.
Lietuvoje — L.Bikul€iené. Taciau daugelis 1S juy tyré tik standarting Matjé lygti

y'+(d+ecost)y=0. (1.1.4)

Pateiksime prof. D.A.Edwardo, istirtos (1.1.4) diferencialinés lygties sprendiniy egzistavimo
sritis [2]. Jis tyré sprendiniy priklausomybg nuo parametry o ir &, imdamas tokias pradines reikSmes:
y(0)=1, y(0)=sint, y(0)=sint/2, y(0)=cost/2, y(0)=cost. Mokslininkas taip pat aprasé

kreives, skirianc€ias skirtingas sprendiniy traukos sritis.

§=1-¢/12

£ = st

L2

§=1/4+4¢/2 §=1/4—¢/2 §=145¢2/12
o = sint /2 yn = cost 2 o = cost

1.1.2 pav. Sprendiniy traukos sritys

1.1.2 pav. prof. D.A.Edwardas tamsiai pazymeéjo nestabilius sprendinius. Matome, kai pradiné salyga
yra:

¥(0) =1, kreive, skirianti skirtingas sprendiniy sritis apraoma taip: & = - /2 ,

y(0)=sint, tai S=1-¢"/12,

y(0)=sint/2,tai o=1/4+¢/2,

y(0)=cost/2,tai o=1/4-¢/2,

y(0)=cost, tai S =1+5&°/12.
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1.2 OPERATORINIO METODO JVADINES SAVOKOS

1. Algebrinés eilutés
Operatorinés analizés teorijoje algebrinés eilutés yra dar vadinamos formaliomis eilutémis. Si

eiluté yra laikoma pirmine savoka algebrinés operatorinés analizés teorijoje.

1 apibrézimas. Algebrinémis eilutéemis vadinami tokie dariniai:

Zakxk,ak eC, 1.2.1)

k=0
. k . . . . . ve k l k+1
kai x" — abstraktaus simbolio x laipsniai (¢ia x" -x" =x"", k,l€Z,), 0 a, €C.

Tokioms algebrinéms eilutéms néra apibrézta konvergavimo savoka.

def
F. = {Zakx akeC}
k=0

Aib¢je F_ jprastu biidu apibrézg dviejy eiluciy sumos operacija

Sudarome algebriniy eiluciy aibe

¢ia x — algebrin¢é sudaromoji.

def +®

Za X +be —Z(a +b,)x" (1.2.2)

gauname vienaveiksme algebring struktira <Fx;+> — Abelio grupe, kurioje neutralusis elementais yra

+00
ZO x* =0, o elementui — eilutei Zak — simetriSkasis elementas yra Z(—a Oxt
= k=0 k=0

Apibréze, daugybos i$ skaliaro operacija

def +o
ﬂZakx = Zﬂak , (1.2.3)
gauname tiesing erdve < s >
Sudauginus dvi algebrines eilutes
(Zakx )(be =3 S (@b, ), (1.2.4)
n=0 j=0

gaunama algebriné struktiira — algebra: < F_;+;-

Sudarome keliy sudaromyjy algebriniy eiluciy aibe

def
{Z ayx*y'la, € C} (1.25)

Clax ir yyra vadinami algebrinémis sudaromosiomis.
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Sioje aibéje analogiskai, kaip ir su viena sudaromaja, apibréz¢ anks€iau minétas operacijas, gauname:

C > ir algebring struktira — algebra: < F_;+,{C > .

xy?

algebring struktiira < F+>, tiesing erdve < F s+

Kadangi neturime ribos savokos, todél atliekant operacijas su eilutémis, mes galime sudéti bei
sudauginti tik baigtini skaiciy skaitiniy démeny ir daugikliy.

Sakysime, kad nepazeidZiame baigtinio sumavimo bei dauginimo principo.

Pavyzdziai:

LD (ax" —b x*") =ay +(a, = b)x+(a, —b)x" +..;
k=0

2. i(iaﬂyljxk = i(iaﬂxk F= iak,xkyl;
1=0

k=0 =0 \ k=0 k=0
+00 +00 +00 r
k| _ r
5.3 Sat =3 Ta, v
r=0\k=r r=0\ k=0

2 apibrézimas. Tarkime, turime algebriniy eiluciy sekq (f,,k € Z,)=(fy, 1> frs---)-

Sakysime, kad Siy algebriniy eiluciy seka yra sumuojama, jei turi prasme tokia suma:
+00
D ¢ fic €C, (1.2.6)
k=0

t.y sumuojant algebrines eilutes, nepazeidziamas baigtinio sumavimo bei dauginimo principas.

Pavyzdziai:
1. Tarkime, duota seka
L 1+x, 1+x+x,...,
tuomet ¢, 1+c(1+x)+c,(1+x+x")+..=(c, +¢, +..tc, +..) 1+ (c,+cy +.o)x+... .
Siuo atveju yra pazeidziamas baigtinio sumavimo ir dauginimo principas.
2. Sakykime, duota algebriniy formaliy eilu¢iy seka
l+x+xX o, x+xX+. X X +...,
tuomet

c(l+x+x"+.)+o(x+x"+. )+, (7 +x +.)+..=
=c,+(c, +e)x+(cy+¢, +¢)X" +..+(cy+ ¢ +..tc,)x" +...

Matome, jog duotoji eilu¢iy seka yra sumuojama.

Toliau nagrinésime tik sumuojamy eiluciy atvejus.
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3 apibrézimas. Tarkime, turime sumuojamy, eiluciy sekq f,, f,,... . Siq sekq vadinsime baze, jei

kiekvienq algebrine eilute galime vienareiksmiskai uzrasyti tiesiniu dariniu
400
f= zckfk ) (1.2.7)
k=0

Pavyzdys.
Tarkime, duota algebriniy eiluciy seka

T+ x4+ X+ X+ X+ X+ X+,
Paimkime algebring eilute a, + a,x +a,x” +... .

Tuomet

a, +ax+a,x’ +..=c(l+x+x>+.)+o(x+x>+.)+o,(x+x"+.)+...
Ay +ax+a,x’ +..=c,+(c, +c,)x+(c, +¢ +c,)x’ +...
ty.
ay =Co
a,=c,+c¢, ¢ =a —a,
a,=c,+c +c,, Irtt.
Vadinasi, duotoji algebriniy eiluciy seka yra baze.
ISvada. Kiekviengq eilute vienareiksmiskai galima uzrasyti taip:

f=c(l+x+.)+c(x+x"+.)+..=c f, +c.f; +... .

2. Tiesinio operatoriaus savoka

4 apibreézimas. Tegul duota algebriniy eiluciy tiesiné erdve <FX;+ C> , tuomet tiesing operatoriy

A: (F+

C> —><Fx;+

C> apibréZiame taip:

A fi(x)+c, [, (x)+...) =, Af, (x) + c, Af, (x) + ..., (1.2.8)

suvisais f,(x)eF_ir c, € C i§ sumuojamy seky (f,(x),ke€Z,) ir (Af,(x),keZ,).
1 teorema. Tegul duotos dvi sumuojamos sekos (f,(x),k€Z,) ir ( ﬂ (x),k € Z,)). Tarkime,

kad pirmoji seka sudaro baze. Tuomet tiesinj operatoriy A galima nusakyti tokiu sqrysiu:

def

Af, = f., keZ,. (1.2.9)
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V Patikrinsime, ar  operatorius A yra apibréztas kiekvienai algebrinei eilutei f. Kadangi
f=cfy+cf +.., tai

Af = A(cyfy + o f, +..)=c Afy +Af, +...=c fy +e fi +...= ] .
Vadinasi, sarysis (1.2.9) apibrézia tiesini operatoriy A su kiekviena algebrine eilute . A

Pastebésime, kad pasinaudojus (1.2.9) sarySiu, galima rasti bet kurio pirmavaizdzio f(x)=F,

vaizda f (x),nes f(x) galima vienareikSmiSkai iSreiksti
S(x)= Zakfk(x)-
k=0
Pasinaudoj¢ operatoriaus A tiesiSkumu, turime:
Af (x) = Azakfk(x) = ZakAfk(x) = zakfk (x).
k=0 k=0 k=0
Siuo atveju yra nepaZeidziamas baigtinio sumavimo principas, nes sekos ( fi(x),keZ))ir

(f.(x),k € Z,) yra sumuojamos.

Pavyzdys.

+00
V Tarkime, turime sumuojamas sekas (x*,k e Z,) ir (Z x" ke ZO] . Tuomet tiesinis operatorius ,
n=k

remiantis (1.2.9) sarySiu, bet kuria algebring eilute f(x) = Zakxk atvaizduos | algebring eilute taip:
k=0

Af (x) = AZakxk = ZakAxk = Zaka” .
k=0 k=0 k=0 =k
Norédami sutvarkyti gautaja suma, ivesime dviejy indeksy simboli
I, kai k<1,
Ey = ) k,leZ,.
0, kai k>1,

Pasinaudojg Siuo pazyméjimu, gauname:

Af (x) = iigknakx" = f(ig,mak jx" = i(iak jx" .

k=0 n=0 n=0\_k=0 n=0\k=0

Todél

n=0 \ k=0



19

Tarkime, turime du tiesinius operatorius A ir B . [vedg tarp ju

1) sumos

def

(A+B)f(x) = Af (x)+ Bf (x), f €F. arba feF,,

2) daugyba 1S skaliaro

€]

aAf(x)CZA(af(x)), aeC, feF, aba feF,

3) bei sandaugos operacijas

(4-B) ()= A-(Bf(x)), f<F, atba f<F

xy?

C>; (arba <ny;+

gauname nauja struktiira <Wx;+ C> , vadinama operatoriy algebra (Veilio algebra).

3. Tiesinio operatoriaus kanoniné iSraiSka

Tarkime, tiesinis operatorius 4 yra nusakomas dvejomis sekomis: (x*,k € Z,) ir
(0,4, 4,%,.., A X" ), ty. Al:=0, Ax":=Ax""', neN, o operatorius A — tokiomis dvejomis
sekomis: (K keZ) it (X uxt.,mx"), ty. Ax"=px"™', &a uy,p, € C\{0};
A, eC\{0hneN.

5 apibrézimas. Operatoriai A ir A vadinami elementariaisiais operatoriais. A yra

Zeminantysis operatorius, A — auksStinantysis operatorius.

6 apibrézimas. Tarkime A,:=n , tuomet A vadinsime diferencialiniu operatoriumi.
Zymeésime A=D.

Jeigu A, =1, tuomet A vadinsime Lagranzo dalybos operatoriumi. Zymésime A= X .
1 _ . _
Jeigu p, =——, tada A vadinsime integraliniu operatoriumi. Zymésime A:=1L.
n

Jeigu p =1 , tuomet A vadinsime daugybos operatoriumi. Zymésime A=X.

0, n=0
Tuomet, remiantis 6 apibrézimu, galima uzraiyti Dx" =nx""', ne Z,; Xx"= njl ;
x"",neN
xn+1 _ _
Lx" = T neZ,; Xx"= X" ne Z,. Matome, jog D ir X yra zeminantys, L ir X —
n+

aukstinantys operatoriai. Visi Sie operatoriai yra elementarieji.
ApibréSime tiesinio operatoriaus 4 laipsnio A",n € Z, savokas taip:

def def def def

de 2
A=1, A2 =A4-Air tt,ty. A"=4""4,0D°'=L"=1

X



20

Pateiksime keleta pavyzdziy, kuriuose naudojami jvairiis elementariyjy operatoriy D, L, X,

X algebriniai dariniai.

Pavyzdziai:
1. (DX = XD)x" = DXx" — XDx" = Dx""' = X(nx"") = (n +1)x" — nx" . Vadinasi, (DX — XD)x" = x"
arba DX —-XD=1 yra Veilio — Heizenbergo tapatybé.

2. Analogiskai:
0 n=0

LDx" =4, :
T x" n=123,...

Elementarieji operatoriai keliy kintamyjy funkcijas ir daugianarius veikia taip:

1f(rs)= f(x).
Dxf(X,S) = (f(X,S))'x s
D P(x,s) = (P(x,s)).,

L f(x,s)= I.f(v,s)dv , Irt.t.

Teisingos yra ir Sios tapatybés:
)DL =1,bet DL #LD,_,

2) D.D.=D.D., LD, =D.L_ir tt.

1, n=0

3) I—LYDV.X'" = 5
c 0, n=123,...

4) Dx—xD, =1.
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1.3 SPECIALIEJI OPERATORIAI

1.3.1 PSEUDOATVIRKSTINIO OPERATORIAUS SAVOKA

Kiekvienam operatoriui A4 galima surasti pseudoatvirkstini operatoriy A7, Jei operatorius A

turi atvirkstinj operatoriy A~', tai jo atvirkStinis operatorius sutampa su pseudoatvirkstiniu

operatoriumi A4~ .

C).

Tarkime duotas operatorius A : <Fx 3+ C> - <Fx s+

7 apibrézimas. Operatoriaus A branduoliu KerA vadinsime aibe algebriniy eiluciy f,

tenkinanciy sqlygq Af =0, t.y.
Kerd = {f|Af = 0}, KerAcC F, (arba KerAC F,).

Nesunku parodyti, kad jeigu f,, f, € Kerd , tai A(af, +bf,)=a-0+b-0=0. Todél ir
C)c (F,+C).

(af, + bf,) € KerA . Taigi, turime algebriniy eiluciy tiesing erdvg: <KerA;+

8 apibrézimas. Operatoriaus A vaizdu Im A vadinsime tokias algebrines eilutes, kurios

gaunamos bet kokiq algebrine eilute paveikus operatoriumi A, t.y.

ImA4 = {Af‘f € ny}’ ImAcF,,.
Jeigu f,,f, €ImA, tai egzistuoja ﬁ, kad AZ = f, ir egzistuoja ]72, kad Afz = f,. Taip pat jeigu
fi.f elmA, tai A(af, +bf,) =adf, + bAf, = af, + bf, . Todél ir (af, +bf,) € Im 4. Turime algebriniy

C).

C> c <ny;+

eiluciy tiesing erdve: <Im A+

Pavyzdziai:
1. Sakykime, turime vienetinj operatoriy 1. Tuomet:

<)

C>C<ny;+

Kerl = {O},: <{0};+

C> = <ny;+ C> .

Iml=F,,= (F,:+

xy?

2. Tarkime, turime nulini operatoriy ® . Tuomet :

C),

C>:<ny;

Ker® = F, = (Ker®:+
C).

C> c <ny;+

Im® = {0},= ({0}:+
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3. Tarkime turime integravimo operatoriy L. Tuomet:

KerL ={0},= (10}:+]C) < (F,,:+[C),

ImL = {cox +ox’ +o,x + ...|ck € C},:>

C).

C><:<F +

xy?

= <{cox +ox’ +o,x’ + ...|ck € C},+

C>g<F -+

xy?

Sakykime, turime F, c F'. Be to <FO;+ C>. Jeigu egzistuoja baze aibéje £, , tai ji

tikrai bus bazé ir aibéje F. Taciau, jeigu egzistuoja baze aibéje F;, tai ji ne visada bus bazé aibéje
F

xy ©

Tarkime, turime seka (f,(x, ), f;(x,¥)....) (ji gali biti tiek begaliné, tick baigtiné). Si seka yra

bazé tiesinéje erdvéje <FO;+ C> , tod¢l galioja lygybé

fy)=>c - fillx,y) . (1.3.1.1)
k=0
Jei turime g(x,y) € F,, tai (1.3.1.1) lygybés uzrasyti negalime.
DaZniausiai
g, =Y ¢ [i(x,)). (1.3.1.2)
k=0
Norédami uzrasyti (1.3.1.2) su lygybés Zenklu, turime papildomai imti tokias eilutes
(gO(xay)’gl (xa y)a) s kad
g, =D ¢ il )+ 4, g(x,y). (1.3.1.3)
k=0 =0

xy?

9 apibrézimas. Algebriniy eiluciy tiesinéje erdvéje <F -+ C >seka

(o), f1(x, )05 80 (X, ), g,(X, ¥),...) vadinama baze.

Tegul
+o def i
zck 'gk(an’)|ck eCr=F .
k=0

FOl vadinsime papildiniu.

Taip pat F," F,.

C).

v 1 . o v oy . 1 . . 1
Taiau F; yra sudaromas nevienareikSmiskai. F,~ sudaro tiesing erdveg <FO -+
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Su kiekvienu operatoriumi A4, galime susieti tokias tiesines erdves:

<KerA;+

C) ((Kerdy*;+

<)

ir

<ImA;+

C) <(1mA)i;+

C).

Tiesinés erdvés <KerA;+C> ir <ImA;+C> nusakomos vienareikSmiskai, o <(KerA)L;+C> ir

<(ImA)l;+

C > — nevienareikSmiskai.
2 teorema. Bet kuris operatorius A abipus vienareik§miskai atvaizduoja

<(KerA)L;+

C><—>ImA.

[rodymas yra pateigtas [12].

Sios teoremos grafinis vaizdavimas yra pateigtas 1.3.1.1 pav.

1.3.1.1 pav. Vaizdavimas operatoriaus A (Kerd)™ i ImA



10 apibrézimas. Operatoriaus A pseudoatvirkstiniu operatoriumi A" vadinsime tokj
operatoriy A", kuris tenkina tokias sqlygas:
a) A:(Kerd)* <>ImA: A",

b) Kerd™ =(ImA)" .

GrafiSkai Sios salygos pavaizduotos 1.3.1.2 pav.

1.3.1.2 pav. Vaizdavimas operatoriais A4 ir A

Tarkime

feE,, fi(xy)eKerd, fi(x,y)e(Kerd):, f(x)=fy(x,»)+ fi(x,»)
ir
fi(x,y)eImA4,
fo(x,y) e (ImA)*,

F) = fo(x, )+ fi(x,3).

24
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Tuomet pagal 10 apibrézima:
Af(x.) = [(xp), A fi(x) = f(x.),
A y) = A (S )+ [y = A7 () + A7 fi(xy) = 47 fi(x.p) .

Pateigsime kriterijy, kuris teigia, jog operatorius B yra operatoriui 4 pseudoatvirkstinis.

3 teorema. Operatorius B yra pseudoatvirkstinis operatoriui A, ty. B = A" tada ir tik tada,
kai yra teisingi tokie sqrysiai:

ABA=A, BAB=B. (1.3.1.4)

V Bitinumas. Tarkime B=A" ir f(x)e F..Tada f(x)=f,(x,y)+ f(x,y),¢Cla
fi(x)e(Kerd):, o f,(x)eKerd. Be to Af(x)=Af(x)=Af,(x), f(x)eImA. Tuomet
ABAf (x) = ABf.(x) = Af,(x) = f.(x), t.y. ABA= A. Analogiskai jrodome, kad BAB=B.

Pakankamumas. Tegul operatoriai A4 ir B tokie, kad teisingas (1.3.1.4) sarysis. Tarkime

fx)=fo(x, )+ fi(x,y), fi(x)e (Kerd)*, fo(x) € KerA. Tuomet  Afy(x)= ABAf,(x)=0 ir

Af (x) = ]A‘l(x) elmAd. I8 (1.3.1.4) sarySio pirmos dalies, turime ABf\(x) = f‘l(x) , todél

Bfl (x) = fi(x) + fio (%), foo(x) € (Kerd)® . Tuomet gauname, kad ImB o (Kerd)" bei
ImA < (KerB)". Analogiskai, pasinaudoje (1.3.1.4) sarySio antrgja dalimi, turime, kad
ImB c (KerA)" . Tada privalo Im B = (Kerd)", ImA=(KerB)" ir f,,(x)=0.

Taigi, B=A". A

Analogiskai jrodomas kriterijus, kai A ir B yra tiesiniai operatoriai, apibrézti algebriniy eiluciy

€).

tiesinése erdvése <ny,+

Pavyzdys.

V Rasime integralinio operatoriaus L pseudoatvirkstini operatoriy L' Skai¢iy eilute paveike

integraliniu operatoriumi, gausime:
+00 +00 xk+1 +00
k k-1
L E x| = E c, , E c,X —chk .
k=0 o k+1

Taigi, integralinio operatoriaus pseudoatvirkstinis operatorius yra diferencialinis operatorius

(Z*I = D). Be to, operatoriai L ir D yra vienas kitam pseudoatvirkStiniai operatoriai, nes LD=I.

Todél LDL=L ir DLD=D. A
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Tarkime, kad operatorius A4:F <> F: A™'. Tuomet Kerd = {0} , (Kerd)" = F,, ImA=F,

xy
(Im A4)* = {0}.
Siuo atveju pseudoatvirkitinis operatorius A sutampa su atvirk$tiniu operatoriumi A4,

ty. A = A7'. Vadinasi, pseudoatvirkstinis operatorius yra atvirkstinio operatoriaus apibendrinimas.

Pateigsime teorema, kuri nusako pseudoatvirkstinio operatoriaus apskai¢iavima.

4 teorema. Tarkime, turime operatoriy A ir esame apskaiciave vienq pseudoatvirkstinj
operatoriy (Z . Taip pat turime tokj operatoriy B, kad ABA=0. Tuomet pseudoatvirkstinj
operatoriy uzrasome taip:

A =(A7"), — (47", AB + BAB — BA(A™"),.

Teoremos irodyma galima rasti [14].

Lygybé ABA =0 bus teisinga tik tuomet, kai B(ImA4) < KerAd zr. 1.3.1.3 pav.

(ImA)*

1.3.1.3 pav. Vaizdavimas operatoriy A4 ir B
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Remiantis [14] ir 1.3.1.3pav. matome, jog egzistuoja tokie sarysiai:
Kerd™ =(ImA)*,

ImA™" = (Kerd)*.

1.3.2 SPECIALUS OPERATORIAI - EKSPONENTE IR GEOMETRE
BEI JU SAVYBES

Viena i§ svarbiausiy operatoriaus savybiy — operatoriaus tobulumas.

11 apibrézimas. Sakysime, kad operatorius A yra tobulas, jeigu V¢, € C israiska chAk yra
k=0

C> —><Fx;+

taip pat tiesinis operatorius tiesinéje erdvéje <Fx;+ C > ty. B= chAk : <F;;+ C >
k=0

Priesingu atveju, operatoriy vadinsime netobuluoju. Operatoriy B vadinsime analiziniu

operatoriumi.

Pastebésime, kad jei operatorius A4 yra tobulas, tai jo pseudoatvirkstinis operatorius A
netobulas. Gali biiti ir abu netobuli.

Tarkime, A4 yra tobulas operatorius, tada eksponenté apibréziama taip:

Z%Ak =exp(4)=e”. (1.3.2.1)

—o K.

=~

Eksponentés savybes:
1). (exp(4))" = exp(-A),
2). jei e yra atvirkstinis e”,tai e’ e =" =€’ =1,
3). jei AB=BA,tai e’ e’ =™’

Pateiksime tobulojo ir netobulojo operatoriy pavyzdziy.

Pavyzdziai:

1. Integralinis operatorius L:<Fx;+ C> yra tobulas, nes V¢, e C, k €Z,, operatorius

C>—><Fx;+

B = chLk kiekvieng algebring eilute f(x) = Zalxl atvaizduoja i algebring eilutg

k=0 =0

f(x) =Bf(x) = (chLk J(z alx’J =c,a, +(c,a, +cya,)x + (% a, + % +c,a, sz +..,  (1.3.2.2)
k=0 =0 .

nepazeisdamas baigtinio sumavimo bei baigtinés daugybos principu.
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2. Diferencialinis operatorius D : <Fx;+ C> - <F;;+ C> yra netobulas, nes

+00 +00
(Z c, D" j(z a,xlj =(c,a, +ca, +2c,a,+..)+..., kai ¢, #0, keZ,, ty. pazeidZiamas baigtinio
k=0 =0

sumavimo principas.
Lema. Tarkime, kad tiesinis operatorius A yra aukstinantysis operatorius. Tuomet egzistuoja

operatorius
g)=3 4",
k=0

kuri vadinsime operatoriaus A geometre arba, tiesiog, geometre.

I 11 apibrézimo i§plaukia, kad operatoriai g(A) ir e’ yra analiziniai.
Geometrés savybes:
1. Operatoriui g(A4) egzistuoja atvirkstinis operatorius (g(4))™"',ty. (g(4) "' =1-4.
2. Tarkime, operatoriai 4 ir B yra aukStinantieji ir komutatyvis. Tada egzistuoja g(4) ir g(B)
tokie, kad
(4-B)g(A)g(B) = g(4)—-g(B).
3. Jeioperatoriai 4 ir B yra nebiitinai komutatyvis, tai teisingos lygybés:
g(A)g(B) = g(A+ B - A4B),
g(A+B) = g(A)g(Bg(4)) = g(g(B)A)g(B)
Taip pat 1-g(1-g(4))=4.

Siy savybiy jrodymus galima rasti [14].

1.3.3 TIESINIO OPERATORIAUS 4 SKAIDYMAS
I ESMINE IR PAGALBINE KOMPONENTES
12 apibrézimas. Operatoriaus A iSskaidymq A= A, — A, vadinsime struktiriniu déstyniu,
jeigu tenkinamos sqlygos:
I ImA4, oImA,
2. A" - A yra tobulas operatorius.

Tuomet, A, vadinsime esmine komponente, o A, — pagalbine komponente.



5 teorema. Tegul A: <Fx;+

C> - <Fx;+

destinys, tuomet teisingi tokie sqrysiai:
Ag(4,"4)= 4, ,
Al =g(4"4) 4,
Kerd = g(ZO_l - A))- Kerd,,
Kerd4,=(1- g(ZO_1 -A)))-Ker4,
A(-A4,"4)=4
V Irodysime (1.3.3.1) sarysio teisinguma. Tarkime, turime
AgC%*A):A§§C%*AJk:(Am—AJ@+ESA,+C%*4)(ZRAJ+“)=
= Ay + (A A, VA + (A Ay VA A A+ — A — AA A - AA 44,7 A . =
= Ay + (4, 4 1) 4g(4,' 4).
Pastebéjg, kad Im 4, © Im 4, , gauname AOZOAA1 =4,ty. (Aozof1 -4, =0.
Vadinasi, sarysis (1.3.3.1) teisingas.
Toliau i§ (1.2.3.1) sarysio turime, kad ~ Ag(4, " 4)(1— A4, A) = 4,14, 4)),
todél A= A,(1—4,"'4), t.y. (1.3.3.5) sarysio (1.3.3.1) i$vada.
Atlike¢ pertvarkymus, turime
A(g(Ay " A) Ay VA= (A, = 4)g(Ay " A) Ay (Ay = 4) = 4,4y (A, — 4) =
= Ay d) Ay~ A A, A = A -4 = 4
ir
g(Ay " 4) A,V Ag(4, AV A" = g(4, 4) A, 4,4, = g(4, 4) A4,
Gauname, kad (1.3.3.2) sarysis taip pat teisingas.
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C>, o A= A,— A yraoperatoriaus A struktiirinis

(1.3.3.1)
(1.3.3.2)
(1.3.3.3)
(1.3.3.4)

(1.3.3.5)

Tarkime f, € Kerd,,ty. A, f, =0, tuomet gauname, kad Ag(A4,"'4)f, = 4,f, =0, t.y.

g(4,'4) f, e Kerd. Jeigu fieKerd, ty. Af,=0, tada A(0—-4,"4)f =0, ty.

(1—-A4,"'4) f, € Kerd,.

IS gauty priklausomybiy iSplaukia, kad (1.3.3.3) ir (1.3.3.4) sarysiai teisingi. A

SprendZiant operatorines lygtis yra taikomos ir §ios teoremos.
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6 teorema. Tarkime, kad A,B: <F;;+

C> — <Fx;+

C>. Tuomet

KerAB = KerB® B™'(KerAnImB). (1.3.3.6)
V Kadangi
AB((KerB) ® B~ (Kerd n1m A)) = AB((KerB) ® ABB™'(KerA N ImB) c A(Kerd) = {0},
tai

KerB ® B™'(KerA N 1ImB) < KerAB (1.3.3.7)
Tarkime, kad f € KerAB.Tada f=f+f, ,kai f,€KerB, f,e(KerB)" ir
ABf = AB(f, + f,) = A(Bf,) =0. Vadinasi, Bf, eImB ir Bf, € KerA.Tod¢l Bf, € KerANImB.

Kadangi f, € (KerB)* ir Bf, e KerAnImB, tai turime, kad §_le2 =1 arba
f, € B'(KerAn1ImB).
Vadinasi, f =f#+f, € KerB® E’I(KerA NImB), ty.

KerAB c KerB ® B™'(KerA N 1mB) (1.3.3.8)

I8 gautyjy sarySiy (1.3.3.7) ir (1.3.3.8) gauname, kad (1.3.3.6) sarysis taip pat teisingas. A

7 teorema. Tarkime, kad A,B: <Fx;+ C> - <Fx;+ C>. Tuomet
KerAB = KerA ® KerB . (1.3.3.9)
tada ir tik tada, kai
B(Kerd) = KerAnImB. (1.3.3.10)

V Pakankamumas. Tarkime, kad (1.3.3.10) sarysis teisingas. Tuomet nuosekliai apskaiciave

turime
B™'(KerA n1ImB) = B™'B(KerA N (KerB)* ® KerA N KerB) =
= E_IB(KerA N (KerB)") = Kerd N (KerB)* .
I8 (1.3.3.6) gaunama, kad

KerAB = KerB ® E_I(KerA N ImB) = KerB ® Kerd N (KerB)" =
= KerB ® KerA m KerB ® KerA n (KerB)" = KerB ® KerA ’

nes KerAn KerB — KerAB ir KerB @ Kerd N KerB = KerB .
Biatinumas. Sakykime, kad (1.3.3.9) sarysis teisingas. Tuomet

KerdB = KerB ®B~'(KerA N 1mB) = KerB ® KerA

arba

B(KerB @E_I(ImB N KerA)) = B(KerB @ KerA), t.y. (ImB N KerA) = B(Kerd). A
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1.3.4 DIFERENCIALINIU LYGéIU SPRENDIMAS, TAIKANT TIESINIUS
OPERATORIUS
Sioje dalyje pateiksime keleta pavyzdziy, kuriuose diferencialinés lygtys yra i§sprestos, taikant
tiesinius operatorius.

1. Pasinaudodami anksciau iSdéstyta teorija, operatoriniu metodu iSspresime diferencialing lygti

yH_zy — O’

t.y. surasime $ios lygties sprendini y(x) eiluciy tiesinéje erdveje <Fx;+

C).
Duotoji lygtis operatoriniu metodu yra uzraSoma taip:

(D" =2-1)y(x)=0.
Pazymeékime A= sz —2-1. Pasinaudodami operatoriaus struktiiriniu iSdéstymu, nustatome
komponentes.
Esminé komponenté — 4, = D, ,0 pagalbiné — 4, :=21. Tuomet Im 4, = ImD.’=F.,
ImA4, =Im2-1=F , =>ImA4,=ImA4,.
Operatoriaus sz pseudoatvirkstinis operatorius bus szz

47 =D =L].
Patikrinsime, ar teisingai suradome pseudoatvirkstini operatoriy. Patikrinima atliksime pasinaudodami,
anksc¢iau minétomis, pseudoatvirkstiniui operatoriui bidingomis savybémis.

A4, 4= 4,=D’L’D}> =D/,
A 44 =47 =LD]L =L

Norint surasti duotosios diferencialinés lygties sprendini, pirmiausia, reikia surasti branduolj
Ker4 = g(ZO_lA1 )Ker4, .
Zinome, kad g(ZoflAl) = g(Lx22 -1). [rodysime, jog operatorius 2071141 yra tobulas operatorius.

Anksciau buvo irodyta, kad operatorius L yra tobulas ((1.3.2.2) lygybé).

g(4, ' 4)=gL ) 1=(1+2L  +4L" +.)- 1= 2L *".

k=0
~ +00 . " 400 xl 400 400 x2k+l +00  +00 xm
A x)=>»2"L a,—= a =2k+l=m)= a,—=
(A AN () =2 2 LT D 7= 2 D ey = =22

+00  +00 m

={l=0=>m=2k}=> > a, , —

X
k=0 m=2k m!



m

1, m<2k +00  +00
=(pazymime ¢, = J=40o=>m=+0 ;=
(p zy mk {O, m> 2%k } ;; fm@m-2k —_,

+00  +00 +o0 m/2 +oo ((m/2 m
D)) IWANELES 3) WHNESSS 3 DI

m=0k=0 'mOkO 'mOkO

m/2
= Zamfzk su Vm yra baigtiné. Vadinasi operatorius A(;IA1 yra tobulas.
k=0

Kerd = g(A," 4)Kerd, = Ker(D,” —2-1) = g(2L.*)KerD,’

Kadangi KerD® ={a,+ax|a,,a, €C}, tai

Ker(sz -2-1)= g(ZLJCz)(a0 +a,x) = aog(2Lx2) 1+ alg(Zsz) x=a,(1+

41

(f x) L (2’
+ﬁ(\/_ s

Tuomet lygties sprendinys yra

G207 G20 e g (f 21y L0207

Y =ana == "t 5|

Patikrinsime, ar surastas sprendinys yra, i$ tiesy, duotosios diferencialinés lygties sprendinys.

N W20’ (20 | 4 (f x) , (20’ _
D’ y(x)=D, (ao(n SRR \/_(\/_ Gt
a3 020 6200 g (f 1) (ﬁxf =

0 2! 4! f 51 ’
=a0<1+(€f) +(Jiic) af W+ (f 22)° (fs ?c) )

PRI V20! (2v' (f x) L (2x)° B
21 y(x) =21 (a0(1+ TR \/_(\/_ el
:a0(1+<ﬁ;> Mﬁ;ﬂ) )+ A (2 29 “%;) )
:>(sz—2-l)y(x)=(a0(l+(€;c) +(*€T) jL(f (*/_x) (*/55;‘) +...)J—

5

Gautaji, duotosios lygties sprendini, galime uZrasyti taip:

_(ao(l"'(\/zzf)z +(\€T)4 611 (\/_ (\/_X) (\/EST)S +)]=0

N

e
y(x)={a, 5 +ﬁ a,,a, € C}.

(ﬁ;)z CERN

32
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2. Sakykime, duota diferencialiné lygtis:
y'—=xy=0.
Uzrasome §ig lygti operatoriniu metodu:
(D, - X1)y(x)=0.
Pazymékime A=D_ - X1 Pasinaudodami operatoriaus  struktiriniu iSdéstymu, nustatome
komponentes.
Esmin¢é komponenté — 4, := D_ , pagalbiné¢ — 4, == X1=X.
ImA,=ImD =F_, Im4, = ImX = {ax+a,x’+..|a, eC}, =>ImA4, o Im4,.
Operatoriaus D_ pseudoatvirkstinis operatorius bus L _:
A'=D"=L_.
Patikrinsime, ar teisingai suradome pseudoatvirkstinj operatoriy. Patikrinima atliksime pasinaudodami,
anksCiau minétomis, pseudoatvirkstiniui operatoriui biidingomis savybémis.
A A4, =4, =D.LD. =D,
4,744, =4, =LD.L. =L..
Norint surasti duotosios diferencialinés lygties sprendinj, pirmiausia, reikia surasti branduolj
Kerd = (g"(;éio_lA1 )KerA4, .
Zinome, kad g(ZO_lAl) =g(L, }) . Irodysime, jog operatorius ZO_IAI yra tobulas operatorius.
Anksciau buvo jrodyta, kad operatorius L yra tobulas ((1.2.2.1) lygybé).
g4, ' 4)=g(L X)=(1+LX +(LX) +..).
g(ZO_lA1 ) f(x)=(1+ LXY + (LXY)2 +o )@ +ax +a,xt +.) =a, +ax +a,x’ + ...

a,x’ N a,x’ N
5 3 T

Kadangi yra nepaZzeistas baigtinis sumavimo principas, todél operatorius Lx} yra tobulas.

Kerd = g(A4,”' A)Kerd, = Ker(D, — X -1) = g(L. X )KerD,

Kadangi KerD =R, tai
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2 4 6

Ker(D, - X)=g(LX)C=1+L X + (LX) +..=1+°— 4+ X

] E)C o

2 2-4 2-4-6
=l+—+ +
2

2! 3! 4!

Duotosios lygties sprendinys yra:

‘C2

y(x)z{c-e?|ceR.

1.3.5 OPERATORINIS KOSI UZDAVINYS

Suformuluosime operatorini Kosi uzdavini [14].

C> - <Fx;+

Tarkime, turime tiesini operatoriy A : <Fx;+ C > Tuomet operatoriné lygtis Af = f ,

f eImA, turés be galo daug sprendiniy, jeigu tik Kerd # {0} Paémeg atskiraji sprendini  f,, t.y.

Af, = f‘ ir bet kuri f, € Kerd, gauname, kad [ =f + f, yra lygties Af = f sprendinys, nes

A

ACfi+ f)=Ah+Afy =1
Norédami i8skirti operatorinés lygties Af = f vienintelj sprendini £, prijungsime papildoma
operatoring lygti 7f =¢ , ¢ Q, kai Q yra specialiai parinkta aibé, vadinama Kosi salygy aibe.

13 apibrézimas. Operatoriniy lygciy sistemq

{Af(x) = f(x), f(x) e Im 4 (13.5.1)
Tf()=4¢ G0

vadinsime Kosi uzdaviniu, jeigu jq tenkina tik vienintelis sprendinys f .
8 teorema. Sakykime, kad duota operatoriné lygtis Af = f , /} eImA, kai

A: <Fx;+

C> — <F;;+

C> ir tiesiné erdve <Q;+

C>. Tarkime, kad egzistuoja tiesinis operatorius

T: <Fx;+

C> atzvilgiu. Tuomet

C> ir <Q;+

C>, tenkinantis sqlyga TR =1 ir be to, (1.3.5.1)

C> abipus vienareikSmiskas erdviy <KerA;+

C> - <Q;+

c} VN <KerA;+

egzistuoja tiesinis operatorius R: <Q;+
Kosi uzdavinys turi vienintelj sprendini [, uzrasomq tokia operatorine forma:

S=(0-RT)A"+Rq. (1.3.5.2)

V Matome, kad operatoriaus R, tenkinancio salyga TR =1, egzistavimas iSplaukia i§
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operatoriaus 7, nusakancio abipus vienareik§miska tiesinés erdvés <KerA;+ C> vaizdavima | tiesing

erdve <Q;+

C> , €gzistavimo.
Parodysime, jog (1.3.5.2) operatorin¢ iSraiSka tenkina (1.3.5.1) lygc€iy sistema. Kadangi
a) AA' f=f,kai felmd,
b) RTA™'f € Kerd it A(RTA™'f)=0,
¢)Rg € Kerd ir A(RG)=0.
Taigi
A(1=RT)A"' f +RG)=AA" f — ARTA™' f + ARG = |
ir
T((1-RT)A"'f +R§)=(T —TRT)A™' f + TR = § , kadangi TR =1.
Tarkime, kad egzistuoja du sprendiniai f, ir f,, kurie tenkina (1.3.5.1) lygciy sistema.

Tuomet turime, kad f = f, — f, tenkina tokius sarysius:

ACf, = 1) = Af =0,
r(fi-£)=1f =0,

ty. feKerd ir feKerT,tuopaciu f € KerAn KerT .

Kadangi 7 abipus vienareikSmiSkai vaizduoja aib¢ Kerd {aibe Q,tai Kerd N KerT = {0}
PrieSingu atveju, kai f € KerANnKerT ir f#0,tai Tf =0 ir be to, f=RTf =R0#0, kas yra
negalima (tiesinis operatorius R visuomet tenkina tik tokj sary$§i RO=0). Vadinasi, /=0, t.y.
f, =1, o tai reiSkia, kad (1.3.5.1) lygc€iy sistema turi viena ir tik vieng sprendini, uZraSoma (1.3.5.2)
formule. A

1 pastaba. Jeigu (1.3.5.2) israiskoje esantis operatorius T, tenkina papildomai reikalavimq
KerT = (KerA)", tai TZ_lf =0, kai f elmA, be to, (1.3.5.2) israiska virsta i
f=A"f+Rg. (1.3.5.3)
2pastaba. Jeigu pasirenkame Q = KerA,, kai A= A,— A yra struktirinis operatoriaus A,
esancio (1.3.5.1) Kosi uzdavinio formuluotéje, déstinys ir T tenkina salyga KerT = (KerA)",
tai sprendinys (1.3.5.2) israiskoje igyja toki pavidalq:
S0 = g(dy A)A " f () + £,(00), (13.5.4)
kai felmA, Jo(x)e Kerd, =0 .

Kad §i pastaba teisinga, matome i§ At = g(;évlo_lAl)f/IO_l ir R= g(ZlO_lAl).
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Pavyzdys.
Tarkime turime tokia diferencialing lygti:
y=y=0.
UZraSome $ia lygti operatoriniu pavidalu.
(D, =Dy(x)=0

Pazyméj¢ A=D, -1, nustatome komponentes. A4,:=D,  yra esminé¢ komponenté, o 4 =1 —
pagalbiné komponenté. 2071 =D, '=L, yra tobulas operatorius (1.2.2.1). Kerd, =KerD, =C,
ImA4,=ImD, =F, ImA=Im(D_-1)=F,.

Suformuluojame Kosi uzdavini:

{@%—Dﬂﬂ=ﬁ@%ﬂﬂ€ﬁ}
Ty(x)=4,4€Q

T(a,+ax+ax’+..)=a,c KerD, =>ImT =R, Q=R, TF. > R.
X x2 X x2

T: {c[(l+—+—+...]};+R <—><R;+R>:R, T(c((l+—+—+...j]:c.
I 2 2

R=g(L), T=1-LD,.
Pasinaudodami A~ = g(ZO_IAI)ZO_l , uZraSome:

1

(Dx - 1) = g(Lx)Lx *
Kosi uzdavinio sprendinys uzraSomas taip:

y(x)=(1=TR)A'$(x)+ R .

Tuomet, miisy diferencialinés lygties sprendinys yra

ﬂ@=U—O—QDﬁﬂhﬁg@JAXﬂﬂ%k=g@ﬂ@ﬁ+@=U+%+Lf+mW§+@=

2 3 4 2 3 4
X

X X X
=—+—+—+. . +c(l+x+—+—+—+..)=ce.
20 3 4 20304
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1.4 NETIESINIU DIFERENCIALINIU LYGCIU SPRENDIMO ALGORITMAS,
TAIKANT OPERATORIN] METODA

1.4.1 APIBENDRINTASIS DIFERENCIJAVIMO OPERATORIUS

Tarkime, turime triju kintamyjy algebring eilute

+00
_ k l.n
F, —{ Zaklnx st a, € C}

k.l,n=0

def
ir funkcija f, = f,(x,s,¢), k=12,..,n. Funkcija f, yra laipsniy eilut¢ nuo x,s,r. P(x,s,t) ir
O(x,s,t) yra daugianariai.

def
14 apibrézimas. Tiesinj operatoriy D, = P(x,s,t)D, + Q(x,s,t)D, vadinsime apibendrintuoju

diferencialiniu operatoriumi.

Pavyzdys.
Sakykime D, =sD, +tD,, tada
D x"=(sD,+tD)x" =s-0+1-0=0,
D s*xt’ = (sD, +tD,)s’xt’ = 25 xt> +3s°xt’ = 5s°xt°,
D x"s't" = (1 +k)x"s't".
Apibendrintasis diferencijavimo operatorius pasizymi tokiomis savybémis:

9 teorema. Teisinga lygybé

D> a.f,=>.aD,f.a R (1.4.1.1)
k=1 k=1

10 teorema. Teisinga lygybé
D, (i 1) =Dy ) o + /(D 1) (1.4.1.2)

def def def
V Pazymékime f = f(x,s,t), P= P(x,s,t), O=0(x,s,t).

D, (f,- f2)=(PD +OD)(f,- /,) = PD.fi f; + OD f.f, =

=(P(D, )+ QD f)) f, + H(P(D, 1)+ O(D,f)) =
= (D, ) Lo + LDy 1)
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11 teorema. Teisingos lygybés:

S DN KD (1.4.13)

D 1n: 1}1_l D, 1), D,
S =0 (D f) 7 7

\Y
D, f" =(P(x,s,t)D, + Q(x,s,0)D,) ;" = P(x,s,t)D, f;" + Q(x,s,t)D,f," =
=nf,"" (P(x,5,)(D, f;) + O(x,5,t)(D, ;) = nf}" (D, f,)-

Antroji lygybe irodoma analogiskai.

1.4.2 MULTIPLIKATYVUSIS OPERATORIUS
def +00 def
15 apibréZimas. Tiesinj operatoriy g(L D,)=G(D,,)= Z(LxDS,)k, kai (L.D,)’ =1,
k=0

vadinsime multiplikatyviuoju operatoriumi.

Pavyzdys.

def
Tarkime, D, =tD, —sD,, tuomet

2 3
G(D,)s=s+ st ¢t 4. =scosx+isinu.
roo2r 3
Imkime, jog

2 3
X

G(D,)s” =s> + ts% +(F - sz)% ~ 215+ = (scos X +15in x)%, (G(D,)s).=G(D,),... ,

X X .
G(D, )t =~s —t1—+s—+t——s——... =—(scosx +1sinx).

Multiplikatyvusis operatorius tenkina lygybes:
Gy af, = a,Gf,. (1.4.2.1)
k=1 k=1

12 teorema. Galioja lygybé

G(f(s,0)) = f(Gs,Gt). (1.4.2.2)



V lvesime tokias funkcijas:

y, =Gs =y,(x,s,1),

v, =Gt = y,(x,s,1),

z=Gf(s,t) = z(x,s,1),

w= f(GSaGt) = f(J’1(an,t)aJ/2(anat))-

[rodysime, kad z=w.
z, :%=DXZ(LX Vs =D (1+ L (P(x,s,6)D, + O(x,5,£)D,) +
X k=0

+ (L (P(x,s,t)D, + Q(x,s,t)D, N +..)s=0+ (P(x,s,t)D, + O(x,s,t)D,)s +
+(P(x,s,t)D, + O(x,s,t)D,)(L.D,)s +...= (P(x,s,t)D, + O(x,s,t)D,)Gs.

= % = (P(x,5,0)D, + O(x,5,1)D,)y,(x,5,1) = aal Plx.s,0—- 6y‘ +O(s.0) =" 6y‘
X X

AnalogiSkai gauname, kad

oy, oy, oy, . Oz 0z 0z
22 = P(x,5,0) 22 + O(x,5,0) 22 it — = P(x,5,1) — + O(x,5,1) —.
o~ PEsDT i Oes )2 n i o= Plos ) oo+ Qs 2

e ow
Dabar apskai¢iuosime rol
X

a_w_ af(yl(xasat)ay2(xasat)) _ 8f(u,v) .a_u_}_ af(uav) .@_
Ox ox ou u=y Ox ov |lu=y Ox

V=2 V=2

_ I wy) Pty 2+ O(x, 5.0y 2y + LWV (P(x,5,0)—* @, S+ O(x.s t) )—

ou |u=y, 0os ot ov u=y, Kai
V=> V=0
_p 9wy R /ACRY) o L0 of (u,v) [SNCACAD) M|
ou |u=y, (')s ov |u=y Os ou |u=y, 61 ov u=y ot
V=" V=0, V=0, V=20,
P&f(Gs,Gt)+Q6f(Gs,Gt) :Pa_w+Qa_w‘
Os ot Os ot

x=0, tai Z(O,s,t):i(Lx D) f(s, t) :f(s,t)+0+0+... .

39
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=s ir y,(0,5,)=> (LD =t =
O k=0 t

2(0,5,0)= Y (LD,)'s
k=0 =0

S =

= w(0,s,t) = f(Gs

O,Gtx _ O) = f(s,?).

X =
Gavome, jog z(0,s,t) =w(0,s,t) = f(s,t) (kraStinés salygos sutampa).

Todél
2(0,s,t) = w(0,s,1) .

13 teorema. Teisinga lygybé

Gl - HE, (1.4.2.3)
£,(s,t)  £,(Gs,Gt)

V Pazymésime:
¥, =Gs = y,(x,s,1),
¥y =Gt = y,(x,8,1),
o hiD
f2(s,0)
(GG _ f(01 (5,0, (55,0)
£:(G,GO)  f,(1(5,5.0),7,(x,5.1)

=z(x,s,1),

Irodysime, kad z =w.

12 teoremoje irodéme, kad teisingos lygybés

o oy oy
—=P 5 ’t -+ 5 ’t P
ox = Fes o+ Obes

% = P(x,s,t)% + Q(x,s,t)%

Oox Os or
Analogiskai gauname, kad
0z < k ﬁ(%a)’z)
P Dx (LxDst) DN =Dx(1+Lx(P(x,s,t)Ds + Q(X,S,I)Dt)'i'
ox ; fz(yloyz)
F(L(P(o5.0)D, + 0. 5.0D,)Y +.) 20122) _(py s \D, + 0(x,5,0)D)G L1 2102).
S 1,) S5 0,)

oz Oz oz
_:P 5 :t ~ 5 7t ~
:>ax (x,s )aS+Q(xs )6t



e . OW
Apskai€iuosime —.

W _ (iuy))e - fr(3) -

ox

Si62a) - (). _

Ox (fz(yl’yz))z
of,(u,v) i‘ af,(u,v) ov | B of,(u,v) 7u of,(u,v) ov
ou |u=y Ox ov |u=y Ox So(3:2) = i (31:72) ou |u=y Ox ov |lu=y ox
_ V=0V, V=>" V=0V, V=0, _
(.1, ,))"
of, (u, 0 M, Ny,
el Pesn T 0T+ B (pesn T+ 060G | L0
_ V=0, V=0, _
(L0 3,))°
0 [ LD (Plsn 2 0w 2+ LU (presn 24050 22
u U=y, Os ot ov  |u=y Os ot
V=20, V=02, _
(L3 3,))°
o (u,v) o (u,v) o . (u v) » , 9 (u,v) oy
P 1 O 1 el 2 1 2 el
S(31:72) ou |ju=y, 6s+ ov |lu=y Os ~ ) u=y, 6s+ ov |lu=y Os
B V=0, V=), V=0, V=0,
(L2)
o (u,v) W, ohwv) Ko 9 (u,v) (u v) ACAY] o
A /012 ou |u=y 6s ov |u=y Os ~0022) u=y, 8s ov lu=y 0s
4 V=D, V=), V=), V=0,
(L2
ow
ty. —= —
" as Q@t
Tarkime, kad x =0, tuomet gauname z(0,s,¢) = Z:(LY D f (s, t) =f(s,t)+0+0+...

1(0,5,0) = Z(Lx )

Todél

w(0,s,t) = f(Gs

= i 300 = Za%w

,Gt
X

k=0

=t.
t=0

=S,
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Vadinasi, z(0,s,t) =w(0,s,t) = f(s,t) (kraStinés salygos sutampa). Todel z(0,s,7) = w(0,s,?).

Galioja ir Sios lygybés:

G(D,)(fi + /) =G(D,) f, + G(Dy) f>. (1.4.2.4)
G(D,)s*t' =(G(D,)s)" - (G(D,)t)'. (1.4.2.5)
A

Pavyzdys.

def
Tarkime, D, =tD, —sD,, tada

G(D)s’t* =(1+ L (tD, — sD,) + (L, (tD, — sD,))* + (L (tD, — sD,))’ +...)s’t* =

2
=5 +(3’s* - 2s4t)% +(6t's —9t°s” — 857" + 855)% +..=

2 3 2 3
(P st s 38 ) (P2t 2 a4,
I 2 3! I 2 3!

Sprendziant diferencialines lygtis, taikomos ir Sios lygybés:

2 3

G(D, V" = 2(4@)%” = (v" + %n ' %n(n "+ %n(n —Dn—-2" + j = (x+v),
G(D,) f,(v,5,8) = f.(x +V,5,0), (1.4.2.6)
(1-LD,)f,(v,s,t) = f,(0,s,¢),v €R.. (1.4.2.7)

def
Kai D, =D, + P(s,t)D, + QO(s,t)D,,

G(D,)f,(v)=G(D,)f,(v)= i(LxDV ) /i) =(f1 (V) + %(fl (V) + j = fHix+v), (1.4.2.8)

G(D,)f,(va5.) =3 (LD, + P(s.0)D, +O(s.0)D,))" f(v.5.1) =

= f(G(D,,)v,G(D,,)s,G(D,,)t),...

(1.4.2.9)
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1.5 NETIESINIU DIFERENCIALINIU LYGCIU
SPRENDINIU SUDARYMAS
1. y'=P(y) lygties sprendinio sudarymas

Tarkime, turime diferencialing lygti
V' =P(y). (1.5.1)

Surasime Sios lygties sprendini y = y(x,s) . Duotosios lygties pradiné salyga yra y(0,s) ==

Sudarome geometre
G=2 (L) (P(s)D,)" .
k=0

Tuomet sprendinys uzraSomas taip:

y(x,8)=Gs. (1.5.2)

V Irodysime, kad (1.5.2) sprendinys tenkina (1.5.1) lygti.
(¥(x,5)). =D Gs=D_(1+ L P(s)D, + sz (P(s)D,)’ +..)s=D_(s+L.P(s)Ds+...)=

=(P(s)D, + P(s)D,L _P(s)D, +...)s = P(s)D,(1+ L _P(s)D, + sz (P(s)D,)* +...)s =
= GP(s)D s = GP(s) = P(Gs) = P(y(x,s))

= V.=P().

Gs 0:(]+LXP(S)DS+...)S=S = y(0,5)=s.
Y=

2. y! =P(y,y") lygties sprendinio sudarymas

Sakykime, turime diferencialing lygti
Ve =P, ). (1.5.3)

Surasime §ios lygties sprendini y = y(x,s,¢). Duotosios lygties pradinés salygos yra

v(0,s,0)=s ir y!(x,s,t) =t.
x=0
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Sudarome geometre
G =Y (L) (D, +P(s,ND,)" .
k=0

Tuomet sprendinys uzraSomas taip:

y=y(x,s,t)=Gs. (1.5.4)

V Irodysime, kad (1.5.4) sprendinys tenkina (1.5.3) lygti.

(y(x,s))! =D.Gs = (Dx)z(l +L.(tD, + P(s,t)D, +...))s =D (tD, + P(s,t)D, +...)Gs =
=D Gt = G(P(s,t) = P(Gs,Gt) = P(y,)")

= yi,=P0,)).

Gs =(1+LD,+(LD,) +.)s=5s = =Gt=t. A
x=0 ‘ x=0

3. y! =P(x,y,y") lygties sprendinio sudarymas

Sakykime, duota diferencialiné lygtis

Ve =P(x,,)") (1.5.5)

su pradinémis salygomis:
y(x,s,t) =s ir (y(x,s,10)), =t, (1.5.6)
X=V xX=v

kai P(x,s,t) yra daugianaris arba funkcija, iSreiSkiama visur konverguojancia eilute. Tada duotosios

diferencialinés lygties sprendinys yra
(x— V) k
y(x,5,t) = Z ((D, +tD, + P(v,s,t)D,)*s), v eR. (1.5.7)

Irodysime, jog, i$ tiesy, $i iSraiSka yra duotosios diferencialinés lygties sprendinys.

V Tarkime

def def def +o0 xk
D, =(D, +tD, +P(v,s,t)D,), z=z(x,5,t,v)=G(D,,)s= ZF(Dm)kS.

k=0
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Remdamiesi (1.4.1.1) — (1.4.1.3) ir (1.4.2.1) — (1.4.2.9) lygybémis, apskai¢iuojame z’,z":

Z'(x,5,t,v)=D.G(D,)s =D, G(D,,)s = Dth(Lx(DV +tD, + P(v,s,t)D,))\ s =

k=0
=(+L.(D, +tD, + P(v,s,t)D,)) + (L (D, +tD, + P(v,s,t)D,))* +...)- D, s =
=(1+L (D, +tD,+ P(v,s,t)D,)+ (L (D, +tD, + P(v,s,z‘)Dt))2 +..)-L (D, +tD, + P(v,s,t)D,))s =

= f(Lx (D, +tD, + P(v,s,t)D,))" (L, (D, +tD, + P(v,s,t)D,))s =

k=0

= f(LX (D, +tD, + P(v,s,t)D,))"t = G(D,)t.

k=0
.y . s . ",
Analogiskai apskaiciuojame z' :

Z"(x,s,t,v)=D.G(D, )t =D, ,G(D,)t = DVS,Z(LX (D, +tD, + P(v,s,t)D,))" t =

k=0
=(1+L.(D, +tD, + P(v,s,t)D,) + (L (D, +tD, + P(v,s,t)D,))* +...)- Dt =
=(+L.(D, +tD, + P(v,s,t)D,)) + (L (D, +tD, + P(v,s,t)D,))* +...)- L. (D, +tD, + P(v,s,t)D,))t =

= f:(Lx (D, +tD, + P(v,s,t)D,)) (L (D, +tD, + P(v,s,t)D,))t =

k=0

= io(LX(DV +tD, + P(v,s,t)D,)))* P(v,s,t) = G(D,,)P(v,s,t).

k=0

Remdamiesi (1.4.2.9), uzrasome:

G(D,,)P(v,s,t) = P(G(D,,)v,G(D,,)s,G(D,)t) = P(x+v,z(x,s,t,v),z.(x,s,t,V)).
IS pastarosios lygybés:

z! (x,8,t,v) = P(x+Vv,z(x,s,t,v),z.(x,s,t,v)).Pazyméje x = x —v, gauname:

z! (x—v,s,t,v)=P(x,z(x—Vv,s,t,v),z (x —V,s,t,V)).
+00 (x _ V)k .

= z(x—V,s,t,V) = ZT((DV +tD, + P(v,s,t)D,)"s) .
k=0 :

Vadinasi, y(x,s,t,v) yra duotosios diferencialinés lygties sprendinys.

Pavyzdziai:
1. ISspresime tokia diferencialing lygti:
y' =y =0.
1§ ankséiau iSdéstytos teorijos, Zinome, kad P(x,y) = y*, kurio pradiné salyga yra
(0,s) = s. Tuomet, pasinaudojg Sia savybe, galime uzrasyti taip:

P(x,s)=s".
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Sprendinys duotosios diferencialinés lygties atrodys taip:

y(x,s) dz‘g(LxP(x,s)DS)f(s) =g(L P(x,s)D )s=(1+L, (szDs) + sz (SZDS ) +.)s =

2 3

I L 235t o =s(l+sx+(sx)° +(sx)° +..) =
1 1-2 1-2-3
kai |sx|<1, tai |x|<— S
p—t S — .
I—sx

Patikrinsime, ar gautasis sprendinys tenkina duotaja lygti.

!

s st (s ? oy
1-sx )" (1-sx) 1—sx yers

2. Rasime sprendini tokios diferencialinés lygties:

Vet y=0.

Sios lygties pradinés salygos yra:

y=(x,8,0)

=s ir (y=(x,s,1))" =t.
xX=v xX=v

Daugianaris P(v,s,t) =—s.

Siuo atveju sprendinys uzraSomas taip:

(x=1)*
k!

y(x,s,t):z (D, +tD, —sD,)"s =
k=0

2
= (1+¥(DV 1D, —sD)+ & ;) (D, +1D, —sD,)> +...Js =

§+...) =scos(x —v)+tsin(x —v).

PP P 7 I AN 2}

I! 2! 3! 4

Gavome, kad sprendinys y(x,s,t) = scos(x —v)+¢sin(x —v).
Patikrinsime, ar Sis sprendinys tenkina duotaja lygti.

yio=(scos(x —v) +tsin(x —v))" = (=scos(x —v) —tsin(x —v))

Gautajq iSraiska statome i duotaja lygti.

—scos(x —v)—tsin(x —v) =—(scos(x —v) +tsin(x —v)),

—scos(x —v)—tsin(x —v)+scos(x —v) +zsin(x —v) =0,

0=0.

Matome, jog gautoji iSraiska, 1§ tiesy, yra duotosios diferencialinés lygties sprendinys.
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1.6 DIFERENCIALINIU LYGCIU SPRENDINIU
ARTINIU SUDARYMAS

Norint, diferencialinés lygties sprendima operatoriniu metodu realizuoti kompiuteriu, reikia
sudaryti sprendinio artinius.

Sudarysime sprendinio artinius (1.5.5) diferencialinei lygc¢iai. Pradinés salygos s,z,v yra susietos

tokiais sarySiais[13]:

y(x,s,6,v)) = y(x,8,,8,,v,) ,

+o0 (V -V k
S, = Y(Vy,8,1,V,) = Zpk(sl,tl,vl)27'l),
kai - | (v, —v,)*!
. Vv
t, = (y(x,sl,tl,vl))xx v, _zpk(SDtl’VI)ﬁ.

Kadangi, kompiuteriu galime paskaiciuoti tik baigtini skaiiy p,(s,t,v) nariy, todél sudarome

sprendinio y(x,s,?,v) artinius:

* S x—v)*
y (8,0,1)) = Zpk(sl’tl’vl)%
k=0 !

. c x—v,)"
Yy (%,8,5,1,,V,) = Zpk(szatzsvz)%-
k=0 '

9

Zinome [13], kad

* *
N Vo,s5,8,v) = 1, (V58,,6,V5).

Norédami surasti artiniams yk*(x, sk*,tk*,vk) pradines salygas, remiamés tokiomis lygybémis:

* di‘. * ( 1+1 ) 1 6 1
S it =Y, (Vt+1’ i l ’V) Zpk(sl ¢ ) ( oUe )
% def * * % N P (V —V.)k71
tin =y, (x5, ,t, V), = S, ot V) 1.6.2
1 (yz ( i )) x=Vl.+1 ;pk( ) (k—l)! ( )

VN . * . * . . . e ey ev . . .
Apskaiciavus pradines salygas s :+1 1ir ¢ ;+1, naudojantis pastarosiomis iSraiSkomis bei centra v,, kai
v.,=v,, +A_, ¢ia A_ yra zingsnis, gaunamas daugianaris — sprendinio artinys. Kartojant §j procesa
daug karty, gaunama aib¢ artiniy su skirtingais centrais v, .

Gauti artiniai pakankamai tiksliai apraSo sprendinius centry aplinkose v,, taciau nuo jy tolstant

paklaida ,,neproporcingai* didéja.



48

Todél, norint sukonstruoti tiksly sprendini, sudedami atskiri sprendiniai intervaluose, priklausanéiuose
nuo centry kitimo zingsnio.

Vadinasi, konstruoti sprendinio artinj reikia tokiu sarysiu:

. def  x
v (x,8,t) = y,(x,8; ,t,,V,), (1.6.3)

. A, A,
kai v, ——*<x<v, +—=.
2 2
Pasinaudoj¢ pastaruoju sarySiu, gausime sprendinio  y(x,s,t), su Vx,s,tz reikSmémis, artini

¥ (x,5,1).

1.7 RUNGES IR KUTOS METODAS

Pirmuyjy skaitiniy diferencialiniy lygc€iu metoduy sukiiréjais laikomi I.Niutonas ir L.Oileris [11].
Vienas dazniausiai taikomy apytiksliy diferencialiniy lygciy sprendimo metody yra Runges ir Kutos
metodas. Pirmieji Rungés ir Kutos metodai buvo zinomi jau XXa. pradzioje [11]. Nors, kai kurie
diferencialiniy lygciy sprendimo metodai, priklausantys Runges ir Kutos metody klasei, buvo aprasyti
anksciau, taciau jie buvo pavadinti kitais vardais.

Rungés ir Kutos metody klasei priklausantis Zinomas auk$¢iausios eilés metodas yra 10-osios.

Bendra Rungés ir Kutos metody schema [11]
ApraSysime bendra Rungés ir Kutos schema.

15 apibrézimas. Tarkime, kad teigiamas sveikas skaicius s zZymi stadijy arba etapy skaiciy,

Qs Qs Ay ey Ay Ay s A 3Dy, DS Co e yra realieji skaiCial. Tada metodas, nusakomas

formulémis

kl :f(xm7ym)5
k, = f(x, +c,h, y, +ha,k),
ky = f(x, +c3h, y, +h(ayk, +ay,k,)), (1.7.1)

k,=f(x,+ch, y, 6 +h(a,k +..+ a, k),

Vos1 =Vm +h(bk, +D,k, +...+b k),
vadinamas s stadijy isreikstiniu Rungés ir Kutos metodu.
Cia y,,, =y(x,.), X,., =x, +h, h— integravimo Zingsnis.
Koeficientai ¢, paprastai tenkina salyga
Cy =Qy, C3=05 +dg,e., C =a +..+a, . 1.7.2)

Sia salyga pirmasis pradéjo taikyti V.Kuta. Ji palengvina aukstesnés eilés Runges ir Kutos
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formuliy koeficienty skai¢iavima.Naudojant zemesnés eilés Rungés ir Kutos metodus, (1.7.2) salyga

néra biitina.
16 apibrézimas. Formulée

ym+1 = ym +h(b1kl +b2k2 ++bvkv )’

apibiidina p-tosios eilés Rungés ir Kutos metodaq, jeigu ji sutampa su

Bk B
ym+1:ym+ymh+ym?!+ym§+"'+y m n!

+....

formule (su Teiloro eilute) iki p-tosios eilés isvestinés imtinai.
1964m. Dz.K.Buceris [5] pasiiilé (1.7.1) formulg vaizduoti 1.7.1 lentele.
1.7.1 lentelé
S stadijy Rungés ir Kutos metodas

cs asl asZ as,s—l
bl b2 bs—l bs
1.7.2 lentelé

Pataisytasis Oilerio metodas

0
1

1
‘1/2 1/2

1.7.3 lentelé

Klasikinis ketvirtos eilés Rungés ir Kutos metodas

0
1/2 1/2
1/2 0 1/2
1 0 0 1
1/6 2/6 2/6 1/6

(1.7.3)

(1.7.4)
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1.7.4 lentelé

4-osios eilés Rungés ir Kutos metodas

0
1/3 1/3
2/3 -1/3 1
1 1 -1 1

1/8 3/8 3/8 1/8

Norint, kad (1.7.3) formul¢ apibudinty p- tosios eilés Rungés ir Kutos metoda, reikia (1.7.1)
1SraiSkos koeficientus apskaiciuoti taip, kad (1.7.3) formulé sutapty su Teiloro eilute iki p-tosios eilés
imtinai. Todél reikia padaryti taip, kad (1.7.3) ir (1.7.4) formuliy koeficientai prie ty paciy iSvestiniy

buty vienodi. 1.7.5 lenteléje [5] pateikiame salygu skaiciaus priklausomybe nuo metodo eilés p.

1.7.5 lentelé
p-tosios eilés Rungés ir Kutos metodo sglygy skaicius
Eilé p 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Salygu 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205

skaiéius

1.8 RUNGES IR KUTOS METODO PAKLAIDOS IVERTINIMAS
Sprendinio lokaligja paklaida galime apskaiciuoti dviem metodais: Ri¢ardsono metodu;
naudodami idétasias formules.[11]
Ricardsono metodas

Tarkime, kad diferencialing lygti »' = f(x,y), tekinancia prading salyga y(x,) = y,,
sprendZiame p-tosios eilés Runges ir Kutos metodu. Pagal taska (x,;y, ), naudodami integravimo

zingsnj h, apskai¢iuojame (y,.,)". Taip pat, naudodami integravimo Zingsnj 4/2 ir du kartus pritaike

"2 Tada, laikydami, kad sprendinio (p+1)-osios eilés isvestiné yra

metoda, apskaic¢iuojame (y, )
pastovi, galime paraSyti:

ym+1 = (ymH)h + Cth:

) (1.8.1)
ym+1 = (ym+l)h/2 +2C(h/2)[7 1;

¢ia y,,, — tiksli sprendinio reikSme.

IS (1.8.1) sistemos gauname, kad metodo paklaida
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h2 h
err = 2C(h/2y?* = o)~ = W) (1.8.2)
27 —1
Gausime tikslia metodo paklaida, jei remdamiesi (1.8.2) formule y“**"(x) bus pastovi,
W2 h
priesingu atveju a(y ’””)2[7 iy net) % vertins metodo paklaida.
Pastebésime, kad nors
(ym+ )h/2 - (ym+ )h
Voot = ()" 4 2o (1.8.3)

yra (p+1)-osios eilés formule, taciau praktiskai ja naudotis nerekomenduojama. Geriau vietoj jos
taikyti (p+1)-osios eilés Runges ir Kutos metoda.

Norint pagal (1.8.2) formule apskaiciuoti metodo paklaida, kiekviename sprendinio taske reikia
3 kartus taikyti p-tosios eilés metoda. Todél pastaruoju metu placiai naudojamas kitas, racionalesnis,
metodo paklaidos jvertinimo biidas — jdétosios formulés.

Idétosios formulés

[détyjy formuliy idéja labai paprasta. Pasinaudodami tokiomis paciomis stadijomis,
Sukonstruokime dvi p-tosios ir g-tosios eilés formules. Tada jy rezultaty skirtumo modulis ivertins

metodo paklaida, t.y. reikia sudaryti tokia lentele (zr. 1.8.1 lentel¢), kad formulé

Vi1 =V +h(bk, +Dbk, +...+ b k)
biity p-tosios eilés, o formule

P = Vo + 1Dk, + bk, +...+ b k)
bty g-tosios eilés.

1.8.1 lentelé

p-tosios eilés Rungés ir Kutos metodas

0

) ay

3 a3 Ay

c, a, a, a,
b b, . b, b
b b - b, b

Dazniausiai | p— q| =1. Tada

err =y, = P - (1.8.4)
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Idétosios formulés paprastai zymimos p(g), ¢ia p nurodo eile metodo, pagal kuri apskai¢iuojamas
sprendinys, o g — eilg¢ metodo, kuris padeda jvertinti paklaida err ir kartu valdyti integravimo Zingsni.
Tikslesnés formulés yra tos, kuriy p>q. Kaip nurodyta literatiroje [5], placiausiai Siuo metu
naudojamos Rungés, Kutos ir Felbergo SesSiy stadiju 5-osios (4-osios) eilés, Dormano ir Prinso
septyniy stadijy 5-osios (4-o0sios) eilés bei dormano ir Prinso trylikos stadiju 8-osios (7-osios) eilés
1détosios formulés. Jos pateigtos atitinkamai 1.8.2, 1.8.3, ir 1.8.4 lentelése.

1.8.2 lentelé

Rungés, Kutos ir Felbergo 5-osios (4-osios) eilés metodas

0
11
4 | 3
31 3 9
g | 32 3
121932 7200 729
13 (2197 2197 2197
Dl T 3680 sas
216 513 4104
1lCs o, Moass 1
2 |27 2565 4104 40
16, 665 28561 9 2
Ymi | 135 12825 56430 50 55
A S T 1408 2197 1
Yma | D16 2565 4104 5

1.8.3 lentelé

Dormano ir Prinso 5-osios (4-osios) eilés metodas

0
L
5 5
3032 2
10 40 40
4 4 6 32
5 45 15 9
8| 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729
1 9017 355 46732 49 5103
3168 33 5247 179 18656
| 2% 1 2187 1
384 1113 192 6784 &4
35 500 125 2187 11
e T U ==y S
384 1113 192 6784 &4
. 5179 0 7571 393 92097 187 1
Y 57600 16695 640 339200 2100 40
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1.8.4 lentelé

Dormano ir Prinso 8-osios (7-osios) eilés metodas

0

c2 a2l

c3 a3l a32

c4 a4l 0 a43

c5 asl 0 a53 a54

c6 a6l 0 0 a64 ab5

c7 all 0 0 a74 a75 a’6

c8 a8l 0 0 a84 a85 a86 a7

9 a9l 0 0 a% a95 a% a97 a98

c10 al0Ol 0 0 al04 al05 al06 al07 alO8 al09

cll alll 0 0 alld all5 all6 all7 all8 all9 alll0O

cl2 al2l 0 0 al24 al25 al26 al27 al28 al29 al210 al211

cl3 al31 0 0 al34 al35 al36 al37 al38 al39 al310 al311 O

Vsl bl 0 0 0 0 b6 b7 b8 b9 b10 b1l p12 bl3
Vit bhl 0 0 0 0 bh6  bh7 bh8 bh9  bh10  bhll bh12 0O

Sios lentelés koeficienty reik§meés pateiktos [5] literatiiroje.

1.9 MAZIAUSIU KVADRATU METODAS
Maziausiuy kvadraty metodas — tai dazniausiai taikomas suglodinimo metodas. [11] Jis
formuluojamas taip: koeficientus a, (k = O,_n) reikia apskaiCiuoti taip, kad f(x;) ir F(x,) skirtumy

kvadraty suma biity pati maZiausia, t.y. reikia minimizuoti
2= (F(x;,a0,0a,) = 5,)", (1.9.1)

¢ia f(x;) yra funkcija apibréZzta reikSmiy lentele, o F'(x;) — aproksimuojanti funkcija.
(1.9.1) formule nusakyta tikslo funkcija turi vieninteli ekstremuma, kuris apskaic¢iuojamas i§ lygciuy

sistemos

— =0, k=0,n (1.9.2)

UZdavinio formulavimas
Duoti taskai (x,;y,), i = 1,m . Reikia rasti toki n-tosios eilés (n<<m) polinoma

-1
F(x,a,,....,a,)=a,x"+a, ,x" +..+ax+a,,
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su kuriuo
“ ! k
z= Z(anxi” ta, x" +..+ax +..t+ax +a,—-5)

turéty maziausia reikSme.

Pastebésime, kad Siuo atveju (1.9.2) lyg€iy sistema igis iSraiSka

aOle.k —i-aleik+l +...+an2xi Z} x", k=0,n. (1.9.3)
i=1 i=1 i=l1 i=1
Sakykime turime funkcija
y=ax’+bx+c, (1.9.4)
Nusakyta reikSmiy lentele (x,,v,), i =1,m. Simbolis ¥, rodo, kad f(x) reikSmés taskuose x, yra

apytikslés.

Tuomet parametrai a,b,c randami i$ lyg€iy sistemos

aZx +b2x +ch = mxz)N/l
aZx +b2x +ch —nyl (1.9.5)

m

aZx +b2x +cm = Zyl
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2 TIRTAMOJI DALIS

2.1 MATJE TIPO DIFERENCIALINES LYGTIES SPRENDIMAS
OPERATORINIU METODU
ISspresime Matjé tipo diferecialing lygti
y"+hy'+b*(1+acoswx)siny =0, (2.1.1)

kai pradinés salygos yra y(v) = = ¢, operatoriniu metodu. Cia y(v) =s — $vytuoklés

=t — pradinis greitis.

Pagal anksciau iSdéstyta teorija, uzraSome duotosios lygties sprendinj y(x,s,?,v) taip:

y=y(x,8,t,v) = g(L (D, +tD, — (ht +b*(1+acoswv)sins)D,))s =

Z(x V) (D, +tD, —(ht+b* (l+acoswv)sms)D) s) =

=[1+ (X;V) (D, +tD, —(ht +b*(1+acoswv)sins)D,) +

(x 2V) (D, +tD, — (ht +b*(1+acoswv)sins)D,)* +.. j

(ht +b*(1+acoswv)sins) + (b*awsinssinwv —b’tcoss(1+acoswv) +

=s+t(x—v)—(x 2V) (x 3"/)

+h(ht +b*(1+acoswv)sins) +...

def
Pazymékime p, =(D, +tD, — (ht +b*(1+acoswv)sins)D,)" s, tada
Py (s,t,v)=s, p (s,t,v) =t, pz(s,t,v) = —(ht + bz(l + acoswv)sins),

ps(s,2,v) = b awsin s sin wv —b*t cos s(1 + acos wv) + h(ht +b*(1+acos wv)sins),...,

Pl = (DV +tD, —(ht+b2(l +acoswv)sins)Dt )pk, keZ,.

ISsprendg diferencialing lygti operatoriniu metodu gauname sprendinio artinj, sudaryta i$
daugianariy. Lyg¢iu sprendima operatoriniu metodu galima realizuoti Maple aplinkoje. Pavaizduosime
(2.1.1) lygties sprendinj, sudaryta i§ daugianariy, kuri gavome Sios lygties sprendima operatoriniu
metodu realizave kompiuteriu.

Kai y(0)=0.1, »'(0)=0.1, slopinimas #=0.01, a=0.5, b=0.5, sukimosi greitis w=0.5,
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zingsnis g =1, daugianariy aukS¢iausias laipsnis 7 =9, daugianariy kiekis, 1§ kuriy sudarytas

sprendinio artinys m =20, tai gauta daugianariy aibé pavaizduota 2.1.1pav. Kiekvieno daugianario

centrai v, yra skirtingi.

0.3
0.2

n.1§
(x) '

0]
017

0.2

0.3

\
\

2.1.1 pav. Sprendinio artinio daugianariai

Kiekvieno S§io daugianario dalis intervale v, —0.5<x<v,+0.5 (pagal 1.6.3 iSraiSka) apraso

sprendinio artinj. Palikdami tik tas daugianariy dalis, kurios aprasSo tiksly sprendinj, gauname

»(x)

011

—|:|.2'_

2.1.2 pav. Sprendinio artinys

Didinant daugianariy laipsnj gautas sprendinio artinys tiksliau apraso sprendini.
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2.2 SVYTUOKLES DIFERENCIALINES LYGTIES SPRENDINIU
PRIKLAUSOMYBES NUO PRADINIU SALYGU TYRIMAS

Tam, kad iSvengtume jvairiy rasiy klaidy tyrima atliksime dviem kokybiskais, skirtingais
metodais: operatoriniu bei Rungés ir Kutos.

Tirsime (2.1.1) diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybg nuo pradiniy salygu, kai
h=0.01,w=1,a=05,b=0.5.

Spresdami duotaja diferencialing lygti operatoriniu metodu daugianariy laipsni imsime =9, o
peréjimo tarp sprendinio daugianariy centry Zingsnis g =1. Rungés ir Kutos metodo skaifiavimui
naudosime standarting funkcija dverk 78.

Tyrima atliksime, kai pradinés salygos y(x)=0.01..0.25 , y'(x) =0.01..1.40 . Keisdami

pradines salygas stebésime, kaip kinta tiriamos diferencialinés lygties sprendinys fazinéje plokstumoje.

1. Kai pradinés salygos yra y(0)=0.07, »'(0)=1.15, tai tiriamos Matjé tipo diferencialinés
lygties sprendinys, gautas skaiCiuojant operatoriniu bei Rungés ir Kutos metodais, pateiktas fazinéje

plokStumoje 2.2.1 pav.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazing ploksturma

151 151
1-
' 11 yr 1
051
05
a 20 o e 0
u 20 40 B0
0.5
0.5 y

2.2.1 pav. Sprendinio grafikas, kai y(0)=0.07, y'(0) =1.15, fazinéje plok§tumoje

Siuo atveju x = 0...150. Matome, jog sprendinys nusistovi ant y asies, kai y'=0.
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2. Kai pradinés salygos y(0)=0.07, »'(0)=1.27,0 x=0...100, sprendinys pavaizduotas

(2.2.2 pav.).
Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Fazing ploksturma

1.3

131
1.2

1.2
1.1

1.1

!/
1
!
Yo 4

0.9

0.9
06

0.6
D.?- T T T T T

0.7 . . . . . 0 20 40 B0 80 100

0 20 40 51 a0 100 y

y
2.2.2 pav. Sprendinio grafikas, kai y(0)=0.07, y'(0) =1.27, fazinéje plok§tumoje

3. Kai pradinés salygos yra y(0)=0.08, y'(0) =1.14, tai tiriamos diferencialinés lygties

gautas sprendinys yra pateiktas fazinéje plokstumoje 2.2.3 pav.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazing ploksturma

10 0 a0 40 50 i

2.2.3 pav. Sprendinio grafikas, kai y(0)=0.08 , »'(0) =1.14, fazinéje plok§tumoje

Siuo atveju x =0...150.



4. Kai pradinés salygos y(0)=0.15, y'(0)=1.25,0 x=0...100, diferencialinés lygties

sprendinys fazinéje plokStumoje pavaizduotas (2.2.4 pav.).

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Fazingé plokstuma
1.3
1.3
1.2
12
1.1
1.1 ,
' Yoo
1_
0.9
097
0.5
0.8 U
0.7
07
0 20 40 B0 80 100
0 20 40 A0 80 100 y

y

2.2.4 pav. Sprendinio grafikas, kai y(0)=0.15, »'(0) =1.25, fazinéje plokstumoje

5. Kai pradinés salygos yra y(0) =0.04, y'(0)=1.09, tai tiriamos diferencialinés lygties

gautas sprendinys, pateiktas fazinéje plokStumoje 2.2.5 pav.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazingé plokstuma

1.5': 15
1.4 ]

] 11

] '
1.29 Y

0.51

17 ]

0.5 a 10 20 0 40 50

: y
0.5 -0.54
D'd_- T T T T T ‘1 :

0 20 40 B0 an a0

Yy

2.2.5 pav. Sprendinio grafikas, kai y(0)=0.04 , y'(0) =1.09, fazinéje plok§tumoje
Siuo atveju x = 0...100. Matome, kad sprendinys fazinéje plokstumoje skai¢iuojant skirtingais

metodais skiriasi. Skirtumai dazniausiai pastebimi peréjimo zony ribose.
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IStyrg sprendiniy priklausomybg nuo pradiniy salygy, nustatéme, kad tiriamos Matjé tipo
diferencialinés lygties sprendiniai, priklausomai nuo pradiniy salygu, turi du nusistovéjusius rezimus.
Peréjime tarp ty rezimy pastebimi ir chaoso reiskiniai. Didele jtaka rezimo tipui turi »'. Skai¢iuodami
operatoriniu metodu, kai y'=0..0.79 gavome vieno tipo rezima, zonoje y' =0.79..1.19 — dviejy tipu
rezimus, o kai y'=1.19..1.4 — kito tipo rezima. Tyrima atlikdami Rungés ir Kutos metodu, kai
y'=0..0.79 gavome vieno tipo rezima, zonoje y'=0.79.1.21 — dvieju tipy rezimus, o kai
y'=1.21..1.4 —Xkito tipo rezima.

Rezima, kuris gaunamas, kai Svytuoklé nesisuka, o virpa apie savo prading padéti, vadinsime
pirmojo tipo rezimu. O rezima, gauta, kai Svytuoklé sukasi pastoviu greifiu, lygiuw, vadinsime
antrojo tipo rezimu.

Pastebésime, kad pirmojo tipo rezimas nusistovi ne tik ant koordinaciy pradzios, bet ir
ant y aSies simetriskai )’ aSies atzvilgiu.

2.2.6 pav. pavaizduotas pirmojo tipo rezimas fazinéje plokstumoje ir fazinéje erdvéje. Siuo

atveju 1 =0.01, w=1, a=0.5, b=0.5, 1(0)=0.02,'(0)=0.5.

2.2.6 pav. Pirmojo tipo rezimas fazinéje plok§tumoje (y/y’) ir fazinéje erdvéje (¢/y/y")

Antrojo tipo rezimas fazinéje plokStumoje ir fazingje erdvéje pateigtas 2.2.7 pav.
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500
880
127 860
1.11 840
' 820

200
0.9 -0.4

!)'))

i
“\
5.‘

I

|
|
!s

)

_ 11 12 1.3
081 : . . . . y—wt '
B0O0 520 Bdn B0 aa0 500
Y

2.2.7 pav. Antrojo tipo rezimas fazinéje plokStumoje (y/y’) ir fazinéje erdveéje (1/y—wt/y")

Siuo atveju antrojo tipo rezimas pavaizduotas, kai #=0.01, w=1, a=0.5, b=0.5, y(0)=0.02,

y'(0)=13.
Nustatysime skirtingas traukos sritis, skai¢iuodami operatoriniu bei Rungés ir Kutos (dverk78)
metodais.

2.2.8 pav. pateikti rezultatai, gauti skai¢iuojant operatoriniu metodu.

0,25

0,2

0,15

0,1 1

0,05 -

0,4 0,6

2.2.8 pav. Rezimy priklausomybé nuo pradiniy salygy, skai¢iuojant operatoriniu metodu

Tamsiai (zvaigzdutémis) Zyméjome antro tipo rezima, o baltai (t.y. i$ vis nezymeéjome) pirmo
tipo rezima. Daugianariy laipsnis, i$ kuriy sudarytas sprendinys, lygus 9, daugianariy kiekis — 100,

g=1, =001, w=1,a=05, b=0.5, y(x)=0.01..0.25 , y'(x)=0.01..1.40.
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Skaiciuojant Runges ir Kutos metodu, gauti rezultatai pateikti 2.2.9 pav.

A

0,25

0,2 -

0,15

0,1 1

0,05

0,4 0,6

2.2.9 pav. Rezimy priklausomybé nuo pradiniy salygy, skai¢iuojant Rungés ir Kutos metodu
Siuo atveju taip pat tamsiai Zyméjome antro tipo rezima, o baltai — pirmo tipo. Metodui realizuoti
naudojome standarting Maple funkcija dverk 78.
Tam, kad matytume ar skiriasi traukos sritys skai¢iuojant skirtingais metodais, pateikiame
2.2.10 pav. Siame paveikslélyje kryzeliais Zyméjome antro tipo rezima, gauta skai¢iuojant Rungés ir

Kutos metodu (dverk 78), o pilkais rutuliukais — operatoriniu metodu.

A
0,25
Operatoriniu metodu
0.2 1 % Rungés ir Kutos metodu
0,15 -
y
0,1 -
0,05
0 ‘ : :
0 0,2 0,4 0,6

2.2.10 pav. ReZimy priklausomybé nuo pradiniy salygu
Ribas, tarp skirtingy traukos sri¢iy, gautas skai¢iuojant operatoriniu metodu zyméjome briikSnine

linijja, o gautas Runges ir Kutos metodu — istisine linija. Matome, kad ribos skaiCiuojant skirtingais
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metodais truputi skiriasi. Norint tikslinti ribas, skaiCiuojant operatoriniu metodu galima didinti
daugianariy laipsni.

Pasinaudodami maziausiy kvadraty metodu (1.9.5) nustatysime kreiviy lygtis, skiriancias
skirtingas traukos sritis, gautas skai¢iuojant operatoriniu bei Rungés ir Kutos metodais.

Tiriant operatoriniu metodu diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybg nuo pradiniy
salygu, gauta kreiveés lygtis, skirianti sritj, kuriag sudaro pirmojo tipo rezimas, nuo srities, kurioje
egzistuoja abieju tipy rezimai yra

y=213y">-34y'+13.6,

y 0.01 {0.06 [0.11 [0.14 | 0.2 022 |0.24

y' 1078 10.77 10.78 |0.77 | 0.87 | 0.88 | 0.89

O tiriant Rungés ir Kutos metodu lygtis yra

y=93y" —-14.5y'+5.7,

y 0.01 [0.06 |0.11 |0.14 [ 0.2 |0.22 |0.24

y' 1082 [0.77 [0.77 [ 0.77 | 0.83 |0.88 |0.91

Lygtis, aprasanti kreive skiriancia sriti, kurioje yra abieju tipy rezimai, nuo srities, kurioje
egzistuoja tik antrojo tipo rezimas, skaic¢iuojant operatoriniu metodu yra
y'=19,
o Runges ir Kutos metodu
y'=21.
Pastebésime, kad parabolés lygties, gautos skaiciuojat operatoriniu metodu, koeficientai dvigubai

didesni nei lygties, gautos skai¢iuojant Rungés ir Kutos metodu.

2.3 MATJE TIPO DIFERENCIALINES LYGTIES SPRENDINIU
PRIKLAUSOMYBES NUO PARAMETRU a IR » TYRIMAS

IStirsime, kaip (2.1.1) diferencialinés lygties sprendiniai priklauso nuo parametry a ir . Tyrima
atliksime operatoriniu bei Runges ir Kutos (dverk78) metodais.

Svytuoklés sukimosi greitj laikysime lygiu 1 (w = 1), slopinima % = 0.01. Duotos lygties
pradinés salygos y(0)=0.5, »'(0)=1.5.

Tirsime, kaip Matj¢ tipo diferencialinés lygties sprendiniai, kai @ =0.01..0.30 ir 5=0.01..2,
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kinta fazinéje plokStumoje. Skai¢iuodami operatoriniu metodu daugianariy laipsni, 1§ kuriy sudarytas
sprendinio artinys, imsime lygu 9, o skaitmeny skaiciy po kablelio — 80.
1. Kai a=0.23,0 b=0.42, duotos diferencialinés lygties sprendinys fazinéje plokStumoje

pavaizduotas 2.3.1 pav. Siuo atveju x =0...150.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazine plokstuma
1.5

-0.51

2.3.1 pav. Sprendinio grafikas, kai a =0.23, b =0.42, fazinéje plokStumoje
Siuo atveju skaidiuojant tiek operatoriniu metodu, tiek Rungés ir Kutos metodu, sprendinys nusistovi
ant y asies.
2. Kai a=0.27,0 b=0.69, gautas sprendinys pavaizduotas fazinéje plokstumoje 2.3.2 pav.
Sprendinys pateiktas, kai x =0...150.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Faziné plakstuma 16
il
ﬂ 1.4
1.4
1.2
1.2
!
' Yoo
Yo
0.5
i | ! |
u ' | oed| | |
06 J | l |
o O 20 40 60 80 100 120 140
O 20 40 BD 80 100 120 140

2.3.2 pav. Sprendinio grafikas, kai a =0.27,b =0.69 , fazinéje plok§tumoje
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Gavome, kad sprendinys, skai¢iuojant abiem metodais, nusistovi ties y' =1.1.

3. Kai a=0.15,0 b=0.73, duotos diferencialinés lygties sprendinys fazin¢je plokStumoje

pavaizduotas 2.3.3 pav. Siuo atveju x =0...100.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazine plokstuma

0.84

067

0.47

2.3.3 pav. Sprendinio grafikas, kai a =0.15,b=0.73 , fazinéje plokStumoje
Skai¢iuojant Rungés ir Kutos metodu sprendinys nusistovi ant y, o operatoriniu — ties ' =1.2
4. Kai a=0.23,0 b=0.68, gautas sprendinys pavaizduotas fazinéje plokstumoje 2.3.4 pav.
Sprendinys pateigtas, kai x =0...150.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Fazingé plokstuma 164
15 “ n n
THTTTE v T
1.4
1.24
1.2
y, 1
o
0.8+ h
0.6 J L l
05 I
06 l l
. . . . . 0 20 40 B0 &0 100 120 140
O 20 40 BOD  BD 100 120 140 y

2.3.4 pav. Sprendinio grafikas, kai ¢ =0.23 , b = 0.68 , fazinéje plokStumoje
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5. Kai a=0.36,0 b=0.43, duotos diferencialinés lygties sprendinys fazinéje plokStumoje

pavaizduotas 2.3.5 pav. Siuo atveju x =0...100.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazine plokstuma

1.5 1.57
14 Ly
[ y’ 1
y ]
054 |:|.5'_
0 —— g 5 10 15 0 25
5 10 15 20 25
y
Yy 0.5
0.5

2.3.5 pav. Sprendinio grafikas, kai « =0.36 , b =0.43 , fazinéje plokStumoje
6. Kai a=0.4,0 b=0.54, gautas sprendinys pavaizduotas fazinéje plokstumoje 2.3.6 pav.
Sprendinys pateiktas, kai x =0...100.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Fazing ploksturma
1.4
1.47
1.2
1.21
1_
!
' 17 y
0.5
051
0.6
0.5
0.4
0 , S . 0 20 40 B0 a0 100
0 20 40 B0 80 100

2.3.6 pav. Sprendinio grafikas, kai a =0.4 , b = 0.54, fazinéje plokStumoje
Pastebésime, kad ne visuomet rezZimy tipai sutampa skaiciuojant skirtingais metodais. Dazniausiai
skirtumai pastebimi peré¢jimo i§ vienos traukos srities 1 kita zonoje. Vieno parametro, kuris labiau

itakoja rezimo tipa i$skirti negalime, nes abu, tiek a tiek b, itakoja panasiai.
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IStyre Svytuoklés diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybg nuo parametry a ir b
nustatéme, jog tiriamos lygties sprendiniai, priklausomai nuo parametry, turi du nusistovéjusius
rezimus. Taip pat pastebimi ir chaoso reiskiniai. Siuo atveju, kaip ir tiriant diferencialinés lygties
sprendiniy priklausomybg¢ nuo pradiniy salygy, pirmojo tipo rezimu vadinsime rezima, kuris
gaunamas, kai §vytuoklé virpa apie savo prading padéti. Kai Svytuoklé sukasi pastoviu grei¢iu, gauta

rezimga vadinsime antrojo tipo.

Pirmojo tipo rezimas pavaizduotas fazinéje plokStumoje ir fazinéje erdveje 2.3.7 pav. Rezimas

gautas, kai y'(0)=1.5, y(0)=0.5, n=0.01, w=1, a=0.23, b=0.53.

2.3.7 pav. Pirmojo tipo rezimas fazinéje plokstumoje (y /') ir fazinéje erdvéje (¢/y/y")
Kai y'(0)=1.3, »(0)=0.02, h=0.01, w=1, a=0.23, b=0.53, gautas antrojo tipo rezimas

pavaizduotas 2.3.8 pav..

700 =
— %)
| % e
#"‘-"-—'-"'____"‘
111 = =
RO e e T
e — o=
K t -.'.«-L*“-"_-=:—-—" =
] e — e
e L
B R, . B
- E200 b 0.4
_ B0 0z
Ny 08 09 1 17 132 13
550 560 &N 580 550 y'
y

2.3.8 pav. Antrojo tipo rezimas fazinéje plok$tumoje (/") ir fazinéje erdvéje (t/ y—wt/y')

Naudodamiesi operatoriniu bei Rungés ir Kutos (dverk78) metodais, nustatysime skirtingy
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2.3.9 pav. pateikti rezultatai, gauti skai¢iuojant operatoriniu metodu. Tamsiai (zvaigzdutémis)

zyméjome antro tipo rezima, o baltai (t.y. 1§ vis neZyméjome) pirmo tipo rezima.

0,3

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05

0,2

v

0,4 0,6 0,8 b

2.3.9 pav. Rezimy priklausomybé nuo parametry a ir b, skaifiuojant operatoriniu metodu

IStyrus Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybg nuo parametry a ir b Rungés

ir Kutos metodu (dverk78), gautos sritys pavaizduotos 2.3.10 pav.

0,3
0,25
0,2
0,15
0,1

0,05

0,2

0,4 0,6 0,8

2.3.10 pav. Rezimy priklausomybé nuo parametry a ir b, skai¢iuojant Rungés ir Kutos metodu

Tam, kad matytume, ar skiriasi traukos sritys, skai¢iuojant skirtingais metodais, pateikiame
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2.3.11 pav. Siame paveikslélyje Zvaigzdutémis Zyméjome antro tipo rezima, gauta skai¢iuojant Rungés

ir Kutos metodu, o pilkais rutuléliais— operatoriniu metodu.

0,25

0,2

0,15

0,1

Operatorinis

0,05 +— x Rungés ir Kutos

0 — -
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 b

2.3.11 pav. Rezimy priklausomybé nuo parametry a ir b
Pastebésime, jog pirmo tipo rezimas yra vyraujantis. Sritys praktiSkai sutampa, skiriasi tik peréjimo

ribos.

2.4 MATJE TIPO DIFERENCIALINES LYGTIES SPRENDINIU
PRIKLAUSOMYBES NUO PARAMETRU # IR w TYRIMAS

Istirsime, kaip Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniai priklauso nuo parametry # ir w.
Tyrima atliksime operatoriniu bei Runges ir Kutos (dverk78) metodais.Keisdami parametra # nuo 0 iki
0.07 (zingsniu 0.001) ir parametra w nuo O iki 1 (Zingsniu 0.01), stebésime kaip kinta lygties
sprendinys fazinéje plokstumoje. Pradinés salygos »(0)=0.1, y'(0)=1.12, o a=0.5, b=0.5
Skaic¢iuodami operatoriniu metodu daugianariy laipsni, i$ kuriy sudarytas sprendinio artinys, imsime
lygu 9, o tiksluma po kablelio 80 skaitmeny.

1. Kai w=0.8, h=0.035, diferencialinés lygties sprendinys fazinéje plokstumoje
pavaizduotas 2.4.1 pav. Sprendinys pateiktas, kai x =0...150.
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Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazingé plokstuma

2.4.1 pav. Sprendinio grafikas, kai w=0.8 , 7 =0.035, fazinéje plokStumoje
Matome, jog Siuo atveju tiriamos lygties sprendinys,skaiCiuojant tiek operatoriniu, tieck Rungés ir
Kutos metodais nusistovi ant y asies.
2. Kai w=0.85, h=0.015, gautas diferencialinés lygties sprendinys pavaizduotas fazin¢je

plokstumoje 2.4.2 pav. Siuo atveju x = 0...150.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Fazing plokstuma 141
1.2 1 2]
! 1
! !
Y y
0.8 0e]
0.6
061
.44
0.4+ T T T T T T
T T T T T . 0 20 40 G0 g0 100 120
20 40 G0 g0 100 120 y
y

2.4.2 pav. Sprendinio grafikas, kai w=0.85 , #=0.015, fazinéje plokStumoje

3. Kai w=0.9, h=0.005, gautas diferencialinés lygties sprendinys pavaizduotas fazin¢je

plokstumoje 2.4.3 pav. Sprendinys pavaizduotas, kai x =0...150.



Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju
Fazing ploksturma
1.4
1.41
1.2
1.21
1-
!/
1] y
0.87
0.5
0.67
0.6
0.4 T T T T T T
0.4 i 20 40 B0 80 100 120
0 20 40 B0 8 100 120

2.4.3 pav. Sprendinio grafikas, kai w=0.85, 2#=0.015, fazinéje plok§tumoje

4. Kai w=0.81, 2=0.066, diferencialinés lygties sprendinys pavaizduotas fazinéje

plokstumoje 2.4.4 pav. Cia x =0...150.

Operatorinio metodo atveju Rungés ir Kutos metodo atveju

Fazing ploksturma

2.4.4 pav. Sprendinio grafikas, kai w=0.81, 2 =0.066, fazinéje plokStumoje

Siuo atveju sprendinys, skaiCiuojant abiem metodais nusistovi ant koordinaciy pradzios.

IStyre Matjé tipo diferencialinés lygties (2.1.1) sprendiniy priklausomybg nuo parametry w ir 4
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nustatéme, jog tiriamos lygties sprendiniai, priklausomai nuo parametry, turi du nusistoveéjusius

rezimus. Taip pat pastebimi ir chaoso reiskiniai. Siuo atveju, kaip ir tiriant diferencialinés lygties

sprendiniy priklausomybe nuo pradiniy salygu bei nuo parametry a ir b, pirmojo tipo rezimu vadinsime
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rezima, kuris gaunamas, kai Svytuoklé virpa apie savo prading padéti. Kai Svytuoklé sukasi pastoviu
greiciu, gauta rezima vadinsime antrojo tipo.

Tirdami pastebéjome, kad pirmojo tipo rezimas nusistovi ne tik ant y aSies, bet ir ant koordinaciy
pradzios. Parametras w rezimo tipui turi didesng jtaka nei 4.

Pirmojo tipo rezimas, gautas tiriant lygties sprendiniy priklausomybg nuo parametry % ir w,
pavaizduotas fazinéje plokStumoje ir fazinéje erdvéje 2.4.5 pav. Rezimas gautas, kai y'(0)=1.12,

1(0)=0.1, 7=0.066, w=0.81, a=0.5,b5=0.5.

140
120

t 100
g0

B0

2.4.5 pav. Pirmojo tipo reZimas fazinéje plok§tumoje (y/ ') ir fazinéje erdvéje (¢/y/y")

Antrojo tipo rezimas, kai y'(0) =1.12, y(0)=0.1, £=0.035, w=0.76, a=0.5, b=0.5

pavaizduotas 2.4.6 pav.

1.1
1

0.9

? 0s] t
0.7

0.6

059
250 270 280 280 300 310 320 330
y

2.4.6 pav. Antro tipo reZimas fazinéje plok§tumoje (y/ ') ir fazinéje erdveéje (¢/y—wt/y'")
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Nustatysime skirtingy truky sritis, naudodamiesi operatoriniu bei Rungeés ir Kutos (dverk78)

metodais.

2.4.7 pav. pateikti rezultatai, gauti skaiciuojant operatoriniu metodu. Tamsiai (pilkais rutuléliais)

Zymejome antrojo tipo rezima, o baltai (t.y. 1§ vis nezymejome) pirmojo tipo rezima.

0,01

0,02

0,03 0,04 0,05 0,06

v

2.4.7 pav. Rezimy priklausomybé nuo parametry w ir A, skaiiuojant operatoriniu metodu

Sritys, gautos iStyrus Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybeg nuo parametry

w ir h Rungés ir Kutos metodu (dverk78), pavaizduotos 2.4.8 pav.

i .

0 ‘

0 0,01

0,02

0,03

0,04 0,05 0,06

v

2.4.8 pav. Rezimy priklausomybé nuo parametry w ir A, skai¢iuojant Rungés ir Kutos metodu



2.4.9 pav. pavaizduotos traukos sritys, skai¢iuojant abiem metodais. Siame paveikslélyje
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zvaigzdutémis kryzeliais zyméjome antro tipo rezima, gauta skai¢iuojant Runges ir Kutos metodu, o

pilkais rutuléliais— operatoriniu metodu.

A
w
1

0,8
0,7 1
0,6 -
0,5 -
0,4
0,3

WAL AS
OO R
SR 2%
0.9 - vy PRES
0 e AN
’ S )
N
D

0,2 -{| © Operatariniu metodu

0,1 1/ Rungés ir Kutos metodu

0

0

2.4.9 pav. Rezimy priklausomybé nuo parametry w ir /

0,01

0,02

0,03 0,04

0,05

0,06 h

»
»

Matome, kad pirmo tipo rezimas yra vyraujantis. Pastebésime, kad kreivés skiriancios skirtingas

traukos sritis, skai¢iuojant abiem metodais sutampa.

Maziausiy kvadraty metodu (1.9.5), nustatysime kreivés, skiriancias skirtingas traukos

sritis, lygti.

Tiriant abiem metodais diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybg nuo parametry w ir

h, kreivés, skiriancios skirtingas traukos sritis, lygtis yra

w=118.014% =10.14h +0.91,

éia
h 0.004 |0.009 |0.023 |0.036 |0.048 |0.052 |0.059
w 0.89 0.1 0.72 0.71 0.71 0.7 0.71

sprendinio, tod¢l apskaiCiuotas daugianaris yra sprendinio artinys. Suradg sprendinio artini

ir ji istate i (2.1.1) lygti, gauname maksimalia netikti

2.5 OPERATORINIO METODO PAKLAIDOS JVERTINIMAS

Kadangi skai¢iuodami kompiuteriu negalime surasti tikslaus Matjé tipo diferencialinés lygties

N
¥ =2 pis,t,v)
k=0

(x=1)*

k!
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14 !

A(x) = max (y*(x)) + h(y*(x)) + S (1+ acos wx)sin(y" (x))|.

Apskaiciuosime kokia yra maksimali netiktis, tiriant diferencialinés lygties sprendiniy

priklausomybe nuo pradiniy salygu bei nuo parametry operatoriniu metodu. IStirsime nuo ko priklauso

paklaidos dydis.

1. Rasime diferencialinés lygties sprendinio artinio maksimalia netikti, kai 2 =0.01, a =0.5,
b=0.5, w=1, per¢jimo tarp sprendinio daugianariy centry zingsnis g =1, o pradinés salygos
»(0)=0.02, »'(0)=0.06.

Gautas paklaidos funkcijos grafikas pavaizduotas 2.5.1 pav.

A(x)
0.0003 1
0.0002

0.0001

0 20 L Rl a0 100
-0.0001

-0.00021

-0.0003
2.5.1 pav. Paklaidy funkcija, kai »(0) =0.02, »'(0) =0.06

Siuo atveju daugianariy skaiius, i§ kuriy sudarytas artinys yra lygus 100, o auks¢iausias jy laipsnis
lygus 9. Gavome, jog maksimali netiktis yra A=3-107".
Pakeitus buvusias pradines salygas i y(0) =0.02, »'(0) = 0.3, gautos maksimalios netikties

grafikas pavaizduotas 2.5.2 pav.
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A(x)
0.0003
0.0002-

0.0001

0 ¥ 0 B0 a0 0

-0.00011

-0.00021

2.5.2 pav. Paklaidy funkcija, kai y(0)=0.02, y'(0)=0.3
Cia daugianariy skaicius, i§ kuriy sudarytas artinys yra 100, o auki¢iausias ju laipsnis lygus 9. Gavome
A=3-10"".

Pastebésime, kad tiriant diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybg nuo pradiniu salygu
netiktis yra apie A =3-107".

2. Rasime, kokia yra maksimali netiktis, kai tyréme sprendiniy priklausomybg¢ nuo parametry a
ir b. Kai #=0.01, a=0.15, b=0.62, w=1, per¢jimo tarp sprendinio daugianariy centry zZingsnis
g=1, m=100, n=9, o pradinés salygos y(0)=0.5, y'(0)=1.5 paklaidos funkcijos grafikas
pavaizduotas 2.5.3 pav.

A(x)

0.014

0.0051

0 Fo ! E'D"l ‘ a0 00

0,005

0.011

2.5.3 pav. Paklaidy funkcija, kai a =0.15, 5 =0.62
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Gavome A=13-10".
Kai a =0.15, b =0.75 paklaidos funkcijos grafikas pavaizduotas 2.5.4 pav.

0.01;
0,008
0.006
0.004]
0,002 I

0] 40 a'nl a0 00
H

0,002

-I:I.I:Il:lflé

2.5.4 pav. Paklaidy funkcija, kai ¢ =0.15, 5 =0.75
Maksimali netiktis yra A =13-107. Tiriant sprendiniy priklausomybe nuo parametry « ir b netiktis yra
apie A=13-10"".

3. Nustatysime, kokia yra netiktis tiriant sprendiniy priklausomybg nuo parametry w ir 4. Kai
a=0.5, b=0.5, pradinés salygos y(0)=0.1, y'(0)=1.12, peréjimo tarp sprendinio daugianariy
centry zingsnis g=1, m=100, n=9, o h=0.025 w=0.77, paklaidos funkcijos grafikas
pavaizduotas 2.5.5 pav.

A(x)

0,005
I:I.EIEIE-;
III.EIEI*IE'f
0.001
III.EIEIEIE-E

0 4 B &8 1m¥12Y14 1 0
-0.0005-

-0.0014

2.5.5 pav. Paklaidy funkcija, kai 7 =0.025, w=0.77
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Gavome A=2.5-10".
Kai 2 =0.035,w=0.77 paklaidos funkcijos grafikas pavaizduotas 2.5.6 pav.
A(x)

0.0021

0.00151

0.001

0.00051

0 i B 8 10 12 14Vi6 18
-0.0005]

0,001

2.5.6 pav. Paklaidy funkcija, kai 7 =0.035, w=0.77
Maksimali netiktis yra A =2.3-10". Gavome, kad tiriant sprendiniy priklausomybe nuo parametry w
ir 4 netiktis skai¢iuojant operatoriniu metodu yra apie A =2.3-107".
Nustatysime, kas jtakoja maksimalios netikties dydj. Rasime paklaida, kai # =0.035, w=0.77,
a=0.5, b=0.5, y0)=0.1, y'(0)=1.12, g=1, m=100, n=9 paklaidos funkcijos grafikas

pavaizduotas 2.5.7 pav.

A(x)
01,0006+
0.0004
0.00021
07 L
0 B0 0 100
H
0.00021

2.5.7 pav. Paklaidy funkcija, kai m =100, g=1,n=9
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Gavome, kad A=6-10"*
Sumazinkime daugianariy skaiciy iki 20, tuomet gautas paklaidos funkcijos grafikas

pavaizduotas 2.5.8 pav.

A(x)

0.0021

0.00151

0.001

0.00051

0 i B 8 10 12 14Vi6 18
-0.0005] .

0,001

2.5.8 pav. Paklaidy funkcija, kai m =20, g=1,n=9

Maksimali netiktis A =2.3-107.
Imkime daugianariy peréjimo tarp centry zingsni g = 0.5 . Gautas paklaidos funkcijos grafikas

pateiktas 2.5.9 pav.
A(x)

Be-06
Ee-na-f
fle-EIE-;
ze-na—f

0; 4 B g 10

-2e-06

-4e-06

2.5.9 pav. Paklaidy funkcija, kai m =20, g=0.5, n=9

Gavome A=8-10"°.



Kai daugianariy laipsni sumaziname iki 6, 0 m =100, g =1, paklaidos grafikas pavaizduotas

2.5.10 pav.
A(x)

0.00044
0.00037
0.0002

0.0001 5

03 40 B0 0 0
0.0001 }{

-0.00021

2.5.10 pav. Paklaidy funkcija, kai m =100, g=1,n=6

Siuo atveju A =4.3-107".

Kai g =1, n=6, m =20, netikties funkcija pavaizduota 2.5.11 pav.
A(x)

0.024

0.014

2.5.11 pav. Paklaidy funkcija, kai m=20,g=1, n=6

Gavome, jog maksimali netiktis yra A =2.2-107.

80
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Sumazinus zingsni iki 0.5, paklaidos funkcijos grafikas pateiktas 2.5.12 pav.
A(x)

I:I.EII:II:IB-;
I:I.EII:II:IE-;
I:I.EII:II:Itl-:
I:I.EII:II:IE-;
03
-EI.I:II:II:IE'E

-EI.EIEIEId'f

-0.0005-

2.5.12 pav. Paklaidy funkcija, kai m =20,g=05,n==6
Cia A=9.2-107".

Atlike tyrima matome, kad netiktis mazéja didinant daugianariy kieki ir juy laipsni bei mazinant
per¢jimo tarp sprendinio daugianariy centry zingsni. Derinant Siuos dydzius maziausia gauta
maksimali netiktis yra A =9.6-10™"* (2.5.13 pav).

A(x)

fie-14-
-4
de-14]
2614

De-14:
Ae-14]
-EE—M'E

2.5.13 pav. Paklaidy funkcija, kai m =20, ¢ =0.071, n =10
Paklaidos funkcija gauta, kai « =0.5, »=0.5, »(0)=0.1, y'(0)=1.12, A=0.01,w=1.
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Pateiksime lentelg, kurioje nurodytos laiko sanaudos tiriant duotosios diferencialinés lygties

sprendinius skirtingais metodais. 2.5.1 lentelé¢je duomenys pateikti, kai 2#=0.01, w=1, a=0.5,

b=0.5, g=1, y(0)=0.1, »'(0) =1.12. Laiko trukmé skai¢iuojama sekundémis.

Skaiéiavimo trukmé

2.5.1 lentelé

Operatorinis metodas Rungés ir Kutos | Rungés ir Kutos
n=8 n=9 n=10 metodas dverk 78 | metodas rkf 45
m=20 8.75 28.18 155.19
m=50 | 27.65 83.4 453.73 2.93 1.10
m=80 | 60.44 174.08 | 813.16
m=100 | 117.38 | 234.68 1077.17
m=150 |374.07 | 438.85 1880.69

2.5.2 lenteléje yra pateiktos sprendinio reikSmés ir tikslumas, gauti skaiciuojant skirtingais

metodais. Duomenys pateikti, kai n=10, o m=20, x =1.2.

2.5.2 lentelé
Sprendinio reikSmés
Metodo pavadinimas Sprendinio reik§mé Paklaida
Rungés ir Kutos (rkf 45) 1.31343913333892815 1-107°
Runggés ir Kutos (dverk 78) 1.31343926781489584 1-1078
Operatorinis metodas
g=04 1.3134392682570654727 33.10°°
g=02 1.3134392676187257155 g.107'
g=0.1 1.3134392676084342204 21-107"
g=0.09 1.3134392676084294955 81-107"
g=0.071 1.3134392676084274833 83.107"
g=0.07 1.3134392676084274620 83.107"
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2.6 PROGRAMINE REALIZACIJA

Kadangi tyrimus atlikome skaic¢iuodami diferencialinés lygties sprendinius operatoriniu metodu,
todél norédami realizuoti §io metodo algoritmus naudojome matematini skai¢iavimo paketa Maple 7.
Si programa turi funkcijas, kuriomis naudodamiesi galime sudaryti ir programiskai realizuoti
diferencialiniy lygc¢iy sprendima operatoriniu metodu. Kiti matematiniai paketai tokiy specialiu
funkcijy neturi.

Operatorinio metodo realizavimui naudojome simbolinio diferencijavimo funkcija diff.
Sprendiniy artinius sudaréme naudodami funkcijas piecewise ir op. Taip pat naudojome simbolinio
prastinimo funkcija simplify, sumavimo funkcija sum, cikla for. Skai¢iavimo skaitmeny kieki didinome
naudodami funkcija digits. Grafiniam realizavimui naudojome funkcija plot.

Rungés ir Kutos metodui realizuoti naudojome funkcija dsolve su parametrais metod= dverk78 ir
rkf45. Sie parametrai nurodo kelintos eilés Rungés ir Kutos metodu skaigiuojama.[11,19,20]

Grafikams braizyti naudojome funkcija plots.

Kreiviy, skirian¢iy skirtingas traukos sritis, lygciu koeficientus ieSkojome Mathcad pagalba.
Naudojome lygciy sistemos sprendimo funkcija given.

Sprendiniy traukos sritims vaizduoti naudojome MS Excel.

Programinés jrangos aprasymas

Siekiant, kad Matjé tipo diferencialinés lygties tyrimas biity efektyvesnis, buvo sukurta

programiné jranga. Pateksime §ios jrangos apraSyma.

Vieta
lygties
iSraiSkai

y‘_ Apie  Pagalba

Darbo metodo pasininkimaz

—bhatjé gty — — — — — — — — — —_
Matjé tipo |
diferencialiniy | | Programos
Hi L — — — — — — — — vykdymas
lyggiy atraktoriy = Pasiinkie noima Metodai

programines jrangos kaple

skaiCiavims

azinnkite metoda j

sprendimo metod

Metodo
parinkimas

Jtisy pagininktas metodas:

Autorius: J. Krencewicitite
Yadavas ; prof. 2. Navickas Wloduti

2005 metai =
B aigti :i‘

2.6.1 pav. Pagrindinis programos langas

Programos
nutraukimas

Paruosta darbui Jei reikia pagalbos spauskite F1

Metody pasirinkimas. Lygties sprendimo metoda galima pasirinkti i§ saraso "Metodai". Norint

pasirinkti metoda, reikia:
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e  SaraSo lange pasirinkite vieng i§ metoduy.
e  Spauskite mygtuka "Vykdyti".
Pastabos:
e SaraSe pateikti metody pavadinimy sutrumpinimai tokie, kokie jie yra pateikti Maple
pakete. Pilnas metodo pavadinimas pateikiamas "status" lange.
e Jeigu nepasirinksite metodo, jums bus pranesta: ,,Jiis nepasirinkote metodo*.
Meniu struktiira. Programos meniu sudaro keturios dalys:
e Failas;
e  Nustatymai,
e Apie;
e Pagalba.
Failas. Meniu punktas Failas turi tik viena meniu elementa: Baigti, kuris skirtas programos
darbo pabaigai.
Nustatymai. Atidar¢ §i meniu punkta, matome meniu elementa Matjé lygtis. Jis atidaro Matjé
diferencialinés lygties pradiniy salygu ivedimo langa.
Apie. Siame meniu punkte yra elementas Apie, kuriame saugoma informacija apie darbo autoriy,
vadova bei pateikti kontaktiniai duomenys.

Pagalba. Meniu punktas Pagalba turi tik viena elementa: Naudojimosi_instrukcija, kuria

paspaudus iskvieciama programos dokumentacija.
Pradinés salygos. Vartotojas gali keisti pradines Matj¢ diferencialinés lygties salygas. Norédami
pakeisti pradines salygas, darykite taip:
e Paspauskite meniy punkta "Nustatymai" arba pasinaudokite trumposiomis klavisy
kombinacijomis(zr. "Trumposios klavisy kombinacijos");
e  Paspauskite ant nuorodos ,,Matjé lygtis*;
Atsidarius naujam langui, pamatysite tekstinius laukus, skirtus pradinéms salygoms jvesti.
e [ tekstinius laukus jveskite naujas reikSmes arba palikite tas pacias;
e  Paspauskite mygtuka "Gerai".
Norint atSaukti jvestas salygas ir priskirti joms senasias reikSmes, reikia spausti mygtuka
"Atstatyti pradines". Atsiradus reikSméms, spausti mygtuka "Gerai".
Pastaba. Jei ivesite ne skaiiy, programa darbo nevykdys.
Trumposios klaviSy kombinacijos.
e  Matjé diferencialinés lygties pasirinkimui naudojama simboliy kombinacija Ctrl + M.
e Pagalba iskvieCiama pasinaudojus klavisu F1.

e Programa baigti galima simboliy kombinacija Alt+F4.
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ISVADOS

Rezultatai, gauti tiriant diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybe nuo pradiniy reikSmiy
abiem metodais, i§ esmés, sutampa. Nedideli skirtumai pastebimi tik skirtingy zony ribose.
Visose istirtose srityse pirmojo tipo rezimas yra vyraujantis.
IStyre Matjé tipo lygties sprendiniy priklausomybe nuo pradiniy reikSmiy pastebéjome:

— pradinis Svytuoklés greitis rezimo tipui turi didesng itaka nei prading jos padétis;

— parametrai @ ir b rezimo tipa itakoja panasiai;

— Svytuoklés sukimosi greitis (w) rezimo tipa itakoja labiau nei slopinimas (/).
Derinant parametrus m, n ir g, galima sumazinti maksimaliaja netekt].
Operatorinis metodas reikalauja didesniy laiko sanaudy ir kompiuteriniy resursy nei Rungés ir
Kutos, taciau skaiCiuojant operatoriniu metodu galima gerinti skai¢iavimo kokybg, didinant

daugianario laipsni.
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PRIEDAI

1 PRIEDAS. SPRENDINIU GRAFIKAI
Sprendiniy grafikai fazinéje plokStumoje
1. Pateiksime sprendiniy iliustracijas fazinéje plokStumoje, kurias gavome tirdami sprendiniy
priklausomybe nuo parametry a ir b. Pradinés salygos y(0)=0.5, »'(0)=1.5, slopinimas /4 =0.01,
w=1,n=9, m=150.

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Fazing plokstuma

o}
T4
N
=1
.
]
]
=

1 pav. Kai ¢ =017, b=0.56

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Fazine plokstuma

2 pav.Kai a=0,17, b=0.58



Rungés ir Kutos metodu

89

Operatoriniu metodu

Fazing plokstuma

Operatoriniu metodu

Fazing plokstuma

1.5 151
1_ :
Ly
0.5 ]
|:|.5‘_
0 10 20 0 40 D'
¥ ]
051 ]
-EI.5'_
3pav.Kai a=0,17, b=0.44
Rungés ir Kutos metodu
1.5
1_
0.5
0 10 0 a0
¥
051

4 pav.Kai ¢ =0,17, b=0.45

Rungés ir Kutos metodu

Operatoriniu metodu

Fazing plokstuma

S5 pav.Kai ¢ =0,17, b=0.46
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Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Fazing plokstuma

6 pav.Kai ¢ =0,17, =047

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Fazine plokstuma

10 20 a0 40

&= | >

7pav.Kai a=0,17, b=0.48

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

] Fazing plokstuma
1.4

] 1.4
1.2

1.2

11

] J 1
0.5 L

] 0.8]
0.5 l

1 06

0 20 40 &0 B0 100 120 140 04

¥ O 20 40 B0 80 100 120 140
8 pav. Kai ¢ =0,17, b=0.61
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Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

] Fazine plokstuma

1.4 ﬂ
] q n 1.41

1.2 q
] 1.2

z 17 ]

:J 11

0.581
] U 0.5

0.6 I !
4 DE_
0 20 40 B0 80 100 120 140

y 0 20 40 B0 &0 100 120 140
9 pav.Kai ¢ =0,17, 56=0.62

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu
| Fazing plokstuma
1.4 ﬂ ﬂ
] ﬂ 1.4
129
: 12'
1
F U 11
08 L
] 0.87
0.6 i V
] 0.6 | l
0.4 J |
D20 40 BD BD 100 120 140 0.4 . . . . . . .
i SO0 20 40 B0 BD 100 120 140

10 pav. Kai a =017, 56=0.63

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Attt il

1.21

Fazing plokstuma

| l

. : |

0.6

o ——

0.6

0.4

11 pav. Kai ¢ =0,17, b=0.65



Runggés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

1.5 Fazine plokstuma
mum THRE
1.4 p ﬂ n
1.4 n
1.2
1.2
1_
1_
0.8
|| | 05
0.6 i |
| 0.6+
0.4 . . . . . . i
0 20 40 5] a0 100 1200 140 04 . . . .
¥ 0 20 40 G0 a0 100 120 140
12 pav.Kai ¢ =0,17, 5=0.68
Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu
1_5—5 Faziné plokstuma
.47 167
] 1
0.8
] 0.8
0.6 i
; 06
0.4 l
3 T T T T T T T D“l'
0 20 40 B0 80 100 1200 140
y O 20 40 60 80 100 120 140
13 pav. Kai ¢ =0,23, 6=0.71
Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu
1.6 Fazine plokstuma
14 ﬂ “ ﬂ F | | ﬂ F " n
A |
1.2
1.21
1 .
1-
0.8 u ]
[ ‘ I 0.81 L L
061 ‘ ]
0.6
0 20 40 B0 80 100 120 140 ]
¥ 0 20 40 G0 a0 100 120 140

14 pav. Kai a = 0,23, 5=0.68
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2. Pateiksime sprendiniy iliustracijas fazinéje plokStumoje, kurias gavome tirdami sprendiniy

priklausomybg nuo pradiniy salygu. a =0.5, b =0.5, slopinimas 2 =0.01, w=1, n=9, m=100.

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Fazing plokstuma
1.4 ]
1.4+
1.2 ]
1.24
z 17
17
0.8 ]
0.8
05 ]
0.6
0 20 40 60 8D 100
¥ 0 20 40 G0 80 100
15 pav. Kai y(0) =0.01, y'(0)=1.17
Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu
] Fazine plokstuma
1.31
] 131
1.2
] 1.2
1.14
z 1 ] 119
] 1]
0.9
] 0.9
0.8
] 0.8
0.7
0 20 40 Bl a0 o 077
¥ 0 20 40 B0 80 100

16 pav. Kai y(0) = 0.11, '(0) =1.25
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Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu

Faziné plokstuma

0.5
0.51

u 20 40 B0
¥ o 20 40 B
0.5
0.5

17 pav. Kai y(0) = 0.07, y'(0)=1.15

Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu
Fazine plokstuma
157
1_
0.5
s 10 20 30 40 £0 0
¥
-0.57
18 pav. Kai y(0) =0.08, y'(0)=1.14
Rungés ir Kutos metodu Operatoriniu metodu
] Fazing plokstuma
1.37
4 13.
1.21
1.24
1.11
] 1.1
']_
4 1.
091
0.9
0.6
0.8
D? T T T T T
a 20 41 B0 a0 100 e
¥ 1] 20 40 G0 a0 100

19 pav. Kai y(0) = 0.07, y'(0)=1.27



Sprendinio grafikai fazinéje erdvéje

h=0.01, w=1,a=0.23,5=0.53,

Fazine erdve

7007

GE0

G604

5404

620

6004

0e

20 pav. Sprendinys fazinéje erdvéje, kai 21 pav. Sprendinys fazinéje erdvéje, kai
¥'(0)=1.05, y(0)=0.01 y'(0)=1.3, y(0)=0.62

Kai =001, w=1, a=0.5, b=0.5,

B00
620
B40+
BE0

B30

7004

z

22 pav. Sprendinys fazinéje erdvéje, kai 23 pav. Sprendinys fazinéje erdvéje, kai

y' =13, y=0.02 y'=0.9, y=0.02
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Sritys, gautos skai¢iuojant Rungés ir Kutos metodais rkf45 ir dverk78

Buvo istirta Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybé¢ pradiniy salygy Rungés ir
Kutos 45 metodu. Gauti rezultatai pateigti 24 pav.

0,25

X Rugeés ir Kutos45

0,2

0,15

0,1 -

0,05

ewe .

24 pav. Sritys, gautos skaiCiuojant Rungés ir Kutos 45Smetodu

Tyrimo rezultatai naudojant Rungés ir Kutos 78 metoda pateikti 25 pav.

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05 -

0,4 0,6

25 pav. Sritys, gautos skai¢iuojant Rungés ir Kutos 78 metodu

Tiriant abiem Runges ir Kutos metodais gauti rezultatai pateigti 26pav. Kryzeliais Zyméjome antro tipo
rezima, gauta skaiciuojant Rungés ir Kutos 78 metodu (dverk 78), o pilkais kvadratéliais — Rungés ir

Kutos 45 (rkf 45).
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0,25
Rungés ir Kutos 45
0,2 { X Rungés ir Kutos 78
0,15 -
y
0,1 1
0,05
0 T T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4

26 pav. Sritys, gautos skai¢iuojant abiem Rungés ir Kutos metodais
Matome, jog sritys skiriasi Siek tiek, taciau tai natiiralu, kadangi Runggs ir kutos 45 metodas zemesnés

eilés nei Runges ir Kutos 78.
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2 PRIEDAS. PAKLAIDU FUNKCIJOS GRAFIKAI

1. Kai h=0.01, w=1, (0)=0.5, »'(0)=1.5, a=0.15, b = 0.44, tai

0.0004 0.0031
0.00021
i 0.002
. I idl_ a4 -'1 Bl " we
' “ 0.001 1
-0.00021
-0.00041 0]

1 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g=1, n=9 2 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,n=9

0.014
12005

0.0051 1e054
fe-0 ]

Fe-0 ]

405

2e-05
-0.0054

0
-2e-0F
-e-0F

-0.014

3 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1, n=6 4 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=0.5,n=9
2. Kai #=0.01, w=1, »(0)=0.5, y'(0)=1.5, a=0.15, b=0.62, tai

0.011 0.014
0.0057 0.005
]
U rs ! il a0 iy 0
X

0,005
0,005

-0.01

5 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1, n=9 6 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,n=9
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0,04+ Be-05-
0.03]

] 4e-05-
0.02]
i 2a-05-

0] 1Y I3 10 12 16 18 Y0 0

0017 .

] -2e-051
0.0

7 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1, n=6 8 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=05,n=9

3. Kai h=0.01, w=1, »(0)=0.5, y'(0)=1.5, a=0.15, b=0.75, tai

0.014 002

0.0084
0.024

0,005
00154

0.0044
0.0024 I L%
1 I i 0,005

0 40 B0 a0 0o

0,002 x o
01.0041 01,005

9 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g=1, n=9 10 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,n=9

002
0.0001]
] 001
Lo A b dh A -
u w b 1 Ty I B
-0.011
-0.021
-0.031
11 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1, 12 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,

n:6 n=9
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4, Kai h=0.01, w=1, y(0)=0.5, y'(0)=1.5, a=0.15, b=0.25, tai

0.00015+

0.0001 5

5e-057

1]

-5e-057

-0.00011

-0.00015

13 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1,

0.004+

0.002+

-0.002+

-0.004+

15 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

"

oo

0.0004+

0.0003

0.0002

0.00014

-0.0001+

1.5e-06

1e-0k

-5e-07 4

496 10 12 16§ 20

14 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

n=9

16 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,

n=9

5. Kai h=0.01, w=1, »(0)=0.02, »'(0)=0.3, a =0.5, b=0.5, tai

0.0003 4

0.0002Z

0.0001

-0.0001+

-0.0002

17 pav. A(x), kai m=100, g=1, n=9

0.00015—:
D.DDEH-:
59-05—5
o]

-5e-05

-0.00011

214 o 12 16§ 20

18 pav. A(x), kai m=20, g=1, n=9



0.004+

0.002 4

-0.002 1

19 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

n==6

101

4e-07

20 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,
n=9

6. Kai h=0.01, w=1, »(0)=0.02, »'(0)=0.73, a=0.5, b=0.5, tai

0.014

0.005

0.00&+

0.004-

0.002 1

-0.002 1

-0.004+

1T

l'u' e Y I“

21 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1,

n=9

0.014

0.0057

1)
N

0

-0.005+

-0.014

-0.0157

23 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

n==6

20

0.0014

0.0005 1

X
2 4 12 14 16 18 Q20
0] N |

-0.00054

-0.0014

-0.0015+

22 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,
n=9

4e-05
Je-061
2e-05

106

-1e-06- K

-2e-06

-Je-06 1

24 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,
n=9



7. Kai h=0.01, w=1, »(0)=0.02, »'(0)=0.06, a=0.5, b=0.5, tai

(0.0003

0.000Z 4

0.0001

a

-0.0001 1

-0.0002+

-0.0003

25 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1,

0.0006 4
0.0004 4
0.00024
0
-0.00024
-0.0004
-0.00064
-0.00084
-0.0014

0.0012-

27 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,

8. Kai h=0.01, w=1, ¥(0)=0.02, y'(0)=1, a=0.5, b=0.5, tai

0.05
0,08
0.047

0027

n=9

n==6

0
-0.024
0.04

006

29 pav. A(x),kai m=100, g=1,n=9

B0

80

B0

1e-0587

Se-06

(]
1

-5e-067

-1e-057

-1.5e-047

102

26 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,

n=9

4e-05+

m 2e-08

-2e-08

-de-054

28 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=0.5,

n=9

0.002
0.00151
0.0014

0.00043

0 1
a 4B

-0.0005+

-0.001 5

10 12 153§ 20

30 pav. A(x), kai m=20, g=1,n=9



0.02]

0.014

A -

07
0.014

0.02

31 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,

n==6

4 B B8 10 15‘14‘\5 15 7¥0
¥

103

Be-06
4e-06 1

2e-061

-2e-06

-de-0F ]

32 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,
n=9

9. Kai h=0.01, w=1, y(0)=0.02, »'(0)=1.17, a=0.5, b=0.5, tai

0.01-
0.005
N -
a 'I 0 40 l B 50 100
-0.005
33 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1,
n=9
0.06 ]
0.041
0,021
] A L“ },J .
0 4 sy sy 0 12 12y 1 0
0.021 "
0041

35 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

n==6

-0.0027

-0.004 1

-0.006

-0.008 1

-1.5e-057

0.006+

0.004+

0.0024

34 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,
n=9

2e-057
1.5e-057
1e-051

5e-061

-5e-067
-1e-057

36 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,
n=9
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10. Kai h=0.01, w=1, (0)=0.02, y'(0)=1.2, a=0.5, b=0.5, tai

0.006

0.004 4

0.002+

0
0002

-0.004+

-0.006

37 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1,

0041

0.027

N

n=9

G0

(il

02

39 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

oA
4

n==6

-0.002 4
-0.004
-0.006 5
-0.005

0.011
0.0054
0.006 4
0.0044
0.002 4

38 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,
n=9

1.5e-057
1e-057

5e-064

-5e-06
-1e-051

-1.5e-051

40 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,
n=9

11.Kai h=0.01, w=1, p(0)=0.02, y'(0)=0.2, a=0.5, b=0.5, tai

0.00031

0.000Z 4

0.0001 4

-0.00014

-0.0002+

41 pav. A(x), kai m=100, g=1, n=9

B0

0.00015
0.00014

5e-05

0 2Y¥4 10 12Y 14 18Y 20

-5e-05-

42 pav. A(x), kai m=20, g=1,n=9



0.003

0.002+

0.0014

-0.0014

0002

-0.0034

43 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=1,

n==6

105

2e-074

1e-07 7

-Te-07

-2e-07 1

44 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g=0.5,
n=9

12.Kai h=0.01, w=1, 1(0)=0.02, »'(0)=1.02, a=0.5, b=0.5, tai

(0.00064
0.0004 1
(0.0002 1
0
-0.0002
-0.0004
-0.0005
-0.0008 1
-0.0011

Al B 0

100

45 pav. A(x),kai m=100, g=1,n=9

0.03H
0.021

0.01

1

0.0

A A
AEE1ET\ET1E1
¥

47 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1,

n==6

A

0.0015

0.0014

0.0005 4

-0.00054

-0.0014

46 pav. A(x), kai m=20, g=1,n=9

Ge-051
Ge-06
4e-05

2e-06

-2e-06

-4e-06

48 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5,
n=9
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13. Kai h=0.025, w=0.77, (0)=0.1, »'(0)=1.12, a=0.5, 5=0.5, n=9 tai

1 Be-051
0.0024
1e-051
0.0014
gl o ide i 5
0 1 ¥ Y . 4
A
0.0011 0 1'[l~" 20 30 40 50
506
-0.0024
-0.003 -1e-051
49 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1 50 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =0.5
Ge-05
0.002
Gie-05 |
0.0015]
406
0.001
2e-06
0.0005
A ol L
07 L 4 B 5 “1h
X
10,0005 =l
ot -4 e-05
51 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1 52 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5

14.Kai h=0.01, w=1, y(0)=0.1, »'(0)=1.12, a=0.5, 5=0.5, n=10, m =20 tai

de-144 Be-141
e fe-141
4e-14]
Je-14 CSR
0] 0]
2614 eta]
te-14]
4e-14]
Fe-14 ®

53 pav. Paklaidos f-ja, kai g =0.071 54 pav. Paklaidos f-ja, kai g =0.069
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; Be-131
2e-144

15e-14] GIFEh

19_145 4e-13

59—15% 2e-134

i 0]
-He-15 -2e-131

-1E-14E _Ae-13

1.58-14] o3l

55 pav. Paklaidos f-ja, kai g =0.06 56 pav. Paklaidos f-ja, kai g =0.09

15. Kai £ =0.015, w=0.87, y(0)=0.1, y'(0)=1.12, a=0.5, b=0.5, n=9 tai

0.004
1051

0.002+
Be-05]
l_ p I.I A D

a 20 o 1N =0 ao 100 Ja 40 0
X

-He-06

-0.0021
-1e-051

-0.004 -

57 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =1 58 pav. Paklaidos f-ja, kai m =100, g =0.5

0.003
Ge-051
0.002 1 Be-06
0.001 1 4e-067
1 14 20 Ze-0B4

o1
0

-0.001
-2e-06
0.002 s
-0.002 -Be-05

59 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =1 60 pav. Paklaidos f-ja, kai m =20, g =0.5
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3 PRIEDAS. PROGRAMU KODAI

Operatorinis diferencialiniy lyg¢iy sprendimo metodas

restart:

Pradiniy reikSmiy failas: Pradines salygos 1.txt"

K := fopen( "C:\\magistrinis\\Jolantos magistrinis\\salygos\\Pradines _salygos 1.txt", READ ):
A :=readdata(K,1):

"Norimas daugianariy laipsnis"; n:=9;

"Parametrai"; h:=0.017;b:=0.5;a:=0.5;w:=0.84;
"Eilutés centras"; ec:=0.0;

"Norimas zingsnis"; g:=1;

"Pradine salyga: f(eilutés centras)=s"; ps1:=0.1;

"Pradine salyga: f'(eilutés centras)=t"; ps2:=1.12;

"Apskaiciuojamy daugianariy skaicius"; m:=150:

"Skaitmeny skaicius po kablelio"; Digits:=30:

"Lyg¢iy sistemos apraSymas'':
1:=1:k:=0:1]1,k]:=s[1]:
for k from 0 by 1 to n-1 do
fli,k+1]:=diff(f[i,k],v[i])+diff(f[i,k],s[i]) *t[i]-
diff(fi,k],t[1])*(h*t[i]+b*2*sin(s[1])*(1+a*cos(W*V[i])))
od:
"Daugianariy skaiciavimas'':
s[i]:=psl: t[i]:=ps2: v[i]:=ec:
y[i]:=sum("f[1,k]*(x-v[1])"k/k!",'’k'=0..n):
simplify(y[i]):
forifrom 1 by 1 to m do
k:=0:1Ti+1,k]:=s[i+1];
for k from 0 by 1 to n-1 do
fli+1,k+1]:=diff({i+1,k],v[i+1])+diff({]i+1,k],s[i+1])*t[i+1]-
diff(fi+1,k],t[i+1])*(h*t[i+1]+b " 2*sin(s[i+1])*(1+a*cos(Ww*v[i+1])))
od:
v[i+1]:=v[i]+g:v[i+1]:
t[i+1]:=sum("f[i,k]*(v[i+1]-v[i])(k-1)/(k-1)!",'’k'=1..n):
s[i+1]:=sum("f[i,k]*(v[i+1]-v[i])"k/k!",'k'=0..n):
y[i+1]:=sum(f]i+1,k]*(x-v[i+1]) k/k!",'k'=0..n):
expand(y[i+1]):simplify(y[i+1]):
od:
for i from 1 by 1 to m do y[i]: t[i]: s[i]: od:
for i from 1 by 1 to m do dy[i]:=(diff(y[1],x)): t[1]: s[i]: od:
"Sprendinio sudarymas'';
gal:=[]:
forifrom 1 tom do
gal:=[op(gal), x+ec<ec+i*g,y[i]]:
od:
gal: op(gal):
funkcija:=x->piecewise(op(gal),y[m]):
expand(funkcija(x)):
""I-osios iSvestinés skaiCiavimas'':
dgal:=[]:
forifrom 1 tom do
dgal:=[op(dgal), x+ec<ect+i*g,dy[i]];
od:



gall: op(dgal):
isvestine:=x->piecewise(op(dgal),dy[m]):
isvestine(x):
"Il-osios iSvestinés skaifiavimas'':
ddgal:=[]:

forifrom 1 tom do

ddgal:=[op(ddgal), x+ec<ec+i*g,ddy[i]];

od:
op(ddgal):
disvestine:=x->piecewise(op(ddgal),ddy[m]):
disvestine(X):
"Sprendinio grafikas'':
plot(funkcija(x),x=ec..ect+g*m,thickness=3,color=black):
"Sprendinio /-osios i§vestinés grafikas':
plot(isvestine(x),x=ec..ect+g*m,thickness=3,color=black):
"Sprendinio /7-osios iSvestinés grafikas'':
plot(disvestine(x),x=ec..ectg*m,thickness=3,color=black):
""Maksimalios netekties skai¢iavimas"':
paklaida (x):=disvestine(x)+h*isvestine(x)+b*b*(1+a*cos(w*x))*sin(funkcija(x)):
evalf(pakklaida (x)):
"Paklaidos funkcijos grafikas'':
plot(paklaida (x),x=ec..ec+g*m,thickness=3,color=black);
"Fazinés plokStumos grafikas'':
plot([funkcija(x),isvestine(x), x=0..150],thickness=1,color=black,title="Fazin¢ plokstuma");
"Fazinés erdvésgrafikas'':
with(plots):
spacecurve([funkcija(x), isvestine(x), x],x=ec..ec+g*m, axes=boxed,numpoints=1000);

Rugés ir Kutos 7 eilés metodas

restart:

"Parametrai'’: h:=0.01:2:=0.5:b:=0.5:w:=1:
sistema:=diff(z(t),t)=-h*z(t)-b"2*(1+a*cos(w*t))*sin(y(t)), diff(y(t),t)=z(t): G:={z(t), y(t)}:
SP:=dsolve({sistema, z(0.0)=0.79,y(0.0)=0.03}, G,numeric, method=dverk78):

"Fazinés plokStumos grafikas':
plots[odeplot](SP,[y(t),z(t)],650..750,color=black,numpoints=725);

"Fazinés erdvés grafikas'':
plots[odeplot](SP,[y(t)-t,z(t),t],850..950,color=black,numpoints=725,axes=boxed);

Rugés ir Kutos 4 eilés metodas

restart:

"Parametrai'’: h:=0.01:2:=0.5:b:=0.5:w:=1:
sistema:=diff(z(t),t)=-h*z(t)-b"2*(1+a*cos(w*t))*sin(y(t)), diff(y(t),t)=z(t): G:={z(t), y(t)}:
SP:=dsolve({sistema, z(0.0)=0.79,y(0.0)=0.03}, G,numeric, method=rkf45):

"Fazinés plokStumos grafikas':
plots[odeplot](SP,[y(t),z(t)],650..750,color=black,numpoints=725, title="Faziné¢ plokstuma");
"Fazinés erdvés grafikas'':
plots[odeplot](SP,[y(t)-t,z(t),t],850..950,color=black,numpoints=725,axes=boxed, title="Faziné
erdve’);

“Sprendinio reik§meés skaifiavimas”:

x:=1.2; funkcija(x);
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Magistro darbo programiné jranga
include <vcl.h>
#pragma hdrstop

#include "pirmas.h"
#include "antras.h"
#include "uzsklanda.h"
#include "nustatymai.h"
#include "pagalba.h"

"Pirmas.h"
//
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#pragma package(smart_init)
#pragma resource "*.dfm"
TForml *Forml1;

//
__fastcall TForm1::TForm1(TComponent* Owner)
: TForm(Owner)

{
b
/l
void _ fastcall TForm1::Iseitil Click(TObject *Sender)
{

Close();
}
//
void _ fastcall TForm1::Button1Click(TObject *Sender)
{

Close();
}
//

void _ fastcall TForm1::Naudojimosiinstrukcijal Click(TObject *Sender)

{
Form5->ShowModal();

}
//

void __ fastcall TForm1::Autorius1Click(TObject *Sender)

{
Form2->ShowModal();

}
Il

void _ fastcall TForm1::FormCreate(TObject *Sender)

{
Imagel->Picture->LoadFromFile("Piesiniai\\lygtis1.bmp");
}

/

void _ fastcall TForm1::ImagelMouseMove(TObject *Sender, TShiftState Shift,
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int X, int Y)
{

StatusBar1->Panels->Items[ 1]->Text ="Matje lygties israiska";

}
1

void _ fastcall TForm1::GroupBox1MouseMove(TObject *Sender,
TShiftState Shift, int X, int Y)
{

StatusBar1->Panels->Items| 1 ]->Text ="Darbo metodo pasirinkimas";

;
/I

void __ fastcall TForm1::Button2MouseMove(TObject *Sender,
TShiftState Shift, int X, int Y)
{

StatusBar1->Panels->Items[ 1 ]->Text ="Pasirinkto metodo vykdymas";

}
/1

void __ fastcall TForm1::Buttonl MouseMove(TObject *Sender,
TShiftState Shift, int X, int Y)

{

StatusBar1->Panels->Items|[ 1 ]->Text ="Darbo pabaiga";
}
//
void __ fastcall TForm1::Button2Click(TObject *Sender)
{
short ind;

ind = ComboBox 1->ItemIndex;

switch (ind) {
case 0: ShellExecute(0, "open", "maple\\rkf45.txt", NULL, NULL, SW_SHOWNORMAL); break;
case 1: ShellExecute(0, "open", "maple\\dverk78.txt", NULL, NULL, SW_SHOWNORMAL); break;
case 2: ShellExecute(0, "open", "maple\\operatorinis.txt", NULL, NULL, SW_SHOWNORMAL);

break;

default : StatusBarl->Panels->Items[1]->Text ="Pasirinkto metodo vykdymas";

g
//

void __ fastcall TForm1::Panell MouseMove(TObject *Sender, TShiftState Shift,
int X, int Y)

{
StatusBar1->Panels->Items[1]->Text ="Jei reikia pagalbos spauskite F1";
b
//
void _ fastcall TForm1::Keistipradinessalygas1Click(TObject *Sender)
{
Form4->ShowModal();
}

//



void _ fastcall TForm1::FormShow(TObject *Sender)
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{
Form3->ShowModal();
h
//
void _ fastcall TForm1::InfolClick(TObject *Sender)
{
Form3->ShowModal();
}
/l
void _ fastcall TForm1::ComboBox1Change(TObject *Sender)
{
int ind;
ind = ComboBox1->ItemIndex;
switch (ind){

case 0: Label4->Caption = "Ruges-Kutos(45)"; break;

case 1: Label4->Caption = "Ruges-Kutos(78)"; break;

case 2: Label4->Caption = "operatorinis metodas"; break;
default: Label4->Caption = "Jus nepasirinkote jokio metodo";

i

" Antras.h"

#include <vcl.h>
#pragma hdrstop

#include "antras.h"
//

#pragma package(smart_init)
#pragma resource "*.dfm"
TForm2 *Form2;

//

__fastcall TForm2:: TForm2(TComponent* Owner)
: TForm(Owner)
{

}
/1

void _ fastcall TForm2::Button1Click(TObject *Sender)

{
Close();

}

//
"Uzsklanda.h"
#include <vcl.h>

#pragma hdrstop
#include "uzsklanda.h"



#include "pirmas.h"
//
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#pragma package(smart_init)
#pragma resource "*.dfm"
TForm3 *Form3;

//
__fastcall TForm3:: TForm3(TComponent* Owner)
: TForm(Owner)

{

}

/l

void __ fastcall TForm3::ImagelClick(TObject *Sender)
{

Close();
}
//

"Nustatymai.h"

#include <vcl.h>
#pragma hdrstop

#include "Nustatymai.h"
//

#pragma package(smart_init)
#pragma resource "*.dfm"
TForm4 *Form4;

//

__fastcall TForm4:: TForm4(TComponent* Owner)
: TForm(Owner)

{

b

/l

int TForm4::Duomenu_analize(char *mas){
int signalas=0;
if (StrLen(mas) == 0) signalas = 1;
else
for (int i=0; i<StrLen(mas);i++)
{
if (((mas[1]<46) || (mas[i]>57)) && (mas[i]=47))
{
signalas = 1;
break;
}
}
if (signalas == 0) return 1;
else return 0;

}

//
void TForm4::Rasyti I Faila(char *mas,char *desk){
FILE *F;

F = fopen("Salygos\\Pradines salygos 1.txt",desk);



for (int i=0; i<StrLen(mas);i++)
fprintf(F,"%c",mas[1]);

fprintf(F,"\n");

fclose(F);

j
/I
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void _ fastcall TForm4::Button1Click(TObject *Sender)
{
int signalas[] = {0,0,0,0,0,0};
char kint[6][10];
for (int i=0; 1<6; i++)
for (int j=0; j<10; j++)
kint[1][j]="'0";
char *desk;
AnsiString koko;
koko = Editl->Text;
StrL.Copy(kint[2], koko.c_str(), Edit]1->Text.Length());
signalas[2] = Duomenu_analize(kint[2]);

StrL.Copy(kint[3], Edit2->Text.c_str(), Edit2->Text.Length());

signalas[3] = Duomenu_analize(kint[3]);

StrL.Copy(kint[4], Edit3->Text.c_str(), Edit3->Text.Length());

signalas[4] = Duomenu_analize(kint[4]);

StrLCopy(kint[5], Edit4->Text.c_str(), Edit4->Text.Length());

signalas[5] = Duomenu_analize(kint[5]);

StrL.Copy(kint[0], Edit5->Text.c_str(), Edit5->Text.Length());

signalas[0] = Duomenu_analize(kint[0]);

StrL.Copy(kint[1], Edit6->Text.c_str(), Edit6->Text.Length());

signalas[1] = Duomenu_analize(kint[1]);

if (signalas[0] == 0 || signalas[1] ==0 ||
signalas[2] == 0 || signalas[3] == 0 ||
signalas[4] == 0 || signalas[5] == 0)
ShowMessage("Blogai ivesti duomenys");
else
{
for (int i=0;1<6; 1++)
{
if (i==0) desk = "w";
else desk ="a";
Rasyti I Faila(kint[1],desk);
}
Close();
}
}

1

void __ fastcall TForm4::Button2Click(TObject *Sender)
{

Editl->Text="2",

Edit2->Text="1";

Edit3->Text="1";

Edit4->Text="0.05";



Edit5->Text="0.1";
Edit6->Text="0.1";

}
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//

"Pagalba.h"
#include <vcl.h>
#pragma hdrstop

#include "Pagalba.h"

1

#pragma package(smart_init)
#pragma resource "*.dfm"
TForm5 *FormS5;

/l

__fastcall TForm5::TForm5(TComponent® Owner)
: TForm(Owner)

{

}

/l

void _ fastcall TForm5::TreeView1DblClick(TObject *Sender)

{

int indeksas;
indeksas = TreeView1->Selected->SelectedIndex;
switch (indeksas) {
case 0 : RichEditl->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\ivadas.hlp"); break;

case 11
case 12
case 13
case 14
case 15
case 21
case 22
case 23

: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\programos struktura.hlp"); break;
: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\meniu struktura.hlp"); break;

: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\metodo parinkimas.hlp"); break;

: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\pradines reiksmes.hlp"); break;

: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\klavisu kombinacijos.hlp"); break;
: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\runges-kutos(78).hlp"); break;

: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\runges-kutos(45).hlp"); break;

: RichEdit1->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\operatorinis.hlp"); break;

case 3 : RichEditl->Lines->LoadFromFile("Pagalba\\apie programa.hlp"); break;

b
/I
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4 PRIEDAS. SKAITYTI PRANESIMAI KONFERENCIJOSE

KONFERENCIJA ,MATEMATIKA IR MATEMATINIS MODELIAVIMAS - 2004 ,,
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MATJE TIPO LYGTIES SPRENDINIU RADIMAS IR TYRIMAS
OPERATORINIU BEI RUNGES IR KUTOS METODAIS

Jolanta Krencevidiité, Liepa Bikulciené, Zenonas Navickas

Kauno technologijos universitetas

Siame straipsnyje panaudojamos diferencialiniy lyg¢iy sprendiniy operatorinés israiskos [1]. Sias
iSraiskas galima apibendrinti bet kokios eilés paprastosioms diferencialinéms lygtims bei jy sistemoms
[1,2]. Kompiuterinés realizacijos algoritmy apraSymas buvo pateiktas [2]. Tikslinga patikrinti
operatorinio sprendimo metodo tiksluma, lyginant su kitais diferencialiniy lyg€iy sprendimo metodais,
pvz., su Rungés ir Kutos metodu. Siame straipsnyje pateikiami skai¢iavimo pavyzdziai Matjé tipo
lygtims.

Tegul duota Matjé netiesiné diferencialiné lygtis:

2

v | 8 AW
+hy'+| = —

y Ly [L L

cos wx] siny=0,

aprasanti $vytuokle, veikiama vertikalios periodinés jégos, kurios judéjimas yra slopinamas. Cia
parametras Acoswx apraSo vertikaliaja jéga, & — slopinima, g- traukos jéga, L- Svytuoklés ilgi, y yra
nukrypimo nuo pradinés padéties kampas [3]. Sia lygti galima pertvarkyti { toki pavidala:

2
V" +hy' + B*(1+acoswx)siny =0, &ia a = _Aw , b= \/% . Pertvarkytos lygties sprendinio pradinés salygos
g

’

yra tokios: y(v)=s; ((x)) |, =1.

Cia h B.a,w yra parenkami parametrai — realieji skai¢iai, o v - laiko momentas, nuo kuriuo
pradedama spresti duotoji diferencialiné lygtis (atskiru atveju v=0).

Tada diferencialinés lygties sprendinys uzraSomas taip:

Wussitiv)= G(Lx(Dv +tD; - (hl+ A1 +acoswv)sins)Dt ))y = ipk (x ;{"’)k '
k=0 :

Cia py=5; Pru :(DV +tD, —(ht+ﬂ2(l+acoswv)sins)Dl)pk, keZz,
Tada p,(s,z,v)=1, pyls.t,v)= —(ht + (1 + acos wv)sin s) ,
ps(s,2,v)= prawsin ssin wv — 2t cos s(1 +acoswv) + h(ht + (l +acoswv)sin s)ir t.t.

Dazniausiai netiesinés diferencialinés lygties sprendiniai turi keleta skirtingy traukos sri¢iy. Norint
nustatyti ty sri¢iy veikimo zonas ir tikslesnes peréjimo tarp ju ribas, nepakanka naudoti vien iprasta
integravimo tiek pirmyn, tiek atgal metodika. Pateiktame pavyzdyje kompleksiSkai panaudoti Rungés
ir Kutos bei operatorinio skai¢iavimo metodai.

1 pavyzdys. Netiesinés lygties sprendiniaiy”+0,05)'+0,5costsiny =0 priklausomai nuo pradiniy
salygu turi du nusistovéjusius rezimus. Siuo atveju nejmanoma tiksliai nustatyti peréjimo zonos riby
integruojant laiku atgal, kadangi rezimai nusistovi ne fazin¢je plokStumoje, bet fazingje erdvéje.
Schematiskai Siuos rezimus vaizduoja 1 pav.

Fazine plokstuma

—
f\'
Bl

1 pav. Nusistovéje rezimai fazinéje plokstumoje (y/y')
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2 ir 3 pav. vaizduojami tie patys rezimai atitinkamose fazinése erdvése.

2 pav. Pirmo tipo nusistovéjes rezimas 3 pav. Antro tipo nusistovéjes rezimas
fazinéje erdvéje (t/y/y") fazinéje erdvéje (t/ y—t/y")

Buvo tiriama rezimy priklausomyb¢ nuo pradiniy salygy. 4 ir 5 pav. tamsiai pazymétas pirmo tipo
rezimas, baltai — antro. Matome, kad per¢jimo tarp rezimy zonos yra panaSios skai¢iuojant abiem
metodais. Norint rasti dar tikslesnes ribas arba rezimo tipa nesutampanciuose taSkuose, gali buti
naudojamas operatorinis metodas, pasirenkant aukstesng polinomo eilg.

as 0.5
I £40
04 1 0,4 1
RO . §§§§§§ﬁ§x P e T S
05 § R g Y 0.3 1 x*§”‘§ xx:gx
gsgg%;%m% e
] x -xi "‘x§ e o 412 Ki, PP B gy g Py
e E §§§§§§% iR B §§§
e o JHIEEEEE S S £
g iiici B

£(0)

o 0 003 01 015 02 025

0
0 005 01 015 02 025

4 pav. Rezimy priklausomybé nuo pradiniy, sqlygy 5 pav. Rezimy priklausomybé nuo pradiniy sqlygy skaiciuojant
skaiciuojant operatoriniu metodu , Rungés ir Kutos metodu
2 pavyzdys. Netiesiné lygtis y”+ 0,05y’ + 2costsin y +siny = 0 priklausomai nuo pradiniy salygu turi
du nusistovéjusius rezimus ir peréjime tarp iy rezimy galime pastebéti chaoso reiskinius. Siuo atveju
nusistovejusius rezimus taip pat gauname fazinéje erdvéje. SchematiSkai fazinéje plokStumoje pirmo
tipo rezimas vaizduojamas 6 pav.

fazine ploksturna

Pi 2Pi 3P0 4Pi 15

6 pav. Nusistovéjes pirmo tipo reZimas fazinéje plokstumoje (/')

Fazin¢je erdvéje pirmo tipo rezimas vaizduojamas 7 pav. Pastebime, kad §i lygtis turi ir kita
nusistoveéjusi rezima, kuris vaizduojamas atitinkamoje fazin¢je erdveje 8 pav.

=
ok Lo~ koW

7 pav. Pirmo tipo nusistovéjes rezimas 8 pav. Antro tipo nusistovéjes rezimas
fazinéje erdvéje (t1y/y'") fazinéje erdvéje (t/ y+t/y")
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Kadangi ir S$iuo atveju pritraukimo sri¢iy rasti iprastais metodais neimanoma, rezimy
priklausomybé nuo pradiniy salygu skai¢iuojama abiem metodais. Tamsiai pazymétas (juodi
kvadratukai ir zvaigzdutés) antro tipo rezimas ir chaoso reiskiniai, (pastebésime, kad pirmo tipo
rezimas yra vyraujantis, todél specialiai jis neZymimas). Kvadratukais Zymimas Rungés ir Kutos
metodu gautas antro tipo rezimas ir chaosas, zvaigzdutémis — gautas operatoriniu metodu.

10)

0.03 e
0.044zx £ % F Exrr o T Ex E$4 £
0034« = EF £ EF I E ] F43
Q2 %2 =& = ® ¥ E ErEx ® T T 3 Ex
00l 4% = E ] % EE 3 [
0 — —— m— ———— g Wt ) e ]
0 0l 02 03 04 ffd) 05

9 pav. Rezimy priklausomybé nuo pradiniy sqlygy

1 pavyzdzio diferencialinés lygties ivairiais biidais gautos skaitinés reikSmes pateiktos 10 pav., kai
t=0,5 , o pradinés salygos

0)=0,1, (s =0,1
»(0) y()tzo

. Fehlberg fourth-fifth order Runge-Kutta method
eventh-eighth order continuous Runge-Kutta method
Taylor series method
operator method, order of polynomial==8
operator method, order of polynomial=10

.14240203322550668307
.14240203459506171859

14240203459505515063

.14240202093159768066
.14240203481552959490

1}
o
0.
1}
1}
1}

operator method, order of polynomial=12 .14240203459505913253

10 pav. Sprendinio reik§més gautos jvairiais skaiciavimo metodais

Skaiciavimams naudojama Maple aplinka [4]. Operatoriniam metodui realizuoti naudojamos
funkcijos diff, piecewise, op, simbolinis prastinimas simplify, sumavimas sum ir ciklas for. Pirmojo ir
antrojo pavyzdzio skai¢iavimams naudota polinomo eilé, lygi 8, 10 pav. pateikiamos reikSmés, gautos
esant aukStesnéms polinomo laipsnio reikSméms. Grafikai braizomi pasinaudojus funkcijos plot ir
plot3d galimybémis. Pirmojo ir antrojo pavyzdzio skai¢iavimams naudota Rungés ir Kutos metoda
realizuojanti funkcija dsolve su parametru method=rkf45. 10 pav panaudotos reiSkmés, gautos
naudojant funkcija dsolve su parametrais method=rkf45, dverk78, taylorseries.

Taip pat buvo palygintas skaiCiavimo laikas skaiCiuojant skirtingais metodais. Skaiciuojant 1

pavyzdzio sprendinj t kito nuo 0 iki 200. Standartiniy Maple funkcijy, aprasanéiy skaitmeninius
metodus, skai¢iavimo laikas yra apie 5 s, o operatorinio metodo skai¢iavimo laikai atitinkamai lygts
12s,32sir 79 s.

ISvados:

1. Naudojant operatorinj skai¢iavima galima pasirinkti ivairesng skai¢iavimo strategija, siekiant
patikslinti sprendinio forma ar peréjimo tarp rezimy ribas. Vienas i§ biidy skai¢iavimo kokybei
pagerinti - didinti daugianario laipsni. Operatorinis metodas reikalauja didesniy laiko sanaudy
ir skai¢iavimy resursy nei Rungés ir Kutos metodas.Tikslinga toliau tobulinti operatorini
skai¢iavimo metoda pasirenkant optimalia skai¢iavimo strategija priklausomai nuo konkrecios
sprendziamos diferencialinés lygties.LITERATURA
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ANALYSIS OF MATHIEU’S EQUATIONS SOLUTIONS USING OPERATOR AND OF RUNGE AND KUTA METHODS

Subject to the basic conditions and parameters of the takes many modes. Crossing lines between them are not straight fixed;
besides, there are some traces of chaos phenomenon. On the way to try more exact limits of the attractor zones and to examiner chaos
operator and of Runge and Kuta methods by complex are used.
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MATJE TIPO LYGTIES SPRENDINIU EGZISTAVIMO SRICIU PAGAL
ATRAKTORIUS TYRIMAS

Jolanta Krencevidiité, Liepa Bikulciené, Zenonas Navickas

Kauno technologijos universitetas

1. Jvadas

Tobuléjant programinei jrangai, skaitiniai metodai tampa vis svarbesne taikomosios matematikos
Saka. Jie tapo pagrindine daugelio sri¢iy uzdaviniy sprendimo priemone, nes analiziniai matematiniai
metodai, taikomi sudétingesniems matematiniams modeliams, daznai yra neveiksmingi arba tokiy
metody visai néra. Matematiniai modeliai daZniausiai aprasomi diferencialinémis lygtimis. Siuo metu
sukurta daug diferencialiniy lygciy sprendimo metodu, todél vartotojui darosi vis sunkiau pasirinkti,
kuri 1§ jy naudoti. Be to, skaitiniais metodais gauti sprendiniai yra pateikiami skai¢iy lentelés pavidalu.
Tuo tarpu naudojant operatorini metoda ieSkomas sprendinys uzraSomas operatorine eilute, i$ kurios
galime gauti jvairaus laipsniy daugianarius — sprendiniy artinius, [1]. Sie artiniai, priklausomai nuo
poreikio ir skaiCiavimo resursy pajégumo, yra gaunami didelio tikslumo. Tokiy daugianariy pagalba
galima surasti ir i$tirti {vairias diferencialiniy lyg¢iy savybes. Operatorinio metodo kompiuterinés
realizacijos algoritmas apraSytas [2] literatiiroje. Kai sprendiniai yra periodinés funkcijos, ju artinius
galima iSreiksti keliy eksponentiniy funkcijy suma, pakankamai tiksliai aproksimuojant sprendini, [3].
Be to, sprendziant sudétingesng diferencialiniy lygCiu sistema keliais kokybiskai skirtingais metodais
iSvengiama ivairiy rasiy klaidy.

Diferencialiniy lygc¢iu sprendiniai turi jvairius nusistoveéjusius rezimus. Tai priklauso nuo pradiniy
salygu ir parametry reikSmiy. Praktikoje svarbu rasti sprendiniy pritraukimo sritis ir nustatyti tikslias ju
ribas. Siame straipsnyje tiriama Matjé tipo diferencialinés lygties sprendiniy priklausomybé nuo
pradiniy salygy bei nuo parametry ir nustatomos ribos tarp skirtingy traukos sriciy.

2. Lygties apraSymas ir sprendinio sudarymo metodas

Toliau bus nagrin¢jama Matj¢ netiesiné diferencialiné lygtis

2
v | &AW
+hy'+| =—
y tny [L 7

coswxjsinyzo, (1)

aprasanti $vytuokle, veikiama vertikalios periodinés jégos, kurios judéjimas yra slopinamas. Cia
parametras Acoswx apraso vertikaliaja jéga, & — slopinima, g- traukos jéga, L- Svytuoklés ilgi, y yra
nukrypimo nuo pradinés padéties kampas [4]. Lygti (1) galima pertvarkyti { toki pavidala:
y"+hy' +b*(1+acoswx)siny =0, (2)
Aw?
g
(y(x))x|x:v =t.

Cia h,b,a,w yra parenkami parametrai — realieji skaiciai, o v - laiko momentas, nuo kuriuo

kai a=-

, bz\/% . Pertvarkytos lygties sprendinio pradinés salygos yra tokios: y(v)=s;

pradedama spresti duotoji diferencialing lygtis (atskiru atveju v=0).
Tada lygties sprendinys operatoriniu metodu uzraSomas taip:

Husity)= ipk % : 3)

Cia Do =55 Dru :(Dv +tD, —(ht+b2(1+acoswv)sins)D, )pk, keZ,.
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Tada p,(s.;,v)=1, p,(s,t,v)= —(ht +b%(1+ acoswv)sins),
ps(s,t,v) = b*awsinssinwy — bt coss(1 + acoswv)+ + h(ht +b° (1 +acos WV)Sin S) ir t.t.

Kadangi kompiuteriu galime apskaiciuoti tik baigtini skai¢iy koeficienty — funkciju p, , vietoj
eiluteés (3) gauname sprendinio artini — tam tikro laipsnio daugianarj. Be to, did¢jant x reikSmei Sis
daugianaris tolsta nuo tikrojo sprendinio, tod¢l iSraiskas reikia perskaiciuoti, o 1§ visy gauty
daugianariy [2] literatiiroje aprasytu budu suformuoti y*(x).

Apskaiciavus sprendinio artinj ir ji {sistacius i (2) lygti, randame maksimalia netiktj A =max|A(x),

kai y"(x) - sprendinio artinys, o A(x) §iuo atveju A(x)= (y*(x)) + h(y*(x)) + f*(1+ acoswx)sin y" (x).
Paklaidy-netekties funkcija A(x) grafiskai pavaizduota 1 pav. Siuo atveju gauta maksimali netiktis
A=2-107°.

1. S5e-0E-
1e-05
Se-07

o = 4 1o
-Se-07

-le-06

1 pav. Paklaidy funkcija, y(O): 0.5, y’(O):O.Z, h=0.7, b=09,a=2, w=1, x=0.20
Pateiktame pavyzdyje daugianariy, i$ kuriy sudaromas sprendinio artinys, laipsnis buvo lygus 9, o
per¢jimo tarp sprendinio daugianariy centry zingsnis lygus 1. Pastebésime, jog derinant Siuos du
dydzius, galima gauti ir maZesng paklaida.

3. Matjé¢ lygties sprendiniy tipai

Tiriamoji lygtis (2) priklausomai nuo pradiniy salygy ir parametry turi skirtingus nusistovéjusius
rezimus ir peréjime tarp Siy rezimuy galime pastebéti chaoso reiskinius. Norint nustatyti ty rezimy
egzistavimo zonas ir tikslesnes peréjimo tarp ju ribas, nepakanka naudoti vien iprasta integravimo atgal
metodika, kadangi Sie rezimai dazniausiai pastebimi tik fazin¢je erdvéje ir praéjus dideliam laiko
tarpui. Siame straipsnyje nagrinéjamas tik variantas, kai #=0.01 ir w=1. Kitoms # ir wreik§méms
analiz¢ atlieckama Siuo metu.

Pirmo tipo reZimas gaunamas, kai Svytuokl¢é nesisuka, o virpa apie prading padéti. Jo pavyzdys
fazinéje plokstumoje ir erdvéje pavaizduotas 2 pav. Siuo atveju 5=0.5, a=0.15, »(0)=0.05, y'(0)=0.01.

i 0.3
2 pav. Nusistovéjes pirmo tipo rezimas fazinéje plokstumoje (y/y') ir erdvéje (t/y/y")

Antro tipo rezimas gaunamas, kai Svytuoklé sukasi pastoviu greiiu, lygiu w, Siuo atveju greitis
w=1. Jo pavyzdys fazin¢je plokStumoje ir erdvéje pavaizduotas 3 pav. Siuo atveju »=0.7, a=0.15,
1(0)=0.5, y'(0)=15.
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0.89 l

. H

B T T T T
550 560 570 5B0 550

3 pav. Nusistovéjes pirmo tipo rezimas fazinéje plokstumoje (y/y') ir erdvéje (t/y—wt/y')
4. Rezimy egzistavimo sritys priklausomai nuo parametry

Anksciau buvo tirta suprastinta Matje lygtis »"+hy'+ pcostsiny =0. Rezimy priklausomybé nuo
pradiniy salygy, apskai¢iuota Rungés ir Kutos 4-5 bei operatoriniu metodais buvo pateikta [5]. Siame
straipsnyje pateikiama lygties (2) rezimy priklausomybé nuo pradiniy salygy ir parametry a ir 5.

Pirmiausia buvo tirta priklausomybé nuo pradiniy salygy. Gauti rezultatai pavaizduoti 4 pav.
Tamsiai pazymétas (pilki kvadratukai ir kryziukai) antro tipo rezimas (pastebésime, kad pirmo tipo
rezimas yra vyraujantis, todél specialiai jis nezymimas). Kvadratukais Zymimas gautas operatoriniu
metodu antro tipo rezimas, kryziukais —gautas Rungeés ir Kutos 7-8 metodu.

y(0)
— XXX
0,09 + [ Operatorinis H
X Runges X X X X
0,07 K
XX »
0,05 X X HRL KX XXX
XK X XX XX XX
0,03 X XAKX XK
XXX X XX X
0,01 ; \ X ¥(0)
0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5

4 pav. Rezimy priklausomybé nuo pradiniy salygy

Tiriant stabiliy nusistovéjusiy rezimy egzistavimo zonos priklausomybeg nuo atraktoriy, parametras
a keistas nuo 0.01 iki 0.3, parametras » nuo 0 iki 2. Gauti rezultatai pavaizduoti 5 pav. Tamsiai
pazymétas (pilki kvadratukai ir kryziukai) antro tipo rezimas. Kvadratukais Zymimas gautas
operatoriniu metodu antro tipo rezimas, kryziukais—gautas Rungés ir Kutos 7-8 metodu.

a
0,35
0,3 —+—
0,25 %
0,2
0,15 %
x
0,1 RS
Operatorinis ©
0,05 7<‘
X Runges78
0 | ; ‘ e
0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

5 pav. Rezimy priklausomybé nuo atraktoriy

IS 4 ir 5 pav. galima pastebéti, kad abiem metodais gauti rezultatai beveik sutampa, nedideli
skirtumai pastebimi tik egzistavimo sri¢iy ribose, kuriose stebimi pereinamieji procesai ir kartais
chaoso reiskinys. Norint tiksliau rezimo tipa Siuose taskuose galima pasinaudoti operatorinio metodo
privalumu — lengvai padidinama daugianario eile ar sumazinamu zingsniu.

Skai¢iavimams naudojama Maple aplinka [6]. Operatoriniam skai¢iavimo algoritmui ir netekties
ivertinimui naudota [2] apraSyta metodika, pasirinkus peré¢jimo per centry zingsni lygu 1 ir daugianariy
laipsnius lygius 9. Taip pat skai¢iavimams naudota Rungés ir Kutos 7-8 metoda realizuojanti funkcija
dsolve su parametru method=dverk78. Panasis rezultatai buvo gauti ir skaic¢iuojant naudojant Rungés
ir Kutos 4-5 metoda, kurj realizuoja ta pati standartiné¢ Maple funkcija su parametru method=rkf45.
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5. ISvados

Tiriant netiesinés Matj¢ diferencialinés lygties stabiliy rezimy priklausomybg nuo pradiniy salygy

ir parametry pastebéta, kad rezultatai, gauti operatoriniu ir Rungés ir Kutos metodais 1§ esmés sutampa.
Nedideli skirtumai pastebimi tik egzistavimo zony ribose, ypac tiriant priklausomybg nuo pradiniy

salygu.
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ANALYSIS OF SOLUTIONS EXISTENCE ZONES BY ATTRACTORS OF MATHIEU’S EQUATION

Subject to the basic conditions and parameters the solutions of differential equations have many stable modes. It depends on initial

conditions and parameters — attractors. The crossing lines between these modes existence zones are not straight fixed; besides, there are
some traces of chaos phenomenon. On the way to find more exact limits of the attractor zones and to examiner chaos is the use of
operator and Runge-Kutta methods by complex. Two stable modes are established when the frequency and the friction power are fixed.
In this paper the dependence on initial conditions and parameters of existence zones are presented for these two modes. The loss-error
estimation of the operator method is described too.
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