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Kursevidiate D. An optimal smoothing parameter determination algorithm in strategy of
adaptive smoothing: Master’s work in applied mathematics / supervisor lect. dr. V.
Kravéenkiené; Department of Mathematics Research in System, Faculty of Fundamental

Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas, 2013. — 69 p.

SUMMARY

The improving of technology, it is also improving analysis in the engineering domain, what
makes possibility to modulate the optical experiment in virtual environment. In an overview of
numerical method, it was chosen finite element method (FEM). Since standard FEM analysis is based
on the interpolation of nodal parameters in the domain of each element, and displacement field is
continuous in the global domain, however the stress field is discontinuous at the inter-element
boundaries due to the differentiation of the field of strains. To solve the problem of discontinuous
field, it is used adaptive conjugate smoothing algorithm, where by the minimized functional, which
describes the differences between the interpolated and initial discontinuous field, added an additional
penalty term for rapid change of interpolated field.

The smoothing parameter A can be selected for each finite element individually and its
definition was determined intuitively. However it was confronted with a problem that increasing the
parameter value of A distorted physical information about the analyzed system. So in this work
presented an optimal smoothing parameter detection algorithm, which helps to choose the optimal

smoothing parameter value of A, between regularizated theoretical field and smoothed field.
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IVADAS

Pastaruoju metu sparciai besivystant mokslo ir technologijy amziui, dauguma darby persikelia j
kompiuteriy ekranus.

IStobul¢jus skaiCiavimo technikai, inzinieriai naudoja itin daug kompiuterinés technikos
programy, nes atsirado galimybé modeliuoti optinius eksperimentus virtualioje aplinkoje, naudojant
skaitinius metodus. Inzineriniy problemy sprendimui praktikoje naudojami skaitiniai metodai, tokie,
kaip baigtiniy elementy, baigtiniy skirtumy, ribiniy elementy metodai, kurie Zenkliai padidina
inzinerinés veiklos efektyvuma. IS jy populiariausiai naudojamas baigtiniy elementy metodas (BEM).
Sie metodai yra ne tik pigiis, bet ir geresni, nes jy pritaikymas duoda greitesnius i§samius rezultatus
[1].

Kadangi jprastiné BEM analizé yra pagrjsta mazginiy kintamyjy interpoliavimu kiekvieno
elemento srityje, o poslinkiy laukas yra tolydusis globalioje srityje, taciau diferencijavimas jtempiy
lauka, elementy sujungimo vietose tampa trukiu. Tad pagrindinis tikslas tampa trikiyjy lauky
(adaptyvusis) glotninimas, naudojant tokius skaitinius metodus, kurie leisty atlikti inZineriskai pagrjsta
glotninima, neiskraipant] nagrin¢jamy fizikiniy parametry bei tinkantj tyrimy rezultaty vizualizavimo
procediiroms.

Trukiojo lauko problemai spresti haudojamas adaptyvusis jungtinis glotninimo inZinerinis
algoritmas [2]. Prie minimizuojamo funkcionalo, aprasancio skirtumus tarp interpoliuoto ir pradinio
triikiojo lauko, pridedamas papildomas baudos narys dél greito interpoliuojamojo lauko kitimo. Sis
siilomas algoritmas gerai atitinka BEM ideologija, nes sprendZiant jungtinio glotninimo uZdavinius
globaliose srityse, formuluojama tiesiniy algebriniy lyg¢iy sistema suglotninty mazginiy parametry
nustatymui.

Glotninimo parametrag A galima parinkti kiekvienam elementui individualiai ir jo tikslumas
buvo nustatomas intuityviai [2], taciau buvo susidurta su problema, kad didinant parametro A reikSmg¢
buvo iskraipoma fizikiné informacija apie nagrinéjamajg sistema. Tad kyla klausimas, kaip pasirinkti
optimalig glotninimo parametro A reikSmg.

Darbo tikslas — sukurti optimalaus glotninimo parametro A nustatymo algoritma.

UZdaviniai:

1. Susipazinti su skaitiniais metodais, ypa¢ su BEM, ir iSmokti taikyti adaptyviojo jungtinio
glotninimo strategija.

2. Trukiyjy lauky glotninimui pritaikyti adaptyviojo jungtinio glotninimo algoritma aukstesnés eilés
baigtiniam elementui.

3. Sukurti optimalaus glotninimo parametro nustatymo algoritma.
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Sia tema buvo skaityti prane$imai ir pateikti straipsniai temomis ,,Neardancios kontrolés metody
apzvalga® leidiniui ,,Matematika ir matematinis modeliavimas 2012 bei ,,Optimalaus glotninimo

parametro nustatymo algoritmas® (,,An optimal smoothing parameter determination algorithm®).
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1. BENDROJI DALIS
1.1. BAIGTINIU ELEMENTU METODAS

Siuolaikinio inZinieriaus konstruktoriaus darbas vis labiau tampa neatsiejamas nuo kompiuterio.
Moderni statybiniy konstrukcijy teorija bei projektavimo normos leidzia jzvelgti konstrukcijos atsakg j
visus numatomus iSorés poveikius, bet tam reikalingos tokios skaiCiavimo programos, kurios

realizuoja placiai iSplitusj baigtiniy elementy metoda.

1.1.1. KONTINUALIUJU STRUKTURU FUNKCINIAI MATEMATINIAI
MODELIAI

Kalbant apie kontinualigsias struktiras, turima omenyje kontinuumas, kuriam budingos
konkrecios fizinés savybés. Bidingas kontinualiosios struktiiros pavyzdys yra tamprusis kiinas,
aprasomas tamprumo teorijos lygtimis. Pana$iai aprasomi ir netiesiSkai deformuojamo kiino bei lauko
teorijos uzdaviniai. Formuluojant funkcinius modelius, apsiribojama tik bendriausiomis
formaliosiomis kontinuumo savybémis, kurios nepriklauso nuo fizinés kontinuumo prigimties. Kai
kurios konkreCios savybés bus atskleistos smulkiau nagrin¢jant tam tikrus kontinualiyjy struktiiry
pavyzdzius [3].

Taigi nagrinéjama trimaté kontinualioji strukttira (1.1 pav.). Struktiros konfigiiracija nusakoma
pagal jos tarj V ir ribojantj pavir$iy S . Paprastumo délei struktiira apraSoma globaliojoje koordinaciy
sistemoje Oxyz. Nagringjant laike kintancius procesus, pradiné struktiros forma yra kiino

konfigtiracija, apibrézta laiko momentu t=0. Laisvai pasirinkto vidinio strukttros taSko padétis

nusakoma koordinagiy vektoriumi X ={X}={x,y,z}', o pavirsiaus tasko padétis — vektoriumi

X= {Xs }= {Xs 1 Ys s }T [3].

1.1 pav. Trimaté kontinualioji struktiira, kaip krastinio uzZdavinio apibrézimo sritis
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Iprasta, kad kontinualioji struktiira gali biiti veikiama turyje bei pavirSiuje pasiskirsciusiy
poveikiy. Tirinius poveikius zymésime vektorine funkcija {p} = {p (X)}, o pavirSiy veikiancius
poveikius — vektorine funkcija {ps }= {ps (X5 )}. Tariniai poveikiai iSreiskiami poveikiu tiirio vienetui,
o pavirsiaus poveikiai — poveikiu ploto vienetui. Jei kontinualioji struktira yra deformuojamas kiinas,
tariniai poveikiai iSreiSkia tiirines jégas {p(x)}z{b(x)}, 0 pavirSiaus poveikiai — pavirSines jégas
{pS(XS )}E{t (x5 )} Tam tikrais atvejais struktirg gali veikti linijjose X ar taskuose Xp sutelkti

poveikiai {p, f=1{p, (x_)} ir {pp}={pp(xp )}[3].

Struktiiros biisena nusakoma biivio kintamaisiais — vektorine funkcija {u}z {u (X)}
Populiariausioje tamprumo teorijos ir kity deformuojamo kiino mechanikos uzdaviniy formuluotéje
poslinkiais bavio kintamieji sutapatinami su poslinkiy funkcijomis [3].

Krastinis uZdavinys. Funkciniai matematiniai modeliai iSreiSkia priklausomybes tarp nezinomy
biivio kintamyjy ir Zinomy iSoriniy poveikiy funkcijy. Standartiné tokiy priklausomybiy iSraiska, arba
standartinis matematinis modelis, yra diferencialiniy lygciy sistema (diferencialiné lygtis). Taikant
vektorinius Zyméjimus, diferencialiniy lygéiy sistema gali biiti uzraSyta matricine forma [3].

Kai uzdavinys tiesinis, Sias lygis galima apraSyti tiesiniu operatoriumi [L] [3]:

[LIu()}= {p(x)}, ¢ia X eV, (1.1)

Korektiskai formuluojant, lygtys (1.1) papildomos kraStinémis salygomis, apibréztomis
kontinualiosios strukttiros pavirSiuje [3]:

[LoJlutxs)i=tps(xs )}, diaxs €S. (12)

{Ls} — analogiskas krastiniy salygy operatorius. Pastarasis, priklausomai nuo krastiniy salygy

pobiidzio, gali nusakyti ir diferencialines, ir algebrines operacijas. Modelis, apraSytas

priklausomybémis (1.1-2), yra vadinamas krastiniu uZdaviniu. Esant reikalui, analogiskai (1.2),

krastinis uzdavinys gali biiti papildytas kraStinémis saglygomis pavirSiaus kontiire L arba taSky aibéje

P. 1.1 pav. pavaizduota trimaté krastiné uzdavinio apibrézimo sritis [3].
1.1.2. TIESINES TAMPRUMO TEORIJOS LYGTYS

Tamprumo teorija nagrinéja tampryjj kiing. Kinas apraSomas pasirinktoje globaliojoje
koordinaciy sistemoje. Kiino geometrija apibréziama tariu V ir pavir§iumi S (1.2 pav.). Pavirsius

dalijamas j dvi dalis S ir S, [3].
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1.2 pav. Trimatis tamprusis kiinas ir ji apibaidinantys dydziai

Aprasant kontinualigsias struktiiras, jprasta vienodos fizinés prigimties dydzius zyméti vektoriy
funkcijomis arba tiesiog vektoriais. Tokiu biidu dalyje S; veikianc¢ios pavir§inés jégos bus aprasomos
vektoriumi {t} o dalyje S, yra uzduodami poslinkiai — vektoriumi {u p}. Nulinés jégos (neapkrautas
pavir$ius) ar nuliniai poslinkiai (kiino atramos) yra atskiri iSoriniy poveikiy atvejai. PavirSiuje
uzduotos priklausomybés vadinamos kraStinémis (priklausomai nuo jy pobudzio statinémis arba
kinematinémis) salygomis. ISoriniai poveikiai taip pat gali veikti kiing per tiiryje V susidarancias
turines jégas. Tas jégas nusako vektorius {b} Laisvai pasirinkto tasko nagrinéjamame kiine padétis
apibréziama koordina¢iy vektoriumi {X}, 0 iSorinio pavirSiaus normalé apibréziama normalés
vektoriumi {n} [3].

Erdvinio tamprumo teorijos uZdavinio lygtys staciakampéje koordinaciy sistemoje. Klasikiné
tamprumo teorijos uzdavinio formuluoté uzrasoma staciakampéje koordinaciy sistemoje OXxyz . Esant

erdviniam uzdaviniui, tasko padétis nusakoma trimis koordinatémis X, y, z. Koordinadiy vektorius

uzrasomas tokiu pavidalu {x} = {x,y,2}", o normalus vektorius - {n}={n_,n .n, | . Koriniy poveikiy
k) k) H X! yl Z .

vektoriai taip pat uzraSomi trimis dedamosiomis, nukreiptomis koordinac¢iy kryptimis

bi=tb,.b,.b, ", th=tt,.t,.t, ] ir fu}={u,.u,.u, | 3]

Deformuojant kiing, jo biivi nusako susidarantys jtempimai, deformacijos ir poslinkiai. Jtempimy
biivis apraSomas jtempimy tenzoriumi, o deformuotas biivis deformacijy tenzoriumi. UZraSant lygtis
matricine forma jtempimai Zymimi vektoriumi {o}, 0 deformacijos vektoriumi {s}. Poslinkiai Zymimi
vektoriumi {u}. Visi bavio kintamieji yra koordinaciy {x} funkcijos, ty., {o}={o(x)}, {e}={e(x)} ir
{u}z {u(x)} ISorinio poveikio vektoriai taip pat priklauso nuo koordinaciy. Paprastumo délei tekste

priklausomybé nuo koordinac¢iy bus Zymima tik iSskirtinais atvejais [3].
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Itempimai taske {X} iSreiskia jtempimy atstojamasias elementaraus staciakampio gretasienio
sienelése (1.3 pav.). Jtempimy dedamosios o;; Zymimos dviem indeksais. Pirmasis indeksas i Zzymi
koordinaciy aikstelg, o antrasis indeksas j jtempimy kryptj. Susitarta indeksus zyméti skaiciais
didéjancia tvarka, (i, j =1, 2,3) arba atitinkan¢iomis koordinates raidémis (i, j =X,Y,z). Jvertinus
Siuos zZymejimus ir tangentiniy jtempimy simetrija, jtempimy vektoriai uzraSomi Kkaip

T T .. . ..
{o-} - {0-11,622, Csr O 0-13,523} arba {(7} = { 10 3 O Togs Tz z'yz} . Deformacijy vektoriai zymimi

analogiSkai {8}2{811,822,833,812,813,823}T arba {8}={€XX,8W,€ZZ, Yy ;/XZ,;/yZ}T. Tuo pat bidu

Zymimas ir poslinkiy vektorius {u} = {ul, U,,U, }T arba {u}= {ux uy,u, }T [3].

Yi dx
dz
022%% TZI
TB T 12 dy
T %
%31 T s O -
O.

X

1.3 pav. Elementarus tiiris ir jame veikiantys jtempimai staciakampése koordinatése

Deformuojamo kiino mechanikos lygtys susieja biivio kintamuosius ir iSorinio poveikio rodiklius
kiino taSke {X} Lygciy sistema sudaro trys lyg€iy grupés - statikos, geometrines ir fizinés lygtys.
Statikos lygtys nusako ry§j tarp jtempimy {a} ir iSoriniy apkrovy {b} , geometrinés lygtys nusako rysj
tarp poslinkiy {u} ir deformacijy {5}, 0 fizinés lygtys - tarp jtempimy {a} ir deformacijy {g}
Tiesingje tamprumo teorijoje visos lygtys yra tiesinés, o fizinés lygtys nusako tiesiskai tampraus kiino
priklausomybes, iSreiSkiamas Huko (Hooke) désniu [3].

Tamprumo teorijos uzdavinys yra kraStinis uzdavinys, kurj sudaro kiino tiiryje V galiojancios
lygtys bei kontiire S uzduotos statinés ir kinematinés krastinés sglygos. Statinés krastinés salygos
iSreiskia rys§j tarp jtempimy {O'} ir pavir$iniy apkrovy {t} ant pavirSiaus S., 0 kinematinés salygos -
tarp poslinkiy {u} ir duoty poslinkiy {u p} ant pavirSiaus S, [3].

Tamprumo teorijos uzdavinio priklausomybés iSreiSkiamos lyg¢iy sistema, kurig sudaro 3

statikos, arba Navje (Navier) lygtys, geometrinés, arba Kosy (Cauchy) lygtys ir 6 fizinés lygtys [3].
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[Alie}=—{b} (1.3a)
AT uj-lef=10} eV, (1.3b)
[DJfo}-{e} =10} (1.3¢)
su statinémis kragtinémis salygomis
[N] {o} ={t} {x}es: (1.4)
ir kinematinémis krastinémis salygomis
ul=lup; {esy, (L5)

¢ia matrica [A] zymi lygciy diferencialinj operatoriy, [D] yra tamprumo konstanty matrica, o
[N] yra algebrinis operatorius sudarytas i§ normalés vektoriaus dedamyjy [3].

Tam tikrais atvejais fizinés lygtys gali biiti iSreikStos atvirkstine priklausomybe [3]:

[DIHel-fe}={0}  {x}ev, (1.6)

Matrica [D] literatiiroje dar vadinama tampraus kiino slankumo, o [D]_l standumo matrica [3].

Praktinis uzdavinio (1.3-5), kuriame yra palyginti didelis nezinomyjy skaicius, nagrin¢jimas néra
patogus, todél egzistuoja kitokios §io uzdavinio formuluotés su vieno tipo kintamaisiais. Labiausiai
paplitusi yra tamprumo teorijos uzdavinio formuluoté poslinkiais, kur yra tik nezinomieji poslinkiai
{u}. Tokiu atveju naudojant fizines ir geometrines lygtis galima iSeliminuoti jtempimus ir

deformacijas, o statikos lygti (1.3a) bei statines kraStines salygas (1.4) iSreiksti per poslinkius.

Tamprumo teorijoje uzdavinio formuluoté poslinkiais, uzraSoma tokiu btdu [3]:

[AIDIP[A] u}=-b}  {xjeV, (1.7a)
IN][D]*[A] {u} = {t} Xjes, (1.7b)
{ul=1{us} xjes,, (L.7¢)

¢ia lygtys (1.7a) dar yra vadinamos Lame lygtimis. Konkrecios jy iSraiSkos priklauso nuo
konkrecios koordinaciy sistemos ar dalinio uzdavinio atvejo, apsiribojamo placiausiai naudojamomis
sta¢iakampe koordinaciy sistemomis. Pateikiamos erdvinio uzdavinio formuluotés [3].

Naudojant aptartus zyméjimus, tampraus kiino lygtys (1.3) jgauna tokj pavidala [3]:
statikos lygtys:

M 719 xx
2 0 0 2 2 o,
X & a Wl (b,
o
0 % 0 % 0 g “h=1b,b; (1.8a)
Tyy
b
0 0 2 0 2 2z, ’
a X &
L i Tyz

geometrings lygtys:



i 0O O
0 i 0
oy
0O O Q
0z
o0
oy oX
a2
01 OX
o 0 2
i oz oy
fizinés lygtys — tiesioginis Huko désnis
1 —v —v 0
-v 1 -v 0
1/1-v -v 1 0
E/0 0 0 2(+v)
0 0 0
| 0 0 0
ir atvirkstinis Huko désnis
[1-v 1% 1%
1-2v 1-2v 1-2v
1% 1-v 1%
1-2v 1-2v 1-2v
1% 1% 1-v
1-2v 1-2v 1-2v
1 +Vv 0 O 0
0 0 0
0 0 0

o Nk, O

o N, O

N, O

+ © o o oo

XX

yy

2z

4 Q a Q

A

Xz

yz

m

XX

m

yy

m

Zz

ny
Y xz
’sz
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(1.8b)

; (1.8¢)

(1.8d)

Cia E yra medziagos tamprumo, arba Jungo (Young), modulis, 0 v — skersiniy deformacijy,

arba Puasono (Poisson‘s) koeficientas [3].

1.1.3. KONTINUUMO DISKRETIZAVIMAS BAIGTINIU ELEMENTU

METODAS

Krastinio uzdavinio transformacija j algebrinj pavidalg yra tapatinama su kontinualaus modelio

diskretizavimu [3].
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Terminas diskretusis Siuo atveju apibiidina struktiras (objektus ar reiSkinius), kurios aprasomos
baigtiniu skai¢iumi kintamyjy ar kity rodikliy. Tokios strukttiros yra sudarytos i§ jvairiy smulkesniy
sudétiniy detaliy — elementy [3].

Taigi krastinis uzdavinys pakei¢iamas tiesiniy algebriniy lygciy sistema

K-U=F, (1.9)

kur K - lyg¢iy operatorius (matrica), U - nezinomyjy vektorius o F - laisvyjy nariy vektorius [3].

1.1.3.1. BEM IDEJA

Tarp Siuo metu naudojamy skaitiniy diskretizavimo metody ryskiai dominuoja baigtiniy
elementy metodas (BEM). Sis metodas apjungia daugelj savybiy, biidingy matematiskai pagrjstiems
skaitiniams diferencialiniy lyg€iy sprendimo metodams, taip pat ir Zmogaus intuicija grindZziamiems
inzineriniams metodams [3].

Sprendziant BEM, realus objektas modeliuojamas elementy rinkiniu. Inzineriniu pozitriu
baigtinis elementas suprantamas kaip realiai egzistuojantis tam tikros formos ir baigtiniy matmeny
elementas (geometring figiira arba idealizuotos realios konstrukcijos elementas). Matematiniu poZitiriu
tas pats elementas suvokiamas kaip matematinés abstrakcijos rezultatas. Rinkinio sudarymo
procediiros nepriklauso nuo pozitirio ir nuo konkretaus elemento sudarymo biido [3].

Iprasta prisilaikyti tokiy diskretizavimo taisykliy. Objektas (struktira) sudalijama i baigtinj
skaiiy elementariy geometriniy figlry, vadinamy baigtiniais elementais. Dvimatése struktirose
baigtiniais elementais parenkami trikampiai ir keturkampiai, o trimatése struktiirose — jvairios prizmés,
apribotos trikampiais ir keturkampiais pavirsiais (1.4 pav.). Paprastai elementy geometrija ribojama

tiesiomis linijomis, ta¢iau sudétingesni elementai formuojami ir i§ kreivy linijy ir pavirsiy [3].

Wazga:  Elsmentas

’

SUES
EEa!
I
O—O——0—10

SEBES!

X

4 L‘X
a) b)

1.4 pav. a) Trimaté baigtiniy elementy struktiira; b) Dvimaté baigtiniy elementy struktiira

Elemente, paprastai elemento pavirSiuje, pazymimi tam tikri taskai, vadinami mazgais. Mazgai

yra skirti elemento geometrijai, biivio kintamiesiems ar kitiems rodikliams apibrézti. Daroma
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prielaida, kad elementai tarpusavyje jungiami tik per elemento iSoréje esanéius mazgus. Elementy
forma ir mazgy iSsidéstymas turi garantuoti vienareikSmiskus elemento formos ir biivio kintamyjy
atvaizdus bei reikiamg tolyduma elementy tarpusavio sujungimuose. Sioms salygoms jvykdyti yra
suformuluoti griezti kriterijai, taiau patys paprasciausi reikalavimai rekomenduoja vengti mazy
atstumy tarp mazgy ir smailiy kampy tarp elemento briauny [3].

Panagrinésime diskretyjj elementa, priskirdami jam indeksa e (e =1, 2,...,r), kur r — bendras
struktiros elementy skaicius (1.5 pav.). Paprastumo délei nagrinésime struktiira, sudarytg i§ vienody

elementy, o visi elementai bus apraSyti vienoje globaliojoje Dekarto koordinaCiy sistemoje Oxyz.

Elemente pazymime n mazgy, kickvienam mazgui priskirdami indeksg i (i=1, 2,...,n) [3].

elementas e

mazgas n
1.5 pav. Baigtiniy elementy pavyzdys — trimatis elementas

Elemento modelj susiesime su buvio kintamyjy, deformuojamo kiino atveju poslinkiu vektorine

funkcija  u(x)={u,(x),up (), ..., u; () ..., un()f" . Cia indeksas j (j=12,..,m) Zymi vektoriaus

komponentes (kintamuosius). Kiekviena funkcija u; elemento e mazge i gali biiti apibiidinta skaliaru

U . Visos viename mazge i identifikuotos reikSmes sudaro vektoriy U7 =3, Ug,...,Ug,... .Uy }T.
Lygiai taip pat visame elemente veikian€ius parametrus galime sujungti ] vieng vektoriy

U ={Us,Ug, ..., U¢,..,ue ", Kuris turi n-m nariy [3].

1.1.3.2. KONTINUUMO ELEMENTAI

Metodai, nagrin¢jantys kraStinio uZdavinio sprendimg apytiksliai pasirenkant sprendinj, yra
vadinama pusiauanaliziniais metodais [3].
Pats paprasciausiais apytikslis krastinio uzdavinio sprendimas — pasirinkti ieSkomosios funkcijos
f(x) iSraiska, naudojant vieng i§ matematikoje jau Zinomy funkcijy, dazniausiai daugianari, turintj
baigtinj nariy skaiciy [3]:
f(X)~ay+a, f,(X)+a, f,(X)+.. +a, f,(X)+.. +a, f,(xX) 0 O (1.10)
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Si i3raiska pasirenkama taip, kad visada tapatingai tenkinty krastines salygas. Taigi funkcijos
f(x) radimas pakeiCiamas ] koeficienty oy, q,25,...,q%,...,a,, kuriems apskaiciuoti visada gali buti
sudaryta n+1 skaiCius algebriniy lyg¢iy, nustatymu. Taigi diferencialinés lygties sprendimas
pakeiiamas tiesiniy lygciy sistemos sprendimu [3].

BEM taip pat remiasi pusiauanaliziniy metody idéja. Esminis skirtumas gladi funkcijos
apibrézimo srityje — tolydi iSraiska (1.10) kei¢iama analogiska iSraiSka, galiojancia tik vieno elemento
ribose [3]:

ue(x)=af fE(x)+as 5 (x)+..+af ff(x)+..+al fe(x). (1.11)

Funkcijy f,° vaidmenj atlicka matematiskai gerai iSnagrinétos funkcijos su Zinomomis tolydumo

savybémis. Konstruojant sprendinius, daznai naudojami jprasti laipsniniai daugianariai [3]:
ut(x)=af +aSx+afy +afz+afxyz+... .0 (1.12)

Taikant BEM, kraStinio uzdavinio sprendinys uZsiduodamas (aproksimuojamas) diskretiskai
tolydzioms funkcijoms. Tolydumas elemente apsprendziamas funkcijy f;¥(x) savybémis, o tolyduma,
tiksliau, triikius tarp elementy tenka nagrinéti papildomai, laikantis tam tikry reikalavimy [3].

ISraiskos (1.12) néra patogios baigtiniams elementams sudaryti. Baigtiniy elementy metodo
praktikoje jprasta naudoti interpoliacines iSraiSkas, kur figiiruoja funkcijy ar jy iSvestiniy mazginés
reikdmés. Apsiribojant vien funkcijy reik§mémis, mazguose U/ (i =1 n) nagrinéjama funkcija
aprasoma tokia apytiksle iSraiska [3]:

u®(x)= NF (X)UF + No(x)U5 +...+ NE(X)UF +..+ NE(X)UE. (1.13)

Funkcijy N{(x) Seima yra vadinama elemento formos funkcijomis. Formos funkcijos uzima
isskirting vieta BEM teorijoje ir praktikoje. Sios funkcijos turi uztikrinti iSraiskos (1.13) logika
elemento mazguose, ty. U®(x;)=U{ Tai reiskia, kad formos funkcijos pasizymi specialiomis
savybémis [3]:

NF(xi)=1 (1.14a)
Ne(x,)=0 (1.14b)

Savybés (1.14) yra naudojamos formos funkcijy Nf(x) Seimai sudaryti, kai i =1,2,...,n [3].
Apibendrindami i$raiska (1.13) baigtiniam elementui €, uzraSysime matricine forma [3]:
u(x)=[N*(x)|u* (1.15)
Cia [N e(X)J yra elemento formos funkcijy matrica, o U® elemento — mazginiy neZinomyjy vektorius.
Uzsidavus (1.15) analogiskai modeliui (1.9) sudaromas elemento € modelis [3]:

[Kejue=F° (1.16)
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Standartinés surinkimo procediiros pagalba gaunamas modelis (1.9). Tokiu biidu kuriant
baigtinio elemento modelj visos dimensijos sutelkiamos j vieng elementg, kurio geometrija, fizinés

savybés ir iSraiSka (1.15) nulemia jo galutinj modelj (1.16) [3].
1.1.3.3. TIESIOGINIAI METODAI

Biidai, kuriais tiesiogiai sudaromos BEM priklausomybés bei j jas jeinanCios matricos ir
vektoriai, jprastai vadinami tiesioginiais baigtiniy elementy formavimo metodais. Tokie metodai
zinomi daugeliui inzinieriy ir taikomi inzinerinéje praktikoje. Vieni jy yra visiSkai savarankiski, kiti gi
gali buti BE metodo pavienés versijos. Pakanka Zinoti norimg matematinio modelio forma, ar uzrasyti
konkrecias priklausomybes — sudarytojo reikalas. Biitent tokie metodai buvo vienas i§ BEM atsiradimo
Saltiniy [3].

Tiesioginiy metody esmg¢ sudaro tai, kad tiesiogiai panaudojamos fizikinés nagrin¢jamy
elementy savybés, jgalinancios sudaryti fiziSkai pagristus matematinius modelius. Toks poziiiris
leidzia aprasyti realiai egzistuojanéias sistemas, kuriy analiziniai modeliai bity per daug sudétingi. Sj
stebéjimy rezultatai [3].

Sudarant tiesinius statikos uzdavinio modelius zinoma, kad tai turi biiti tiesiniy algebriniy lygciy

sistema:
[Ke|ue=Fe (117)
¢ia U® — yra nezinomyjy vektorius, K°® — koeficienty matrica, F°® — laisvyjy nariy mazguose
pridéty poveikiy vektorius. Taigi elemento modeliui sudaryti reikia suformuoti [Ke] ir [Fe]
Sugalvojus kokj nors tiesiogin] biidg Siems dydziams apskaiciuoti (ar nustatyti eksperimentiSkai),

miisy uzdavinys yra iSsprestas [3].
1.1.4. MISRIOJI POSLINKIU IR ITEMPIU FORMULUOTE

Trikiyjy lauky sprendimui galima naudoti miSrigsias baigtiniy elementy formuluotes. Poslinkiai
ir jtempimai yra interpoliuojami nepriklausomai, t.y. naudojant nepriklausomus formos funkcijy
rinkinius. Mazginiai taskai bei poslinkiy ir jtempimy interpoliacijos polinomy eil¢ bendruoju atveju
gali nesutapti, jie parenkami laisvai [4].

Matricomis tai uzraSoma taip [4]:

(6h=IN, e flu) =N, o), (1.18)
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¢ia {Ze} yra mazginiai jtempiai, {Ue} yra mazginiai poslinkiai. Zenklas "~ " vir§ jtempiy

raSomas tam, kad buty galima atskirti formos funkcijomis [Na] nepriklausomai interpoliuotas jy
reikimes nuo reikimiy, gauty isreidkiant jtempimus formos funkcijomis [N,] interpoliuotais

poslinkiais [4]:

{o}=[DILlu}=[D]Bju* |
[OI*{e} [L] [B]{ue} (L19)

¢a [D] yra standumo koeficienty matrica, [L] yra reikiamo pavidalo diferencijavimo
operatorius, deformacijos {u}=[NJ{U®}, matrica [B]=[L]N].
Misrigja baigtiniy elementy formuluote poslinkiais ir jtempimais vienam baigtiniam elementui

iSreiSkiama tokia matricine lygtimi [4]:

o7 SE-E) 020
00T o - . Tl e - )

\Y
Elementy matricos [Ae] ir [Ce] ] atitinkamas konstrukcijos matricas surenkamos taip pat kaip ir

poslinkiy formuluotéje, ieSkant atitikmeny tarp globaliniy ir lokaliniy mazgy numeriy bei sumuojant
blokus ] reikiamas konstrukcijos matricos pozicijas [4].

Surinke konstrukcijos matricas, gauname tokio pavidalo lygtj [4]:

{[LAT] [[ﬁﬂ{gi} z{{{g}}} (L.21)

Poslinkiy formuluotéje butina ir pakankama sglyga, kad egzistuoty vienintelis uzdavinio
sprendinys, buvo ta, kad konstrukcijos matrica nebtity iSsigimusi. Misriojoje formuluotéje Si salyga
taip pat yra bitina prasmingam sprendiniui gauti, taciau vien jos nepakanka. Papildoma salyga

gaunama i$ lygciy sistemos [4]:
(1.22)
sia [H]=-[CT[A]*[C]
u.
Jeigu mazginiy jtempimy ir nejtvirtinty poslinkiy ({Ui}z{v'};&Oj dedamyjy skaiciy

konstrukcijoje atitinkamai pazymésime n_, n,, tai (1.22) lygties iSsprendziamumo salyga galima
uzrasyti taip [4]:
n_=n,. (1.23)
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1.1.5. TASKU INTERPOLIAVIMO METODAS

Tasky interpoliavimo metode (TIM) daugianariai naudojami tarnauti kaip pagrindinés funkcijos

kuriant formos funkcijas. Tarkime, kad u(x) — tolydi funkcija, kuri yra poslinkio komponenté. Ji gali

bati aproksimuota apie X [5]:

p.(x)a; = p' (x)a (1.24)

=
=N
NP

I
M:

i=1
kur p,(x) yra daugianario x =[x,y,z] pagrindiné funkcija, n yra daugianariy i$raisky skaiéius,
0 a={a1,a2,...,an }T, kurioje a, yra atitinkamas koeficientas, turimas buti dar tik determinuoti.
Polinomo pagrindas p,(x) yra paprastai sudétas naudojant Paskalio trikampius, o pilnam pagrindui

teikiama pirmenybé dél auksciausios galimos nuoseklumo tvarkos reikalavimo. Pilno daugianario
pagrindas i§ 1 tvarkos ir 2 tvarkos trimatéje erdvéje gali biiti uzraSytas tokiomis formomis [5]:
P (X)=fL x y z} (1.25a)
p (x)={1 Xy z x2 y> 72 xy yz zx} (1.25b)
¢ia (1.25a) pilnos 1—os tvarkos bazés, o (1.25b) pilnos 2—o0s tvarkos bazés.
(1.24) lygties koeficientai a gali biti determinuoti veréiami u(x) biiti mazginiais poslinkiais
Siuose N Mazguose paremtoje X srityje, kuri priveda prie iy n lygéiy [5]:
u(x,y,,2,)=a, +a,x +a,y, +a,z +..+a,p,(x)
U(Xy, Y,,2,) =8, + 8,X, + a5y, + a,Z, +...+ a,p,(x,)

(1.26)
u(x,,y,,z,)=a +a,x, +a,y, +a,z, +...+a,p,(x,)
Matricinéje formoje gali biiti uzraSoma taip [5]:
U, =P.a, (1.27)
kur U yra mazginiy poslinkiy vektorius paremtoje srityje
Us={u u u .. u,f (1.28)
P, polinominé matrica [5]:
(1% % oo py(a)]
X2 y2 ZZ pn (XZ)
P=l1 % Vv, 2z .. p,(x) (1.29)

1%, Yo Zy o Po(X))

Priimant P egzistavimg, a unikalus sprendinys gali biiti gaunamas [5]:
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a=PU, (1.30)

n

(1.30) lygtj jstacius j (1.24) gauname [5]:
u(x)= PT(OPU, =Y g, = @7 (x)Us (1.31)

kur @(x) yra formos funkcijy TIM vektorius [5]:

D' (X)={p(x) @,(x) .. @, (x) (1.32)

1.1.6. MAZGAIS PAGRISTAS GLOTNINTAS TASKU INTERPOLIAVIMO
METODAS

Mazgais pagristame glotnintame tasky interpoliavimo metode (MG-TIM), probleminé sritis yra
pirmiausia diskretizuota trikampiy narveliy fono grupés, kaip parodyta 1.6 pav [6, 7, 8].

Poslinkiai narveliuose aproksimuoti naudojantis TIM formos funkcijomis [6, 7, 8]:

u=> @ (x)Jd, (1.33)

ien,

kur n, yra mazgy grupé lokaliai paremtoje srityje, turinéig X, kuris apskritai yra uz narvelio, d,

yra poslinkiy vektorius mazgy grupés, o
®,(x)= {(p‘ ()0 } (1.34)
0 o (X)
yra formos funkcijy matrica mazgams i, kuri sukonstruota paprastai naudojant TIM procediira,
ir todél yra delta funkcijos savybé [6, 7, 8].
Probleminé sritis 2 padalinama j glotnintas sritis Q, , turinias K mazgy, naudojant trikampj

elementy tinklelj, kitaip dar vadinamg trikampiu narvelio fonu, sujungus trikampio vidurio krasto
taskus P su jo centroidais |, kaip pademonstruota 1.6 pav. [6, 7, 8].

TIM naudoja nuolating deformacijg kiekvienai suglotnintai sri¢iai, apibréztai [9]:
_ 1 ¢~
g =2(x,)=— Ig(x)dQ, (1.35)
A g,

kur A = IdQ yra glotnintos srities plotas k mazgams, o £(x)=L,0 yra suderinama
Q

deformacija.
Jgautas poslinkis U ir atitinkama jgauta deformacija £ atitinka apibendrintg glotnintg Galerkin

silpnumo forma [10]:
[6eT (@)Dz(@)dQ - [ uTbdQ~ [ &1 Tdr =0 (1.36)
Q

Q T,
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Kd = f, (1.37)
kur
N N
K=Y K => [B(x)DB] (x, b (1.38)
k=1 k=1 Q
fi = [®Tdr + [ @ bd2 (1.39)
I Q

1.6 pav. Trikampiai elementai ir suglotninti narveliai, kurie sudaryti paeiliui jungiant centroidus
su mazgy apsuptais trikampiais pusiaukrastinés tagkais. Cia O- lauko mazgas (k, q); A-

trikampio centroidas (1, J); &O- pusiaukrastinés taskas (P)

1.1.7. TASKU INTERPOLIAVIMO METODAS SU TOLYDZIUOJU ITEMPIO
LAUKU

Tasky interpoliavimo metode su tolydZiuoju jtempio lauku (TIM-T]), tasky interpoliavimo
metodas naudojamas konstruoti formos funkcijas naudojant nedidele¢ mazgy grupele, pasiskirsciusia
lokaliai paremtoje srityje. Kaip trikampis narvelis gali biiti automatiSkai sugeneruotas, trikampiy
narveliy fonas naudojamas pastarojoje TIM-T] atrinkti mazgus tiek formos funkcijai, tiek jtempio
lauko konstrukcijai. Naudojant TIM formos funkcijas, TIM-T] poslinkio laukas gali bati

aproksimuotas taip [6]:

a(x)=>" @, (x)d;, (1.40)

ien,

kur n, mazgy grupé paremtoje srityje, turinéiy x, d . yra poslinkiy mazgy vektorius ir
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@i(x){(p‘(x) 0 } (1.41)

yra TIM formos funkcijy matrica i mazgams.
TIM-T] formos funkcijos konstravimo procediira yra paprasta ir turi $ias savybes [6]:

1. Jis naudoja atrinktus lokalinius mazgus, pagristus trikampiais narveliais, garantuoja $iy formos
funkcijy nepriklausomumg tiesiSkai bei uztikrina TIM formos funkcijos skai¢iavimo
efektyvuma;

2. Formos funkcijy generavimui naudojamos polinomo pagrindo funkcijos su maziausiai
tiesinémis salygomis garantuoti, kad TIM formos funkcijos turéty bent jau nuosekluma
tiesiskai;

3. Formos funkcijos yra Delta funkcijos savybé, kuri palengvina nesunkiai esminiy krasto salygy
igyvendinima;

4. Formos funkcijos yra tiesiskai nepriklausomos ir sudaro lauko funkcijos konstravimo

pagrindus.
1.1.8. TOLYDZIOJO DEFORMACIJU LAUKO KONSTRAVIMAS

Dabartiniu TIM-TI, Q,, kuris parodytas 1.6 pav, toliau suskirstomas i M posricius
Q1 Q500 Q- Tai daroma sujungiant k mazgy j centroidus apsupty trikampiais, kaip parodyta

1.7 pav. [6, 7]

-\--"D:_\_ | ---.-¢r___,_,.-

- I
-\--""(‘}"-

1.7 pav. Q, srities, su viduje esanciais Q, ; trikampio posri¢iais, kuri ribojasi su Q_ iliustracija

TIM-T] sakoma, kad deformacija &, per bet kuriuos taskus potrikampio srityje Q,;

(k =1.,N,i=1..,. M ), gaunama paprasta tiesine tasky interpoliacija [6, 7]:
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E(x) =L (x)e, + Ly (x)e, + Ly(X)e, (1.42)

kur L,L, L, yra Q,; ploto koordinatés; &,,&,,& yra deformacijos potrikampiy Q,;
vir§iinése: mazgai K, narvelio krasto vidurio taskas P ir Q,; centroidas | . Daroma prielaida, kad

Sios deformacijos yra suvidurkintos deformacijos suglotnintoje srityje, turint virSiines, naudojant

deformacijos glotninimo operacija.

£

[Z(x)de, (1.43)

kur £(x)=L,d(x) yra suderinama deformacija, Q, reprezentuoja dominanéio tasko suglotnintg
sritj, A yra suglotnintos srities Q, plotas [6, 7].

Suglotninta sritis Q, paprastai lokalizuojama posri¢io netoli dominamo tasko x pakei¢iant
taSku X. Vadinasi, jis gali bati skirtingas nuo kity tasky ir apskritai gali buti perdengtas. [6] darbe
iSkeltai problemai, kaip formuoti suglotnintg sritj duotam taSkui, pasitilyta naudoti kompaktiskumo
principg: tasky glotninimo sritis turéty biiti kiek jmanoma kompaktiSkas turimy taSky, kuris aprasytas
gradiento glotninimo metode. Remiantis k, | ir P tasky lokacija, suformuluoti trys suglotninty sri¢iy
tipai (1.8 pav.):

1. Mazgais susijusi gradiento glotninimo sritis (MGGS) deformacijos ¢, mazge K
aproksimacijai. Jis formuojamas nuosekliai sujungiant trikampiy centroidus su tinkamais
narveliy krasty vidurio taskais.

2. Narvelio trikampio fonas ¢, aproksimavimui narvelio centroide. Jis vadinamas centroidais
susijusi gradiento glotninta sritis (cGGS).

3. Vidurio taskais susijusi gradiento glotninta sritis (vGGS) naudojama deformacijos e,

pvertinimui narvelio kraStiniy vidurio taske. vGGS sudaroma sujungiant narveliy kraSty

pabaigos mazgus su trikampiy centroidais ant abiejy narvelio krasty pusiy.



26

1.8 pav. Suglotninty sri¢iy, kuriuose skai¢iuojama deformacija k,| ir P taskuose, tipy
iliustracija.

CiaS . mGGs (,); B -cGGs (Q,); S -vGes (@,); 8-,

[6] straipsnyje buvo tiriama dvimaté gembé. Pagrindinis $io tyrimo tikslas buvo skaitmeniskai
i8tirti jtempio tolydumo sprendinj, kuris buvo gautas pritaikant tiesinj TIM-T] (PIM-CS). Paaiskéjo,
kad jtempis o,,, panaudojus TIM-TI, yra tolydus visoje problemos srityje ir yra gan arti tikslaus
sprendinio. Taip pat buvo nagrinéti o, jtempiy sprendiniai, naudojant BEM, MG-TIM ir TIM-T[. I§

visy Siy trijy metody geriausius rezultatus parodée TIM-TI, kuris parod¢ tolydyji lauka visoje

problemos srityje su aukstu tikslumu.
1.2. SKAITINIAI METODAI

Skaitiniy metody aktualumas atsirado tada, kai sparciai iStobuléjo kompiuterinés technologijos
bei jy programinés jrangos. Tai jtakojo skaitiniy metody platy taikyma ne tik fizikos, mechanikos ar
Kitose srityse, bet ir inzinerijos, vykdant praktinius skai¢iavimo metodus. Sie metodai aprasyti [11, 12].

Siame skyriuje aptarsime kai kuriuos interpoliavimo bei suglodinimo metodus, kurie glaudziai
siejasi su $iuo darbu.

Pirmiausia apzvelgsime interpoliavima.
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Interpoliavimo uZdavinio formulavimas [11]. Duota funkcijos y = f(Xx) reikSmiy lentelé
(X;,Y;); Cia i = o,n, y; reikSmeés yra tikslios arba paklaidos tokios mazos, kad praktiskai jy galima
nepaisyti. Reikia rasti aproksimuojancigja funkcija y = F(X), priklausanéia funkcijy klasei K ir
tenkinancig salygas

F(x)=y;, i=0n. (1.44)

Sios salygos vadinamos Lagranzo interpoliavimo salygomis, o pati funkcija y=F(x) —
Lagranzo interpoliacine funkcija, arba tiesiog interpoliacine funkcija.

Jei, be f(x;) reikSmiy, taske X; yra zinomos funkcijos f(X) i$vestiniy iki (m, —1) —osios eilés
imtinai reikSmeés, tai galima reikalauti, kad aproksimuojancioji funkcija y = F(X) tenkinty salygas

FO(x)=1"(x), i=0n, I=0,m -1 (1.45)
Simbolis (I) zymi | —tosios eilés i§vesting. Sios salygos vadinamos Ermito interpoliavimo salygomis,
o funkcija F(x) — Ermito interpoliacine funkcija.

Kaip matyti i§ interpoliavimo uzdavinio formuluotés, keiciant aproksimuojanciyjy funkcijy klase

K bei interpoliavimo sglygas, galima rasti jvairias interpoliacines funkcijas.

Toliau nagrinésime interpoliacinius splainus.
1.2.1. INTERPOLIACINIAI SPLAINAI

Splainas — tai tolydzioji iki p—tosios eilés iSvestinés imtinai funkcija, sudaryta i$ kurios nors
funkcijos daliy. Kadangi istoriskai splainai pradéti konstruoti i§ n—tosios eilés polinomo daliy, tad
laikysime juos funkcijomis, sudarytomis i§ polinomy daliy. Splainai (angl. snake) konstruojami dviem
etapais [11]:

1. pasirenkama tikslo funkcija — funkcionalas;
2. taikant variacinio skai¢iavimo metodus, apskaiiuojama kreiveé, minimizuojant pasirinktg
funkcionalg;

Paprasc€iausias ir seniausiai naudojamas splainas yra lauzté. Tai pirmosios eilés splainas, kurio

p = 0. Splainas sudarytas i§ kubinio polinomy daliy, vadinamas kubiniu; jo 0< p <2 [11].
Splaino  apibréZimas  [11]. Tarkime, kad intervale [a,b] duotas tinklelis

Aia=Xx,<X <..<Xy =b. Tada n-tosios ecile defekto k splainas yra funkcija y=g(x),

tenkinanti Sias salygas:

1. kiekviename intervale [x, ,;x;] (i =1,N) g(x) yra n—tojo laipsnio polinomas;
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2. kiekviename vidiniame tinklelio taske X, (i =1N —1) galioja lygybé g®(x, —0)=g"(x, +0),

I=0,n-Kk.
Interpoliaciniy splainy riisys: tiesiniai, kvadratiniai, dar zinomi kaip paraboliniai, ir kubiniai.

Praktikoje dazniausiai naudojami nelyginio laipsnio splainai, ypa¢ kubinis interpoliacinis splainas, nes

b
jie turi optimizavimo savybiy. Kubinis interpoliacinis splainas minimizuoja funkcionalg j(u"(x))zdx,

a

b
kai tuo tarpu (2n—1)—osios eilés splainas — funkcionala J. (u(”) (X))de [11].

1.2.2. SUGLODINIMAS

Nagrinédami interpoliavimo uzdavinj, funkcija f(x), apibrézta reikSmiy lentele, stengémés
pakeisti tokia aproksimuojanéigja funkcija F(x) (n—tojo laipsnio polinomu, splainu ir pan.), kad
taSkuose X; (i = ﬁ) F(x, ) reikimés baty lygios f(x,) reiksmeéms [11].

Labai daznai f(x,) reik§més yra eksperimento rezultatai ir turi matavimo bei metodo paklaidy.
Todél reikalauti, kad aproksimuojanéioji funkcija F(x) tenkinty salyga F(x,)= f(x,) (i = (ﬁ), biity
neprotinga. Geriau rasti tokig funkcija F(X), kuri pagal pasirinkta kriterijy geriausiai aproksimuoty
f(x). Toks funkcijos F(x) apskai¢iavimo metodas vadinamas suglodinimu. Atsizvelgiant j
suglodinimo kriterijy, galima gauti jvairias F(x) i$raiskas [11].

Suglodinimo u%davinio formulavimas [11]. Sakykime, funkcija y= f(x) nusakyta reik§miy
lentele (x,,y,); ¢ia i =1,m. Simbolis y, rodo, kad f(x) reikimés taskuose x; yra apytikslés. Taip pat
7inoma aproksimuojanciosios funkcijos F(x) analiziné iSraiska: F(x,ay, ..,a,); ¢ia a; (i =0,n) —
neZinomi parametrai ir N <<m . Reikia rasti tokias parametry a, reikSmes, su kuriomis F(x) geriausiai
aproksimuoty funkcija f(x).

Siam uzdaviniui spresti, taikomi ne tik jvairtis suglodinimo kriterijai, bet ir jvairas suglodinimo
metodai.

Pasirinkty tasky metodas [11]. Taikant §j metoda, i§ lentelés (x,,¥,) (&ia i =1,m ) pasirenkamas
n+1 taSkas (Xik;yik) (¢ia k =1,n), kurio y; reikSmés yra tiksliausios, ir parametrai a, (k =O_n)
apskaiciuojami atsizvelgiant j salyga

F(x,)=¥,. k=0.n. (1.46)
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Aisku, kad taip apskaiciuota funkcija F(X) sutampa su interpoliuojancigja funkcija, einancia per

taskus (X, ;¥, ), (k=0,n).

Vidurkiy metodas [11]. Siuo metodu parametrai a, (k = O,n) apskaiGiuojami taip, kad f(x;) ir
F(x,) skirtumy suma biity lygi nuliui, t.y.
z=> (f(x)—F(x)) =0. (1.47)
i=1
MaZiausiy kvadraty metodas [11]. Tai daZniausiai taikomas suglodinimo metodas. Jis

formuluojamas taip: koeficientus a, (k =0,_n) reikia apskaiéiuoti taip, kad f(x,) ir F(x;) skirtumy

kvadraty suma bty pati maziausia, t.y. minimizuoti
2= (F(%,89, 3,)—¥; ). (1.48)

Plac¢iau panagrinésime maziausiy kvadraty metoda.
1.2.2.1. MAZIAUSIU KVADRATU METODAS

(1.48) formule nusakyta tikslo funkcija turi vienintelj ekstremuma, kuris apskaiiuojamas i$
lygciy sistemos

6% =0,k =0,n. (1.49)
Bendruoju atveju §i sistema yra netiesing, taigi ja galima spresti taikant netiesiniy lygciy sistemy
sprendimo metodus [11].
(1.49) sistemos formavimg ir sprendima galima palengvinti dvejopai [11]:
1) jei F(xa,,.. a,) yra n—tojo laipsnio polinomas, tai (1.49) lygéiy sistema yra tiesiné ir jos
formavimas bei sprendimas nesudaro sunkumuy;
2) galima taikyti vadinamgjj iStiesinimo metodg, kurio esmé tokia: atitinkamai parinktoje

koordinaciy sistemoje (X,Y) taskai (x,;y,) (Cia i=1,m) apytiklsiai tenkina tiesés

Y =kX +b lygtj, tada maziausiy kvadraty metodas toje sistemoje realizuojamas labai paprastai.

Maziausiy kvadraty metodas taikomas tada, kai F(x,a,,..., a,) yra n—tosios eilés polinomas
[11].

UZdavinio formulavimas [11]. Duoti taskai (x;;y,), i =1,m. Reikia rasti tokj n—tosios eilés

(n<<m) polinomag
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F(X,ag,.... a,)=a,x"+a, X" +..+aXx+a,, (1.50)

su kuriuo

m
= Z(an X' +a, X A X X A, — Y, )2 (1.51)
i=1

turéty maziausig reikSme.

Nesunku pastebéti, kad, kad Siuo atveju (1.49) lygc€iy sistema jgis iSraiSkg

aozm:xik + aiixik+1 +ot anixik+n = i y.x< k=0,n. (1.52)
i=1 i=1 i=1 i=1

1.3. ADAPTYVUSIS JUNGTINIS GLOTNINIMO ALGORITMAS

Jungtinés aproksimacijos metodas remiasi paklaidos, sukonstruotos kaip skirtumo tarp

interpoliuoto ir faktinio jtempimy lauky kvadrato integralo, minimizavimu globalioje srityje [13]:
ng dxdy) (1.53)

¢ia santrumpa D.S. reiSkia BEM poslinkiy formuluotés procediirg [13]; integralai yra
apskaiciuojami kiekvieno baigtinio elemento srityje; [N] — baigtinio elemento formos funkcijy eiluté;
{S} — integruojamojo baigtinio elemento jtempiy komponencéiy, ieSkomy mazginiy reik§miy stulpelis,
X ir y —dvimatés sistemos koordinatés, o — jtempiy komponenté.

Itempiy mazginés reik§més yra surandamos minimizuojant paklaida [13]:

(Z(ﬂ (NKs dxdy)j

0S.

=0, (1.54)

¢ia 1=1...m; m — mazgy skaicius globalioje srityje. Po Zingsninio diferencijavimo gaunama

tokia lygtis [13]:
ZUI " [NJoeiy){ qu " odxdy) (1.55)

Ga {S} — globalus jtempiy mazginiy reikimiy vektorius, gaunamas jvykdZius poslinkiy
formuluotés procediira.

Trukiojo lauko glotninimui pasiiilytas adaptyviojo jungtinio glotninimo algoritmas, kuriame
maziausiy kvadraty metodu minimizuojama paklaida papildoma nariu, kitaip dar vadinamu baudos
nariu, proporcingu glotninamo lauko kitimo grei¢iams. Sis algoritmas siejamas su baigtiniy elementy

metodo formuluotémis [2].

Itempiy komponenté o baigtinio elemento aplinkoje apskaiciuojama taip [14]:
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=[Dlie} (1.56)

gia {g} — analizuojamojo baigtinio elemento apibendrinty mazgy deformacijy stulpelis; [D] —

operatorius, susiejanti deformacijos komponente ir mazginius jtempimus analizuojamojo baigtinio
elemento aplinkoje.

Adaptyviojo jungtinio glotninimo metodas grindziamas minimizuojamos paklaidos papildymu

bauda uz greita jtempiy reikSmés kitimg bet kuria analizuojama kryptimi [2]:

A ((%"j +(%)2}i 1o (157)

¢ia 4 >0 yraindividualiai kiekvienam baigtiniam elementui parinkti glotninimo parametrai, p
— baigtiniy elementy skai¢ius globalinéje konstrukcijoje, X ir Yy — dvimatés sistemos koordinatés, o —
itempiy komponenté. Kadangi jtempiy laukas yra interpoliuojamas, naudojant baigtinio elemento

formos funkcijas, tai papildomas baudos narys aproksimuojamas taip [2]:

[MJZ . (MJZ sV [T [k (158)

OX oy
cia
(xy) N,(xy)  ON,(xy)
c]= GNla();, y) oN 28();, y) N a& y) | (1.59)
oy oy oy
0 N — analizuojamo elemento mazgy skaicius; N, — i-tojo mazgo formos funkcija.

Tuomet, jtempiy mazginés reikSmés yra surandamos minimizuojant i$pléstaja paklaida [2]:

A ST Es1-07 2 5T T sioay)

0S.

=0, (1.60)

¢ia 1=1...m; m — mazgy skai¢ius globalioje srityje; D.S. reiskia BEM poslinkiy formuluotés
procediirg; integralai yra apskaiCiuojami kiekvieno baigtinio elemento srityje; [N] — baigtinio
elemento formos funkcijy eiluté; {s} — integruojamojo baigtinio elemento jtempiy komponencéiy,
ieSkomy mazginiy reik8miy stulpelis, X ir Yy — dvimatés sistemos koordinates, o — jtempiy

komponente . Po Zingsninio diferencijavimo gaunama tokia lygtis [2]:
Z(ﬁ J+[cT 4[c]xdy)-{s Zq [[NT otxdy) (1.61)

¢ia {S} — globalus jtempiy mazginiy reikSmiy vektorius, gaunamas jvykdZius poslinkiy

formuluotés procediira.



32

1.4. OPTINIAI METODAI

Visos aptartos metodikos yra pladiai taikomos praktikoje — optinés inZinerijos srityje. Cia
naudojama gana plati optiniy metody jvairové: muaro interferometrija, vidurkinta laike lazeriné
holografija, fototamprumo efektu pagristi optiniai metodai ir kt., [2, 15, 16]. Bene svarbiausias optiniy
metody privalumas, kad tai yra neardancios kontrolés metodai. Jy pagrindiné esmé — uZztikrinti objekty
(gaminiy, sistemy ir t.t.) tinkamumg nustatytiems reikalavimams. Neardancios kontrolés metodais
objektas yra tiriamas bekontak¢iu biidu ir néra ardomas, pjaustomas, lankstomas, greziamas ir
panaSiai. Kita teigiama savybé, kad tai yra viso lauko metodai. Vienu metu tyrimai gali vykti visame
analizuojame plote. Taip pat svarbu, kad tai realaus laiko metodai. Tiriamuoju momentu galima
fiksuoti interferencines juostas ir vertinti sistemg pagal juosty iSsidéstyma [2, 15]. Trumpai
pristatysime du populiariausius metodus:

1) Muaro interferometrija (MI) yra viso lauko deformacijos Zemélapinis matavimo
metodas ir buvo sékmingai pritaikytas mechaninei biisenai, kuri yra skirtingy struktiry su skirtingomis
medziagy sudétimi, studijuoti [17].

Muaro interferometrija yra glaudZiai susijusi su matavimo prietaisu, pagal kategorija pavadintu
,»holografiné interferometrija“ [18].

Geometrinis muaras [19, 20] yra klasikinis optinis eksperimentinis metodas, pagrjstas vaizdy,
gauty geometriskai interferuojant dviems sutapdintiems muaro tinkleliams, analize. Muaro tinkleliais
gali biiti vienodais atstumais iSdéstytos lygiagrecios linijos, koncentriniai apskritimai, radialinés
linijos. Tinkleliai sutapdinami panaudojant dvigubos ekspozicijos, atspindzio, Ses¢lio arba tiesioginio
kontakto metodus [21, 22] (1.9 pav.). Muaro metodai yra naudojami matuoti kintamumus, tokiems
kaip nuokrypiai, postkiai, i§linkimai, jtempimai visoje stebimoje srityje. Plok§tumos muaras paprastai

yra atliekamas su vienodai nutolusiy lygiagreéiu linijy grotelémis [20, 21].

Cx« ,
S
7 %, 7%
// ///////’/ %

// 1 /4 g
// /,’I";’/ //
// Z 5507, ///

% i %
’/4/ LY
Wy 9/ ////
/// I”/ /,:,/.//4/ ////
// /,/ ////'// //// .v 2
Z

1.9 pav. Muaro efektas

Geometrinio muaro linijjas kiino pavirSiuje galima interpretuoti kaip baltos ir juodos spalvy

variacija [23]:
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M, (x) = %Jr%cos(z% xj; (1.62)

¢ia X yra koordinaté; M, yra pilkos spalvos lygis taske X; A yra tinklelio periodas; skaitiné
reikSme¢ O atitinka juoda spalva; skaitiné¢ reikSmé 1 atitinka baltg spalva; tampinés reikSmés —
atitinkamas pilkas spalvas.

Jeigu kiinas perstimiamas nuo pusiausvyros padéties per poslinkj U, tai jo pavirSiaus

apSviestumas tuomet apraSomas tokiu sarysiu [23]:
1 1 2r
M, (X) =—=+—=cos —(x—u) | 1.63
9=+ 500f Z(x-w)| (169

2) Optine holografija vadinamas §viesos bangy struktiiros uzra§ymo ir atkirimo metodas,
grindziamas koherentiniy Sviesos bangy difrakcija ir interferencija. Holografijos jd¢ja iskéle D.
Gaboras (Dennis Gabor) apie 1948 m., taciau placiau ji i$sivysté 1963 m. sukirus lazerius [24].

Praktiné holografijos pusé labai plati. Ji jsiskverbé j visas tradicines taikomosios optikos sritis.
Holografijos principai leido i§ naujo nagrinéti tas sritis, kuriose pagrindinj vaidmen;j vaidina bangy
interferencija. Holografija naudojama matuojant jvairiy kiiny deformacijas, tiriant dujy srauty struktirg
aerodinamikoje, Salinant trakumus optinése sistemose, difrakciniy gardeliy gamyboje, optiniy atvaizdy
karime ir t. t. [24].

Holografinés interferometrijos metodu galima stebéti uzregistruoty skirtingais laiko momentais
bangy interferencija. Naudojant vieng ir tg patj atraminj pluostelj vienoje foto ploksteléje galima du
kartus paeiliui uzregistruoti i$sklaidytas daikto bangas. Jei tarp eksponavimy kokios nors daikto dalys
pasislinko arba deformavosi, tai atgaminimo metu tarp dviejy vienu metu susikirusiy koherentiniy
daikto bangy bus tam tikras eigos skirtumas ir daikto atvaizdo pavir§ius bus padengtas
interferencinémis juostelémis, analogiSkomis jprastinéms vienodo storio juosteléms. Pagal $iy juosteliy
i§sidéstyma galima nusakyti pokycius daikte, jvykusius tarp eksponavimy. Be to tiriamasis objektas
gali Sviesg atspindéti difuziskai, turéti sudétinga reljefg ir Siurksty pavirSiy, nes visi Sie veiksniai
vienodai veikia abi atstatomgsias daikto bangas. Nezidirint to, kad bangy pavirSiy forma yra labai
sudétinga, Sios bangos visiSkai panaSios ir sukuria paprastas ir lengvai stebimas interferencines

juosteles [24].
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2. TIRIAMOJI DALIS

Adaptyviojo jungtinio glotninimo strategija iSrySkino keleta trikumy. Glotninimo parametras A
parenkamas kiekvienam elementui individualiai ir jo tikslumas nustatomas intuityviai. O didinant
parametro A reikSme — iSkraipoma fizikiné informacija apie nagrin¢jamaja sistema.

Siame darbe siiilomas optimalaus glotninimo parametro A nustatymo algoritmas:

1. Pritaikoma teorinio jtempiy lauko reguliarizacija baigtinio elemento jungimosi
mazguose aritmetiskai vidurkinant teorinio jtempiy reikSmes tuose taskuose;

2. Minimizuojama paklaida R tarp reguliarizuoto teorinio lauko reikSmiy o, ir

glotninto lauko reikSmiy S,

n

min R = min \/EZ(@&Q—SZ)Z (2.1)

n-=
2.1. ALGORITMO REALIZACIJA VIENMACIU ATVEJU

Jungtinio glotninimo savybés gali biti iliustruojamos $iuo pavyzdziu. Vienmaté sistema sudaryta

i§ trijy kvadratiniy baigtiniy elementy ir kiekvieno elemento trijy mazgy yra pateikta 2.1 paveiksle:
£1 £3 &3 2 g g £y
0 1 2 3 4 5 6 X

Ey E: E;

r ., . .,

2.1 pav. Vienmaté sistema sudaryta i§ 3 kvadratiniy baigtiniy elementy ir kiekvieno elemento 3

mazgy

Skai¢iavimams atlikti buvo sukurta programa su Mathcad programine jranga [1 — 6 priedai] .

Tarkime, kad mazgy X koordinatés yra:
x=0L12,...6. (2.2)

Tuomet i-tojo elemento formos funkcijos yra:

. 2
o 3 41) 1

2 2 8
NO =—(x—2i+1)° +1, (2.3)
. 2
o L 4_3j 1
2 2 8

giai1=1..3.



35

Mazgy deformacijos ¢, yra Zinomos. Deformacijos pasiskirstymas i-tojo baigtinio elemento

srityje yra aproksimuojamas naudojant atinkamas formos funkcijas [2]:

8(i)(x)= Nl(i)(x)gzi—l + Néi)(x)gZi + Na(i)(x)gziu- (2.4)
Tuomet jtempis i-tojo elemento srityje yra apskai¢iuojamas kaip deformacijos isvestiné [2]:
O'(i)(x)z Bl(i)(x)gZi—l + Béi)(x)gzi + Bs(i)(x)gzm’ (2.5)
¢ia [1 priedas]
i AN D (x .
Bf)(x):g—x():x—ZH—,
()
BY (x)= aN; ™) _4i_ax2, (2.6)
X
i N (x .
B (x)= ;x( ):x—2|+—
Pazymékime nezinomas jtempio mazgines reikSmes s,. Reikia pastebéti, kad
[N]= NP NP () NO()] o [C]=[BP () BP(x): B ()] [21
Tuomet, i-tajam elementui [2 priedas]:
4 2 1] 741
;i 15 15 15 ’ 6 3 6
JINTINIx=| 2 2 2| J leTlekx=| -5 2 -3
s 15 15 15 o 3 3 3
212 4 1 47
| 15 15 15 | | 6 3 6 |
2.7
=3, +4ey — 6y |
2i 2 6 2
j [N ]T a(”(x)dx= - gzi—13+ E9iu1
e i — 465 + 3654
- 6 -

Pritaike poslinkiy formuluotés procediirg ir suformave globalias matricas gauname tiesiniy

algebriniy lygc€iy sistema:



4 -1 4 -1 4 -1
15| 15 | 15 15|15 | 15 15|15 |15
216 215 2 |16 | 2 | B2 Bra ez
15| 15 | 15 15| 15 |/15 1515 [/15
—1 4 =12 | /4 -1 4
15|15 | 15 |15/ 15)/15 15 /19|15
4 [ e—1 | '
15 15 15
2 16 2
15 15 15
-1 2 4 4 —1
15 15 |15 15/| 15 15
2 16 2
15 15 15
-1 2 4 4 -1
15 15 |15 15/ / 15 15
2 16 2
15 15 15
-1 4
15 15 15
—3g, + 45, — &4
6
—2& +2¢
13 3 E,
—3g, +45, — 24 £, — 4s, + 35
6 6
—2gy + 24
3 —3g3 + 45, — &
£y — dey + 3554 —35g + 42y — 2 6
6 & —2&; + 22 E
—2g5 +2& 3 }
3 g5 —4s, + 35
g — 48y + 35, 35, + 45, — & 6
6 N 6
—2&; + 2¢; —3g; + 45, — =
3 6
g; — 4s, + 3&; —2&; + 2s;
6 3 Es
g —4g, + 35,
6

parametras 1 yra vienodas visiems elementams ir nebitinai lygus 0 [2]:

36

Pritaikius poslinkiy formuluotés procediira nagrinéjamiems trims elementams, kai glotninimo
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2.0 24, Ll 0 0 0 e i
15 6 15 3 15 6 ) 62
—2¢, +
3_&.1 §+§.,1 3_&.1 0 0 0 0 S £17 <%
15 3 15 3 15 3 1 3
_i+1.g i_i./{ §+E.,1 i_i.ﬂ —i+1~ﬂ, 0 0 S2 & —4e, t4s, — &
15 6 15 3 15 6 15 3 15 6 S, 6
0 E_ﬂ.l §+§.,1 E_i.l 0 0 1s, | = — 285 + 254
15 3 15 3 15 3 3
O _i_;,_l.l E_ii EJ’_E& i_ii _i_;,_l./l SS 83—484-‘1-486—87
15 6 15 3 15 6 15 3 15 6 Se 6
0 0 0 0 2 4, 1868 2 4 |5 — 285 +2¢;
15 3 15 3 15 3 3
0 0 0 0 _i+1.ﬂ i_i.ﬂ i+1_,1 &5 —4eq + 3¢,
15 6 15 3 15 6 6
(2.8)

(2.8) teigiamai apibrézta matrica, kurios tikrinés reikSmés yra: (0.756 0.828  1.4769
2.2288 4.0707 4.8757 5.5631).

I-tojo elemento srityje rekonstruotas jtempiy laukas yra aproksimuojamas i-tojo elemento

formos funkcijomis [2]:
S (x,4)=55 1 (AINL (X) + 5, (NP () + 55, (AN (x);1 =1,..., 3. (2.9)
Nagrinésime skaitinj pavyzdj konkrecioms jtempiy reikSméms: &, =-0.01; &, =0; &, =0.01;
g, =-0.02; ¢,=0.04; ¢,=0.02; ¢, =-0.06 ir iliustruosime rekonstruotg jtempiy lauka. Mazginés
reikSmes, kai A =0 yra: s, =-0.007; s, =0.019; s, =-0.042; s,=0.016; s, =0.066; s, =—0.059;
s, =—0.091 [3 priedas].
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a
0.
uf ! b "’ x
+
’
*
+
’
’
+
-0t
\ J | J | J
| | |
E, E, Eg

2.2 pav. 3 kvadratiniai elementai. Punktyriné linija - teorinis itempiy laukas, riebi istisiné linija —

glotnintas itempiy laukas, plona iStisiné linija - glotnintas jtempiy laukas 1, =0.01, 0.03,...,0.13

a

00 £

006 7
+
I
£
A +

1 E
-003 7 —N
£ ‘\
’ b
+ LY

— 00 + A
i ; s
¥ LY
o
-009 \\
J

| || |
E4 E; E3

2.3 pav. Teorinis trukus laukas (punktyriné linija) ir

reguliarizuotas tolydus laukas (istisiné linija)

Optimalaus glotninimo parametro 1 reikSmé yra gaunama minimizuojant paklaidg tarp
reguliarizuoto ir glotninto lauko. 2.3 paveiksle matome, kad gavome lokalyji minimumo taska, kuris

yra A =0.032[6 priedas], tai ir bus optimali glotninimo parametro A reikSmé [5 priedas]:



oots L7

00125 7

00075 /
0.oas \

0.0025

AN

I:IEI o0z oo4 006 008 0.1 0.1z p

opt

2.4 pav. Optimali glotninimo parametro A reik§meé

Rezultatai iliustruojami 2.5 paveiksle:

39

a M a 4\.
0.06 0.0&
"
00, ¢ X 0.02 = o
1 A T\ S A A\
. = \ 'Y
%

=006 LB - 004

=0t

=0t

1 1 1 | [
E, E, E, E, E;

2.5 pav. a) Reguliarizuotas laukas (punktyriné linija) ir glotnintas laukas,

kai 4 =0 (istisiné linija); b) Reguliarizuotas laukas (punktyriné linija) ir

glotnintas laukas, kai A =0.032 (iStisiné linija)
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2.2. ALGORITMO REALIZACIJA DVIMACIU ATVEJU

Iliustruosime jungtinio glotninimo algoritmo savybes S$iuo dvimaciu pavyzdziu. Dvimaté

sistema, sudaryta i$ devyniy elementy ir keturiasdesimt devyniy mazgy, yra pateikta 2.6 paveiksle.

11 21 31 41 51 i1} 71
_Lo 1 9, \ £ e 3 L5 X

N, N4 N
(32 Nogdz  Neis
*“5"?-. 13 1“"76.23 *“"9.33

2.6 pav. Dvimaté sistema sudaryta i§: a) 9 kvadratiniy baigtiniy elementy ir 49 mazgy;

b) 1 kvadratinio baigtinio elemento ir 9 mazgy

Skai¢iavimams atlikti buvo sukurta programa su Mathcad programine jranga [7 — 11 priedai] .

Tarkime, kad mazgy koordinatés yra:
X;=]-1j=1.,7, (2.13)

y =i-1j=1..7; (2.14)

Tuomet ij -tojo elemento formos funkcijos yra:
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.1.( 4_3)1 (215)
2 y 2 8/

Mazgy deformacijos ¢; yra Zinomos. Deformacijy lauko pasiskirstymas ij -tojo elemento srityje

gia i, j=0,...5.

yra aproksimuojamos naudojant atitinkamo elemento formos funkcijas [2]:
‘9(“)()(7 y): Nl(ij)(xl y)€2i—l,2j—l + Niij)(x’ y)gzi—l,zj + N7(ij)(x’ y)€2i—1,2j+1 + Néij)(x’ y)gZi,Zj—l +

+ Ns(ij)(x’ y)€2i,2j + Néij)(x’ y)gZi,2j+1 + N:gij)(x’ y)52i+1,2j-1 + Néij)(X’ y)52i+1,2j +Ng (X’ y)52i+1,2j+1'
(2.16)
Zinoma, kad plok3¢iuose tamprumo teorijos uzdaviniuose, jtempiy laukas susideda i§ keliy
komponenciy, paprastai zymimy o, , o, ir 7,,. Taiau iliustruodami glotninimo procediiros savybes,
mes uzdavinj  supaprastinsime ir laikysime, kad jtempiy komponent¢ yra lygi

oe(x.y) , 0e(x,y)
OX oy

jtempiy komponentes. Taigi, jtempiai ij-tojo elemento viduje yra apskaiciuojami kaip deformacijos

a(x, y) = . Toliau nagrinéjant konkrecius sistemy modelius mes jau vertinsime visas

daliniy iSvestiniy pagal x ir y suma [2]:
o (X’ y) = Bl(ij) (X1 Y)gzi—l,zj'—l + Bz(tij) (X’ y)62i—l,2j + ng) (X’ y)gzi—l,2j+l + BSD (X’ y)gzi,zj—l +

+ Béij) (X1 y)82i,2j + Béij) (X1 y)gzi,2j+l + Ba(ij) (X’ y)52i+1,2j4 + Béij) (X1 y)52i+1,2j + Bg(ij) (X1 Y)52i+1,2j+1-
2.17)



42

N (xy), NG (x,y)

B0 (xy) - Y,

(2.18)

Gia k =19.

Nezinomos jtempio mazginés reikSmés yra pazymétos S;. Tuomet, ij-tajam elementui [7
priedas].

Priimame, jog glotninimo parametras A yra vienodas visiems elementams ir lygus 0.

Minimizuosime paklaida maziausiy kvadraty metodu [2]:

(S [0s3e1-oro)

0S;

]

=0, (2.19)

Gauname tiesiniy lygéiy sistema [8 priedas].

(1) sistemos matrica [8 priedas] yra teigiamai apibrézta, nes Sios matricos tikrinés
reikSmés: (0.043 0.0464 0.0464 0.0501 0.0891 0.0891 0.0962 0.0962 0.1228 0.1228
0.1326 0.1326 0.1847 0.224 0.224 0.2316 0.2316 0.2382 0.2382 0.2419 0.2419
0.2501 0.2501 0.2546 0.2546 0.2572 0.2572 0.3509 0.4644 0.4644 0.4801 0.4801
0.4937 0.4937 0.6402 0.6402 0.6617 0.6617 0.6806 0.6806 1.1679 1.2072 1.2072
12416 12416 12479 12834 1.2834 1.3199). Matricos tikrinés reik§més yra teigiami
skaiciai, t.y. nelygts 0.

Analogiskai taikysime poslinkiy formuluotés procediira, kai glotninimo parametras A yra
vienodas visiems elementams ir nebitinai lygus 0. Gausime (1) tiesiniy lygCiy sistema, tik su kitais
matricg sudaranéiais blokais A,B,C,D,E [8 priedas].

(1) sistemos matrica neneigiamai apibrézta, o jos tikrinés reiksmés: (0 0164 0.164.
0.2657 0.4887 05694 05694 0.6221 0.8181 0.941& 0.941¢ 1.0472 1.06 1.3032
13809 1.3809 1.436 1.561 1.561 1.7308 1.7561 1.9021 1.9021 2.1779 2.3585 2.375
2.375 23862 29947 33476 3.5173 35961 35961 3.7547 3.7547 3.8422 4.4316
47114 47114 5.051 6.0244 6.4894 6.4894 6.7824 6.9678 6.9706 7.154 7.154

7.42) . Matricos visos tikrinés reik§més yra neneigiamos [8 priedas].

Iliustruosime skai¢iavimo rezultatus esant konkre¢ioms deformacijy reikSméms:
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-08 -0.309 -0.087 -0.142 -0.334 -0.218 -0.469
-0.172 0.088 036 -0.018 -0.047 -0.102 -0.134
0.046 -0.081 -0.028 0.198 0.133 -0.035 -0.07
e=| 0202 0021 0032 0.276 -0.032 -0.082 -0.146

0.7 0.18 0 0.198 0.021 -0.052 -0.087
-0.037 0.146 0.089 0.167 -0.059 -0.04 -0.206
-0.24 -0.035 -0.018 -0.092 0.027 -0.189 -1

Mazginés rekonstruojamo jtempiy lauko reik§més, kai 1 =0, yra:

140921  1.1207 1.12577 -0.10213 0.2804 0.09869 —0.0676
0.55487 0.41129 -0.2197 -0.07201 0.38619 0.02859  0.24393
—-0.32331 -0.25067 -0.05556 0.32651 —0.34907 -0.12156 -0.07156
s=| 0.25376  0.05048 0.42595 -0.06579 -0.41802 -0.02409 -0.19576
—-0.75561 -0.31722 0.18934 -0.01154 -0.22757 0.06614  0.10334
—-0.22704 -0.09156 0.10101 -0.20592 -0.20571 -0.094 —-0.80369
0.63074 -0.12321 -0.41304 -0.38555 0.39459 —-0.75628 -2.22807

Dabar (1) lyg¢iy sistema su (3) matricg sudaranciais blokais, gali biti iSspresta esant skirtingoms
A reikSméms [8 priedas]. Rezultatai yra vizualizuoti 2.8 paveiksle, kai 1 =0. Galima pastebéti, kad
rekonstruotas jtempiy laukas, esant A =0, yra tolydus globalioje srityje, taciau jo dalinés iSvestinés
yra triikkiosios elementy sujungimy vietose. Parametro A reikSmés padidinimas padeda iSspresti $ig
problema. I§ rezultaty, vizualizuoty 2.9 paveiksle, matome, kad, didinat A reikS§me rekonstruotas
jtempiy laukas suplokstéja [9 priedas]. Taciau didinti A iki begalybés néra prasmés, nes yra

iSkreipiama fizikiné informacija apie nagrinéjamg sistema [2].

2.7 pav. [tempimo laukas



44



45

A=0.013
2.9 pav. Rekonstruotas jtempimo S laukas, kai 4=0.1,1;10;0.013

Optimalaus glotninimo parametro A reikSmé yra gaunama minimizuojant paklaida tarp
reguliarizuoto ir glotninto lauko (2.1). 19 paveiksle matome, kad gavome lokalyjj minimumo taska,

kuris yra 2 =0.013 [11 priedas], tai ir bus optimali glotninimo parametro A reik§mé [10 priedas]:

0.313

0,265 /_,
0.225 /

0181 /

/

01338 /
0.054 Y

0055 R 01 02 03 1
omt

2.10 pav. Optimali glotninimo parametro A reik§mé
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ISVADOS

Siame darbe pritaikyta adaptyviojo jungtinio trikiyjy lauky glotninimo metodika aukstesnés
eilés baigtiniam elementui. Naudojamos kvadratinés formos funkcijos. Buvo sukurtas optimalaus
glotninimo parametro algoritmas, pagristas paklaidos tarp reguliarizuoto ir glotninto lauko
minimizavimu. Adaptyviojo glotninimo strategijos papildymas Siuo algoritmu iSsprendzia pagrindinj
Sios strategijos trikumg — optimalaus glotninimo parametro A nustatyma. Algoritmas iliustruotas
vienmaciu ir dvimaciu pavyzdziais.

Pasitlytu algoritmu papildyta adaptyviojo jungtinio glotninimo strategija galima taikyti

sprendZziant optinés inzinerijos keliamus uzdavinius, bet tai ne §io darbo uzdavinys.
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B(x. N = |81 ff 2232
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225 225 15 225 45 225 1S 225
32 16 256 256 32 16
225 15" |22sV45* |25 "1
-16 32 16 64 88
235 325 157 |25t a8
32 Sé6 16 2 -8 1
sttt | 25t | st
16 2 128 176 16- 2
225 5% |35t | 225 5
-8 16 2 64 112 16 2 -8 1
335 225 5* | st as?| 2575 | st
E- 16 2,128 176 | 16 2,
225 S 225 45 225 S
-8 1 16 2 64 112 16 2 -8 1
225 157 | 22575t [zt A 22575t |3t
16 2 128 176 16 2
225 5* 2257 a5 | 225 54
-8 1 16 2 32 56
225 157 | 225 5* |27 *3s?
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9 priedas

¥ =1 Yiu, v =

alliu, =alu,v,1,1,8) ag2liu, ) = alu,v,1,2,8)

agldinu, v = alu,v,2,1,8) ogddin, ¥ = alu,v,2,2,8)

aliiu, ¥ = alu,v,3,1,8) ag2ilu, ¥ = atu,v,3,2,8)

g = Koef 3k Matr I-Eps_Sk_Matz(Ej

lemda lygi nuliui

I'u'II'u'II'u'Ik,l =10

A= |MMM «— F
for kel 7
for 1=1

I'u'II'u'II'u'Ik,l(— s

for keg. 14
for 1=1
MMM

k.l

k=7 1+1 < fx )
for k=13.21
for 1=1

MMMy 14142 € %1

for ke 22 28
for 1=1

MMMy 51 143 € %

for k=29 33
for 11

MMMy e 14a € %)

for k=36 42
for 11

MMMy 25 145 € %

for k=43 49
for 1=1

MMMy g9 146 < %1

MMM L

ag3liu, ¥ = alu,

ag3diu,¥) = alu,

a33(u, V) = alu,

wv,1.3

ata=a

v, 2.3

asa=a

.33

a=tata

€

€

5)
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e, vw,1,0) = Nﬁﬁ(xJ’i’jj'Sz.iq 2-1 + NEI;%EX’F’i’j:]'Sz.i_l 2 + NCﬁEx’?’i’j)'Sz.iq 2.j+1 +
+ NgEExsﬁr:i:jJ'SE_i,lj_l + NBBELF:LD'SE_LEJ + NCBEK’F’LD'SQ.LQ.]’+1 + Ngc[:xsﬁrsisj)'sg_i_'_l ,2j-1 +

+ NBC(:’::Fsi:-]:ISzl_'_l ,21 + NCC(x:Y:1:J:|321+]_ ,2.j+1

Belliu, v = Balu,v,1,10 Bedllu, v = Balu,v,1,2) Be3l0u, v = Belu,v, 1.5
Sald(u, v = Balu, v, 2.1 Sadd(u, v = Selu, v, 2.3 S8, v = S, v, 2.3

Ssli(u, v = Ss(u, v, 2.1 S8di(u, v = Ss(u, v, 2.0 S8i33(u, v = Ss(u, v, 2.0

Analogiskai skai¢iuojame su 4 =0.1;1;10; 0.013.

s = (Koef Sk Matr + A-C 3k Mats) 1-Eps_3k_Ma’m:Ej

10 priedas
1102 7212 521(4 33104 F11(0 120

mrl:=(_[:’nj+r (2.0 mﬂ::r(’I:IJ_H_E’EIj .:7.:73:=r (0.4) + o12(0,2)

2 5 ;
oo o THED + 02120 + 01227 + 0222,D) o 021(4,3) + 031(4.2) + 022(4,3) + 032(4.3)

: ; | :

Taf = a31(6,4) + a32(8.4) oo = al2(0,4 + =130, 4

E 2
oog o T1AEA +022E.4 + ol3@.4 + 023324 0224, + o324, D + 0234, ) + o334, 9
J . 4 J . 4

T13(2 T332 326 A6 2304 ]

aoll = 2 (’6:];(_ (2.9 ool = 2 E’dj;‘_ (6.4 o122 O E:ﬁj';'f_ (4,6

sHlemda) = (Foef 3k hatr + lemda-C_Sk_Matrj_ 1-Ep s_ok Mlatee)
g=1.100

RFRE = |lemda <« 0
for i< 1. 100

1 2 P 2
Ri.ii “— JE\;I ool - sz:(lemdaj3| + |ool - sz(lemdajj| + (ool - sz:(lemdaj15| +

+ |omd - sz:(lemrcla:]”|2 + |oTh - sz:(lermcla:,119|2 + | oot - sz(lemdajzl |2 + ool - sz(lemdaj29|2 +

+ | ool - sz:(ler:‘u:i:alj31 |2 + |oo? - sz:(lemdaj33|2 + |molld - sz:(lemdaj35|2 + |ooll - szﬁlemdajdwz +

+ (ool - sz(lemdaj4?|2J
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lemda «— =

11 priedas

lemdaoptimal = |lemda < 0

R« 10

for nie1..1000

2 2 2
1 it il il
codi— | —| | ool - 8| —— + | ood - 87| —— + | o3 - sz| —— +

2 2 2 2
it it it it
+ | ood — 87| —— + | ooh - 55| —— + | oot — sT| —— + | o7 - 87| —— +
( (IDDD]”] [ [lﬂﬂﬂjlgj ( (IDDDJEIJ ( (IDDDJEQJ

2 2 2 2
it it it it
+ | oo — 35| —— + | oo — 3z —— + | o7l — g7 —— + | ooll — a7 —— +
i 2
+ | ool? — a5 ——
(o2 55 )

if By<R
R« Ry

lemda «— =2
1000

lemda



