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Lesauskyté A. Convergence rates of extreme values in local theorems of densities : Master‘s
work in applied mathematics / supervisor doc. dr. A. Jokimaitis; Department of Applied
mathematics, Faculty of Fundamental Sciences, Kaunas University of Technology. — Kaunas,
2004. - 43 p.

SUMMARY

Let X,,X,,...,X, sequence of independent random variables and has probability distribution
function and density function
Fx)=Px, <x) Vi1, p(x)>0.
Lets note
Z, =max(X,,X,,....X,),
W, =min(X,,X,,...,X,)
maximum and minimum values of the string.
Let u, =u,(x) - functions string of real variable, so density string
H,(u,(x))=P(Z, <u,(x))
weakly convergate to nonuniform distribution function H(x). In this way defined structure Z,
together with presumption about string of random variables {X = 1} and string of their functions
{u,,n >1} generate schema of maximums.
Analogical we will define the schema of minimums. Let v, =v (x) - functions string of real
variable, so density string
L,,(x)=PW, <v,(x)
weakly convergate to nonuniform distribution function L(x). In this way defined structure W,
together with presumption about string of random variables {X Lo 2 1} and string of their functions
{v,,n >1} generate schema of minimums.
If random variables {X Lo 1} are independent and equally distributed with distribution
function F'(x) and constance of normalization are
u,(xy=a,+b,x, a,eR, b >0,
v(x)=c,+d,x, c¢,eR, d, >0,
then such scheme of extreme values is called classical scheme of (maximums or minimums).
In this work we research convergence rates of densities of independent random extreme values.
Using [4] and [2] work results, we will get nonuniform estimate of convergence rates in local theorem

of extreme values of independent random variables exploring different distribution functions. [4], [2]
work results we will generalize exploring nonuniform normalized extreme values convergence.
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JZANGA

Ekstremaliyjy reikSmiy teorijos aktualumas ir svarba. I§ pradziy pateiksime keleta pavyzdziy,
kuriuose ekstremalios reik§més (maksimumai arba minimumai) vaidina svarby vaidmeni.

Stichiniai gamtos reiskiniai. Potvyniai, lifitys, ekstremalios temperatiiros, uraganai gali padaryti
nuostoliy ivairiems statiniams (bokStams, uztvankoms, gyvenamiesiems namams ir pan.). Aisku, tokiy
stichiniy nelaimiy negalima iSvengti, taciau, projektuojant Siuos statinius bei parenkant jiems
statybines medziagas, galima ir reikia atsizvelgti { minéty stichiniy nelaimiy galimybe, kas padétu
sumazinti ju padarinius. Siy problemy inZineriams sprendimui reikalinga pakankamai tiksli teorija,
kuri leisty atsizvelgti 1 galimy ekstremaliy gamtos reiskiniy poveik].

Sistemu patikimumo problema. Sakysime, sistema nustoja veikusi, jeigu sugenda bent vienas i$
jos elementy. Siuo atveju maZiausiai patikimas sistemos elementas turi lemiamos jtakos visos sistemos
funkcionavimui.

Korozija. Paprastai laikoma, kad metaliné danga su dideliu koroziniy démiy skaiiumi yra
pazeista korozijos, jeigu kurioje nors i§ Siy démiy korozija apima visa dangos storj. Korozijos démiy
gylis yra atsitiktinis ir jis kinta laikui einant, priklausomai nuo aplinkos paveikio. Siuo atveju lemiama
itaka turi maksimali korozijos defekto gylio reikSme.

Atmosferos uZterStumas. Atmosferos uZterStumas iSreiSkiamas procentiniu terSaly kiekiu
atmosferoje (koncentracija). Siu terSaly koncentracija nuolat matuojama. Svarbu, kad maksimali
koncentracijos reik§mé nevirSyty nustatytos normos.

Atsparumas trukiams. Kaip rodo eksperimentai, néra absoliuciai vienaly¢iy medziagy. Todél ir
atsparumas traukimui taip pat gali biti nevienodas, net jei medZiagos pagamintos, taikant ta patj
technologinj procesa. Si fakta galima paaiskinti tuo, kad kiekviename taske (arba maZoje srityje)
medziagos atsparumas yra atsitiktinis dydis. Todél medziagos atsparuma traukimui lemia minimaly
atsparuma turintis taskas (,,grandiné triksta silpniausioje vietoje”).

Sie pateikti pavyzdziai toli grazu nei$semia visu atvejy, kuomet gali biiti taikoma ekstremaliuyjy
reikSmiy teorija, taciau ir ju pakanka parodyti, kokia plati gali biti Sios teorijos taikymo sritis. Taciau
ne vien tik taikomojo pobiidzio uzdaviniais turtinga ektremaliyjy reikSmiy teorija, joje gausu ir idomiy
teoriniy problemuy.

Ekstremaliyjy reik§miy tankiy konvergavimas pradétas tirti [5] darbe. Sios problemos tyrimas
buvo pratgstas [3] darbe. T.J. Swerting’o darbe [6] buvo jrodytos ekstremaliyjy reikSmiy lokalinés
tankiy teoremos ir suformuluotos biitinos ir pakankamos salygos, kad ekstremaliyjy reikSmiy tankiy
skirstiniai konverguoty i ribiniy skirstiniy tankius.

Konvergavimo grei¢io tyrimas lokalinéje maksimumo tankio teoremoje pirmiausiai buvo

pradétas tirti [7] darbe. Véliau [2] buvo gautas netolygusis konvergavimo grei€io jvertis lokalinéje
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maksimumo tankio teoremoje. [4] darbe gautas netolygusis konvergavimo greicio jvertis lokalinéje
minimumo tankio teoremoje. [8] buvo tirtas konvergavimo greitis daugiamaciy maksimumy lokalinéje
tankio teoremoje.

Siame darbe tirsime nepriklausomy atsitiktiniy dydziy ekstremaliyjy reik§miy tankiy
konvergavimo greit].

Taikydami [4], [2] darbu rezultatus, konkreCiy skirstiniy atveju gausime netolygiuosius
konvergavimo grei¢io ivercius lokalinése ekstremaliyjy reikSmiy tankiy teoremose. [4], [2] darby
rezultatus apibendrinsime, tirdami netiesiskai normuoty ekstremaliyjy reikSmiy tankius.

Magistro darbo tema yra padarytas praneSimas mokslo konferencijoje ,,Matematika ir

matematikos déstymas”. PraneSimo medZiaga paskelbta [9] darbe.
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1. BENDROJI DALIS
1.1. EKSTREMALIUJU REIKSMIU SCHEMOS SAVOKA

Sakykime, kad X, X,,..., X, - atsitiktiniy dydZiy (a.d) seka. Sudarykime n pirmyjy sekos nariy
variacing eilute

X, <X, <.<X

nn *

Fiksuokime ke N. Kai n > o, ad. X, ir X vadinsime k-osiomis ekstremaliosiomis

n—k+1l:n
reik§mémis. DidZiausia ir maziausia variacinés eilutés narius pazymésime
Z, =max(X,, X,,....X, ),
W, =min(X,,X,,...,X,).
A.d. Z, ir W, vadinsime ekstremaliosiomis reikSmémis arba tiesiog maksimumu ir minimumu.
Tarkime, u, =u,(x) - tokia realaus kintamojo fukcijy seka, kad pasiskirstymo funkcijy seka
H,(u,(x)) = P(Z, <u,(x))
silpnai konverguoja i neiSsigimusia pasiskirstymo funkcija H(x). Taip apibrézta struktiira Z, kartu su
prielaidomis apie a.d. seka {X - 1} bei ju funkcijy seka {un ,n> 1} sudaro maksimumy schema.
AnalogiSkai apibréSime minimumy schema. Tarkime v, =v (x) - tokia realaus kintamojo
funkciju seka, kad pasiskirstymo funkciju seka
L,(v,(x) = POV, <v,(x))
silpnai konverguoja i nei§sigimusia pasiskirstymo funkcija L(x). Struktira W kartu su prielaidomis
apie a.d. seka {X Lo 1} ir funkcijuy seka {vn N2 1} sudaro minimumy schema.
Jei a.d. {X Lo 2 1} yra nepriklausomi ir vienodai pasiskirstg¢ su pasiskirstymo funkcija F(x), o
normavimo funkcijos u, ir v, tiesinés, t.y.
u,(xy=a,+b,x, a,eR, b >0,
v,(x)=c,+d,x, c¢,eR, d,>0,
tai tokia ekstremaliyjy reik§Smiy (maksimumy arba minimumy) schema vadinama klasikine.
Galimi jvairts klasikinés ekstremaliyju reik§miy schemos apibendrinimai. Pavyzdziui, vietoje
maksimumo ar minimumo galime imti k-asias ekstremialiasias reikSmes; galima nagrinéti a.d. seriju

seky ekstremalias reik§mes; a.d. {X,,n>1} gali bati nevienodai pasiskirste arba priklausomi;
normavimo funkcijos u, ir v, gali biiti netiesinés; a.d. {X Lo 2 1} gali buti daugiamaciai; variacinés

eilutes ilgis gali biiti ne fiksuotas, o atsitiktinis (Sia problema nagringja taip vadinamos perkélimo
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teoremos); pagaliau, galima nagrinéti ne atsitiktiniy dydziy, o atsitiktiniy procesu ar atsitiktiniy lauky

ekstremalias reikSmes.

1.2. RIBINIAI EKSTREMALIUJU REIKSMIU SKIRSTINTAI

Suformuluosime keleta fundamentaliy vienmaciy ekstremaliyju reikSmiy teorijos rezultaty,
kuriuose yra gauti nepriklausomy vienodai pasiskirsCiusiy atsitiktiniy dydziy tiesiSkai normuoty
ekstremaliyjy reikSmiy ribiniai skirstiniai ir pateikiami centravimo ir normavimo konstanty parinkimo
budai.

Sakykime, {X n> 1} - nepriklausomy vienodai pasiskirsc¢iusiy a.d. seka. Tarkime,

F)=PlX, <x) Vj2l1.
Pazymékime
Z, =max(X,,X,,.... X,).

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {an,n > 1} ir

{b, >0,n>1}, kad
limP(Z, <a, +b,x)=H(x) (1.1

n—>x0

kiekviename funkcijos H(x) tolydumo taske (¢ia H(x) - neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija). Toki

konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba a.d. konvergavimu.
Sakysime, kad skirstinys F priklauso ribinio skirstinio H traukos sri¢iai (Zymésime

F e D(H)), jei egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé
(1.1).
Pazymékime
W, =min(X,,X,,...,X,).

Tarkime, kad egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos {cn,n > 1} ir

{d, >0,n>1},kad
lim P(W, < ¢, +d,x) = L(x) (1.2)

kiekviename funkcijos L(x) tolydumo taske (¢ia L(x) - neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija). Toki
konvergavima vadinsime silpnuoju pasiskirstymo funkcijy arba atsitiktiniy dydziy konvergavimu.

Sakysime, kad skirstinys F priklauso ribinio skirstinio L traukos sri¢iai (zymésime F € D(L)),
jei egzistuoja tokios centravimo ir normavimo konstanty sekos, kad tenkinama lygybé (1.2).

Pazymékime
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a(F) =inf{x: F(x) > 0},
o(F)= sup{x (F(x)< 1}.
Suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinys F, kad jis priklausytu kurio nors
neiSsigimusio ribinio skirstinio traukos sriciai. Taip pat pateiksime konstanty parinkimo btida.
1.1. Teorema. Tarkime, @(F') = o, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta «, kad

1- F(tx) B

tgg I—F(t) (13)

visiems x > 0. Tuomet F € D(H,,). Cia

0, x <0,

Hl,a (x)= {

exp(—x“), x>0.

Normavimo konstantas galima parinkti tokiu biidu:

b, =inf{x:1-F(x)<1/n},

1.2. Teorema. Tarkime @(F') <, o pasiskirstymo funkcija
F™(x) = F(o(F)-1/x)

tenkina salyga (1.2). Tuomet F' € D(H, ). Cia

exp(—(—=x)"), x<0,
1, x2>0.

HZ,a (x) :{

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
an = a)(F) 5
b, = (F)—inf{x:1-F(x)<1/n}.

1.3. Teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta « integralas

o(F)

[a=F(y)ay (1.4)

yra baigtinis. Intervale (a(F),w(F)) apibrézkime funkcija
1 wo(F)

RO =150 j (1= F(y))dy.

Jei visiems realiems x egzistuoja riba

1= F(t+xR(1)
o) 1=F(1)

e, (1.5)

tai FeD(H,,).Cia

H,,(x)= {exp(—e*"), x e R.
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Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
a, :inf{le—F(x) Sl/n},
b, =R(a,).
1.1. Pastaba. Siose teoremose pateiktas centravimo ir normavimo konstanty a, ir b, parinkimo

biidas néra vienintelis. Mes net negalime teigti, kad tai yra pats paprasciausias konstanty parinkimo

biidas, ir kad taip parinktos konstantos yra geriausios, taciau jis yra geras tuo, kad yra paprastas ir

konstruktyvus.
1.4. Teorema. Klasikinéje maksimumy schemoje egzistuoja tik trys (H, ,,H,,,H;,)
neissigimusio ribinio skirstinio tipai.
1.5. Teorema. Tarkime, turime klasikine maksimumy schema.
1) F e D(H,,) tada ir tik tada, kai @(F)=oo ir tenkinama salyga (1.3);
2) F e D(H,,) tada ir tik tada, kai @(F') <oo ir funkcija
F'(x)=F(ow(F)-1/x), (x> 0)
tenkina salyga (1.3);
3) FeD(H,,) tada ir tik tada, kai integralas (1.3) yra baigtinis, ir
tenkinama salyga (1.4).
1.6. Teorema. Tarkime, a(F) = —o0, ir egzistuoja tokia teigiama konstanta y , kad
t_l)ngo%tf)) =x" (1.6)

visiems x > 0. Tuomet e D(L,,). Cia

l—exp(—(-x)7), x<0,
1, x=0.

Ll,;/ (x)= {

Normavimo konstantas galima parinkti tokiu biidu:
d, = sup{x (F(x) < l/n},
oc,=0.
1.7. Teorema. Tarkime «(F') yra baigtinis, o pasiskirstymo funkcija
F'(x)=F(a(F)-1/x), x<0
tenkina salyga (1.6). Tuomet F € D(L, ). Cia

l—-exp(—x"), x>0,

0, x<0.

L2,7 (x)= {

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
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a, =a(F),
d, =sup{x: F(x)<1/n}-a(F).
1.8. Teorema. Tarkime, su bet kokia baigtine konstanta « integralas
[F()dy (1.7)
a(F)

yra baigtinis. Apibrézkime funkcija

t

() =—— [F()dy.

F() i
Clat>a(F).
Jei visiems realiems x egzistuoja riba
tai FeD(L,,).Cia
Ly (x)=1-exp(-e”), (o0 < x < 0).

Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
c, = sup{x (F(x)< l/n},
d,=r(c,).
1.9. Teorema. Klasikinéje minimumy schemoje egzistuoja tik trys (L, ,, L, ,,L, ) neiSsigimusio
ribinio skirstinio tipai.
1.10. Teorema. Tarkime, turime klasiking minimumy schema.

1) F e D(L,,) tada ir tik tada, kai a(F) =—oo ir tenkinama salyga (1.6);
2) F e D(L,,) tada ir tik tada, kai a(F) > oo ir funkcija
F'(x)=F(a(F)-1/x), (x<0)

tenkina salyga (1.6);
3) FeD(L;,) tada ir tik tada, kai integralas (1.7) yra baigtinis, ir

tenkinama salyga (1.8).
1.1-1.10 teoremos irodytos [1] darbe.
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1.3. EKSTREMALIUJU REIKSMIU LOKALINES TANKIU TEOREMOS

Sakykime X,,X,,...,X,,... - nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ atsitiktiniai dydziai su
pasiskirstymo funkcija F(x) = P(X ;< x) ir tankio funkcija p(x).
Pazymékime
Z, :max(Xl,...,Xm).
Tarkime, kad skirstinys F(x) toks, jog galima parinkti tokias centravimo ir normavimo
konstanty sekas {an,n > 1}, {bn >0, n> 1}, jog F(x) priklauso neiSsigimusio ribinio skirstinio

H(x) traukos sriciai.

limP(Z, <a, +b,x)=H(x)

n—>x0

Yra Zinoma, kad ribinis skirstinys H(x) gali buti trijy tipu:

H () 0, x<0
x) = ,
b exp(— x*“), x>0,a>0

expl-(-x))  x<0.a> 0},

I, x>0

HZ,a (x) :{

H,,(x)= {exp(— e’ ), xe 9{}
Kai atsitiktinis dydis X ; turi tanki p(x), tai:
pz,(x)=(n+Db,p(a, +b,x)F"(a, +b,x),

¢ia Pz, (x) - tiesiSkai normuoto maksimumo (Zn —-a, )/ b, tankio funkcija.

Suformuluosime salygas, kurias turi tenkinti skirstinys F'(x), kad 18 (1.1) sarysio iSplaukty

lim p,, (x) = H'(x) (1.9)

1.11. Teorema. Tegul F pasiskirstymo funkcija turi p(x) pasiskirstymo tanki. Jeigu F € D(H)

ir

a) H=H, , tai (1.9) sarysis bus teisingas intervale (O,oo) tada ir tik tada,

lLa>?
kai tankio funkcija p(x) yra teigiama, su pakankamai dideliais x, ir su a >0
tenkinama salyga

P
>0 — F(x)

b) H=H,_,, tai (1.9) sarySis bus teisingas intervale (O,oo) tada ir tik tada,

kai tankio funkcija p(x) yra teigiama, ir su & >0 tenkinama salyga
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o ) —x)p)
TwF) 1= F(x)

b

¢ia w(x) = sup{x F(x)< 1};
c) H =H,,, tai (1.9) sarySis bus teisingas su visais x tada ir tik tada, kai

tenkinama salyga

o (=50
o de| - p(a)

I3 (1.9) sary$io gausime konvergavimo grei¢io jverti. Sios salygos dar yra vadinamos Mizeso

salygomis. Jos suformuluotos ir jrodytos [3] darbe.

1.4.  KONVERGAVIMO GREICIO [VERCIAI EKSTREMALIUJU
REIKSMIU LOKALINESE TANKIU TEOREMOSE

Tarkime, tenkinama (1.9) salyga.
Pazymékime
u,(x)= n(l - F(c, + dnx))
v,(x)=u,(x)+log H(x)
tokiems x, kurie tenkina H(x) > 0.
1.12. Teorema. Tarkime, tenkinamos (1.1) ir (1.9) lygybés ir tankio funkcija p(x) yra apribota.

Visiems x, kurie tenkina

teisingas jvertis
| Py, ()= H'(x) |[<(n+Db,p(a, +b,0)A,(x)+ R, ,(x),
¢ia
A, (x) = H(x)(R, (x) + R, (x) + R, (x)R, (x)) ,

2u’ (x) N 2u’ (x) o 1
2

Rl,n (x) = ’
n n l-¢g

2
Ro, (0 =y, (ol + 20 0L

0g<l, s<I1,tokie, kad
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v, (%)

<,

3

2
2,
3n
Ry, (x)= H(x)| (n+1)b,p (a,+b,x)~log'H(x) |.
1.2. Pastaba. Dydis A (x) yra netolygus (1.1) sarySio konvergavimo greicio jvertis. Dydis

R;,(x) >0, kai n—>o. Taip pat pastebesime, kad dydis R;,(x) — 0 priklauso ne tik nuo n,

bet ir nuo a,, b, konstanty parinkimo, tankio funkcijos p(x) ir nuo ribinio skirstinio H(x).
1.12 teorema jrodyta [2] darbe.
Pazymékime
W, =min(X,,....X,,,).
Tarkime, kad skirstinys F(x) toks, jog galima parinkti tokias centravimo ir normavimo

konstanty sekas {cn,n > 1} ir {dn >0,n2 1}, kad F(x) priklauso neiSsigimusio ribinio skirstinio L(x)

traukos sric¢iai

IimP(W, <c, +d, x)=L(x).

n—>x0

Be to, dar tarkime, kad skirstinio funkcija F'(x) yra tokia, jog
lim p,, (x) =L'(x), (1.10)

Ga p, (x)=(m+1)d, p(c, +d x)1-F(c, +d,x))" - tiesiskai normuoto minimumo (W, —c,)/d

tankio funkcija.

Pazymékime

7,(x)=nF(c,+d, x),
®,(x) =u, (x) +log(l - L(x)),

tokiems X, kurie tenkina L(x)>0.

1.13. Teorema. Tarkime, tenkinamos (1.2) ir (1.10) lygybés ir tankio funkcija p(x) yra
apribota. Visiems X, kurie tenkina

v, (x)|<log2, L(x)>0,

teisingas jvertis

[Py, ()= L'(0)| < (1+1)d, p(c, +d,0)A, (x)+ (1= L) |(n + D, p(c, +d,x) ~log (1= L(x))

b
¢ia
—u, (x)

+ (1= L) (v, @)+ 2 (x)), 0< 6 <1.

1.13 teorema irodyta [4] darbe.
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2. TIRTAMOJI DALIS

Siame skyrelyje, taikydami bendrojoje dalyje pateiktus rezultatus, tirsime maksimumo tankio

konvergavimo greitj kai kuriy skirstiniy atveju.

2.1. MAKSIMUMO TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

2.1.1. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X, X,,..., X, ,... turi Pareto skirstini, t.y.

g
F{ﬂ=l—[gj,x»nx>a B >0,
X

B
(24
mm=xm.

Rasime Pareto maksimumo skirstinj. Kadangi @ (F) =400, tai galima taikyti 1.1 arba 1.3

teoremas. Tikriname 1.1 teoremos salyga

B B
a a
I-F I_HU U Ty
m_—(tx)zlim—tleimtx— lim(Lj :(—j =x7’.

1
t—>—o0 l_F(t) t—>—o0 a B o= (o B t——o0
-1+ " —

Kadangi teoremos salyga tenkinama, tai F e D(H N ﬂ);
¢ia

x <0,

b

Hl,/j’(x) = {

exp(-x?), x>0.
Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu biidu:
a,=0,018salygu b, = inf{x 1-F(x) < %} gauname, kad b, = ailn .
Toliau tikriname, ar Pareto skirstinys tenkina Mizeso salygas, t.y. (1.9) salyga.
Kadangi H = H, ,, tai tikriname Sia salyga:

xp(x) i xa’ e’
x—)ool_F(x) X0 xﬁ+laﬁ

=B.

Kadangi salyga tenkinama, tai



19

p P @.1)

nll)rﬂo pzn (X) - H’(X) - xﬂ+1 €

Taikydami 1.12 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greifio iverti (2.1) lygybgje.

Gauname
a g n 1
u (x)=n(l-F(a,+b x))=n/1-1+| ——— =—=—,
n( ) ( ( n n )) (a%xj nxﬁ X
1 _x_ﬂ 1 -p
vn(x)=un(x)+10gH(x)=7+loge =—5 =X =0,
X X
2ul(x) 2ut(x), 1 2 2 1
R X)= - + = * = + * s
l,n( ) n n? 1-¢ 2l iyt l-¢g
RZ,n(x):07

A, () = HX)(R, () + Ry (x) + R, ()R, (1)) = exp(—x’*)(nxzm + nzim " qu :

| nxﬂH xﬂ+1| xﬂ+1 n

1 _x#? pB 2 2 1
<—e n+l + * +1],
n xﬁ'+l {( )(nxzﬁ n2x4,8 l_q] j

Sia p, (x) = (n+1b, pla, +b,x)F" (a, +b,x) = " DP (1 _ L ] :
! nx nx

x‘ﬁ|(”+1)ﬂ_ B |_e—x_ﬂ B 1

R,,(x)=H(x)| (n+1)b,p (a, +b,x)—log H(x) |=e”
Galutinai gauname:

B e—x_ﬂ

x —
pZn( ) xﬁ+l

P, ()= H'(x)| =

I§ gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio (2.1) lygybé ivercio eilé n atzvilgiu
yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skai¢iavimai pateikti prieduose (Zr. I priede 1, 2, 3 pav). Juose pateikiami

konvergavimo grei¢io priklausomyb¢ nuo x, n reikSmiy ir parametro £.

2.1.2. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X, X,,..., X, ,... turi eksponentini skirstini, t.y.
F(x)=1-e™, x>0,

p(x)= e ™.
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Rasime eksponentinio maksimumo skirstini. Kadangi @ (F) = +o0, tai galima taikyti 1.1 arba

1.3 teoremas. Kadangi 1.1 teoremos salyga netenkinama, tai tikriname 1.3 teoremos salygas t.y.

w(F)

tikriname, ar j (1-F(y))dy = I(l ~l+e™)dy = 1 J-e*’lyd(—ﬂy) e konverguoja.
/ 0 A A A

0

Si salyga tenkinama. Pazymékime funkcija R(t) tokiu bidu:

w(F) +o0 A
Ja-ronay - Jerar <o
R(t) = = A a(F)<t<o(F),
() 1-F(1) e o) )
tikriname, ar tenkinama antra teoremos salyga
—X(HXLJ 2t
1-F({t+xR() ., 1-l+e * .elet
= lim ——=lm———=c¢
t—>+0 1- F(l‘) t—>+0 1-1+e¢ (>+0 o
Kadangi teoremos salygos tenkinamos, tai /' € D(H,,(x)),
. —e_x
Cia Hy, (x)=e
Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu budu:
1§ salygu a, = inf{x 1-F(x) < l}, b, =R(a,), gauname, kad a, = ln(Tn)’ b, = %
n

Toliau tikriname, ar eksponentinis skirstinys tenkina Mizeso salygas, t.y. (1.9) salyga.

Kadangi H = H,,, tai tikriname Sia salyga

w(F) o
p@ [(-F@r 2P [(-1ve gL
l' s = l = = 1 —_— = 1 .
tT}}(II}") (1 _ 1;'()6))2 tT%vI(l}‘) (1 . F(x))z tT}vl;l}?) (efﬂ.x )2
Kadangi salyga tenkinama, tai
—x e
im pz, (D=Hyp=e Te = 2.2)

Taikydami 1.12 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greiCio iverti (2.2) lygybg¢je.

Gauname

ZJ 1n(n)+1
u,(x)=n(1-F(a, +b,x)) = n(l -l+e ( 4 ’JJ =ne """ =7,

2 2 2 4 —2x —4x
R, ()= u, (x) N unz(x) S 2(6 L 1 j’
n n 1-¢q
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NGO
Ry, () =, (o) + 2= 0,
A, () = HOOR,(x) + Ry (x) + R, ()R, (x) =26~ (e_zx N e*;* x_1 j
n n l-g¢g

—-X
e (”+1)e—x e X| =

R, (x) = Hx)|(n+1)b,p(a, +b,x)—log' H(x)|=e"

—X
=e xe €

(n+1) 1‘.
n

Galutinai gauname:

e—x

<e s

P, ()-ee

_ —2x —4x
X
_xe_e 2(n+1)[e e % 1 J |(n+1) 1

n n 22 1-q +| n

Py, ()= H'(x)| =

. 1 Je* ) Ly L
¢ia p, (x)=(n+1)b, p(a, +b,x)F"(a, +bnx):we_x(l— ¢ ) —e YeT¢ .

! n n

IS gauto ivercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greiio (2.2) lygybeje iver€io eilé n
atzvilgiu yra lygi 1/n.

Kompiuteriniai skai¢iavimai pateikti prieduose (zr. II priede 1, 2 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo greicio priklausomybés nuo x ir n reikSmiy.

2.1.3. LOGISTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU MAKSIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS

Tarkime, kad atsitiktiniai dydziai X, X,,..., X ,... turi logistinj skirstiny, t.y.

F(x)= ! , x>0,
l+e ¥
e—x
p)=r—"+v"
(1+e x)

Rasime logistinio maksimumo skirstinj. Kadangi @(F’) =+, tai galima taikyti 1.1 arba 1.3
teoremas. Kadangi 1.1. teoremos salyga netenkinama, tai tikriname 1.3 teoremos salygas. Su bet kokia

baigtine konstanta « integralas



w(F) +o0) 1 + 1+€_y—1 +o0) 1 —y

[ a-FOopdy = [|[1-——dv = [| ———|dv=(-D | — ld[1+e7 7 |=
a 0 l+e ¥ ol 1+e Y o\ 1+e Y
=—ln(1+e_yj

yra baigtinis. Intervale (a(F),w(F)) apibrézkime funkcija

w(F) +00 +o0 —y +00 -y
I(I—F(y))dy I(I—HI jdy j[e jdy jd(”e)

+*=In(1+e")=1In2

t e B 1+e™” Y I+e™” _
R(t) = 1-F(2) - - 1 = e’ B e’ -
l+e” l+e” l+e”
_ ln((l +_et’ )eft ) _d+ ef)lng(tl + et)eft ) =(1+ e’)ln(l + e_t)
e e
l+e”

Kadangi visiems realiems x egzistuoja riba

1 o'
1- - -
i Lo FEHXR@) . 1+ ef(t”(”et”“(“e ) Cim €t (1 +e )_X(Mt) _
f—+00 1-F(t) >+ I 1 m 1
1+ e_t 1+ et
1
t—>+0 P (1 e )—x(1+e )

tai tenkinama 1.3 teoremos salyga, ir F' € D(H, ). Cia
H;,(x)= {exp(—e”‘ ), xe€R.
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
1§ salygy a, = inf{x 1-F(x) < l/n}, b, = R(a,), gauname
a,=In(n), b, =1
Toliau tikriname, ar logistinis skirstinys tenkina Mizeso salygas, t.y. (1.9) salyga.
Kadangi H = H,, tai tikriname Sia salyga

w(F) e—x © 1
1-F(t))dt 1- dt
i p(x) !( () o (1+e"*)2 I[ 1+e_tj B ln((Hex)efx)_
m 5 =lim > = hmfx =1.
w(F) (1 —F(x)) t—o 1 ] t—® e
1—
l+e %
Salyga tenkinama, tai
X

lim p, (x)=H,, = e_xe_e_ . (2.3)
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Taikydami 1.12 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greiCio iverti (2.3) lygybgje.

Gauname
un(x):n(l_F(an+bn‘x)):n(1_ —ll j: ne_v— s
l+e (Inn+x) n+e X
v, () = 10, (1) + log H(x) = ¢ +loge™™ " =6 o™,
n n+e
2 2( ) 2 4( ) 1 x 2 . 4 1
Rln(x): un al + unzx * :2n € — +2n2 e ; *
| " n o l-gq n+e” nte’) l1-q’
V() 1 | ne” 1( ne™ '
Ry, (x)= Vn(x)“" S = ——e |+ — ——
| Rk vt o el Rt

—x x 2 . 5 B )
N ne_ P ne_ o *L+ ol € B P e ). 1,
e . )
o N IS R 1 ’
n+e’ 2\n+e” 1—s
-X —X Ly
R3,n (x) = e_e (n+1) ¢ —e_x = e*xe_e L—'_D—l .

Galutinai gauname:

ne X1 n(n+l)

—X
€ =A,(x)+ ee € 3
(n+e_x)

Py, ()= H'@)|=|p, ()=e"e™® " |<(n+1) =

sia p, (x) = n(n+1) ( n_ jn.
n ( n x

n+e” )2 te
IS gauto jverCio iSraiSkos matome, kad konvergavimo grei¢io (2.3) lygybé¢je iverCio eilé n
atzvilgiu yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skai¢iavimai pateikti prieduose (Zr. III priede 1, 2 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo greicio priklausomybés nuo x, n reikSmiy.
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2.2. SALYGOS, KAD MINIMUMO TANKIS KONVERGUOTU I RIBINIO
SKIRSTINIO TANKI]

Sakykime X,,X,,...,X, ,... - nepriklausomi vienodai pasiskirst¢ atsitiktiniai dydZziai su
pasiskirstymo funkcija F(x) = P(X ;< x) ir tankio funkcija p(x).
Pazymeékime
W, = min(Xl,...,XM).

Tarkime, kad skirstinys F(x) toks, jog galima parinkti tokias centravimo ir normavimo
konstanty sekas {cn,n > 1}, {dn > 0, n2 1}, jog F(x) priklauso nei$sigimusio ribinios skirstinio
L(x) traukos sriciai

limP(W, <c, +d,x)=L(x), (2.4)

(¢ia L(x) —neiSsigimusi pasiskirstymo funkcija).
Yra zinoma, kad ribinis skirstinys L(x) gali biiti trijy tipu:
I-exp(—(-x)7) x< 0}

1, x>0,

1—expl—x7 x>0
LZ,V(X)Z{O xp<(0 )) }7

Ll,y (x)= {

Li(x)= {1 —exp(—ex), xe iR}
Kai atsitiktinis dydis X ; turi tanki p(x)=F '(x) , tai:
Py, () =(n+1)d, ple, +d, (1= F(c, +d,x))",
Py (x) - tiesiSkai normuoto minimumo (z,—c¢,)/d, tankio funkcija.

Suformuluosime bitinas ir pakankamas salygas, kad nepriklausomu atsitiktiniy dydziy

minimumo tankis konverguoty { minimumo ribinio skirstinio tankj.
lim p,, (x)=L'(x). (2.5)
2.1. Teorema.
Tegul F pasiskirstymo funkcija turi p(x) pasiskirstymo tanki. Jeigu F € D(L)

a. L=1L, , tai (2.5) sarySis bus teisingas intervale (— oo;O) tada ir tik tada, kai tankio

Ly>

funkcija p(—x) yra teigiama, pakankamai dideliems x, ir » >0 tenkinama salyga

lim 2
e F(=x)
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b. L =L,,, tai (2.5) sarySis bus teisingas intervale (O,oo) tada ir tik tada, kai tankio

funkcija p(—x) yra teigiama, ir y > 0 tenkinama salyga

o (e = x)p(-x) _
xTa(F) F(—x)

-

¢ia w(x) = sup{x F(x)< 1}
L =L, tai (2.5) sarysis bus teisingas visiems x tada ir tik tada, kai tenkinama salyga

d(1-F()_,
e dx | p(=x) )

C.

IS (2.5) sarysio gausime konvergavimo greicio jverti.

2.3. MINIMUMO TANKIO KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

2.3.1. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU MINIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO JVERTIS

Rasime Pareto minimumo skirstinj. Kadangi a(F)=«a, tai galima taikyti 1.7 teorema.
Tikriname teoremos salyga. Pazymékime pasiskirstymo funkcija
B
1
F*(x) :F(a(F)——] 1| %
X 1
a _—
X
Tikriname ar funkcija tenkina 1.6 teoremos salyga
B B
a o B
1 - 1 1 1 1 p+1
o —— Taikome oa—— a—— |t*x o——
F*(x) . 1x o . tx tx . tx 1
= lim =|Liopitalio| = lim =lim ————=—.
t—>—0 F*(f) t——0 B t——0 B t——0 1 B+l x
taisykle (0{ - ] X
1— a a ﬂ tx
1 1 ( lj )
a—- a——| |a——t
t t t
Kadangi teoremos salyga tenkinama, tai F e D(Lzﬁl),
¢ia
I—e™, x20
—e ", x2
L2,1 (x)= .
0, x<0
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Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu budu:

8c,=a(F),d, = sup{x :F(x) < l} —a(F) salygy gauname, kad ¢, =, d, = a[ﬁ " [ 1].
n n—
Toliau tikriname, ar Pareto skirstinys tenkina (2.5) salyga.

Kadangi L =L, ,, tai tikriname salyga

@B =x)px) . (e-xp’p (a—ﬂi)aﬂﬂ(ﬁ—x)ﬁ —im (a—X);xﬁﬂ _
oo B x_m(_x)ﬁ'ﬂ[l_(aj ] S (=x) M =x) —a”) e =l-x) - e

- X

Taikome

A 1 R

= lim = |Liopitalio| = lim =
x—oa [ )P B x—a _ B P p_ P + B
(—x)™" +a’x waisykle (B+1)-x) +a a’p-a’ +a
Salyga tenkinama, todél
lim p, (x)=L'(x)=¢ ~. (2.6)

Taikydami 1.13 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greiCio iverti (2.6) lygybéje.

Gauname

1

1+x[€/”—1]
n—1

t,(x)=nF(c,+d, x)=n1-

B
o, (x)=u,(x)+log(l- L(x))=n| 1- ! X,
1+ x[/f - 1}
n—1
A (x)= n@e ™ (11— L), (x)] + 00} (x)) =
" 2(n-1) " "
£\ p
n” 1- ! exp| —n| 1—- ! +

RS
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+exp(—x)| |n| 1- —-x|+6| n1- -x| |,

0<O<l1.

Galutinai gauname:

B B
1 1
exp| —n| 1—- +exp(—x)| |n| 1- — x|+

+0| n1- - X +exp(—x)|(n +1)

¢ia

py, (1) =(n+1)d,p(c, +d,x)1-F(c, +d,x)" =

2 np
aﬁ[ﬁ " —1}
\ n—1 1
:(n+1} B+l .
n
1+ 8- 1 l+x[ﬂl—d]
n—1 n-—

IS gauto ivercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greiCio (2.6) lygybeje iver€io eilé n

atzvilgiu yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skai¢iavimai pateikti prieduose (zr. I priede 4, 5, 6 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo greicio priklausomybés nuo x, n reikSmiy, parametro f.
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2.3.2. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU MINIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS

Rasime eksponentinio minimumo skirstini. Kadangi a(F) =0, tai galima taikyti 1.7 teorema.

Tikriname teoremos salyga. Pazymékime pasiskirstymo funkcija

F*(X)=F(OC(F)lj={01+€}{x)J=l+€x,
X

1 -x
p(cn + dnx) =—e€ n *
n

Tikriname ar funkcija tenkina 1.7 teoremos salyga

. . ~  |Taikome 4 el
_ x
im () = lim +el = |Liopitalio| = lim % = x
t——o0 F*(l‘) t——0 A t—>—0 A
—l+e! |taisykle de!
Kadangi teoremos salyga tenkinama, tai F € D(LZJ),
¢ia
I—e™, x>0
—e ", x2
L,,(x)= .
0, x<0
Centravimo ir normavimo konstantas parenkame tokiu biidu:
1
{ ln(l - j
8c,=a(F), d, = sup{x (F(x) < —} —a(F) salygu, gauname, kad ¢, =0, d, = —Tn ,Jja
n

pakeisime jai ekvivalenéia funkcija. Dvi nykstamos funkcijos «a(x) ir f(x) vadinamos

a(x)

ekvivalenCiomis, kai x > a  (x — ), jei limm =1.Zymime a(x) ~ B(x).
n—0 X
1 1 —ln(n_lj _on yn—n+l
2
Taigi —ln(l——j ~—,kai n—> . lim — lim—"—1 I L =1. Tuomet galime
n n n—>0 n—>o0
n n’

1
laikyti d, =—.
yu a, 2

n
Toliau tikriname, ar eksponentinis skirstinys tenkina Mizeso (2.5) salyga.

Kadangi L =L, ,, tai tikriname salyga

_ XA 92 yAx
T N T N

Ax x—0

i (@F)=x)p(x) . —xde™ _[Taikome
x—0 F(—X) =0 |1— eﬁx

Liopitalio  t.
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limP(W, <c, +d, x)=L(x),

n—x0

be to dar tenkinama salyga
lim p, (x)=L'(x)=¢ ~. (2.7)

Taikydami 1.13 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greiCio iverti (2.7) lygybéje.

Gauname

7. (x)=nF(c, +d x)= n(l - ef’],

o, (x)=u,(x)+ log(l - L(x)) = n[l — e_i j -x,

8,0 =" s 1 L), (o) 00} ()=
n{l—e_ZJ [l} x Ly oot
=———e¢ +e" n[l—e_”j—x +6’[n(l—e_"J—x]
2n—1)

Galutinai gauname:

X

< (l’l+l)e*; %
n

n(l—e”j—x

tia py, (x)= (n+1)d, p(c, +d x)1-F(c, +d, x)) =(n+ l)nize_” (1 - [1 —e " n = (nn%l)e_"e_x.

[Py, ()= L'(x)| = |py, =€~ *

2
_x
n’ {1 —e " J -
—n|l-e "
% e -

+e
2(n—1)

b

IS gauto jvercio israiSkos matome, kad konvergavimo grei¢io (2.7) lygybé¢je ivercio eilé n
atzvilgiu yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skai€iavimai pateikti prieduose (Zr. II priede 3, 4 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo greicio priklausomybés nuo x, n reikSmiy.
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2.3.3. LOGISTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU MINIMUMO TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO [VERTIS

Rasime logistinio minimumo skirstini. Kadangi a(F)=—o0, tai galima taikyti 1.8 teorema.

Tikriname teoremos salygas. Su bet kokia baigtine konstanta « integralas

a 0 1 0 1 0 1 0 ey 0 d(l + ey)
from = a=f e e g
a(F) Selte Y —o] 4 — ) =]l +e S 1+e”
y
e oV
In(1+¢”)|°, =1n(2)
yra baigtinis. Apibrézkime funkcija
t
t 1 d
f Co J = J;ol+ey b
[Fo)dy  [———dv =1+— dy
(t) = a(F) _—~l+e _ e _ e _—l +e” _
F(t) 1 1 1 o
l+e ! 1+L 1+ 1+ ¢!
et et
y
t ¢ d(1+e ) ‘
_1+e =(1+te)ln((l+et),
e 14
Clat>a(F).
Kadangi visiems realiems x egzistuoja riba
1 1+¢!
—t+x(1+e)e” In(1+e) —lt+x(1+e)e” In(1+e")
m F(t+xr(t)):1im1+€ ( )=1im1+e ( ):
t—a(F) F(t) t—>—0 1 t—>—0 e’
l+e !
1+ef
4 —x(l+e)e” In(1+e") t
= lim1*+e e . = lim e N
t——0 ’ t——x0 —
e o te x(I+e)e In(1+e)
. 1+é! . 1+é! . 1+é! .
= lim = lim = lim =e,

t——0 —x(1+et)e_t -0 ¢ —x(1+et)e_t t——0 _t —x(1+et)
In(1+¢€’ e +( l+e ) ‘ N
et+(e (I+e) ( ) e +\(1+¢€")

tai tenkinama 1.8 teoremos salyga, ir ' € D(L; ) . Cia
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Ly, (x)=1-exp(-e"), (—0 < x < ).
Centravimo ir normavimo konstantas galima parinkti tokiu budu:
i§ salygu ¢, = sup{x (F(x) < l/n}, d, =r(c,) gauname, kad

¢, =—In(n),
d, =(1+e" fin((1+e™ )" )-nn)= 1+ n)(ln((l + ljnJ “In nj = (1+n)(In(n+1)—Inn) =
n

=(1+n)ln(n+1j.
n

o)

Kai n — o, }lgl; ln(% + lj(n + 1) = },%+ =1. Tuomet galime laikyti d, =1.
n+1

Toliau tikriname, ar logistinis skirstinys tenkina Mizeso (2.5) salyga.

Kadangi L =L, , tai tikriname salyga

1 e’
1- _c
fim 4| 1re’ |-y | dre’ |- i L1 e)=0
x>0 dx e’ x=>=0 dx e’ x>=0 dx
(1+ex)2 (1+e”)2

Salyga tenkinama, todél
x —e*
lim p, (x)=Lj,(x)=e"e , XeNR. (2.8)

Taikydami 1.13 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greiCio iverti (2.8) lygybgje.

Gauname

7. (x)=nF(c,+d x)=n "

—[lnl-f-xj B 1+ ne_x ’
l+e ™ "
X
o, (x)=u, (x)+logl- L(x)) =—"— +loge ® =—"—_¢".
1+ne™ l+ne™
A (x) —M+(1—L(x))Qw ()| + 602 (x))=
" 2(n-1) " '
_ N, 0<0<1.
7’l2 n—x —e‘x n X n X
= el te ——e |+ 0 ——e
2n - 1)(1 4 ne**) 1+ ne 1+ ne

Galutinai gauname:
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X —ex

Py —€e <

[Py, ()= L'(x) =

—x 2 -n X 2
< (n+1ne 5 " Sele” +e € " — —e* +6’( " — —exj +
(1+ne_x) 2(n—1)(1+ne_x) 1+ne” 1+ ne
X —x
Lo (n+1)ne2 Lt
(1+ne’x)

¢ia

Py, ()= (n+1)d, ple, +d, 01~ Flc, +d,x)) = E’l”‘:i)e”e)z (1 —— ie_x j .
IS gauto ivercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio (2.8) lygybeje iver€io eilé n
atzvilgiu yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skai¢iavimai pateikti prieduose (zr. III priede 3, 4 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo greicio priklausomybés nuo x, n reikSmiuy.

2.4. NETIESISKAI NORMUOTU EKSTREMALIUJU REIKSMIU TANKIU
KONVERGAVIMO GREICIO TYRIMAS

Tarkime, kad egzistuoja tokios normavimo funkcijy sekos {an (x), n 21} ir

{B,()>0,  n>1},kad

lim P(Z, <a,(x)) = H(x), 2.9)
lim PO, < B,(x)) = L(x), (2.10)
ir
lim p,, (x) = H'(x). 2.11)
lim p,, (x) = L'(x), (2.12)

P, (¥) = (n+Da, (¥)plat, ()F" (t,(x))

netiesiskai normuoto maksimumo «'(Z,) tankis, o

P, ()= (1+ 1B, (B, (1= F (B, (1)
netiesiskai normuoto minimumo g, (W,) tankis.

Gausime netolyguji konvergavimo greicio jverti (2.11) ir (2.12) lygybése.

Pazymékime
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u,(x) = n(l-F(a,(x)),
v, (x) =u,(x)+log H(x),
7,(x) =nF(p,(x),
o, (x) =u,(x)+log(l - L(x)).

2.2. Teorema.

Tarkime, tenkinamos salygos (2.9) ir (2.11). Su visais x, su kuriais

W) 1 o Hx) > 0,
n 2

teisingas jvertis
P2, (0= H'(x)| < (n+Da, (x)p(a, (DA, (x) + R, ,(x)
¢ia

A, (x) = H(xX)(R,(x) + R, (x) + R, (¥)R,(x)) ,

2u’ 2u’
Rl,,,(x)= un(x)+ unz(x)* 1

2

n n l-g¢q

vix), 1
R, (x)=|v (x)|+—*—

Z,n() n( )| 2 1_

0g<l, s<1,tokie, kad
2 2
CHEPS AC)
3n 3

R,,(x)=H(x)| (n+1)b,p (a, +b,x)—log' H(x) |.

Sios teoremos jrodymas analogiskas kaip ir 1.12 teoremos.

2.4.1. Pavyzdys

Tarkime, kad atsitiktiniy dydziy X,,X,,..., X, ,... skirstinys yra toks:

F(x):l—L, x2e,
Inx
1
PO oy
InZ

n

Imdami netiesing normavimo funkcija a;l (Z . ) = , gauname
n

P(lnzn < xj = P(z, <),
n

limP(2, <™ )= lim[l -
n—»o n—w Ine™
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be to, dar tenkinama salyga

lim p, (x) = lim (@[1 - iﬂ - H'(x) = ize_; . 2.9)

n—>+0 n—>+0 nx nx X

Taikydami 1.13 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greifio iverti (2.9) lygybgje.
Gauname

1 1

u, (x) = n(l = F(a, @) =nf 1-1+— | ==,

nx) x

1

v,(x)=u,(x)+log H(x) :l+10ge7 ~0,
X

2u’ 2u’

R, (x)= un(x)+ unz(x)>l< 1 5 124_2 214>1< 1 ’

’ n n l-g¢g nx nx" l1-gq

2

Re, () =y, o)+ et —o,

’ I-s

1
. 1 1 1
A, (x) = H(xX)(R,(x) + R, (x) + R (x)R, (x)) = e x(2 T2 j
nx n°x" l—gq
1 1 1

R,,(x) = H(x)|(n+ Dz, (x)p,(z,(x) ~log H(x) = e *|(n+1)ne™ T |

1 1

- 1 1 —12n+1
=e *l(n+l)—5+—|=e~ .

( )nx2 x’ nx’
Galutinai gauname:
L

Py (X)—H'(X)‘=pz (X)—Lze Xi<e X((n+;)( 22+ 224* 1 ]+|2I’l-;3|J’

" ! X nx” \mx? n2x% 1-4 ‘nx

IS gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo grei¢io (2.9) lygybg¢je jvercio eilé n
atzvilgiu yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skaiiavimai pateikti prieduose (zr. IV priede 15, 16 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo grei¢io priklausomybés nuo x, n reikSmiy.
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2.4.2. Pavyzdys

1
Imdami netiesing normavimo funkcija S, (x) = e( ”J, gauname

P(Wn<an(x))=1—(1—F(an(x)))"=1—(1—(1— ! B =1- E] _po| ,

Ine, (x X
() Ine* ” 1+ n
1§ ¢ia gauname
lg&P[Wn < e[H;J} — L) =1-e",
be to, dar tenkinama salyga
lim py, (x)=L'(x) = e x. (2.10)

Taikydami 1.13 teorema, gausime netolyguji konvergavimo greic¢io iverti (2.10) lygybé¢je.
Gauname

7,(x) = nF(a, (x)) = n”jx ,

nx

®,(x)=u,(x)+log(l- L(x))= ~x,
n+x
n’x’ e_% nx nx ’
A, (x)= 5 +e —x+l9( —xj , 0<O<I.
(n+x) 2(n-1) n+x n+x
Galutinai gauname:
2.2 *% 2
‘PW (x)—L’(x)‘Sn(n—'_lz) n°x : e Lo L™ —x+0[ nx _xj Lo n(n+12)+1
' (n+x) | (n+x) 2(n-1) n+x n+x (n+x)

v

cla

py (0= (n+1)g! (V) pg, @)1 Flg, @) =@ +Die " 1.[1 = j St [ ‘ j
n n ( (n+x)

n+x)2 1+% n+x n+x
e

IS gauto jvercio iSraiSkos matome, kad konvergavimo greicio (2.10) lygybéje iverCio eilé n
atzvilgiu yra lygi 1/n.
Kompiuteriniai skai¢iavimai pateikti prieduose (zr. IV priede 13, 14 pav). Juose pateikiamos

konvergavimo greicio priklausomybés nuo x, n reikSmiy.
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2.4.3. Pavyzdys

Tarkime turime pasiskirstymo funkcija F(x)=x, O<x<l ir tankio funkcija

px)=1, O<x<l1.

X

Parink¢ normavimo funkcija «, (x) = e gauname

n+l

al j:P Zn<em =|em =H(x)=e¢e".

P(ann <
n+l

Siuo atveju netiesiSkai normuoto maksimumo skirstinys su visais n yra lygus ribiniam skirstiniui.
H(x)=¢e".

n
X X

Be to, dar gauname, kad p, (x) =(n+1) el | ent!

—e' =H (x).
n+1

Siuo atveju parinkome tokia normavimo funkcija «,(x), kad normuoto maksimumo tankis su

visais n sutampa su ribinio skirstinio tankiu.

2.5. Programiné realizacija ir instrukcija vartotojui

Programa paraSyta Visual Basic for Microsoft Excel programavimo kalba. Si programavimo
kalba pasirinkta todel, kad ji yra patogi uzdaviniy sprendimui ir sasajos su vartotoju kiirimui.
Programa saugoma byloje “magistrinis.xls”.

Atidarius $ia byla, pasirenkame langa su pavadinimu “Programa”.

Ed Microsoft Excel - bakalaurninis. xls

Elle Edit ¥iew Insert Format Tools Data wWindow Help —&] =]
DEda &by ||m - o= tlfmm - E3 w0 - B US| -B-A-2
ZE = =]

I

A | B | C

e [ e [ F [ & [ W [ 1 [ o [ w [ v [ wm [ w [ o [ F [ @ [

|‘°‘°°|“|m|0‘|b|w‘”|-‘

o

=

Programa

L P T T S P S
et et g AR N e Y B g

144 [p{ GminPar f GmaxPar £ Gmineks . Gmaxeks § Gminlog 4 Gmaxlog 3 Programa /| 4] | LIJ_‘
Ready 1 T ] |

2.1 pav. Pagrindinis programos langas.
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Norint paleisti programa vartotojas turi spragteléti pele ant ikonos “Programa”. Atsiveria langas

su galimais uzdaviniy variantais (2.2 paveikslas).

SprendZiamy uZdaviniy meniu

Tiesiskai normuoty ekstremaliyjy Netiesiskai normuoty ekstremaliyjy
reiksmiy tankiy konvergavimo grei¢io reik$miy tankiy konvergavimo greiéio
tyrimas tyrimas
Minimumo atveju Minimumo atveju
Maksimumo atveju Maksimumo atveju

2.2 pav. Pagrindiniy uZdaviniy meniu langas.
Galima pasirinkti tiesiskai arba netiesiSkai normuoty ekstremaliyjuy reikmiy tankiy konvergavimo
greiCio tyrima. Pasirenkamas minimumo arba maksimumo atvejis. Jei pasirenkamos tiesiskai

normuotos reik§mes, tai atidaromas langas su galimais uzdaviniais (2.3 paveikslas).

Tiesizkai normuoty ekstremaligjy reikEZmiy tankiy konvergavimo greicio tyrimas

Minimumo atveju

Pareto

Eksponentinis

Lognormalusis

2.3 pav. UZdaviniy meniu langas minimumo atveju.
Pasirinkus bet kurj i8 trijy uzdaviniy, pasirodo ji atitinkantis meniu. Pirmojo uzdavinio meniu yra

toks, kaip parodyta 2.4 paveiksle, kiti meniu analogiski.
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MINIMUMO ATVEJU

Iveskite duomenis ( >0):

Parameirs alfa 7

(patariamas intervalas (0;107)

Parameirg beig 4

(patariamas intervalas [(3;57)

Fiksuotg x reik§me 8

(patariamas intervalas (5;100)

Fiksuot3 n reiksme 91

(patariamas intervalas [10;1007)

Vykdyti

2.4 pav. Pareto skirstinio meniu langas minimumo atveju.

= Visiems duomenims bendri reikalavimai — visi laukeliai turi biti uzpildyti, duomenys turi
biiti neneigiami skaiciai.

= Visiems skaiCiams patariamas intervalas, kad rezultatai biity geriau matomi.

= Kai duomenys ivesti, pelés spragtel¢jimu ant “Vykdyti” mygtuko aktyvuojame
skai¢iavimo procesa tam tikram uzdaviniui. Jei bent vienas duomenuy laukas uzpildytas
neteisingai, pasirodo praneSimuy langas, kad neteisingai uzpildyti langai (zr. 2.5 pav.). Jei
duomenys jvesti teisingai, jvykdoma programa ir aktyvuojamas darbo langas, kuriame yra
rezultatai. Jei {vesti neteisingi duomenys ir norime nutraukti programa, tuomet reikia
deSiniajame virSutiniame kampe paspausti kryziuka ir sugrySime i pradini langa.

Jei pasirinkote netiesiSkai normuoty ekstremaliyjy reikSmiy tankiy konvergavimo greicio tyrima,

tai atsiveria langas, kuriame reikia jvesti pradinius duomenis (zr. 2.5 paveikslas).
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Metiesizkal normuoty ekstremaligjy reikimiy tankiy konvergavimo greiGio tyrimas

Iveskite duomenis ( >0): NS SR
In x
1
pix) =
Fiksuoig x reik¥me 4 Alin( )Y
(patariamas intervalas (2,51

Fiksuotg n reik§me 36

{patariamas intervalas {10;1007)

Vykdyti

2.5 Pav. NetiesiSkai normuoty ekstremaliyjy reikSmiy uZdavinio meniu langas minimumo

atveju.

Pranezimas EZ

M eteizingal uzpildwt langai

2.6 Pav. PraneSimas apie neteisingg duomeny jvedima.
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Alfa |Beta |Fiksuotas x |Fiksuutas n 79'
5 4 8
Fiksuotas x Fiksuotas n
045
0.4 | - 045
0.35 i rl:;rscrl:e o —aTikzli
Ij 2 ! Dnix) e paklaidos
' [ g reikEme
T | s Snix)
0 ) —=—Tiksli & oz "
ILiF3 paklaidos 015 = hrerumo
01 ]"\ reikime o1 1“- reikzme
0.05 Sl 0 Onix)
R EL .- ' ' v &) ol
1 1 21 a ai
3 7 12 17 iz a7
X
n
Priklausomyhé nuo beta parametro
0k §;
:\ —— Beta=1
03
a \ Beta =2
4
Sl ' Beta = 3
i 4
nz \\; Beta= 45
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2.7 Pav. UZdavinio sprendinio pavyzdys.
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ISVADOS

Siame darbe tyréme nepriklausomy atsitiktiniy dydZiy ekstremaliyjy reik§miy tankiy
konvergavimo greiti. Konkreciy skirstiniy atveju gavome netolygiuosius konvergavimo greicio
tvercius lokalinése ekstremaliyjy reikSmiy tankiy teoremose. Nagrin¢jome atskirus atvejus kai
ekstremalios reikSmes yra tiesiskai ir netiesiSkai normuotos.

1. Pareto skirstinio atveju gavome, kad:

. e e N 1
v konvergavimo greicio iverciy eilé n atzvilgiu lygi—.
n

v Didéjant parametrui beta ekstremaliyjy reikSmiy (maksimumo arba minimumo)
tankio skirstinys grei¢iau konverguoja i ribinio skirstinio tankj, o parametras alfa
konvergavimo greiciui itakos neturi.

v Did¢jant x reikSméms ekstremaliyjy reikSmiy (maksimumo arba minimumo)

tankio skirstinys grei¢iau konverguoja 1 ribinio skirstinio tanki.
. . : : e e v o1
2. Kity nagrinéty skirstiniy atveju konvergavimo greicio jverciy eilé n atzvilgiu lygi —.
n

3. Kity nagrinéty skirstiniy atveju did¢jant x reikSméms ekstremaliyjy reikSmiy (maksimumo
arba minimumo) tankio skirstinys grei¢iau konverguoja { ribinio skirstinio tankj.

4. Kai kuriy skirstiniy atveju galima parinkti tokia normavimo funkcija, kad netiesiskai
normuoty eksremaliyjy skirstiniy tankis sutampa su ribinio skirstinio tankiu.

5. Gauti netolygieji konvergavimo greicio jverciai yra ganétinai tikslis, taciau jie daZniausiai
gali biiti taikomi tik pakankamai dideliems n ( pavyzdziui, kai » > 10 ir pan.).

6. Nagrinédami netiesiSkai normuoty ekstremaliyju reikSmiy tankiy konvergavimo greiti,

. e e v o1
gavome, kad konvergavimo greicio ivercio eilé n atzvilgiu lygi —.
n
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I PRIEDAS. PARETO ATSITIKTINIU DYDZIU TANKIO KONVERGAVIMO
GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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I.1 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio konvergavimo greicio

priklausomybé nuo n.
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1.2 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio konvergavimo greicio

priklausomybé nuo x.
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Priklausomybé nuo beta parametro
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1.3 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio konvergavimo greicio

priklausomybé nuo parametro beta.
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1.4 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio konvergavimo greicio

priklausomybé nuo n.
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L.5 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio konvergavimo greicio

priklausomybé nuo x.
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1.6 pav. Pareto atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio konvergavimo greicio

priklausomybé nuo parametro beta.



II PRIEDAS. EKSPONENTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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I1.1 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio

konvergavimo greicio priklausomybé nuo n.
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I1.2 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio

konvergavimo greicio priklausomybé nuo x.
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I1.3 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio konvergavimo

greicio priklausomybé nuo n.
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I1.4 pav. Eksponentiniy atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio

konvergavimo greicio priklausomybé nuo x.
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III PRIEDAS. LOGISTINIU ATSITIKTINIU DYDZIU TANKIO
KONVERGAVIMO GREICIO GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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I11.1 pav. Logistiniy atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio konvergavimo

greicio priklausomybé nuo n.

Fiksuotas n=5
o4 R
I : \ —m— Tiksli
008 paklaidos
/ \ reikSmeé
l 0.06 \ L
0.04 Jvercio
K reikSmeé
] Dn(x)
0
-5 / 5 10 15 20
0.02
X

I11.2 pav. Logistiniy atsitiktiniy dydZiy maksimumo tankio konvergavimo

greicio priklausomybé nuo x
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I11.3 pav. Logistiniy atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio konvergavimo

greicio priklausomybé nuo n.
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I11.4 pav. Logistiniy atsitiktiniy dydZiy minimumo tankio konvergavimo

greicio priklausomybé nuo x.
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IV PRIEDAS. NETIESINIO NORMAVIMO KONVERGAVIMO GREICIO
GRAFINIS VAIZDAVIMAS
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IV.1 pav. Konvergavimo greicio priklausomybé nuo n maksimumo atveju.
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V PRIEDAS. PROGRAMOS MENIU LANGAI

Tiesifkai normuoty ekstremaligjy reikimiy tankiy konvergavimo greicio tyrimas

Maksimumo atveju

Pareto

Eksponentinis

Lognormalusis

V.1 Pav. UZdaviniy meniu langas maksimumo atveju.

Pareto zkirstinys

MAKSIMUMO ATVEJU

Iveskite duomenis ( >0):

Parameitrg betg

(patariamas intervalas (0,2;30

Fiksnot3 x reiksme

(patariamas intervalas (257

Fiksnot3 n reiksme

(patariamas intervalas (10;1007)

0.5

100

Vykdyti

V.2 Pav. Pareto skirstinio meniu langas maksimumo atveju.
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Eksponentinis skirstinys

MINIMUMO ATVEJU

Iveskite duomenis ( >0):

Fiksunot3 x reikéme

(patariamas intervalas (1,71

Fiksuot3 n reiksme

(patariamas intervalas (10;1007)

3.0
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Vykdyti

V.3 Pav. Eksponentinio skirstinio meniu langas minimumo atveju.

Eksponentinis skirstinps

MAKSIMUMO ATVEJU

Iveskite duomenis ( >0):

Fiksuot3 x reiksme

(patariamas intervalas (1,71

Fiksuotg n reiksme

(patariamas intervalas (10;1007)

3.9

99

Vykdyti

V.4 Pav. Eksponentinio skirstinio meniu langas maksimumo atveju.
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Logizstinis skirstinys

MINIMUMO ATVEJU

Iveskite duomenis ( >0):

Fiksnot3 x reiksme

(patariamas intervalas (377

Fiksnot3 n reiksme

(patariamas intervalas (10;1007)

78

Vykdyti

V.5 Pav. Logistinio skirstinio meniu langas minimumo atveju.

Logistinis skirstinys

MAKSIMUMO ATVEJU

Iveskite duomenis ( >0):

Fiksuot3 x reiksme

(patariamas intervalas (1,71

Fiksuot3 n reiksme

(patariamas intervalas [10;1007)

2.9

74

Vykdyti

V.6 Pav. Logistinio skirstinio meniu langas maksimumo atveju.
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Metiesizkal normuoty ekstremaligjy reikimiy tankiy konvergavimo greicio tyrimas

V.7 Pav. NetiesiSkai normuoty ekstremaliyjy reikSmiy uZdavinio meniu langas maksimumo

atveju.
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