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1 Jvadas

Sio magistrinio darbo bendroji tema yra tinkleliy generavimas. Apibendrinant, sugeneruoti
tinkleliai naudojami tyrimams atlikti. Tyrimai gali buti jvairts, pavyzdziui: Silumos sklidimo,

magnetiniy jégy kiine moduliacija, jégos dydziui j tam tikra taSka nustatymui.

Magistrinio darbo pasirinkta sritis yra labai problemiska, tai laisvaisiais trianguliuotais
pavirSiais apriboty erdviniy kiny tinkleliy generavimo algoritmy sukiirimas. Problemiska
dalis yra ta, kad erdvinis kiinas yra i$ anksto apribotas laisvaisiais trianguliuotais tinkleliais.
Tai labai pasunkina uzduotj, nes sutrianguliuoti paprastg cilindro formos kiing(pav. 1.1), nuo
pradziy, paciam pasirenkant taSkus yra gana paprasta. Magistrinio tyrimo objektas yra jau

esamy dvi-dimensiniy tasky erdviné trianguliacija(pav. 1.2).
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Pav. 1.1 Tusdias cilindras Pav. 1.2 Apribotas tinkleliu cilindras

Pavaizduoti kinai(pav. 1.1 ir pav. 1.2) téra didesnio laisvaisiais trianguliuotais pavirSiais

apriboto erdvinio kiino i$pjova, kurig tiriame.



Literaturoje toks uzdavinys néra apraSomas. Yra labai daug literatiiros apie jvairias

trianguliacijos formas ir metodus. Matematiniai metodai aprasyti literatiiroje, tokie kaip

reguliariis, projekciniai, plintancio fronto ir Kiti aptariame tolimesniame skyriuje. Naudojantis

Siy metody duomeny struktiira, bei kai kuriomis idéjomis, plétojamas magistrinis darbas.

Tokio tipo uzdavinio sprendimas, buity labai naudingas tiriant laisvaisiais trianguliuotais

pavirsiais apriboty erdviniy kiiny savybes. ISsprendus sujungimo problema, i§ laisvojo kiino

galima biity tyrinéti tam tikrg jo dalj. Paveiksle 1.3 pavaizduota sgnario galvuté, ir ,,iSkirptas’

3

cilindras. Sis cilindras ir jo trianguliacija ir yra pagrindiné tyrinéjamos problemos dalis.
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Darbo tikslas:

20 25 30

Pav. 1.3. Sgnario ir tyrinéjamo objekto vaizdas

Tobulinti skaitinei fizikiniy sistemy analizei taikomus automatinio tinkleliy generavimo

algoritmus, pritaikant juos erdviniams kiinams, aprasytiems jy ribiniy pavirSiy tinkleliais.



Darbo uzdaviniai:

Atlikti zinomy automatiniy tinkleliy generavimo matematiniy metody, algoritmy ir
juos realizuojan¢iy programinés jrangos sistemy apzvalga.

Sukurti algoritmg plokStuminio tinklelio generavimui, kai dvimaté sritis duota
apribojant jg dalinai ar pilnai diskretizuotomis kreivémis.

Sukurti algoritmus erdviniy tinkleliy generavimui, kai diskretizuojamas tiiris duotas
apribojant ji dalinai ar pilnai diskretizuotais pavirsiais

Matematiskai suformuluoti ir programiskai pritaikyti normas sugeneruoty tinkleliy

kokybés jvertinimui.

Reikalavimai sugeneruoty tinkleliy kokybei ir programinei realizacijai:

Tinkleliai turi kiek galima geriau priglusti prie ribojancéiy pavirSiy. Jy pavirSius
nebitinai turi atkartoti ribojanciy pavirsiy trianguliacija. Mat, toliau jie naudojami
fizikinio proceso modeliavimui, todél ,praslydimas™ pavirSiaus atzvilgiu
neiSvengiamas. Po praslydimo besiglaudzianciy pavirsiy tinkleliai, kaip taisykle,
nesutampa.

Tinkleliy elementai gali buti laisvos tetraedry , prizmiy arba piramidziy (trikampiy
arba keturkampiy) formos. Svarbiausia, kad nebiity ,,iSsigimusiy“ elementy, tai
optimizavimo kriterijus. ISsigimg¢s elementas turi kampy, artimy 0 arba pi. Geriausi
yra tinkleliai, kuriy visi elementai yra neiSsigime¢ heksaedrai.

Pageidautina, kad algoritmai biity realizuoti MATLAB-e ar bent jau bty galimybé
panaudoti juos MATLAB terpéje.



2 Baigtiniy elementy tinkleliy generavimo metody ir algoritmu apzvalga

Daugelis inzinerijos programy naudoja trianguliacijas (tinklelius), kaip erdvinio vaizdo
pagrinda.

Atsizvelgiant j duotus taskus R® (d>2), §iy tasky trianguliacija uzpildo atitinkama iskilyjj
korpusa tam tikru kiekiu elementy, kurie bendrai yra natiiraliai paprasti (trikampis d=2,
keturSonis d=3). Taip pat S$iy figiry (d=2,d=3) tinklelis padengia sritj paprastomis
geometrinémis figliromis, kaip ketursienis, penkiasienis ir t.t.

Algoritmams, kurie naudojami sudaryti trianguliacijas, yra paskirtas gausus kompiuterinés
geometrijos kiekis dokumenty ir knygy. Labai daug démesio yra skiriama Delone
trianguliacijoms. Delone algoritmai yra svarbi dalis ty algoritmy, kurie naudojami
konstruojant tinklelius. Taigi trianguliacijos algoritmai yra labai svariis apibréziant tinkleliy
sudarymo algoritmus.

Baigtiniy elementy metodas yra labai placiai taikomas kompiuteriy inZinerijoje sprendziant
ivairiy tipy diferencialiniy lygCiy problemas, tokias kaip standZioji mechanika, skysciy
mechanika, $ilumos modeliavimas ir t.t. Siam metodui reikalingas srities tinklelis, apie kurj
yra formuojamos lygtys. Taigi tinkleliy algoritmai yra labai svarbis kiekviename
modeliavime pagrjstame baigtiniy elementy metodu.

Baigtiniy elementy metodas kilo 1§ reikéjimo spresti sudétingas lankstumo ir struktiirinés
analizés problemas civilinéje(tiltai, uztvankos, pastatai..) ir aeronautikos inZinerijoje. BEM
vystymosi iStakos skai¢iuojamos nuo Alexander Hrennikoff ir Richard Courant darby 1941-
1942 metais. Jy sprendimo metodai labai smarkiai skiriasi nuo dabartiniy, taciau isliko
pagrindiné charakteristika- ploto tinkleliy diskretizacija | grupe mazZesniy ploty, plotai
dazniausiai vadinami elementais.

XX amziaus SeStajame deSimtmetyje naudota standumo matrica ir elementy surinkimas
naudojamas iki Siol baigtiniy elementy metody darbuose. 1973 metais NASA uzsakymu
buvo sukurta baigtiniy elementy metodo programinio paketo vystymosi kryptis su grieztu
matematiniu pagrindu. Nuo to laiko baigtiniy elementy metodas buvo apibendrinamas, kaip

taikomosios matematikos Saka skaitiniam fiziniy sistemy modeliavimui[1,6].


http://en.wikipedia.org/wiki/Alexander_Hrennikoff
http://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Courant

2.1 Baigtiniai elementai

Baigtiniy elementy metodas yra esminis jrankis sudétingy figliry supratimui ir
vaizdavimui. Tipiné baigtinio elemento sesija prasideda su supaprastintu modeliu, tam kad
sugeneruoti gruby tinklelj, su kuriuo jgaunamas pradinis supratimas apie figira. Sis
supratimas nuves iki tinklelio tankumo ir formos perdirbimo[4].

Formaliai baigtinius elementus galima aprasyti naudojanti trigubg elementg[7]:

[K, P, Y] (1)

Siame trigubame elemente , K yra geometrinis elementas (tinklelio elementas). ,,Px“
reiSkia baigtinio elemento uzimamos erdvés funkcijas. Pagrindinémis funkcijomis yra
laikomos baigtiniy elementy formos funkcijos. ,,> k* yra rinkinys laisvés laipsniy susijusiy su
K"

Geometriniu poziliriu ir pasak erdvinés dimensijos, ,,K“ gali buti trikampis, keturkampis,
penkiakampis, SeSiakampis ir t.t.

Erdvé ,,Pk paprastai sudaryta i§ polinomy. Si erdvé su baigtine dimensija N sudaryta i§ N
pagrindiniy funkcijy. Taigi, jei pi yra baziné funkcija, tai bet kuri p funkcija esanti ,,Px* gali

biiti uzrasyta kaip:

N
b= Z a;p; (2)
i=1

Kur a; yra laisvés laipsniai.

Laisvés laipsniy rinkinys ,,> * gali biiti vieni 1§ funkcijos p reikSmiy, kur p yra funkcija,
esanti ,,Px*“ viename 1§ mazgy ,,K*“ elemente. Toks mazgas apibiidinamas o. Baigtinis
elementas turintis tokio tipo mazga vadinamas LagrandZo tipo elementu.

Kai ¢i(p) apima nors vieng p i§vestinés reikSme, pavyzdziui akivaizdziuose Zyméjimuose

dp dp Op o 9°%p .
——,— —Irt 3
'ox’ay’ an’ p’axz Lt (3)

Tai tada sakome, kad tai Ermito tipo baigtinis elementas.

Sekant Siuos apibrézimus, galima pastebéti, kad ,,Px* matomos kaip erdvinés funkcijos (p)
arba tiesiogiai kaip baziniy funkcijy sarasas (pi), kas yra du skirtingi biidai uzraSant tg patj.
Panasiai ,,y k*“ gali buti apibudintas kaip laisvés tasky rinkinys (@i(p)). Taip mes pasiekiame
globaly tasky apibrézima arba mazgy rinkinj (o) su kuriuo susij¢ vienas arba keli laisvés

laipsniai. Priklausant nuo to koks yra kontekstas, viena i§ $iy sgvoku bus naudojama.



Svarbus faktas yra tas, kad trigubas elementas [K , Pk, Y] deramai apraso baigtinj
elementa, jei rinkinys Yk yra Pk vienintelis sprendinys. Tai reiskia, kad egzistuoja tokios N
funkcijos p;j erdvéje Py, kurios yra tiesiskai nepriklausomos. Konkrec¢iai mes turime:

4
?i(pi) = 6y )

Su §;; Kronekerio delta (6;; = 1 jeii = jir §;; = 0 jei i <> j)

Labiau bendras $ios sgvokos apibrézimas yra panaudoti nuorodos elementa K kartu su
koordinaciy zymé¢jimo funkcija Fk, tam kad apibrézti pries tai naudotg triguba nelygybe Sia
charakteristika:

[K,P,¥] (5)

Kitaip tariant unikali charakteristika [K , P,3] gali bati panaudota charakterizuoti visus
baigtinius elementus tinklelyje, kurie turi ta pati geometrinj tipa, su salyga, kad duotos
atitinkamos funkcijos Fy. Taigi pradedant nuo vieno [K,P,3] ir vienos funkcijos Fk yra

jmanoma rasti [K , Pk, Y] kiekvienam elementui K. Jei p nusako funkcijas P, mes turime:

(6)

K = Fx(K)
P¢ = {p = PF¢,p € P) )
Y =(@),a=F(@,aek) @
K

Kur, dél paprastumo mes priimame tik vieng laisvés laipsnj formos p ir, kur @ reiskia K

taskus. Pk dar gali biiti apraSyta kaip:
(9)

Py ={p =Zaipi sup; =pPiFgtpi €P,i=1,N}

Dél patogumo ) k gali buti i8reikStas dviem biidais

> =) i=1N) (10

ZK ={a;,j = LM; 9i(p(a)),i = 1,N} (12)



Kitais zodziais sakant arba naudotis visu laisvés laipsniy sgrasu, arba naudotis mazgy
sarasu ir kiekvienam atitinkancio laisvés laipsnio sarasu.

Anksciau paminétas apibrézimas reiskia, kad Fx yra inversiskas, i$ to i$plaukia, kad abu
trigubi dariniai yra ekvivalentiski. Tokiu biidu mes apibrézéme baigtiniy elementy Seimos
narius, kurie gali biiti atstovaujami naudojantis unikaliu atstovavimo elementu. Bitina
pastebéti, kad naudotis atstovavimo elementu néra grieztai reikalaujama supaprastinto

elemento atveju, bet tai yra paprastumo saltinis dél lengvo jgyvendinimo[7].



2.1.1 Elementarios figiiros

Siame skyriuje aptarsiu pagrindinius baigtiniu elementy elementus, tokius kaip trikampis ir

ketursienis.

2.1.1.1 Trikampis

2.1.1.1.1 Elementarus apibréZimas

Trikampis yra gerai zinomas geometrinis kiinas. Grubiai tariant trikampis yra trijy kampy
daugiakampis. Jis apibréziamas trimis vertikalémis, zymimomis, kaip P; kurios duotos pries§
laikrodZzio rodykle[6].

K = (P, P,, P3) (12)

Trikampj galima iSreiksti 6 biidais su Siomis trimis vertikalémis. Jei nustatyta orientacija,
tada galima iSreikSti trimis biidais. Taigi jei trikampis yra plokStumoje, jo orientacija
netiesiogiai iSreikSta plokStumos normalés ir 3 galimi apibudinimai laidzia manyti kad jo
pavirsius, pazymétas kaip Sk, iSreikStas. Todél trikampiai apie kuriuos kalbésiu bus tiksliai

iSreiksti. Taigi plotg Sk galima aprasyti kaip:

1x2—x1 x3—x1|

Sk = 2y2=y1 Y3—)1 (13)
arba
11 N 1
Sk =5lx2 y2 1 (14)
x3 y3 1

kur X;, y; yra vir§tniy P; koordinatés, o |.| reSkia determinanta.

Sis apibrézimas leidzia aiskiai apibrézti krastines(ar kampus) duoto trikampio. Taip pat su

trikampiu galima susieti papildomg informacijg naudojant trianguliacijg ar tinklelius.

2.1.1.1.2 Apskritimas apie trikampj

Kaip matysime véliau trikampio apskritimas bus labai svarbus trianguliacijos algoritmuose.
Sis apskritimas apibréziamas savo centru ir spinduliu. Siuos du subjektus galima apskai¢iuoti

dviem buidais[6].

10



Spresti tiesing sistema yra pirmas biidas, o naudoti apskritimo lygtj yra alternatyvus biidas

apibreézti apskritimg. Apskritimo lygtis yra:

Z—12 12-12 15-12
Ao, y) =x;—x x,—X; X3—X (16)
Yi=YV Y2—=Y1 V3~

Antras buidas yra rasti susikirtimg tarp statiniy(susijusiy su trikampiu K) ir apskritimo
spindulys tada randamas kaip atstumas tarp Sio susikirtimo tasky iki krastinés. Tai galima

iSreiksti lygtimi:

(x3 —X1 V3~ 3’1) (xc) _1 (3 +y3) (O +yD) (17)
x5=x Vs =Y2)\We) TaI\(d +yD) (xE +y)
Formulé su kuria randamas spindulys yra:
LiLyLs
= (18)
= TS,
kur L; yra krastinés ilgis, o Sk — trikampio plotas.
2.1.1.1.3 Apskritimas trikampyje
Trikampj susiedami su apskritimu jvedame nauja dydj pk:
Pk = o (19)

Pk

kur pk yra pusperimetris.
Ps
a

P1

2.1 pav. Trikampio pusperimetris

11



2.1.1.2 Ketursienis

2.1.1.2.1 Elementarus apibréZimas

Ketursienis yra daugiakampis sudarytas i$ keturiy trikampiy, turintis tetracdro savybiy[6].

Ji galima apibiidinti keturgubu surikiuotu sarasu sudaryty i$ jo vir§iiniy P;:

K = (Py, P, P3, Py) (20)

Py

P,

2.2 pav. Ketursienis

Ketursienj galima aprasyti dvylika biidy, kad jis biity orientuotas. Kadangi manome kad
pavir$ius orientuotas, reiskia normalés orientuotos taip pat. Tarkime turis Vk apraSytas i§ K
elementy, tada Vg apraSoma:

Xop—X1 X3 — X1 Xg4—Xq

VK=%)’2—3’1 Ys—Y1 Ya—1 (21)
Zy —Z1 Z3 —Z1 Zy —Z1

arba
X1y, % 1
ve=zf? %2 72! (22)
6 x3 y3 Z3 1
x4 y4 Z4_ 1

Kur Xi, Vi, zi yra vir§tinés P; koordinatés.
Sis formatas leidzia mums apraSyti keturias tetraedro sienas:
e Pavirsius 1: P4 P3 Py
e PavirSius 2: P; P3 Pq4
e PavirSius 3: P, P2 P
e PavirSius 4: P; P, P3
o
Atitinkamai galima apraSyti ir tetraedro briaunas:
e Briaunal:P; P,
e Briauna2:P; P3

12



e Briauna 3: P; Py
e Briauna4: P, P3
e Briauna5: P, Py

e Briauna 6: P; P,

2.1.1.2.2 Apskritimas apie ketursienj

Kiekvienas ketursienis turi juo susijusi apskritima. Jo centras ir spindulys randamas tokiu
paciu budu, kaip ir dviejy dimensijy. Arba sprendZziant lygtj[6]:
Ag(x,y,2z) =0 (23)
Su

1212 15-1? l%—lf 1212
Ay (x,y,2) = X1 —X Xp—X1 X3~ X1 X4—Xq (24)
K2 2 Vi—Y Y2=Y1 Ys— V1 Ya—W1
Zl_Z ZZ_Zl Z3_Zl Z4__Z1

kur 2 = x2 +y2 + z2irl? = x? + y? + z?7 (i=1,4)

arba sprendziant tiesine sistema. Si sistema parodo, kad $is taskas yra ties pusiaukampiniy
susikirtimu. Radus centra, spindulys randamas apskai¢iuojant atstumg nuo centro iki bet
kurios 1§ virSiiniy. Verta paminéti, kad Sis budas vartoja maziau kompiuterio resursy, nei
pirmasis.

Be centrinio tasko spindulj dar galima rasti Sia formule:

_\/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(a—b+c)

25
Tk 24V, 23)
kur a,b,c yra ilgis tarp prieSingy virStiniy.
2.1.1.2.3 Apskritimas ketursienyje
Sio apskritimo ketursienyje spindulys apraomas formule:
3Vk
Pk (26)

TS +S,+5;+5,
kur S; — i elemento plotas.

13



2.2 Matematiniai tinkleliy generavimo metodai

2.2.1 Delone trianguliacija

Daugelis tinkleliy generavimo algoritmy remiasi Delone trianguliacija ir Delone
kriterijumi. Nors pats Delone metodas priskiriamas plintanc¢io fronto algoritmui (§j algoritma
placiau apzvelgsiu kitame skyriuje), taciau Delone kriterijus ir jo id¢jos taikomos beveik
visuose kompiuteriu generuojamose sistemose[2].

Delone algoritmas yra vienas 1§ pagrindiniy, délto jj apzvelgsiu plac¢iau modeliuojant

dviejy dimensijy tinkleliy generavima:

Kelis erdvéje esancius kiinus galima sutrianguliuoti keliais biidais. Siuos penkis taskus

galima sutrianguliuoti trimis budais[3]:

A A A

2.1 pav. Trianguliacijos budai

Kartais, mums reikia sutrianguliuoti taskus taip, kad jais biitu patogu naudotis. Vienas i§

geriausiy ir daugiausiai naudojamy trianguliacijy yra Delone trianguliacija.

Delone trianguliacija duotiems taSkams aprasoma taip:

Atkarpa AB yra krastiné Delone trianguliacijos, jei yra apskritimas jungiantis A ir B taip,

kad visos kitos tasky grupés C, kur C nelygu A ar B yra apskritimo iSoréje.

Tai reiskia, kad visi Delone trikampiai duotiems taskams turés apibréztus apskritimus ir né

vienas taskas nebus apskritimo viduje.
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ABE apskritime ADE apskritime

2.2 pav. Trianguliacijos badai su apskritimais

IS pateikto 2.2 paveikslélio i§ karto galima pasakyti, kad Delone trianguliacija yra 1.

Dviejuose dimensijose(2d), beveik visoms duotoms tasky grupéms egzistuoja Delone
trianguliacija. Si trianguliacija visada yra unikali, jei tik j apskritima nejeina 4 taskai. Delone
trianguliacija minimizuoja mazus kampus, taip sumazindama i$sigimusiy(smailiy) trikampiy
buvimg. Delone trianguliacijos nejmanoma jvykdyti, jei duoti taSkai rikiuojasi vienoje tieséje.
Trijy dimensijy(3d) trianguliacijoje vietoj apskritimo naudojama sfera, kurios viduje, taip pat
negali biiti tasky.

Desimties tasky rinkinio Delone trianguliacijos pavyzdys[2]:

5

2.3 pav. Delone 10 tasky trianguliacijos pavyzdys
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2.2.1.1 Delone trianguliacijos pavyzdys

Mes norime sugeneruoti baigt] trikampiy tinklg, kuris tenkinty Delone trianguliacijg. Tai
yra mes norime galéti apskaic¢iuoti modifikuota Delone trianguliacija, kurioje vartotojas pats
nurodo krastines(sujungimus). Kadangi Delone trianguliacija yra unikali bet kokioms tasky
grupéms (su iSimtimi, jei ] apskritimg jeina daugiau nei 3 taskai), sugeneruota Delone
trianguliacija grei¢iausiai turés keletg krasStiniy, kurios neatitiks Delone kriterijy.

Siame pavyzdyje naudosime skaldyk ir valdyk algoritma (divide and conquer). Skaldyk ir

valdyk algoritmas skaiciuoja tik iSgaubto korpuso trikampius duotam tasky rinkiniui[3].

Pirmasis Zingsnis yra surikiuoti visus taSkus did¢janciai x koordinatés atzvilgiu. Jei taSkai

x koordinatése sutampa, tada atsizvelgiama j y koordinatg. Surikiuoti taskai 2.4 paveiksle.

N & Lo
° ° °
‘o ‘s
‘e * ‘e
‘» ‘e

2.4 pav. Surikiuoti taskai

Kai taskai surikiuoti, jie 1§ eilés padalinami perpus i ,,blokus®, tol kol viename bloke néra
daugiau nei 3 tasky(2.5pav). Sie tagkai blokuose gali bati sutrianguliuoti ikarto. Atkarpa- jei
bloke du taskai, bei trikampiu, jei bloke trys taskai.

2.5 pav. Padalinti j blokus taskai
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Tolimesniame zingsnyje sutrianguliuoti blokai sujungiami. Sujungimas vyks kairiame
(KK) bloke ir desiniame bloke(DD). Siuo atveju $iy bloku yra po 2. Tam kad islikty Delone
reikalavimai sujungtuose blokuose, gali tekti iStrinti KK ar DD krastines, taciau niekada

nesukuriam naujy KK ir DD krastiniy(2.6pav).

KD kratine

+ DD krastine 4

KD krastine
T

= DD kraitine

9

KK kraZtines

_ KD krastinés
Kk kragtings KD krastines

Pirmas blokas Antras blokas

2.6 pav. Sujungti blokai j KK ir DD

Jungiat likusius 2 blokus pirmasis zingsnis yra jterpti KD krastine. KD krastiné yra apatiné
krastine, kuri nesikerta su jokia KK ar DD krastine.

f

Pagrindine KD krasting

2.7 pav. Pagrindiné KD krastiné

Dirbant toliau j virSy, mus reikia rasti kita KD krasting, esancig vir§ pagrindinés KD
krastinés. AiSku, kad Sios naujos krastinés vienas 1§ tasky priklausys kairiai ar deSiniai
pagrindinés krastinés pusei. O kitas galas bus arba kairio arba deSinio bloko taskas. Taigi
siaurindami paieska mes pasirenkame du taSkus: vieng i§ kairio bloko ir vieng i§ deSinio
bloko.
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Pradékime nuo deSiné pusés. Pirmasis kandidatas yra taskas sujungtas su pagrindine KD
krastine per KK krastine, kuris nusako maziausig kampg einant pagal laikrodzio rodykle nuo
pagrindinés KD krastinés. Einant toliau, kitas potencialus kandidatas nusako kita maziausia

kampa.

/ Pirmasis kandidatas

-———— Kitas kandidatas

. C

2.8 pav. Pagrindiné KD krastiné

Toliau Sie kandidatai tikrinami pagal:

e Kampas, pagal laikrodzio rodykle nuo pagrindines KD krastinés iki kandidato turi
biiti mazesnis uz 180 laipsniy;
e Apskritimas einantis per pagrindinés krastinés taskus bei kandidata, neturi talpinti

kito kandidato viduje.

Pirmasis kandidatas

« B0 degrees |;/ ;

2.9 pav. Pirmasis kandidatas

Kaip matome i§ 2.9 paveikslo pirmasis kandidatas tenkina pirma salyga, taciau netenkina

antrosios.
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Jeigu kandidatas tenkina abi sglygas, Sis kandidatas tampa misy galutinis kandidatus i8
desiniosios bloko pusés. Jei pirma saglyga néra tenkinama i$ deSiniosios pusés, tada galutinis
kandidatas néra pasirenkamas visai. Jei pirmas kriterijus tenkinamas, bet netenkinamas
antrasis, tada KK krastiné nuo potencialaus kandidato iki deSinés pagrindinés KD krastinés
yra i$trinama. Sis procesas yra kartojamas su kitu potencialiu kandidatu, kol taskas yra

iSsirenkamas galutiniu arba nusprendziama, kad galutinis taskas nebus pasirinktas.

Kitas kandidatas

|
‘ < L8D 'a \ Kitas kandidatas

(apskritimo i5oréje)

2.10 pav. Galutinis deSinés pusés kandidatas

Desiniojoje puséje istrynus KK kraSting antrasis taSkas tenkina abu Kriterijus, ir jis yra

pasirenkamas kaip galutinis (2.10 pav).

Kairiojoje puséje algoritma vykdome taip pat(veidrodiniu principu nei deSiniojoje). Rastas

galutinis kandidatas pavaizduotas 2.11 paveiksle.

Kitas kandidatas

Pirmasis kandidatas

2.11 pav. Galutinis kairés pusés kandidatas
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Jei nerandamas nei deSinys, nei kairys kandidatas, tai reSkia kad sujungimas baigtas. Jei
randamas tik vienas kandidatas, jis automatiSkai prijungiamas j trianguliacijos tinklelj. Jei
randami abu kandidatai, tada atlickamas paprastas testas: bréziami apskritimai, per pagrindine
KD krasting, ir zitrima, kuris apskritimas netalpina savo viduje kito kandidato. Tas kuris
netalpina, tas ir yra pasirenkamas. Kadangi Delone trianguliacija yra unikali, bent vienas

kandidatas tenkins $ig salyga(iSskyrus atvejus, kai 4 taskai yra ant apskritimo krastings).

Mauja KD kratine

|
Mauja KD krasting |

Pagrindiné KD kra3ting Pagrindiné KD krastine

2.12 pav. Atrinkimo 2-3 Zingsniai

Mauja KD I-craéti.né_ . Mauja KD krasting
Pagrindiné KD krastine L Pagrindiné KD kratiné
|

2.13 pav. Atrinkimo 4-5 Zingsniai

2.14 pav. Galutiné Delone trianguliacija

Paveikslélivose 2.12 ir 2.13 pateikiami zingsniai, kaip toliau vyksta trianguliacija, bei

galutinis variantas (2.14pav).
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2.2.2 Reguliarus tinklelis

Tinkleliai vadinami reguliariais jei visi elementai turi toki patj kampy skaiCiy ir visos

vir$tinés turi tokj pati kampy skaiciy[7].

Pavyzdziui kiekvienas elementas i§ reguliaraus keturkampio tinklelio yra keturSonis

ir

visos vir§unés turi keturis kampus(2.15 pav. a). Tinklelio elementai nebitinai turi bati

taisyklingi (2.15 pav. b)

2.15 pav. Keturkampis reguliarus tinklelis

Panasiai atrodo ir trijy dimensijy tinklelis

2.16 pav. 3d reguliarus tinklelis.

Apdorojant reguliarius tinklelius, skai¢iavimai yra greiti, o sudarymo laikas yra tiesiSkas.
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2.2.3 Projekcinis tinklelis

Projekciniai tinkleliai gali biiti generuojami trijy dimensijy vaizda projektuojant j dviejy
dimensijy. Pavyzdziui cilindras gali biiti apibréztas, kaip apskritimas su nuorodom | tris
dimensijas. Tiksliau sakant, taskas veda j eile sektoriy, o sektorius j sugeneruoto tinklelio
grupe. Metodo efektyvumas priklauso nuo vartotojo gabumy pritaikant rekomenduota tinklelj.

Dirbant su trimis dimensijomis, naudoti dviejy dimensijy rekomendacinj tinklelj tikslas
yra suteikti modelj(rastg), kuriuvo naudojantis galima sugeneruoti baigtinj 3d tinklelj.
Sluoksniy skaicius, ir jy pozicijos(pvz. mazgy koordinatés iSilgai rekomendacinés linijos) gali
biti perduodamos netiesiogiai (kai duotas linijos diskretizavimas) arba tiesiogiai(naudojantis
besitempiancia funkcija). Tada rekomenduojamas tinklelis sugeneruojamas palei duotg kryptj
ir sukuria norimg skaiciy trijy dimensijy elementy sluoksnius tarp apatinés ir virSutings ribos.
Remiantis dviejy dimensijy elementais(trikampis, keturkampis) sugeneruojami trijy dimensijy
elementai(tetraedrai, prizmés)[7,8].

Pagrindinis Sio metodo trikumas yra tas, kad galimi iSsigime¢ elementai, pavyzdziui
atvejuose, kai srities riba sutampa su asies riba.

Siame pavyzdyje parodytas projekcinio tinklelio generavimo pavyzdys. Dél paprastumo

vaizduojamas tik vienas generavimo sluoksnis

2.17 pav. Dimensijy projekcija
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2.2.4 Plintancio fronto metodas

Plintan¢io fronto trianguliacijos algoritmas yra vienas i$ galingiausiy tarp pavirSiy
»auginimo* metody. Jis paremtas pavirSiaus auginimu judinant jo ribines krastinés kreives iki

kol viso objekto geometrija ir topologija yra apdirbama.

Klasikiniai plintan¢io fronto pozitriai pradeda nuo trianguliuojamos srities riby
diskretizacijos | kampy rinkinj dviejuose dimensijose arba trikampiy elementy rinkinj trijuose
dimensijose. Kaip pasufleruoja metodo vardas, Sio metodo strategija susideda i$ tinklelio
kirimo paeiliui- elementg po elemento. Sukiirus vieng elementg, sukuriami nauji taskai ir
sujungiami su prie$ tai sukurtais elementais, taip Zygiuojant per dar nesutrianguliuota erdve
»Sluojant™ tuscios erdvés frontg. Procesas sustoja, kai frontas yra tus¢ias — kai erdvé yra
visiS§kai sutrianguliuota. Frontas atskiria jau sutrianguliuotas ir dar tus¢ias, trianguliuojamos

figtiros erdves. Frontas gali turéti kelis regionus kuriuose elementai yra sujungiami[7,9].

Viena i§ kritiniy plintan¢io fronto metody ypatybé yra vidiniy tagky kriterijus. Sis metodas
turéty duoti rezultatg tokj, kad gauti elementai tenkinty dydzio ir formos Kriterijus. Toks
dydzio kriterijus ir atitinkamai elementy dydzio paskirstymo funkcija i§ anksto apibudina

norimg elementy dydj ir forma.

Pagrindinis plintancio fronto metody privalumas yra jy euristiné tinkleliy generavimo
strategija, kuri linkusi sugeneruoti aukstos kokybés elementus ir graziai surtiSiuotus tinklelius.
Be to, ne taip kaip kiti automatiniai metodai, S$is metodas iSsaugo kraStiniy vientisuma, nes

figtiros krastiniy diskretizacija yra pradinis frontas[7] .

Plintanc¢io fronto metoda galima suskirstyti 1 kelis Zingsnius. Kiekviename Zingsnyje yra
pasirenkama fronto detalé ir sukuriama nauja optimali aSis, kuri jterpiama ] trianguliacija, jei

ji suformuoja geros formos tinklelj. Plintancio fronto Zingsnius galima apibendrinti Siais[7]:

1. Zingsnis: Parengtinis apibrézimas
e Trianguliuojamos figiiros ribos duomeny nuskaitymas ( pvz. ribos tinklelis T)
e Elementy dydZio paskirstymo funkcijos apibiidinimas(reglamentuotas tinklelio

generavimas) arba geriausias tokios funkcijos jmanomas sprendimas.
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2. Zingsnis: Fronto F inicializacijasu T

3. Zingsnis: Fronto F analizé (tol kol F néra tuiéias):
a. Pasirinkti fronto elementg f (pagrjstg apibudinimo kriterijumi)
b. Rasti geriausia tasky pozicija Pop Siam elementui
c. Rasti, ar taSkas P egzistuoja dabartiniame tinklelyje, kuris turéty biti
panaudotas pirmiau Pop. Jei toks taskas egzistuoja, P laikome Popy
d. Suformuojame elementg K su f ir Py
e. Patikriname ar elementas K kertasi su kuriuo nors tinklelio elementu. Jei

kertasi, pasirenkam nauja taska P ir griztam j 3 d punkta
4. Zingsnis: Atnaujiname frontg ir esama tinklelj:
e Pasaliname elementa f i$ fronto F. O F elementai naudojami i§ K
e Pridedame elementus i$ naujai sukurto fronto K
e Atnaujiname esamg tinklelj T
5. Zingsnis: Jei frontas F néra tuséias griztame j 3 Zingsnj

6. Zingsnis: Tinklelio optimizavimas

Siame paveiksle galima pamatyti kaip formuojamas tinklelis remiantis Zingsniais:

2.18 pav. Plintancio fronto tinklelio generavimas
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Plintancio fronto Delone poZiiiris

Delone paremti metodai laikomi kaip greitesni, nei plintancio fronto stiliaus metodai.
Daugiausiai délto, kad tinklelis konstruojamas mazgas po mazgo, ir tada kiekvienas taskas
leidzia sukurti keletg elementy. Lokaliniu poziiiriu, elementy skai¢ius sukonstruoty i§ mazgo
yra lokaliy situacijy funkcija. Si funkcija veikia nuo keleto elementy iki keliy desiméiy
elementy. Taciau, kadangi elementai yra sukonstruojami ir pasalinami algoritmo metu,
reikalinga labiau tiksli analizé, tam kad jsitikinti, kad bendras efektyvumas susijes su Siuo
mazgu[7,10].

Id¢ja yra ta, kad plintancio fronto algoritmas automatiSkai randa naujus mazgus ir
konstruoja kaip elementus tuos, kurie atitinka Delone kriterijy. Taip pasiekiamas didelis Siy
metody efektyvumas. Algoritmas daugiausiai sudarytas 1§ S$iy trijy konfiglracijy

identifikavimo:

e Kazkokia erdve Salia Poy yra tuscia(Sioje erdvéje néra mazgy), arba ne
e Si zona yra tui¢ia, tadiau yra apskritimy (arba sfery), kurios apibrézia jau
egzistuojancio tinklelio elementus, kuris aptveria pasirinkta mazga

e Si zona yra tui¢ia ir joje néra jokiy apskritimy( ar sfery)

Surinkus Siuos duomenis, kiekvienai §iai struktiirai informacija leidzia numatyti lokalaus

konteksto pobidj.

Sujungto metodo efektyvumas susij¢s su faktu, kad yra prieinama papildoma informacija,
perduodama Delone kriterijaus. Konkreciai, tai reiSkia kad mes automatiskai turime tam tikras
Zinias apie svarstomos erdveés kaimynus. Kas klasikiniame plintancio fronto metode gali biiti
surasta tik su milZiniSkomis skai¢iavimo pastangomis ir per reliatyviai sudétingas duomeny
struktiiras. Sio metodo tvirtumas taip pat pagerinamas, nes Delone kriterijus leidZia numatyti
ir iSvengti potencialiy susidiirimy tarp dviejy fronty. Taip pat leidZzia naudoti kriterijy
sprendZziant konfliktiniy elementy trynimg ir galiausiai sukurti keleta elementy vienu metu. Be
to, Delone kriterijus, jei mazgai yra gerose pozicijose, garantuoja geros kokybés ir formos

elementy tinklelj[7,9,10].
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2.3 Tinklelio tankumo ir kokybés valdymas.

Tinklelio tankumas parodo elementy dydi tyriné¢jamo kiino dydzio atzvilgiu. Tinklelio

tankumas nebtinai turi biiti vienodas visame sutrianguliuotame kiine[12]. Kai kuriuose kiino

vietose gali biiti atliktas tinklelio patobulinimas- jis gali biiti arba tankesnis, arba retesnis.

Tinkleliy generatoriai gamina tokias trianguliacijas, kurios bando patenkinti tris
tikslus[11,15]:

Elementy sajunga yra trianguliacijos sritis, o trianguliacija paiso segmenty-

kiekvienas segmentas yra trianguliacijos kampy sgjunga.

Elementai (trikampiai, keturkampiai ir t.t) santykinai turéty buti apvalds savo
forma. Todél, kad pavyzdziui trikampiai su dideliais arba mazais kampais gali
mazinti skaiting baigtinio elemento kokybe. Atliekant interpoliacijg, trikampiai su
dideliais kampais gali sukelti dideles Kklaidas interpoliuvojamo pavirSiaus
gradientuose. Baigtiniy elementy metode dideli kampai gali sukelti diskretizacijos
klaidy, sprendimas gali blti maziau tikslus, nei metodas sugeneruoty paprastai.
Mazi kampai gali lemti ,susiety sistemy* algebrines lygtis, kurias baigtinio
elemento metodas laiko kaip prastos salygos

Trianguliacijos maZiausio kampo Zemiausia riba netiesiogiai apriboja didZiausig
kampa. Jei néra tokio kampo, kuris blity maZesnis nei ¢, tai néra tokio kampo, kuri
biity didesnis nei 180°-2¢. Todeél daug tinklelio generavimo algoritmy, tai pat ir
Delone perdirbimo(valdymo) algoritmy remiasi Siuo santykiu ir bando apriboti

maziausig kampa.

Treciasis tikslas yra kaip jmanoma labiau reguliuoti elementy (trikampiy,
keturkampiu ir t.t) dydzius tinklelyje. Kai kurie trianguliavimo algoritmai
sugeneruoja tik vienodus tinklelius, kuriuose visi elementai yra mazdaug tokio
pacio dydzio. Kiti algoritmai sitlo spartaus riiSiavimo galimybeg- leidzia
elementams kisti nuo didelio iki maZo per salyginai trumpg atstuma. Mazi, tankiai
supakuoti elementai yra geresnio tikslumo, nei dideli retai iSdéstyti. Taciau
generavimo(skai¢iavimo) laikas per kurj sprendziamas uzdavinys yra proporcingas
elementy skaiciui. Taigi renkantis elementy dydj reiskia iSkeisti generavimo greit].
Baigtiniy elementy metode elementy dydis, kuris yra reikalaujamas priklauso nuo
fizikinio kiino elgesio, ir gali kisti per visg kiino sritj.
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Turint gruby tinkleli, su saglyginai mazai trikampiy, jj néra sudétinga perdirbti i kita tinklelj,
kuris turéty didesnj kiekj mazesniu trikampiy. Atvirkstinis procesas néra toks lengvas. Taigi
tinkleliy generavimo algoritmai daznai nusistato toki tikslg, kad i§ principo sugeneruoty
tokius tinklelius, kad buty kuo maziau trikampiy. Paprastai, tokie algoritmai siiilo galimybe
perdirbti tam tikrg sritj j tankesng¢ (tokios kokios reikia), jei tos srities elementai néra
pakankamai mazi. Kartais figliros forma ir reikalaujamas tankumas gerai kokybei iSgauti gali
pareikalauti smulkesniy elementy, nei numatyta tam tikrose tinklelio srityse. Trys paminéti

tikslai kartais gali prieStarauti vienas kitam[13].

2.3.1 Delone kokybés valdymas

Delone kokybes valdymo(perdirbimo) technika generuojant trikampius tinklelius yra
tinkama interpoliavimo naudojimui ir baigtiniy elementy metodui. Didziausia problema yra
surasti tokj tinklelj, kuris padengia nurodytg sritj ir yra sudarytas tik i§ trikampiy, kuriy
formos ir dydziai patenkina Siuos suvarzymus: kampai neturi biiti nei per dideli, nei per mazi
ir trikampiai neturéty buti per daug mazi nei batina ir ne didesni, nei norima. Delone
perdirbimo algoritmai sitilo matematines garantijas, kad Sie suvarzymai gali biti patenkinti.

Jie taip pat puikiai dirba ir praktiskai[11,12].

Delone perdirbimo algoritmai veikia i$laikydami Delone trianguliacija, kuri perdirbama
jterpiant atsargiai padétas virSiines, iki tol kol tinklelis patenkina numatytus trikampio
kokybes ir dydzio parametrus. Pati svarbiausia Delone trianguliacijos savybé yra ,tusCia
apibrézto apskritimo savybé®. Apskritimo apibréztas trikampis yra unikalus apskritimas,
kuris eina per tris trikampio virStines. TaSky rinkinio Delone trianguliacija yra tokia
trianguliacija (daZniausiai, bet ne visada, unikali), kurioje kiekvienas trikampis turi tuscia
apibrézta apskritimg, tai reiSkia, kad apskritimo viduje néra jokios kitos vir§tinés(mazgo).
Labiausiai natiiralus ir geriausiai tinkantis matas analizuojant Delone perdirbimo algoritmus
yra apibrézto apskritimo spindulys iki arciausios trikampio(arba ketursienio) briaunos
santykis. Trikampio apibrézto kampo spindulio ir jo ilgio iki artimiausios briaunos dalmuo
yra toks santykis, kuris natiiraliai pageré¢ja su Delone perdirbimo algoritmais. Kuo $is santykis

yra mazesnis, tuo geresné trianguliacija[12,13,14].
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Optimizuojant §] santykj tai atsiliepia praktiSkiems uzdaviniams. Trikampio apibrézto
apskritimo spindulys iki artimiausios briaunos santykis r/l yra susijes su savo maziausiu

kampu @min formule:

r__ v (27)

[~ 2sin Omin

Kuo mazesnis trikampio santykis, tuo didesnis jo maziausias kampas. Jei B yra virSutiné
Sio santykio visy tinklelio trikampiy riba, tada néra maZesnio kampo nei arcsini (ir
atvirksc¢iai). Trianguliuojant figtira, B yra protinga daryti kuo mazesniu[15].

Tinklelyje (pav. 2.19) pavaizduotas tinklelio kokybés gerinimo rezultatas. | bet kurj
trikampj, kurio santykis didesnis, nei nustatyta riba B yra suskaidomas jterpiant mazgg jo
apibrézto apskritimo centre. Delone savybés yra iSlaikomos, o blogos kokybés trikampis yra

panaikinamas. Kiekviena nauja briauna tenkina pasirinktg B kriterijy.
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2.19 pav. Tinklelio perdribimas

Pagrindinis Delone perdirbimo algoritmo supratimas yra tas, kad perdirbimo ciklas
garantuoja blogos kokybés trikampiy i$trynima, jei jie yra ,,blogi tik dél Sio kriterijaus, kuris
yra nustatyta riba B. Vienintelés naujos briaunos sukurtos Delone vir§iinés V jterpimo yra
briaunos susijungusios su V (2.19 pav.). Todél, kad V yra tam tikro Delone trikampio t
apibrézto trikampio apskritimo centras ir Sio apskritimo viduje nebuvo jokiy kity vir§tniy
prie$ jterpiant V, tai né viena nauja briauna negali biiti trumpesné uz apibrézto apskritimo t
spindulj. Todél, kad t turi apibrézto apskritimo iki artimiausios briaunos santykj didesnj nei B,
tai kiekviena nauja briauna turi bent jau B karty ilgesné nei trumpiausia t briauna[15].
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2.3.2 Ruperto ir Chew pozitiriai

Ruperto algoritme riba B = v2, o Chew antrajame Delone perdirbimo algoritme B = 1.
Chew pirmajame Delone perdirbimo algoritme perskiria bet kuri trikampj, kurio apibrézto
apskritimo spindulys yra didesnis nei trumpiausia briauna visame tinklelyje, taip pasiekdamas
B =1 riba, bet priversdavo visus trikampius turéti vienoda dydj[15]. Su tokiom ribom,
kiekviena naujai sukurta briauna yra bent jau tokio pacio ilgio, kokia jau yra sugeneruotame
tinklelyje. Taigi , jokia virsiiné néra jterpiama arciau kitos vir§tinés, nei trumpiausios tinklelio
briaunos ilgis. Delone perdirbimo algoritmas galiausiai turi pabaigti darba, nes vis turtiname
tinklelyje nebelieka vietos, kur jterpti naujas virStines. Kai algoritmas pasibaigia visi kampai
yra tarp 20.7° ir 138.6° Ruperto algoritme ir tarp 20.7° ir 138.6° Chew algoritme[15].

Taigi trikampis, kurio apibrézto apskritimo spindulio iki artimiausios briaunos santykis yra
didesnis nei B vadinamas liesu. Paveikslas 2.20 parodo, kodél visi liesi trikampiai yra
galiausiai panaikinami Delone perdirbimo algoritmo. Naujos vir§iinés(pilki taskai), kurios yra
jterpiamos ] trianguliacijg yra iSdéstytos grubiai pagal ilgi iki trumpiausios artimiausios
briaunos. Todél kad liesi trikampiai turi palyginti didelj spindulj, jy apibrézti apskritimai
neiSvengiamai i$Sok¢. Kai jterpiama pakankamai virS$iiniy, taip kad jy iSsidéstymas mazdaug
vienodas, dideli tusti apibrézti apskritimai negali susijungti su mazais kampais. Todél Delone

trianguliacijoje negali likti liesy trikampiy[15].

2.20 pav. Liesi trikampiai

2.20 pav. Pavaizduoti liesi trikampiai turi didesnius apibréztus trikampius, nei jy
trumpiausia krastiné. Kiekvienas liesas trikampis gali biti klasifikuotas, kaip adata, kurios

ilgiausia briauna yra zymiai ilgesné negu jo trumpiausia briauna.
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Sios Delone perdirbimo idé¢jos beveik nepakitusios taikomos ir aukstesnése dimensijose
(pvz. 3 dimensijy). Isivaizduokime trianguliacija, kuri neturi riby, kuri, galbut, tesiasi iki
begalybés arba, galbit, ji yra pasikartojancioje erdvéja, kuri apsivynioja palink ties ribomis.
Nepaisant dimensijy, Delone perdirbimo algoritmas gali panaikinti visus liesus elementus,
kuriy B didesnis nei kriterijus, nesukurdamas jokiy briauny trumpesniy nei tokiy kokios jau

yra tinklelyje[14,15].
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2.4 Tinkleliy generavimo programinés jrangos sistemos

2.4.1 ANSYS sistemos

ANSYS yra bendros paskirties baigtiniy elementy analizés programinis paketas. Baigtiniy
elementy analizé yra skaitmeninis metodas, kuris iSskaido sudétingg sistemg j labai mazas
daleles- elementus. Si programiné jranga jgyvendina lygtis, kurios valdo $iy elementy elges;.
Sukuria visapusiska paaiskinima, kaip sistema veikia kaip visuma. Sie rezultatai pateikiami
jvairiomis lentelinémis arba grafiko formomis. Sio tipo analizé paprastai naudojama
suprojektuoti ir optimizuoti sistema, kuri yra per daug sudétinga atlikti ranka[16].

Remiantis ANSYS terminologija, ,,modeliy generavimas* reiskia siauresn¢ sritj- mazgy ir
elementy generavima, kurie atspindi erdvinj tirj ir sistemos rysj. Taigi modeliy generavimas
reiskia modelio mazgy ir elementy geometrinés konfigiiracijos procesa[16].

Generuojant modelj galima naudotis dviem skirtingais metodais: vientisu(solid) ir

tiesioginiu(direct) [16].

Naudojant vientisg metodg nustatomi parametrai yra:
e modelio geometrings ribos
e clementy dydis ir forma (ketursienis, SeSiasienis)

Turint $iuos parametrus ANSY'S sugeneruoja mazgus ir elementus automatiskai.

Naudojantis tiesioginiu metodu parametrai yra:
e kiekvieno mazgo koordinatés
e kiekvieno elemento dydis, forma
e kiekvieno elemento rySys tarpusavyje
Nors ir galimas nedidelis generavimo automatizavimas, tiesioginis generavimo metodas i$
esmes yra ,rankinis“ metodas, kuris reikalauja paciam sekti visus mazgy numerius kuriant
baigtini elementy tinklelj. Sis detalus informacijos laikymas gali tapti varginantis dideliems
modeliams, bei galima pridaryti daug klaidy. Vientisas modeliavimas paprastai yra
galingesnis ir universalesnis, nei tiesioginis ir modeliuojant yra naudojamas daZniausiai.
Nepaisant daugelio vientiso modelio privalumy, kartais galima sutikti tokiy situacijy, kai
prireikia tiesioginio modeliavimo. ASNYS siiillo tokig sistema, kad galima keisti Sias

modeliavimo sistemas pagal pasirinkima, tam tikrose pasirinkto kiino srityse[16].
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2.4.1.1 Tinkleliy generavimas

Mazgy ir elementy tinklelio generavimas susideda i$ trijy bendry zingsniy:
e Nustatyti elementy parametrus
e Nustatyti tinklelio parametrus(nebiitinas)
e Generuoti tinklelj

Nustatyti tinklelio parametrus néra visada bitina, nes ANSYS jrankiai jau turi numatytus,
kurie tinkami daugeliui modeliy.

Siuos punktus panagrinésiu pladiau.

Pirmiausia reikia nuspresti ar norime laisvojo, ar suvarzyto tinklelio savo figiiros analizei.
Laisvasis tinklelis neturi elementy formos suvarzymy, taigi neturi ir jokio $ablono(rasto).
Suvarzyto tinklelio visi elementai turi vienoda forma, bei turi Sablong. Suvarzytas pavirSinis
tinklelis susideda arba tik 1§ keturkampiy arba tik i§ trikampiy elementy, o suvarzytas tiirinis
tinklelis susideda tik i$ SeSiasieniy elementy. Suvarzytas tinklelis turi aiSky rastg iSsidésciusj

eilémis(2.21 pav.) [16].

a b
2.21 pav. Laisvasis(a) ir suvarzytas(b) tinkleliai

Nusprendus kokio tipo tinklelj darysim, reik nustatyti elementy parametrus, tokius kaip:
e Elemento tipas(trikampis, keturkampis ir t.t.)
e Realiy konstanty rinkinys(nusako elemento storuma, skerspjavis ir t.t.)
e Materialis parametrai( terminis laidumas ir pan.)
e Elementy koordinaciy sistema
Irasant Siuos parametrus sukuriamos specialios lenteles ANSYS sistemoje ir generuojamas

tinklelis.
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2.4.2 COMSOL Multiphysics

COMSOL Multiphysics sistema leidzia generuoti jvarius tinklelius ir modeliuoti jy elges;j.

Patyre naudotojai gali jvairiai iSbandyti modeliuojamo kiino savybes, kurios atspindi realaus

pasaulio elgsena[17,18].

Si programa turi jvairy paketu, kurie suderinami vienas su kitu, taip leidziant atspindéti

realias situacijas. Pavyzdziui modeliuojant elektros elgseng gali jskaiciuoti ir Silumos poveikj.

COMSOL turi jvairius jrankius modeliavimui, tokius kaip[18]:

Tinkleliy generavimas- geometrinio kiino suskirstymas | mazgus ir elementus
(trikampius, dvimatéje erdvéje, ketursienius, trimatéje)

Tinkleliy perdirbimas- metodas leidzia patobulinti tinkleliy sujungima, tam kad
pagerinti fizinj figtiros elgesj

LU faktorizavimas- linijiniy sistemy lygtims (Gauso eliminavimo versija), kuri
pateikia koeficienty matricos A=LU faktorizacijg. L ir U atitinkamai yra virSutingé ir
apatin¢ trikampé matrica. Paketas leidzia lengvai ir greitai iSspresti sistemas su
tokiy paciy koeficienty matricomis

Deformuota geometrija- geometrija, kurioje forma kei¢iasi su judanéio tinklelio
algoritmu

Fizinés sasajos- nustato skirtingy tipy fizines savybes. Sis paketas turi i§ anksto
numatytas lygtis ir ribos salygas, tam kad biity galima modeliuoti kiinus su tam
tikra fizika.

Kartotinis skaiCiuotuvas- sprendZia tiesines lygtis, kurios naudoja pakartotinj

metoda. Skaiciuoja vis tikslesnj lygties sprendini.

Paveiksle parodyta COMSOL Multiphysics magnetiniy jégy moduliacija:

%l
J ‘\

2.22 pav. COMSOL Multiphysics moduliacija
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2.4.3 TrueGrid

TrueGrid programa yra komercinés programa, kuri yra daugelio tinkleliy generavimo
sistemy(programy) pradininké. Ji naudojama generuoti auksStos kokybés, daug elementy,
tiesiSkg ar kvadratinj(SeSiasienés), apvilkta, ar permatomga tinklelj. Taip pat generuoja
prizmes, tetraedrus ar trikampius labai tankiai, kaip to reikalauja gera trianguliacija[19].

Generuojant tinklelj naudojamos skirtingos komandos skirtingiems modeliavimas. Sie
skirtingi modeliavimai sitilo skirtingas fizines galimybes.

Sios skirtingos savybés TrueGrid skirstomi taip:

1. Materialis modeliai, biisenos skaiciavimai, kvadratiira ir elementy tipai-
kiekvienas modeliavimo budas turi skirtinus medziagos tipus. Visi jie turi izotropinés
plastinés medziagos. Kiekviena biisena pralaidumg apibudina skirtingai. Elemento tipas ir
jo biisenos lygtis yra pasirenkami[19].

2. Analizavimo parametrai, tai - laiko Zzingsnis, iteracijy skai¢ius, duomeny
parametrai, sprendimo metodai ir kiti bendri parametrai

3. Elemento skerspjiivio parametrai. Sie parametrai apibiidinami medZiagos
modelio aprasSyme. [vairiis apvalkalo storiai néra palaikomi. Briaunos storiai yra palaikomi
ir gali kisti jvairiai. Sie briauny parametrai susiejami su medziagos apibiidinimu arba,
komandomis, kurios apibiidina briaunas.

4. Susiduriantys pavir$iai. Metodai naudojami moduliacijai. Su tam skirta komanda
susidurian¢iy pavirSiy parametrai gali biiti pasirenkami. Vienas i§ bendry tokiy pavirsiy
parametry yra sujungti neparandant daug tikslumo. Su tam tikra komanda dvi tos pacios
trianguliacijos dalys gali buti ,,suklijuojamos*

5. Spyruoklés, slopintuvai- materialiis parametrai gali kisti tarp savybiy. Sias

savybes galima pasirinkti parametruose, nurodant jy laisves kampus ir kitas savybes.
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2.5 Analizés iSvados

Baigtinis elementas yra kertiné tinkleliy generavimo dalis. Baigtinj elementg sudaro
elementarios geometrinés figiiros jy forma ir mazgy koordinatés erdvéje.

Teoriskai ir praktiSkai yra sukurta labai daug jvairiy baigtiniy elementy tinkleliy
generavimo algoritmy. Daugelis jy remiasi Delone trianguliacijos kriterijais, kurie leidzia
sugeneruoti aukstos kokybés tinklelius. Svarbiausias visy tinkleliy(dviejy ar trijy dimensijy)
parametras yra maziausias elemento kampas.

Aptartose sistemose yra jvairiy biidy generuoti tinklelius, taciau konkreciai tokio bido,
kaip siekiamoje uzduotyje néra- laisvaisiais trianguliuotais pavirsiais apribotu erdviniu kiiny
tinkleliy generavimo. Generuojant trijy dimensijy tinklelius yra labai svarbu iSlaikyti

elementy forma, kad jie neturéty labai mazy kampy.
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3 Baigtiniy elementy tinklelio generavimas

3.1 Geometrinio kiino apribotuy ploksciujy tinkleliy generavimo algoritmas
Pradinéje eksperimento stadijoje duota jvairiy kiiny pavir§iné trianguliacija. Kinai yra

tokie, kaip kairio ir deSinio sgnario galvutés(3.1 pav.)

LT ot Py N
T

=]
LT L
i
‘f_‘!%f‘ft, '_.ﬂ_ﬁ%";.

3.1 pav. Kairio (a) ir deSinio(b) sgnario galvutés

Sioje stadijoje algoritmas iSkerpa pasirinkta geometrinj kiing(mano atveju cilindrg)

duotuose pradiniuose kiinuose. Programuojama yra MATLAB aplinkoje.

3.1.1 Duomeny nuskaitymas

Programa nuskaito duotus duomenis ir sudaro du masyvus. Viename laikoma visy mazgy

tikslios koordinatés, kitame i$saugoma informacija kurie mazgai sudaro elementa(3.2 pav.)

mazgal = elementai =
57 54 50 14.0022 -4.9341 42 .6901
1= =i = 14.0z05 —-4.7985 S2.3403
50 54 45 14.0z295 -5.0831 43.1058
57 50 45 14.0479 -5.3058 4z .9584
== 5z 53 14.0348 -5.4030 L2 . 2720

3.2 pav. Duomeny masyvo pavyzdys

36



3.1.2 Norimos dalies iSrinkimas

Programoje nusistatome figiros centro X, y koordinates. Turédami $ias koordinates,

randami mazgai uz spindulio ribos naudojantis koordinaciy atstumo formule:

l=.Jx2+ y2 (28)

Mazgai atrenkami Sia nelygybe:

R < \/(xmazgo - xcentro)2 + (ymazgo - ycentro)z (29)

Suradus $iuos mazgai naudojamas i MATLAB funkcija isamember ir atmetami mums
netinkami(esantys uz spindulio) mazgai.

Jei mazgas yra uz ribos, bet jo elementas turi kity tasky apskritime, jis palickamas. Tokie
mazgai, jie yra ,,pritraukiami® j cilindrg, kad nesusigadinty bendra cilindro trianguliacija. 3.3

paveiksle galime matyti tokius mazgus, kurie yra pritraukiami.

3.3 pav. Pritraukiami mazgai

Paveiksle 3.3 pavaizduota tinklelio struktiira po ir prie§ mazgy pritraukimo. Dalyje a ant
duotojo tinklelio pavaizduota ta dalis, kuri bus iSkerpama, o ant apskritimo (storesnj linija)

bus pritraukiami taskai. Dalis b, tai tinklelis po mazgy pritraukimo.
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Mazgai perkeliami ant apskritimo ribos naudojantis skaitiniy argumenty trigonometrinémis
funkcijomis. I§ pradziy nustatoma, kuriame ketvirtyje yra mazgas. Tada nustatomi statiniy
ilgiai ir randama jzambiné. Turédami visas krastines, pagal kampa nustatome pritraukto
mazgo koordinates.

Pavyzdziui, mes ieSkome tasko P, koordinaciy x, ir y, (3.4 pav.). Kadangi mazgas yra
kazkur pirmajame ketvirtyje, uz apskritimo spindulio, ieSkome o kampo.

Pirma randame krastines:

O0A = Xmazgo — Xcentro (30)
AB = Ymazgo — Yeentro (31)

Pagal Pitagora:
OB = VAB? + 0A? (32)

Turédami visas tris krastines galime rasti taSko kampg j apskritimo centra.

~ 0A 4B (33)
a = arccos OB = arcsin OB

Nustate §] kampg randame vienetinio spindulio (R = 1) mazgo P, koordinates.

X, = Ccosa (34)
Y. = Sina
B Pmaz,qo = (Xm; Ym)
Py = (Xa; Ya) E |
Il |
Y A '
R=1 o !
o |
0 A X
I
v

3.4 pav. Mazgo pritraukimas
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Jei mazgas biity II- IV ketvirCiuose, atitinkamai reikéty prie kiekvieno pridéti kampa g:

Xq = cos(a + g * ketvirtis)

T (35)
Yo = sin(a + 5% ketvirtis)

Rade P, mazgo koordinates, sudauginame jj su duotuoju figaros spinduliu (R) gauname
pritraukto ant apskritimo ribos mazgo koordinates.
X =R x*x, (36)
Y=Rxy,

3.1.3 Astriy kampy atsisakymas

Perkeliant mazgus gali atsirasti netinkamy trikampiy, tokie trikampiai pasalinami.
Trikampiai atrenkamai pagal jy maziausio kampo dydj. Jei kampas netenkina minimalio
uzduoto kampo, jis yra paSalinamas. Trikampio kampai randami naudojantis kosinusy

teorema:

Clz + b2 - C2 (37)

a = arccos
2ab

Cia a ir b yra krastinés sudaran¢ios kampa, o ¢ krastiné priesais kampa
»Atsispjovus reikimg figiirg j ekrang iSvedamas vaizdas pasitikrinimui(3.5 pav.)
54 -]

52|

48—

46—

3.5 pav. ISpjauta figdra
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3.1.4 Geometrinio kiino apriboty erdviniy kiiny tinkleliy generavimo algoritmas

Turédami pavirSing elementy trianguliacija, generuojame erdving (trijy dimensijy)

trianguliacija. Tai darau naudodamas penkiasienius (prizmes). Kadangi elementy masyve

neaisku elementai sglyginai yra ,,virSutin€je® ar ,,apatin¢je dviejy dimensijy trianguliacijos

dalyje, juos atskiriu.

Atskirimo algoritmas i§ pradziy paima bet kokj elementg ir susieja jo mazgus su Kkitais

elementais, taip vis augdamas(3.6 pav.). Suradus vieng i§ tinkleliy, elementus atskiriame ir

galiausiai turime dvi skirtingus elementy masyvus. Turédami masyvus, palyginame jy aukscio

koordinates ir nusistatome jy padétj erdvéje vienas kito atzvilgiu.

SN A

3.6 pav. Tinklelio atskyrimas

Atlike paruo$iamuosius skaiéiavimus, ,,iSkeliame* figras (3.7 pav.). Taip trianguliuodami

galime padaryti kiek norima sluoksniy.
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3.7 pav. Erdvins tinklelis
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3.2 Geometrinio kiino apriboty erdviniuy kiiny tinkleliy sujungimo

generavimo algoritmas

3.2.1 Elementy sujungimas santykiu 1:1
Sioje stadijoje mes jau turime du trijy dimensijy tinklelius, kuriuos reikia sujungti vienas
su kitu. Kadangi elementy skaicius ir ,,rastas” nesutampa, nei§vengiamai atsiras elementy —

trikampiy, kurie turés jungtis santykiu 2:1.

I§ pradziy algoritmas patikrina ar yra gerai sutampanciy trikampiy vienas su Kitu, ir juos

sujungia:

! if;

52

="

50

495

49

485

3.8 pav. Penkiasoniy sujungimas

Siekiant surasti tokius, sglyginai gerus elementus metodas dirba artimiausiy mazgy
principu. Tai yra i$ pradziy elementui i§ masyvo A iesko artimiausio mazgo masyve B pagal
koordinates(x, y). Surade tokj artimiausig mazgg, nustatome kuriems elementams §is mazgas

priklauso 1S tinklelio B.
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Turédami artimiausius elementus, tikriname kitus du kampus ir zitirime(3.9 pav.), kurie i$

ju yra arciausiai, taip surasdami tinkama elementy pora.

3.9 pav. Penkiasieniy sujungimas

3.2.2 Elementy sujungimas santykiu 1:2

Sujunge gerai sutampancius elementus ieSkome kurie du galéty jungtis su vienu. Rade juos
sujungiame ketursieniais elementais. Toks sujungimas yra ganétinai sudétingas, nes tinkleliai
susiduria labai netolygiai. Sis sujungimo metodas atrenka, kuris i§ turimy sujungimy
ketursieniais yra geriausias (turi maZiausig kampg). Geriausi atrinkti elementai gali biiti labai

AR Y4
N > O

3.10 pav. )vairds sujungiami elementai
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Tokie elementai, kurie geriausiai tinkami sujungimui, randami dar karta nuskanuojant
masyvus, be jau gerai tinkan¢iy elementy( sutampanciy santykiu 1:1). Suformuojamas Kkitas
masyvas, kuriame kaupiama informacija apie gerai sutampancius masyvus santykiu 2:1, kuris
siunc¢iamas tolimesniam metodui apdoroti ir sujungti ketursienius elementus.

Zemiau pateiktas( 3.11 pav.) vienas i§ elementy sujungimo i$skaidymas. Kairéje (a) puséje
matomi sujunti elementai, kai vir§uje yra du, o apacioje vienas. Siuo atveju elementai yra
taisyklingi ir jiems uZtenka 4 ketursieniy sujungimui. Paprastai reikia 5 ir daugiau ketursieniy,
nes tikroje trianguliacijoje tokiy tobuly formy dazniausiai nebiina. Desin¢je puséje (b) matomi

iSrinkti 4 ketursieniai elementai.

3.11 pav. Elementy sujungimas ketursieniais
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4 Sugeneruoty tinkleliy kokybés tyrimas

Sukurta programa sugeneruojama keletas skirtiny tinkleliy:
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4.1 pav. Tinkleliy pavyzdziai




Tinkleliai skiriasi savo padétimi nagrinéjamojo figiiroje, bei sutampanciu rastu skirtiniuose

pavirSiuose.

a. Figura (4.1 pav.) suformuota i§ deSinio sgnario (3.2 pav. b) duotos pavirSinés
trianguliacijos. Spindulys R=1.

b. Figira (4.1 pav.) suformuota i$ kairio sgnario (3.2 pav. a) duotos pavirSinés
trianguliacijos . Spindulys R=1.

c. Figura (4.1 pav.) suformuota i§ kairio sgnario (3.2 pav. a) duotos pavirSin€s
trianguliacijos . Spindulys R=3.

d. Figira (4.1 pav.) suformuota savarankiSkai, norint atkurti sglygas artimas

idealioms.

Sugeneravus apskaiciuojami visy elementy maziausias kampas. Taip sprendziama apie

tinkleliy kokybe, nes vienas maziausias elementas nulemia viso tinklo kokybe.

Kampai apskai¢iuojami naudojantis kosinusy teorema:

3 a®? + b? — c?
a = arccosT (38)

Cia a ir b yra kraStinés sudarancios kampa, o ¢ krastiné priesais kampg.

Krastiniy ilgiai randami naudojantis Pitagoro teorema pagrysta formule:

I =/x2+y2+2z2 (39)

l= \/(x1 —x2)%2 + (y1 — y2)% + (21 — 2)? (40)

Cia l-krastinés ilgis, 0 X, y, z atitinkamos koordinatés.
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1 lentelé. Kampai

Tinklelis Mazgy | Elementy Maziausias kampas MaZiausias kampas Maziausias kampas
skaicius | skaitius iSkelty penkiasieniy sujungty penkiasieniy ketursieniy
a 161 226 13,54 14,55 5,37
b 136 180 12,13 12,16 2,07
c 351 518 12,31 13,39 1,87
d 42 34 22,59 32,61 5,05

Pamatavus visus kampus matoma tendencija, kad ketursieniy kampai visada maziausi, tai
yra todél, kad jie yra jungiami su blogiausiai sutampanciais elementais, taip bandant sujungti
visus mazgus, ir nepalikti tusc¢iy tarpy viduje trianguliuojamos kiino. Tokie mazi kampai néra
gerai, reikéty tobulinti algoritma, kuris jungia santykiu 1:2, arba svarstyti mazgy perkélimus
erdvéje, pasidedant juos patogiau. Mazgy ir elementy skaicius didelés jtakos tinklelio kokybei
nepadaré. Grafike 4.2 galime matyti visy keturiy figtiry kampy iSsidéstyma.

Maziausi kampai

a\

Kampo | aipsnis
= = N
o (6, ] o
y
+ )\
(@] O Q

/
|

o

0 1 2 3

Elementy rasis

4.2 pav. Maziausiy kampy grafikas

Elementy rusys:
1. Maziausias kampas iSkelty penkiasieniy
2. Maziausias kampas sujungty penkiasieniy

3. Maziausias kampas ketursieniy

46




5 1ISvados

Sukurta programa, kuri i§ duotojo kiino, pagal pasirinktas koordinates iSpjauna
pasirinkto spindulio figiirg. Neiskraipant elementy sudéties, mazgai pritraukiami
prie norimos formos. Naudojant penkiasienius uzpildoma dalis trianguliuojamos
figliros turio. Dvi atskiros dalys su skirtingais elementy mazgy kiekiais, bei
skirtingu mazgy i$sidéstymy erdvéje yra sujungiamos naudojantis penkiasienius ir
ketursienius.

Atliktas tyrimas parodé, kad nors penkiasieniai elementai yra geros formos- jy
kampai néra ,,adatos“ formos(daugiau nei 10 laipsniy), silpniausia programos dalis
yra ketursieniy elementy sujungimas, vertinant profesionaliai tokie mazi kampai
yra netinkami ir netgi kenksmingi, norit atlikti tolimesnius bandymus(Silumos
sklidimo ar jégy veikimo) su tokiu tinkleliu.

Programa reikéty tobulint sulyginant penkiasienius elementus iki kol jy Vvisos
krastines buty apylygés (idealus elementas, jeigu ibrézta sfera liecia visus Sonus).
Taip pat reikia tobulinti ketursieniy sujungimy mechanizma. Prie programos galima

bty pridéti tasky kokybés gerinimo metodus.
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Mesh generation algorithms for 3D solid bodies defined by arbitrary

triangulated boundaries

Summary

This master’s work focuses on the finite elements 3D mesh generation algorithm. First
mathematical methods are analyzed found in literature, such as regular, topology based,
advancing front and refinement methods. Most of the attention is given for the Delaunay
methods, which are best way for computing triangulations. Based on this methods analysis
master’s work is developed.

This work is quite challenging, because given solid bodies are defined by arbitrary
triangulated boundaries. Because bodies are defined arbitrary it is much harder to triangulate
good quality mesh. My task is triangulate 3d volume mesh from 3d surface mesh, bound by
circle.

Based on the developed system’s results we can say that it is triangulating meshes, but in

other hand it is poor quality, because some of the smallest angles are 5° and less.
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