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Santrauka

Sis tyrimas yra apie diskretiniy Zemélapiy stabilizavima. Diskretieji Zemélapiai turi stabilius bei
nestabilius atraktorius. Todél Sio tyrimo kontekste stabilizavimas yra procesas, kurio metu bandoma
iSlaikyti trajektorijg kuo ar¢iau nestabilios orbitos kiek jmanoma ilgesniam laikui. Tai naudinga kai
kuriy sistemy atveju, kai pasitelkiant stabiliomis trajektorijomis sistemos sudaroma nauda
(pavyzdziui, cheminiy medziagy iSskyrimo kiekis, elektros energijos pagamintas kiekis ir panasSiai)
yra mazesné, negu tuo atveju, kai sistemoje pasitelktume kokig nors nebiitinai stabilig trajektorija.
Todél atsiranda poreikis stabilizuoti nestabilias orbitas kokiam nors laiko tarpui.

Nestabilios trajektorijos laikino stabilizavimo trupmeniniame logistiniame Zzemélapyje
jgyvendinimui visy pirma atliekama literatliros apzvalga, aprépianti iteracinius zemélapius bei jy
taikymus, valdymo uzdavinius ir jy sprendimo budy principus, ir iteracinius trupmeninius
zemélapius, jy taikymus bei stabilizavimo bandymus literattiroje. Taip pat lyginami Klasikinis,
iSpléstinis apverc¢iamasis bei trupmeninis logistiniai Zemélapiai ir randami pagrindiniai jy savybiy
skirtumai, o literatiros apzvalgos pabaigoje aptariama H-rangy skai¢iavimo metodologija, kai
pritaikomas SVD metodas.

Po literatiros analizés atliekamas skaitinis bei analitinis trupmeninio logistinio Zemélapio
konvergavimo savybiy tyrimas, po kurio bandoma taikyti naivigjag valdymo schemg minétajam
Zzemélapiui, o galiausiai pritatkoma H-rangais grista impulsiné valdymo schema, gebanti laikinai
stabilizuoti trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorijas periodiskai.
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Summary

This paper is about discrete map stabilization. Said maps possess both stable and unstable attractors
which is why stabilization in this work's context means a process during which a map's unstable
trajectory is held as close as possible to the unstable orbit for as long as it is possible to do so. Due to
not all systems yield the best results traversing just the stable orbits, there is a need to stabilize
unstable trajectories for higher valued results.

To realize such a temporary stabilization scheme first literature analysis is conducted, spanning topics
like iterative maps and their applications, control problems and the principles behind solving them,
and fractional logistic maps, their applications and stabilization attempts in literature. Another phase
of said literature review includes comparisons between the classical, the invertible extended and
fractional logistic maps to solidify the core differences of their properties. The final part of the
literature review is the discussion of H-ranks and the methodology of using SVD to compute the
aforementioned H-rank values.

After the literature review a computational and analytical convergence property analysis of the
fractional logistic map is conducted. After that is the application attempt of a naive stabilization
scheme to stabilize the fractional logistic map's trajectory. Finally, an extensive description of an
impulse-based control scheme successfully applied to the fractional logistic map to temporarily yet
periodically stabilize the fractional logistic map's trajectory.
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Santrumpy ir terminy sgarasas
Santrumpos:
SVD - singuliariy ver¢iy dekompozicija (angl. Singular Value Decomposition).
Trupmeninis logistinis zemélapis — trupmeniniy skirtumy logistinis zemélapis.
Terminai:

Logistinis Zemélapis — polinominis zemélapis, pasizymintis chaotiniu elgesiu ir yra iSpopuliaréjes
biologo Roberto May déka [1].

H-rangas — sistemos sudétingumo matavimo vienetas [1]. Aukstesnis H-rangas reiskia sistema yra
sudétingesné negu sistema pasizyminti zemu H-rangu.

Skirtuminés lygtys — tai lygtys, kurios nusako kintamojo skirtumus ir Siy lygciy klasifikacija
priklauso nuo lygties eilés, kuri nusakoma pagal didZiausio skirtumo eile (pavyzdziui, y(t + 1) —
y(t) yra pirmos eilés skirtumas, o y(t + 2) — y(t) — antros eilés skirtumas, kai t yra laikas, oy —
funkcija), autonomiskuma bei tiesiSkuma [46].



Ivadas

Netiesiniy diskretaus laiko Zemélapiy valdymas yra aktyviai nagrinéjama valdymo teorijos uzduotis.
Valdymo uzdaviniai yra dinaminiy sistemy baseny stebéjimo ir valdymo procesai, trunkantys tam
tikrg laiko tarpa [43]. Diskretaus laiko zemélapiy valdymas yra populiarus dél to, kad Sie zemélapiai
yra taikomi jvairiose srityse: fizikoje, biomedicinoje, ekonomikoje, inZinerijoje ir populiacijos
dinamikoje [17, 16]. Klasikiniy valdymo wuzdaviniy pavyzdziai netiesiniams iteraciniams
zemélapiams yra pateikiami [18] Saltinyje, o i§ naujesniy nagrinéjamy temy bei taikymy galima
pateikti ne vieng pavyzdj. PavyzdZiui, neuroniniais tinklais grjstos grjztamojo rysio (angl. feedback
control) valdymo schemos [19], pléSriiny ir aukos valdymo sistemos [20], evoliuciniai metaeuristiniai
metodai, taikomi Henon'o Zemélapiy stabilizavime ir panasiai.

Viena i$ aktyviai tyrinéjamy ir daug pritaikymy turinéiy diskreciy sistemy yra trupmeniniai iteraciniai
zemélapiai. Sie zemélapiai pasizymi isskirtine savybe kuri vadinama nelokalumu (kitai sistemos
bisenai nusakyti naudojami ne tik greta esantys nariai, bet nariai gali biti parenkami globaliai, todél
yra jtraukiamos beveik visos arba kartais net visos buvusios biisenos [6]) ir yra taikomi ekonomikoje
[28], fizikoje [29], epidemiologijoje [31, 32], net informacinéje saugoje [30] bei vaizdy uzsifravime
[26, 27].

Kadangi iteraciniai trupmeniniai logistiniai Zemélapiai yra placiai taikomi, jy valdymas taip pat
sulauké daug démesio kaip tyrimy objektas. Pavyzdziui, trupmeninio skirtumo logistiniam
zemélapiui, pagristam pakeitimo entropija bei fuzzy logika, yra sudaromos griztamojo rysio schemos
[33], kuriamos diskretaus laiko trupmeninés eilés sistemos, pagristos skirtuminémis lygtimis (angl.
difference equations [1, 46]) ir joms iSvedamos biitinosios optimalumo salygos [34], taip pat yra
s¢kmingai taikomos epidemiologijoje sulaikymo (pavyzdziui, uzkrétimy mazinimo) valdymo
diskretaus laiko trupmeninés eilés ir keliy veiksniy su vélinimu sistemose [42]. Kitaip tariant,
Ivairiose srityse yra tiriamas ir/arba taikomas iteraciniy trupmeniniy logistiniy zemélapiy valdymas.
D¢l didelio populiarumo jvairiose taikymo srityse susilaukusios trupmeninio logistinio Zemélapio
stabilizavimo temos Siame darbe yra siiloma valdymo schema, skirta stabilizuoti trupmeniniam
logistiniam Zemélapio nestabilioms periodo-1 orbitoms. Sio tyrimo atveju stabilizavimas yra
procesas, kurio metu bandoma i$laikyti trajektorija kuo arciau nestabilios orbitos kuo ilgesnj laiko

tarpa.

Tyrimo tikslas — pristatyti impulsy valdymo schema, skirtg stabilizuoti trupmeninio skirtumo
logistinio Zemélapio nestabiliai periodo-1 orbitai.

Siam tikslui pasiekti iskeliami tokie uzdaviniai:
1. Atlikti literattiros apzvalgg trims aspektais:

1.1. Aptariant iteracinius Zemélapius bei jy taikymus, valdymo uzdavinius ir jy sprendimo
biidus bei trupmeninius Zemélapius, jy taikymus ir trupmeniniy logistiniy Zemélapiy
stabilizavimo pavyzdZius literatiiroje.

1.2. Lyginant klasikinj, iSpléstinj apverCiamajj ir trupmeninj logistinius Zemélapius
tarpusavyje bei randant esminius skirtumus tarp Siy logistiniy zemelapiy.

1.3. Istiriant H-rangy radimo SVD metoda.
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ISnagrinéti trupmeninio logistinio Zemélapio konvergavimo savybes pasitelkiant analitinj bei
skaitinj tyrima.

Pritaikyti naiviaja valdymo schema trupmeniniam logistiniam zemélapiui bei aptarti schemos
taikymo rezultatus.

Sukurti H-rangais grjsta impulsing valdymo schemga bei aptarti jos rezultatus.
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1. Teorinis pagrindimas

Sioje darbo dalyje yra nagrinéjami iteraciniai zemélapiai ir jy taikymai, valdymo uzdaviniai ir jy
sprendimy metodologija, trupmeniniai Zemélapiai bei jy taikymai, nagrin¢jamas H-rangy
skai¢iavimas, kai pasitelkiama SVD metodologija. Galiausiai, yra gilinamasi j konvergavimo tipus
klasikiniame, i$pléstiniame apverCiamajame ir trupmeniniame logistiniuose zemélapiuose bei yra
tiriamos ir lyginamos minéty logistiniy zemélapiy savybés.

1.1. Iteraciniai Zemélapiai ir jy taikymas

Iteraciniai Zemélapiai yra dinaminés sistemos, nusakomos iteracinémis zemélapiy funkcijomis ir yra
naudojami tirti periodo-dvigubéjimo kelig j chaosg, Lyapunov'o eksponentes bei Feigenbaum'o
skaiCius [44]. Keli gerai zinomi iteraciniai zemélapiai yra logistinis zemélapis [44], Diufingo
zemélapis [45], Gauso zemélapis [13, 44] ir Henon'o zemélapis [23, 44]. Iteraciniai zemélapiai
dazniausiai skirstomi j du tipus: paprastuosius bei trupmeninius. Logistinis Zemélapis yra laikomas
vienu i$ paprastojo tipo Zemélapiy ir jo sudarymas pasitelkia jprastgsias diferencialines lygtis
skaiciuoti pirmos eilés skirtumams, o, pavyzdziui, trupmeninis logistinis Zemélapis priklauso
trupmeniniy iteraciniy Zemélapiy tipui, nes trupmeniniam logistiniam Zemélapiui sudaryti
naudojamos Kaputo diferencialinés lygtys [6] i$ kuriy sudaromi Kaputo skirtumai [6], kurie taikomi
trupmeniniams logistiniams Zemélapiams sudaryti [1, 6]. Vienas i$§ skirtumy tarp $iy iteraciniy
zemélapiy tipy yra atminties horizonto ilgyje (kiek praeities nariy uztenka suskaiciuoti sekan¢iam
sekos nariui). Pavyzdziui, logistinis bei iSpléstinis apveriamasis zemélapial pasizymi vienetiniu
atminties horizontu, o trupmeninis — horizontu, siekianc¢iu prading salyga imtinai.

Iteraciniai zemélapiai apima placig aibe jvairiy zemélapiy, 0 kadangi iteraciniai Zemélapiai taikomi
mokslo srityse kaip fizikoje, biomedicinoje, ekonomikoje, inzinerijoje ir populiacijos dinamikoje [16,
17], netiesiniy diskretaus laiko iteraciniy zemélapiy valdymo uzdavinys yra ir dabar aktuali tyrimo
tema valdymo teorijoje.

Klasikiniy valdymo uZdaviniy bei schemy pavyzdziai netiesiniams iteraciniams Zemélapiams yra
pateikiami [18] Saltinyje, o 1§ naujesniy atvejy yra pateikiama Sie kontrolés uzdaviniy sprendiniy
taikymo pavyzdziai:

1. neuroniniy tinkly grjsta griztamojo rySio (angl. feedback control) valdymo schema yra
pateikiama [19];

2. plésrino ir aukos valdymo sistema su Allee efektu pateikiama [20];
3. dinaminé iSpléstiné su vélinimu grjztamojo rySio valdymo schema su Rosslerio sistema [21];

4. Ott'o-Grebogi-York'o metodas yra naudojamas sudaryti skaitinio chaoso kontrolés schemag
logistiniam Zemélapiui [22];

5. evoliuciniai metaeuristiniai metodai, naudojami Henon'o Zemélapiy stabilizavime [23];

6. baigtinio laiko be modelio prisitaikanti valdymo schema, pagrjsta neparametriniu dinaminiu
nezinomos netiesinés sistemos jgyvendinimu [24].
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1.2. Valdymo uZdaviniai ir jy sprendimy biidy principai

Valdymo uzdaviniai yra dinaminiy sistemy biiseny stebé¢jimo ir valdymo procesas, trunkantis tam
tikrg laiko tarpa, kad buty sumazinamas koks nors jvykdymo rodiklio indeksas [43]. Valdymo
uzdaviniai neretai skaidomi j impulsy valdymo (angl. impulse control) uzdavinius ir griztamojo rysio
valdymo (angl. feedback control) uzdavinius. Griztamojo rySio valdymo uzdaviniai pasizymi
dinamisku nenutriikstamu griztamuoju ry$iu, matuojamu sensoriais. Kitaip sakant, tam tikra laikg yra
stebimas signalas ir priklausomai nuo jo kitimo (griztamojo rysio sistemoje valdiklis yra j sistema
jterpta funkcija ir jos kintancios reikSmés pagal sistemos busenos kaitas nulemia, kokias reikSmes
funkcija pateiks) nusprendziama, ar reikalingos korekcijos, ar ne [36]. Taciau nors grjztamuoju rySiu
gristas valdymas greitai reaguoja | pokycius sistemoje, reikalingas nenutrikstantis procesas, kurio
metu stebimos sistemos i$vestys ir koreguojamos jvestys [25]. Vienas i$ svarbiy grjztamojo rysio
valdymo trikumy yra pacios jrangos apribojimai: valdymo sistemos nasumas negali biiti geresnis
negu paties jutiklio [36]. Kita problema slypi fiziniame realizavime, kadangi jokia fiziné sistema
negali pakeisti blisenos i§ karto — turi praeiti laiko tarpas, per kurj jvyksta pokytis. Yra laiko tarpas
iki kol sistema atsizvelgs i pokyti valdyme arba pokytj dirgikliuvose. Pavyzdziui, dinamin¢ fizinés
sistemos elgsena nusako, kaip sistema pasikeis priklausomai nuo pokycio jos aplinkoje, nuo tikslingo
poky¢io jvesties kaip, pavyzdziui, variklio galios sumazinimas ar padidinimas, arba nuo netikéty
poky¢iy kaip stipri véjo jéga, vercianti 1éktuva leistis Zemiau negu numatyta [36]. Dinaminés sistemos
elgesys priklauso nuo to, kas jai buvo padaryta. Kitaip tariant, pokytis priklauso nuo sistemos
istorijos. Neuztenka zinoti, kokios yra dabartinés jvestys — net jeigu léktuvas yra jau nebeveikiamas
stipriy Zemyn judanciy véjy (pavyzdziui, véjas nusilpo, nes nutolta nuo jo keliaujant pirmyn), reikia
tam tikro laiko tarpo, kad léktuvas galéty pakilti j buvusj aukstj. Tod¢l iskyla problema naudojant
griztamojo rysio valdymo sistemas: jeigu jvedamas pokytis per anksti sprendziant pagal nukrypima
nuo norimos i§vesties, ateityje sistema gali nepasiekti norimy rezultaty, o jeigu | sistemg jvedamas
pokytis per vélai — sistema galimai nepasieks norimos biisenos net ir po ilgo laiko tarpo [36].

Impulsy gristos valdymo sistemos yra pagrijstos tam tikro dydZio perturbacijos jvedimu j impulsy
valdymo sistemg (i perturbacija vadinama impulsu) tam tikru laiku pagal nustatyta tikslo funkcija
[37]. Siame darbe siiiloma schema yra neinvaziné kaip griztamojo rysio valdymo schema, nes pats
trupmeninis logistinis Zemélapis yra keiiamas ir maZa tam tikros iteracijos metu jvedama
perturbacija sugeba laikinai stabilizuoti sistema. Stabilizavimas $iuo atveju yra sistemos trajektorijos
iSlaikymas priimtinose ribose (pavyzdziui, léktuvo iSlaikymas priimtame auks$tyje ar miSinio
temperatiiros laikymas tarp tam tikry temperatiiry priimtinos maziausios ir didziausios reikSmes).

1.3. Trupmeniniai Zemélapiai ir juy taikymas

Trupmeniniai iteraciniai zem¢lapiai sudaro svarby diskreciy sistemy poaibj. Ne taip kaip sveikyjy
skaiciy eilés atitikmenys, tokie Zemélapiai pasizymi iSskirtine savybe - nelokalumu. Tai reiskia, kad
sistemos bilisena nusakoma ne tik jos gretimais nariais, bet globaliai jtraukiant reikSmingg dalj (kartais
ir visas) praeities buseny [25]. Trupmeniniy iteraciniy zemélapiy formuléje (zr. 2.2h formulg)
trupmeniné dalis, pazyméta v raide, nusako trupmeninio iteracinio zemélapio trupmening eilg. Be to,
jeigu v = 1, tada trupmeninis logistinis zemélapis taps klasikiniu logistiniu Zemélapis. Trupmeninio
logistinio Zemélapio ,,trupmeniskumo savybé kyla i§ 1.2 skyriuje minéty Kaputo skirtumy [6], kurie
yra paremti trupmeninés eilés iSvestinémis.
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Trupmeniniai iteraciniai zemélapiai yra pritaikomi jvairiose srityse kaip vaizdy uzsifravime [26, 27],
ekonomikoje [28], fizikoje [29], informacinéje saugoje [30] bei epidemiologijoje [31, 32]. Kadangi
trupmeniniai iteraciniai Zem¢lapiai yra taikomi jvairiose srityse, iy zemélapiy valdymas yra daugelio
tyrimy tema. Trupmeninio skirtumo logistiniam Zemélapiui, pagristam permutacine entropija bei
fuzzy logika, yra sudaroma grjztamojo rysio schema [33] saltinyje. Nedeterminuotos diskretaus laiko
trupmeninés eilés sistemos, pagrjstos skirtumy lygtimis, biitiny optimalumo salygy iSvedimas yra
[34] saltinyje. Backstepping metodas, skirtas trupmeninéms vienos jvesties ir vienos i$vesties
sistemoms, ir jo sudarymas apraSomas [35] Saltinyje; taip pat sékmingai taikomas sulaikomasis
valdymas diskretaus laiko trupmeninés eilés ir keliy veiksniy sistemose su vélinimu [42].

1.4. H-rangy radimas

H-rangy skaic¢iavimas yra taikomas jvairiuose logistiniuose Zemélapiuose kaip budas jvertinti
zemélapio sekos algebrinj sudétingumag. H-rangas taikomas apver¢iamajame logistiniame Zemélapyje
[5], Gauso zemélapyje [13], ,,Bouncer sistemoje (dar kitaip vadinama Fermi-Ulam modeliu)[14],
trupmeniniame logistiniame zemélapyje [1] ir kituose Zemélapiuose.

Kadangi $iame tyrime H-rangai suteikia lengvai pricinamg btidg nusakyti trupmeninés eilés logistinio
zemelapio sekos algebrinj sudétinguma, reikia aptarti ir pat] metoda, kuris yra naudojamas Siame
tyrime — SVD metodas H-rangy suskai¢iavimui [12].

Tarkime duota realiyjy skai¢iy seka (xj ;j=0,1,2 ) Hankelio matricy sekai suskai¢iuojama ir
sudaroma jy determinanty seka (d;;j = 1,2 ...,), kurie apskai¢iuojami pagal formule:

X0 X1 e xj—l
X1 Xy o .. Xj ]

d; = det(H;),H; = ,i=1273.. (1.4.a)
xj—l XJ ij—Z

¢ia: d; — j-tosios eilés Hankelio matricos H; determinantas, skai¢iuojamas kai turime sekg (x;,j =
0,1,2..).

Jeigu egzistuojan € N toks, kad d,, # 0, taCiau d,,,; = 0,j = 1,2, .., seka (xj,j =0,1,2 ) nusako
tiesiSkai rekurentine n eilés seka [15].

Pirmosios n reikSmés pilnai nusako S§ias sekas, kadangi likusius narius galima rekurentiSkai
suskaiCiuoti. Taip pat naudojant singuliariy reikSmiy dekompozicija (angl. Singular Value
Decomposition arba trump. SVD) galima suskai¢iuoti tiesiSkai rekurentinés sekos eile [1]. Tarkime
turime tiesing rekurenting n eilés sekg bei jg atitinkancig Hankelio matricg Hy, 4 j,j > 1. Sios Hankelio
matricos spektras turi n nenuliniy tikriniy reikSmiy bei j nulines tikrines reik§mes. Todél Hankelio
matricos H,; singuliariosios reikmés of > 05 > ... = o7, sudarytos i§ n nenuliniy ir j nuliniy
elementy. Viena patogi §io metodo savybé yra tai, kad nereikia suskai¢iuoti determinanty Sekos
(d;,j =1,2,...,), nes uztenka parinkti pakankamai didelj skai¢iy N ir apskai¢iuoti SVD narius

Hankelio matricai Hy.

Taciau kadangi pasaulyje sutinkamos sekos negali patenkinti tiesinio rekurentiSkumo salygos dél to,
kad jos yra sudétingesnés bei uztriukSmintos, o Hankelio matricos gali bti itin didelés, kai tada
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determinanto skai¢iavimas yra neefektyvus, todél reikia sekos H-rangus skai¢iuoti pasitelkiant kitg
metodologija.

Tarkime turime realaus pasaulio seka, kuri galimai uztersta triukSmu. Tegu ji biina pazymima (x;; j =
0,1,2..). Tada turint $ig seka bei ribing reiksSme € ir N eilés Hankelio matrica, suskaic¢iuojame Hy
SVD reikSmes. SVD buidu rastas H-rangas sekai (xj ;) =0,1,2 ) pazymimas skai¢ius n, kai n yra

eilés numeris singuliarios reik§més o2, n € {1, ..., N}, kuri tenkina nelygybe:
02 €05, <€j=12..,N—n (1.4.b)

Ribinés reik§meés € bei N parinkimas yra itin svarbus, nes e turi biiti parinktas taip, kad nereikSmingos
singuliarios reikSmés (tos, kurios artimos 0) blity atmetamos, o N turi biiti pakankamai didelis, kad
aprépty pakankamai didele dalj sekos (x;;j =0,1,2..) [5]. Si metodologija leidZia pamatuoti
algebrinj sekos sudétinguma lengvai suprantamu biidu, yra nasi skai¢iavimy atzvilgiu. SVD metodo
taikymas sumazina triuk§mo jtakg H-rangy vertéms [1].

1.4.1. Hankelio determinantas bei SVD taikymo pavyzdys

1.4.1.1. Hankelio matricos, charakteringosios lygties Saknys bei charakteringosios reikSmés
Tarkime turime Fibonacio sekg x, = X,,_1 + Xp_2,Xo = %1 = 1,n = 2 (1.4.0)
x;={1, 1, 2, 3,5 813, 21, 34,..}

¢ia: Xj — Fibonacio sekos narys, j = 0,1,2,3 ...
Sudaromos Hankelio matricos iki Hg imtinai:

11 2 3 5

- 11 2 1%;3 12 3 5 8
Hy=1H,=[7 S| Hy=|1 2 3|,H,= JHs=|2 3 5 8 13
L2 2 3 235 8 3 5 8 13 21

3.5 8 13 5 8 13 21 34

(1.4.d)

Tada suskaiCiuojama kiekvienos matricos determinantas ir gauname determinanty sekg d; =
{1,1,0,0,0}, kai j =1,2,3...

Kitaip tariant, sekos rangas H,(1,1,2,3,5,8,13,21,34) = 2, kadangi egzistuojan > 1, kad H,, # 0,0

H; = 0,Vj > n, tada (x]):z yra tiesiné rekurentiné schema [1, 15].

Turint Hankelio determinantus galima nagrinéjamg seka parasyti kanonine forma. Tam reikia
suskaiciuoti charakteringas reikSmes 1§ formulés:

1 1 2
1 2 32 =pt—-p—-1=0 (1.4.¢)
1 pp

¢ia: p — charakteringosios lygties reiksmeés, kurios lygios:

15



1+V5 1-V5
=700 = (14

Minétaja kanonine forma, kurios iSraiska:
X =Mpl "+ 00 =123 (1.4.9)
¢ia: x; — j-tasis sekos narys;

A4, 1, — charakteringosios lygties koeficientai;

p1, P — charakteringosios lygties reikSmés.

Pagal kanoninés lygties iSraiskg (1.4.9) formuléje, apsirasome x ir x; reikSmes:

xO = Al + /12 = 1
1.4.h
{x1 =Mlp1+ A0, =1 ( )
Kuri i§sprendziama A, bei 4, atzvilgiu:
1 = V5+1
(1 —=2)p1 + A2p2 =1 1, = V5-1 o
27 25
Singuliariy reik§miy dekompozicijos pavyzdys
Matricos Hs singuliariy reik§miy matrica
[54,5601 0 0 0 0 ]
0 0,4399 0 0 0
S 0 0 1,2197 - 10715 0 0 (1.4.k)
0 0 0 2,6717 - 10716 0
0 0 0 0 2,0421 - 10717

Matome, kad trys reikSmeés yra itin artimos nuliui, o likusios — kur kas didesnés negu 0. Jos yra Hs
Hankelio matricos nenulinés singuliarios reikSmés. Kaip minéta, turime dvi nenulines reikSmes, todel
nagrinéjamos sekos rangas bus lygus dviem.

Jeigu | aibe jvedamas baltas triukSmas, kurj pazymésime k = {4,3599-107%; 2,5926 -
1075;0,5497 - 1073; 0,4353 -107°3;0,4204 - 1073; 0,3303 - 1073; 0,2046 - 1073; 0,6193 -
1073; 0,2997 - 1073 }. Pridedant atitinkancius narius i§ k sekos ir pradinés Fibonaci sekos gauname
naujaja Fibonaci sekg su triukSmu:

1,004 1,00003 2,0005 3,0004 5,0004
1,00003 2,0005 3,0004 5,0004 8,0003
~|2,0005 3,0004 5,0004 8,0003 13,0002 (1.4.0)
3,0004 5,0004 8,0003 13,0002 21,0006
50004 8,0003 13,0002 21,0006 34,0003

Striukimintas

Su kuria suskai¢iuojamos singuliarios reikSmeés:
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54,5615 0 0 0 0
0 0,4403 0 0 0
z:triuk§mintas ~ 0 0 0,0006 0 0 (l.4.m)
0 0 0 0,0003 0
l 0 0 0 0 0,000ZJ

Matoma, kad ir su uztriukSminta Fibonaci seka gavome, kad yra dvi nenulinés reik§Smés ir trys arti
nulio. Taciau matyti, kad nenulinés reik§més yra kur kas didesnés negu su neuztriukSminta Hg
matrica. Bitent todél nustatoma tokia e reikSmé, kad buty atskiriamos nulinés ir nenulinés
singuliarios reik§més, 0 naudojamas parametras N toks, kad buty nustatoma didziausia Hankelio
matricos eilé. Taigi visos H-rangy reikSmés yra tarp 0 ir 50 $io tyrimo metu.

1.5. Klasikinis logistinis Zemélapis

Klasikinis logistinis Zzemélapis, pristatytas biologo Roberto May 1976 metais [2], yra gerai zinomas
iteracinis chaotinis zemélapis, nusakomas formule:

Xpye1 = ax, (1 —x;),kaik =0,1,2,3 ..., (1.5.9)
¢ia a — valdymo parametras, kintantis tarp 0 ir 4 reik§miy imtinai, kai pradiné salyga x, € [0,1];

x — klasikinio logistinio zemélapio nariy kintamasis, kuris kinta tarp 0 ir 1 imtinai (kaip ir pradiné
salyga xo);

k — indeksas, nusakantis, kelintas logistinio zemélapio sekos narys yra skaiCiuojamas arba
naudojamas skaiciavimuose.

Viena s logistinio zemélapio savybiy yra jo neapver¢iamumas, kadangi (1.5.2) formuléje esanti lygtis
negali vienareikSmiSkai biiti i§spresta x;, atzvilgiu, nes Sprendziant minétaja lygti gaunama iSraiska,
turinti daugiau negu vieng sprendinj:

VaZ—4axpey (1.5.b)

1
X =-%
k=5 — 2a

Si savybé svarbi klasikiniam logistiniam Zemélapiui todél, nes klasikinio logistinio Zemélapio
neapveriamumas leidzia jo trajektorijas stabilizuoti amzinai, kadangi vyksta neasimptotinis
konvergavimas tiksliai  fiksuotg taska per tam tikrg baigtinj skaiciy iteracijy (apie neasimptotinj
konvergavimg daugiau 1.7.1 skyriuje).

Klasikinis logistinis Zemélapis taip pat pasiZymi atminties horizonto ilgiu, lygiu vienam. Tai reiskia,
kad Kitai sekos reikSmei x;,; suskai¢iuoti reikia tik nario xy, 0 ne visy nariy iki pradinés salygos [1].

Vienas populiariausiy logistinio zemélapio dinamikos atvaizdavimo budy yra bifurkacijos diagrama:
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0.9 —

0.8 —

0.6 —

04—

03—

0.1—

3.55 3.6 3.65 3.7 3.75 38 3.85 39 3.95 4
2 pav. Klasikinio logistinio Zemélapio bifurkacijy diagrama, kai a € [3.5, 4], grafikas sudarytas pagal [3]
Klasikinio logistinio Zemélapio bifurkacijy diagramos abscisiy aSyje yra pazymétas valdymo
parametras a, o ordinaciy asyje — Kintamasis x. Matyti, kad priklausomai nuo a reik§més, logistinis

zemelapis elgiasi skirtingai:
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1. Kaia € [0,1], x reik§Smé yra lygi nuliui. Kitaip tariant, 0 yra vieno tasko atraktorius, kai a <
1.

2. Kai a € (1,3),sistema vis tiek turi vieng atraktoriy, kai a = 3, tadiau x reik§Smé didéja
didéjant iki a reikSmes, lygios 3.

3. Kai a = 3, sistemoje nutinka pirmoji periodo dvigubéjimo bifurkacija, kurioje N periodo
atraktorius tampa 2N dydzio atraktoriumi, kai N yra periodo numeris [3].

Dalis bifurkacijy nutinka apytiksliai $iose a reikSmése: a = {3, 3,45, 3,54, 3,564, 3,569} iki pat a =
3,57, nuo kurios prasideda chaotiné¢ diagramos dalis. Ta¢iau svarbu atminti, kad ne visos likusios
diagramos dalys po minétosios a reikSmes yra chaotinés. Pagal 2 paveikslg galima pastebéti, jog tarp
visy a reikSmiy, apytiksliai didesniy negu 3,57, yra ir ,,balti tarpai", nusakantys nechaotin¢ diagramos
dalj. Si savybé yra itin pastebima a = 3,83 aplinkoje, kurioje galima matyti vyraujantj periodo-3
rezima [3].

1.6. ISpléstasis apverciamasis logistinis Zemélapis
Diskretus zemélapis x;; = f(x;) yra apverciamas, jeigu x; gali iSreiSkiamas taip:
xp = fH0q), (1.6.9)

¢ia x; — i8pléstojo apver¢iamo logistinio zemélapio verté, kai indeksas k =0,1,2 ...,; f bei jos
atvirkstiné funkcija f 1 - vienareik§més funkcijos.

Vienmatis neapver¢iamas iteracinis Zemelapis gali biti paver¢iamas i apverciamg iteratyvy zemélapi,
padidinant jo dimensijos dydj [1, 4]. Pavyzdziui, jeigu pridétume antrg lygtj prie klasikinio logistinio
zemelapio lygties, gautume iSpléstaji apverciamg logistinj zemélapi, sudaryta 1§ lygc€iy sistemos [1,
5]

{xk+1 = ax (1 —x) + i (1.6.b)
Yi+1 = DXy,

Ciaa € [0,4],b €[0,a]irk=0,1,2 ...
I§ (4) formulés gauname x;, Ir y,, iSraiskas:

a (1.6.c)
Yk = Xk+1 — EYkﬂ(b = Vk+1)s
Cia xy, y, — i8pléstojo apveréiamojo logistinio Zemélapio vertés, kai indeksas k = 0,1, 2 ...,;

a, b — valdymo parametrai.

Galime matyti, kad ir klasikinio logistinio zemélapio, ir iSpléstinio apverciamojo logistinio Zemélapio
atvejais atminties horizontas yra vieno zingsnio. Kaip minéta, kitai reikSmei, pazymétai indeksu k +
1, apskaiciuoti reikia vieno elemento — k-tojo nario.
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1.7. Konvergavimo tipai logistiniuose Zemélapiuose
1.7.1. Asimptotinis ir neasimptotinis konvergavimas

Neasimptotinis konvergavimas yra konvergavimo tipas, kurio metu Zemélapis patenka j pastovig
orbitg tiksliai po baigtinio iteracijy skaiciaus, o asimptotinis konvergavimas pasizymi tokia savybe,
kad asimptotinio konvergavimo metu zemélapis konverguoja  pastovig orbita, kai k — +oo. Taciau
neasimptotinis konvergavimas gali egzistuoti tik tada, kai zemélapis yra neapverciamasis [1].

Kitaip sakant, tokiame zemélapyje nario reiksmé x, = f~1(xy4,) néra vienintelé (apie tai daugiau
2.2 skyriuje).

k=2 k-1 k k+1

3 pav. Neapver¢iamos sistemos Vizualizavimo schema. Pilnai apveréiama sistema neleidZia neasimptotiniam
konvergavimui egzistuoti sistemoje [41]

Pilnai apverc¢iamoje sistemoje negali egzistuoti neasimptotinis konvergavimas, o neapverciamoje
sistemoje (zr. 3 pav.) neasimptotinis konvergavimas gali egzistuoti [41]. Taciau jprastame
neapverciamajame diskreCiame Zemélapyje (pavyzdziui, klasikiniame logistiniame zZemélapyje)
neasimptotinis konvergavimas egzistuoja, nes sistema yra neapver¢iamoji (Zemélapio nusakancioS
funkcijos atvirkstiné funkcija néra vienareik§mé), kadangi bet kuris fiksuotas taskas x* tenkina x* =
f(x*), tai tada atvirkstinei funkcijai irgi galios f~1(x*) = x*. Jeigu ta funkcija bijektyvi, tai
negalima suskaiciuoti bent dar vienos papildomos reik§més, kad galétume tiksliai pasiekti fiksuotg
taska. 3 paveiksle pavaizduotoje neapverciamos sistemos schemoje galima pastebéti, kad sistemoje
vienareikSmiSkumo néra sprendziant pagal peréjimus nuo C biisenos, kadangi i§ c¢ blisenos galima
pereiti | b ir ¢, 0 ne | vieng biisena, kas yra buidinga pilnai apverciamai sistemai, todél Siuo sistemos
atveju w ,atSakos™ i§ c¢ bisenos ir j ja sudaromas nevienareikSmiskumas sistemg padaro
neapverciama.
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1.7.2. Konvergavimas klasikiniame logistiniame Zemélapyje

Logistiniy zemélapiy konvergavima galima stebéti pasitelkiant H-rangy grafika bei bifurkacijos
diagramg. Anot [1] $altinio, bifurkacijos diagrama bei H-rangy vizualizacija Klasikiniam logistiniam
zemélapiui atrodo taip:

Ly

pav. Klasikinio logistinio Zemélapio bifurkacijos diagrama (a) bei H-rangy grafikas (b), kai abscisiy asiai
pritaikoma logaritminé transformacija vaizdumui pagerinti [1]

Abiejuose grafikuose x asis yra pavaizduota logaritminéje skaléje. Klasikinio logistinio Zemélapio
H-rangy grafike kiekvienas taskas atitinka pereinamajj procesa, pradedant nuo pradinés sglygos x ir
sistemos valdymo parametro a reik§més. Svarbu paminéti, kad H-rangy zemélapio aukscCiausia
reikS§mé yra 50 ir skai¢iuojant H-rangus ($iuo atveju jie skai¢iuojami naudojant SVD [12] nustatomas
parametras lygus e = 10710, Tai reiskia, kad $iuo atveju visos H-rangy reik§més didesnés negu 50
bus prilyginamos vertei, lygiai 50.

Panagrinékime logistinio Zemélapio pereinamuosius procesus parinkdami skirtingas pradines salygas
Xo. 5 paveikslo (c) dalyje galima matyti, kad jeigu parenkama pradinés salygos x, verté, o a = 3,3
reikSmé iSlaikoma ta pati, stabilizavimo trukmé yra begaling, o (a) ir (b) dalyse — stabilizavimo trukmé
trumpalaiké. Tai yra todél, kad 5 pav. (a), (b) ir (c) dalyse yra asimptotinis konvergavimas j fiksuotg
stabiliag orbita, neasimptotinis konvergavimas ] fiksuotg stabilia orbitag bei neasimptotinis
konvergavimas j fiksuotg nestabilig orbitg atitinkamai. Esant fiksuotai a = 3,3 reikSmei egzistuoja
du atraktoriy tipai: stabilus periodo-2 atraktorius bei nestabilus periodo-1 atraktorius. Zinant tai,
galima pastebeti, kad H-rangy zemelapiuose pradinés salygos parenkamos Zemy H-rangy regiony
centruose 5 pav. (a) ir (b) atvejais, 0 5 pav. (¢) atveju — auksty H-rangy zonos viduryje, kur yra Zemo
algebrinio sudétingumo taskas.
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4 pav. Klasikinio logistinio Zemélapio H-rangy (kairéje) ir pereinamyjy procesy grafikai (desingje), kai a =
3.3, 0 x¢ € [0,1]. Juodai pazyméti apskritimai yra pereinamyjy procesy tasky pozicija H-rangy spalvinéje
vizualizacijoje pagal kintamajj x, [1]

Kitaip sakant 5 pav. (a) ir 5 pav. (b) grafikai nusako trajektorija, kai x, parinkta ne auksty H-rangy
reikSmiy zonos centre (a yra asimptotinis konvergavimas ] stabilia periodo-2 orbita, b —
neasimptotinis konvergavimas j stabilig periodo-2 orbitg), o grafiko (c) dalyje naudojama tiksli x,
reik§mé auksty H-rangy reikSmiy zonos centre bei vaizduojamas neapibrézto laiko stabilizavimas
(neasimptotinis konvergavimas j nestabilig periodo-1 orbitg). Taip pat svarbu zinoti, kad 5 paveikslo
(b) ir (c) dalyse stabilizavimui reikalingas pradines sglygas galima iSsiskaiciuoti i§ klasikinio
logistinio Zzemélapio atvirkitinés funkcijos israiskos. Si savybé néra pritaikoma iSpléstiniame
apver¢iamajame logistiniame zemélapyje ar trupmeniniame logistiniame zemélapyje.

1.7.3. Konvergavimas iSpléstiniame apverciamajame logistiniame Zemélapyje

Pilnai apver¢iamo logistinio Zemélapio konvergavimas [1] tiriamas, kai parametras b yra nustatomas
lygus 0,1, o pradiné salyga y, = 0,01.
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5 pav. H-rangy (a) ir bifurkacijos diagrama (b) iSpléstinio apver¢iamojo logistinio zemélapiui [1]

Matyti, kad skirtumai tarp klasikinio ir apveréiamojo logistiniy zemélapiy bifurkacijy ir H-rangy
grafiky yra neZenklis, taciau vis tiek galima matyti bifurkacijos diagramoje fiksuotas taskas lygus
nuliui iki mazdaug a = 1, 0 ne lygiai iki a = 1 reikSmés (x; reik§mé tampa nenuline tik prie§ pat
a = 1 reik§me). Dabar bus nagrinéjama H-rangy bei pereinamyjy procesy grafikai apver¢iamajam

logistiniam Zemélapiui [1]:
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6 pav. ISpléstinio apverc¢iamojo logistinio Zemélapio H-rangy (kairéje) ir pereinamyjy procesy grafikai
(desingje), kai a = 3, 0 xy € [0,1] [1]. Balti apskritimai su skai¢iais H-rangy grafikuose, esanciuose kair¢je,
nusako tarpiniy procesy reikSmes

Kaia = 3 bei b = 0,1 stabili periodo-2 orbita ir nestabili periodo-1 orbita abi egzistuoja iSpléstiniame
apverc¢iamajame logistiniame zemélapyje [1, 5].

Asimptotinj konvergavimg j stabilig periodo-2 orbitg galima matyti 7 paveikslo (a) dalyje. H-rangy
spalvingje vizualizacijoje galima matyti priklausomai nuo spalvos yra nusakomi H-rangy dydziai.
Raudona spalva nusako aukstus H-rangus, o mélyna — Zemus (primenama, kad H-rangai kinta tarp O
ir 50). Taciau svarbu atsiminti, kad palyginus su klasikiniu logistiniu Zemélapiu, iSpléstiniame
apverCiamajame logistiniame Zemélapyje konvergavimas | stabiligja periodo-2 orbita negali biiti
neasimptotinis [1]. ISpléstiniame apveréiamajame logistiniame Zemélapyje asimptotinio
konvergavimas | stabiligjg periodo-2 orbitg negali egzistuoti, kadangi minétasis logistinis Zemélapis
yra apverciamas (atvirkstiné funkcija yra vienareikSme).

Pradiné salyga x, yra parenkama tiksliai auksty H-rangy regiono viduryje. Tariamai sistema tarsi
bando konverguoti neasimptotiskai | nestabilig periodo-1 orbita (7 pav. (b) dalyje), taciau kadangi
neasimptotinis konvergavimas negali egzistuoti iSpléstiniame apver¢iamajame logistiniame
zemélapyje, 7 paveikslo (b) dalyje galima matyti, kad pereinamieji procesai konverguoja
asimptotiSkai ] stabilig periodo-2 orbita, o ne neasimptotiSskai ] nestabilig periodo-1 orbitg. Toks
reiSkinys vadinamas nestabiliy orbity apver¢iamuosiuose Zemélapiuose laikinu stabilizavimu [1, 14].

Pagal 7 pav. (b) iliustracijg galima matyti, kad pagrindinis skirtumas tarp klasikinio ir iSpléstinio
apver¢iamojo logistiniy Zemélapiy ir yra tai, kad apveré¢iamojo logistinio zemélapio sistemoje negali
egzistuoti neasimptotinis konvergavimas anot [14]. Dalinai stabili H-rangy juosty struktara 7 (a)
paveikslo dalyje nusako pradiniy sglygy daugdarg, kurig galima naudoti laikinai stabilizuoti
1Spléstinio apverc¢iamojo logistinio zemeélapio trajektorijag [1, 14].
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Taip pat svarbu Zinoti, kad analiziniai metodai negali btiti naudojami ieSkant auks$ty H-rangy zony
centry iSpléstiniame apverc¢iamame logistiniame Zemélapyje. Tai yra vienas i§ pagrindiniy skirtumy
tarp klasikinio logistinio Zemélapio bei iSpléstinio apverc¢iamojo logistinio zeméelapio, kadangi del
iSpléstinio  apverc¢iamojo logistinio zemélapio apveriamumo negali biti neasimptotinio
konvergavimo ] tikslig reikSme per tam tikra ribotg iteracijy skai¢iy. Biitent dél Sio skirtumo vietoj
analiziniy priemoniy reikia naudoti skaitines, nes ne taip kaip klasikiniame logistiniame Zemélapyje,
kur pasitelkiant atgalinj iteracinj skai¢iavimg ir randant tikslias auk$ty H-rangy zony centry reikSmes
[39], to atlikti negalima i$pléstiniame apver¢iamajame logistiniame zemélapyje.
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2. Tyrimo objektas ir metodai

2.1. Naudotos priemoneés

Darbo rezultaty sudarymui buvo naudota ,,Matlab* programiné jranga versijos pavadinimu ,,2022b".
2.2. Trupmeninis logistinis Zemélapis

Siame rasto darbe tyrinéjamas trupmeninio skirtumo logistinis Zemélapis buvo pristatytas [6]
Saltinyje ir gali biiti gaunamas kaip §ios trupmeninio skirtumo lygties integralas:

‘Mu(®) =au(t+v-D(1—-ut+v-1)—u(t+v-1)
t € Ngyi—h,v €(0,1],a € (0,4),u(d) = u, (2.2.2)

¢iaN; ={d, d+1,d+2,..},kaid € R
€AY, — kairinis Kaputo & skirtumas [7];
Kaiv>0m—-—1<v<mmeN,t € Ng,,,,_, galime aprasyti iSraiskg formule:

1
r(m-v)

CAYu(t) = YEZI( — 5 — 1)mov=DAmy (), (2.2.b)
Kai s € Ny, krintantis faktorialas (angl. falling factorial) yra:

W) _ r(t+1)
t = Teriw) (2.2.¢)

Ir m-tosios eilés skirtumo operatoriaus iSraiska:
Amu(s) = o () (1™ Fuls + k). (2.2.d)

Jeiv=m e N, tada [7, 8]

CAYu(t) = A™u(t). (2.2.€)
Kaim = 1, tai:
A™u(t) = Au(t) = u(t + 1) — u(t). (2.2.1)

Tada pagal [9, 10 ir 11] Saltinius, pagal [1] Saltinio apraSyta eiga, galuting iSraiSka, kuri yra
naudojama $iame tyrime, apraSoma Siomis formulémis [1]:

X = Xxo + Z;‘zl Gj_l(axk_j(l — xk_j) — xk_j), (2.2.9)
kai
Go=1,6;=(1- UT_V)) Gy, (2.2.h)

¢ia x;, — trupmeninio logistinio Zemélapio k-tasis sekos narys, kai k = 0,1,2 ...;

v — trupmeninés eilés parametras, kurj prilyginus 1, (2.2.g) formul¢je buty gautas klasikinis
logistinis Zemélapis.
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I$ (2.2.9) formulés galima matyti, kad visos trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorijos reikSmés
yra naudojamos buisimos reik§més radime. Kitaip sakant, palyginus su klasikiniu bei apver¢iamuoju
logistiniais zemé¢lapiais, kuriy atminties horizontas yra lygus vienam (nes ieSkant kito nario,
pazymétu indeksu k + 1, skai¢iavimuose naudojama tik dabartiné reikSmé su indeksu k),
trupmeninio logistinio zemélapiu atveju skai¢iavimuose visos reik§més nuo pradinés sglygos x, iKi
dabartinés reik§més x;, yra naudojamos ieSkant x; ., reikSme [1].

2.2.1. Konvergavimas trupmeninés eilés logistiniame Zemélapyje

Palyginus trupmeninj logistinj Zemélapj su klasikiniu ar iSpléstiniu apverciamuoju logistiniais
zemélapiais, vienas svarbus skirtumas tarp jy yra ilgesnis trupmeninio logistinio zemélapio atminties
horizonto ilgis. Dél §iy savybiy trupmeninis logistinis zemélapis negali biiti apverciamas sprendziant
pagal (2.2.9) formule. Kai parametrai a = 3, v = 0,8 bet kuri nefiksuoto tasko trajektorija artéja
asimptotiskai link stabilios periodo-2 orbitos.

Trupmeninio logistinio zemélapio fiksuoti taSkai su visomis v reikSmémis yra tie patys, kaip ir
klasikinio logistinio zemélapio. Pavyzdziui, tie patys abiejuose Zemélapiuose yra fiksuoti taskai x =
0ir x= aT_l [1]. Zemiau (7r. 8 pav.) galime matyti bifurkacijy grafika bei H-rangy grafika,

priklausantj nuo parametro a ir x, reikSmiy.

(b)

7 pav. H-rangy (a) ir bifurkacijos diagrama (b) trupmeningés eilés iSpléstinio logistinio Zemélapio [1], kai v =
0,8[1]

Pirmoji periodo dvigub¢jimo bifurkacija yra apytiksliai ties a = 2,71 reikSme, antra — ties a = 3,3,
o tolimesnés a reikSmeés ves pereinamasias trajektorijas link chaotiniy orbity [1]. Taip pat kaip ir
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iSpléstiniame apverCiamajame logistiniame zemélapyje, stabilizavimo trukmé néra begaliné.
Trupmeninés eilés logistinio zemélapio stabilizavimo trumpalaikiSkumas priklauso nuo atminties
efekto savybés ir dalj jtakos reik§miy neatitikimams sudaro paklaidy kaupimasis, kadangi kiekvienos
iteracijos metu besikaupianc¢ios paklaidos sekos taskus pastumia nenuspéjamai [1]. Tac¢iau galima
taip pat jzvelgti, ypac iki a = 2,71 vertés H-rangy grafiko reikSmés ir bifurkacijos pereinamosios
reik§més tame intervale yra vizualiai pana$ios. Kitaip tariant, H-rangy vizualizacijose (8 pav. (b))
galima jzvelgti trajektoriniy panasumy lyginant su bifurkacijos diagramos trajektorija (8 pav. (a)).

Apibendrinimui zemiau pateikiama nagrinéty logistiniy zemélapiy tipy lentelé, nusakanti tris aptartas
tyrimui svarbiausias minéty logistiniy Zemélapiy savybes: ar logistinis Zemélapis yra apveréiamas,
koks jo atminties horizonto ilgis bei kiek laiko ilgiausiai gali stabilizuotis kiekvieno logistinio
zemélapio trajektorija. Kitame skyriuje bus nagrinéjamas tik trupmeninis logistinis zemélapis ir jo
konvergavimo tipai, stabilizavimo trukmé bei ypatybés. Todél svarbu dar kartg aptarti trupmeninés
eilés logistinio zemélapio savybes palyginus jas su Kitais dvejais nagrinétais logistiniais zemélapiais:

1 lentelé. Klasikinio, iSpléstinio apver¢iamojo bei trupmenings eilés logistiniy zemélapiy apveré¢iamumo,
atminties horizonto ilgio ir stabilizavimo trukmés aptarty savybiy lentelé

Atminties
Apverciamas . - Stabilizavimo trukmé
horizonto ilgis

Klasikinis logistinis

Zemélapis Ne 1 Neapibréztai ilga
ISpléstinis
apverciamasis Taip 1 Laikina

logistinis Zemélapis

Trupmeninés eilés
logistinis Zemélapis Ne Iki pradinés sglygos | Laikina

Kitaip tariant, svarbu atminti, kad trupmeninio logistinio zemélapio pagrindinés savybés yra jo
neapverCiamumas, atminties horizontas, siekiantis pradines sglygas imtinai bei laikina stabilizavimo
trukmé. Siame Zemélapyje negalimas amzinas stabilizavimas, nes nors trupmeninis logistinis
zemelapis yra neapverCiamas, jo nelokalumas (atminties efektas) neleidzia neasimptotiniam
konvergavimui egzistuoti, taciau zemélapio didelis atminties horizonto ilgis leidzia atsizvelgi |
trajektorijos visus buvusius narius ir geba tiksliau atspindéti realaus gyvenimo reiSkinius negu
Klasikinis ar apverciamasis logistiniai zemélapiai. Tod¢l yra vertinga sudaryti valdymo schema,
gebancia stabilizuoti (trajektorija iSlaikyti kuo ar€iau nestabilios periodo-1 orbitos kiek jmanoma
ilgiau) trupmeninj logistinj zemélapj.
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3. Rezultatai ir jy aptarimas
3.1. Konvergavimo tipai trupmeniniame logistiniame Zemélapyje
3.1.1. Analitinis tyrinéjimas

Siame skyriuje yra aptariami analitiniai rezultatai apie trupmeninio logistinio Zemélapio
konvergavima. Sio skyriaus tikslas — parodyti, kad su bet kuriomis a ir v (Zr. 2 lenteléje) reiksmémis
egzistuoja nestabili periodo-1 orbita, taciau trupmeninio logistinio zemélapio trajektorija j nestabilig
periodo-1 orbitg negali konverguoti neasimptotiskai.

3.1.1.1. Periodo-1 orbita trupmeniniame logistiniame Zemélapyje

(2.2.g) formulés pirmosios iteracijos iSraiska yra ekvivalenti klasikinio logistinio Zemélapio iSraiskai,
todel:

X1 = axe(1 —xp) (3.1.9)

Cia formulés pazyméjimai atitinka (1) formule. Netrivialusis fiksuotasis tagkas klasikiniam
logistiniam zemélapiui yra x* = 1 —% [2]. Pagal tai, jeigu nusakoma, kad x, = x*, tai reiskia, kad
x; = x*. Pasitelkiant indukcinj metoda, pagal (3.1.a) formule gauname, kad x; = x*,Vj = 0,1,2 ...

Todél netrivialioji periodo-1 fiksuotoji orbita trupmeniniame logistiniame zemélapyje sutampa su
klasikinio logistinio Zemélapio.

Taciau, $is rezultatas néra akivaizdus sprendziant pagal skaitiniy metody gautus rezultatus. Kadangi
paklaidy kaupimasis vyksta kiekvienoje iteracijoje, pradiné sglyga x, = x* ne visada nulemia, kad
trajektorija liks pastovi reik§minga iteracijy skai¢iy. Tai priklauso nuo parametry a ir v. Sj efekta
galima matyti zemiau 9 pav.:
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8 pav. Trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorijos, kai pradiné salyga lygi xg = x* =1 — %, kaia = 3,

ov = 0,8 (adalyje), o b dalyje — kai a = 2,75,v = 0,8

Pirmuoju atveju, kai dvilypé reprezentacija néra tiksli, galima matyti, kad trajektorija iSlicka x*
reikSméje maziau negu 200 iteracijy, o parenkant kitas pradines reikSmes galima pasiekti
stabilizavimg neapibréztam laiko tarpui. Taip pat galima pastebéti, kad a = 3 bei a = 2,75 atvejais
periodo-1 fiksuotas taskas yra nestabilus abejose a reikSmése. Galima teigti, kad stabilizavimo
trukmé smarkiai skiriasi priklausant nuo parametry a ir v reikSmiy ir jeigu pradinés salygos ir
parametrai yra parenkami tiksliai, jmanoma gauti neapibréztam laikui stabilizuotas sekas.

3.1.1.2. Neasimptotinis konvergavimas trupmeniniame logistiniame Zemélapyje

Neasimptotinio konvergavimo j periodo-1 fiksuotg taska x* (2.2.g9) formuléje reiskia, kad yra
iteracinis numeris k € N, kuris tenkina §ig iSraiska:

X, # X", taClau x4 j = x7,j = 1,2,3 ... (3.1.b)

Tariama, kad iteracijos numerio k reik§mé prilyginama nuliui. Atsizvelgiant j tai, kad x; = axy(1 —

Xo) ir 8ig lygti i§sprendZziant nario x, atzvilgiu gauname dvi reikSmes: x(gl) = x* bei x(()z) = %

sprendinys nusako, kad néra neasimptotinio konvergavimo, kadangi (2.2.9) salyga yra netenkinama.

. Pirmas

. 1 . .. - T
Talp pat x, = —oX = x*, taCiau sekantys sekos nariai nepasilieka x* reikSméje dél minéto

atminties efekto. Pavyzdziui, skai¢iuojant x, narj gautume israiska:
1
Xy = x9 + Gy (ax;(1 —x1) — x1) + G (axo(1 — xp) — xp) = E+ Gy -0+ Gi{x* =

26y (1-2) (3.10)
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Kitaip tariant, x, = x* galioja tik kelioms specifinéms a reikSméms ir net jeigu tokia verté biity
pasirenkama, negalima uztikrinti, kad galioja lygybé x; = x*.

Remiantis $iuo atradimu, jei neasimptotinis konvergavimas negali egzistuoti, kai k = 0, jis negali
egzistuoti ir kai k = 1,2,3 ... kadangi paskutiniame zingsnyje mes vél susidursime su minéta x; = x*
situacija.

TacCiau remiantis Siais atradimais galima teigti, kad nejmanoma stabilizuoti trupmeninés eilés
logistinio zemélapio, kad jis islikty periodo-1 orbitos atraktoriuje neapibrézta laiko tarpa, todél galima
pasitelkti impulsy jvedimu gristas valdymo schemas.

3.1.2. Skaitinis tyrinéjimas

Skaitiniam tyrin¢jimui atlikti pagal (2.2.9) formule reikalingy parametry, skaitiniams
eksperimentams naudoty reikSmés pateikiamos zemiau lenteléje:

2 lentelé. Skaitiniame tyrime naudoty parametry pavadinimai, reikSmés bei paaiskinimai

Parametro Parametro Parametro . .
. L o s Parametro paaiSkinimas
numeris pavadlnlmas reikSmé
L 1% 0,8 Trupmenings eilés parametras [1]
2. a 3 Reprodukcinis numeris [38]
3. . 10-10 H-rangy reikSmés skai¢iavimui naudojamas
parametras [1]
4. N 50 DidZiausia galima H-rangy reik§mé [1]

Primenama, kad H-rangy maksimali reik§mé yra 50 pagal nustatytg Hankelio matricos dydj.

Galima pastebeti skirtingus konvergavimus 10 paveiksle. Naudojant minétas parametry vertes, viena
trupmeninio logistinio Zemélapio orbita gali asimptotiskai konverguoti j periodo-2 atraktoriy (10 pav.
(a)). Kaip minéta anks¢iau, neasimptotiskas konvergavimas yra nejmanomas dél atminties efekto,
taCiau galima jgyvendinti laiking zemeélapio trajektorijos stabilizavima ] nestabilyj; periodo-1
atraktoriy (10 pav. (b) dalyje). Taip pat svarbu atkreipti démesj j H-rangy spalviniy vizualizacijy
diagramas: H-rangy skai¢iavimas yra biitinas Siam laikinam stabilizavimui jgyvendinti, nes pagal H-
rangy spalvines vizualizacijas galima surasti tas pradines salygas, kurios atitinka auk$ty H-rangy zony
centrus (10 pav. (b) dalis) ir taip stabilizuoti trajektorijg ilgiau negu pasirenkant prading salyga kitur
(10 pav. (a) dalis).
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9 pav. Trupmeninio logistinio Zemélapio konvergavimo tipy grafikas, kai a = 3 ir @ = 0,8. (a) dalis nusako
asimptotinj konvergavima j periodo-2 stabily atraktoriy; (b) dalis nusako laiking trajektorijos stabilizavimg |
nestabilios periodo-1 orbitos atraktoriy. DeSinéje esantys grafikai nusako trupmeninio logistinio Zemélapio
trajektorijas atitinkamai (a) ir (b) H-rangy vizualizacijoms, kurios yra kair¢je ir kinta priklausomai nuo
pradiniy salygy x, € (0,1); Juodi apskritimai nusako pradines salygas, nuo kuriy prasideda desinéje esancios
trajektorijos (taip pat galima pastebéti, kad (a) grafiko dalyje juodasis apskritimas néra ant raudonosios arba
kitaip tariant auks§to H-rangy zonos centre, o (b) atveju — yra ant siauros raudony linijy zonos)

3.2. Naivusis valdymo metodas bei atminties efektas

3.2.1. Naivioji valdymo schema klasikiniam logistiniam Zemélapiui

Tarkime turime klasikinj logistinj Zemélapj, kur a > v6 + 1, kad egzistuoja stabilaus periodo-n
atraktorius. Tada periodo-1 atraktorius yra nestabilus ir neasimptotinis konvergavimas taip pat
egzistuoja klasikinio logistinio Zemélapio atveju.

Tarkime sudaroma valdymo schema, kur pasirenkama riba & ir turime trajektorija x,,xq, x5 ...
Logistinis zemélapis yra skaiiuojamas tol, kol pasiekiama iteracija, pazymima m raide, kurioje
tenkinama salyga:

lxpm—1 —x*| <6, |2, —x*| = 6, (3.2.9)
¢ia m — iteracijos skaicius, kuriame negalioja salyga (3.2.a) formuléje;
x* — (2.2.9) formuléje aptarta reikSmé, nusakanti stabilizavimo impulsg bei ji yra lygi x* =1 —

1-
™
a

& — trajektorijos svyravimo apribojimo parametras, pagal kurj nusakoma m reik§mé
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Xm I X1 — trajektorijos reikSmés m iteracijoje ir vienoje iteracijoje prie§ m iteracija

Valdymo schema (3.2.a) formuléje yra pritaikoma pagal lygybe x,,,; = x* ir todél yra aiSku, kad
klasikinis logistinis zemélapis isliks stabilus neapibréztg laiko tarpa.

3.2.2. Naivioji valdymo schema trupmeniniam logistiniam Zemélapiui

Pasitelkiant klasikinio logistinio Zemélapio schema, kuri apibrézta praeitame skyriuje, dabar bus
nagrin¢jama ta pati schema, pritaikyta trupmeniniam logistiniam zem¢lapiui.

1 1 1
0 ]
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0A 04 o 0.A4-
0.2 02 02
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10 pav. Naivus trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorijos stabilizavimas, kai parametrai a = 3, @ = 0,8,
6 = 0,05. (a) dalis yra trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorijy H-rangus is skirtingy pradiniy reikSmiy
X reikSmiy, paZymeéty juodais apskritimais. Juodi apskritimai parinkti biitent taip, kad biity pasiekiamas
laikinas trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorijos stabilizavimas. (b) dalyje vaizduojamos trupmeninio
logistinio Zemélapio trajektorijos. Sioje grafiko dalyje raudonos linijos nusako salyga x* + &, zalios —
iteracijg, kurioje vykdomas stabilizavimas jvedamu impulsu, juodos — dalis trajektorijos, tenkinanti salyga
|x, —x*| < &, pilka nepunktyriné linija — juodos trajektorijos tesinys, jeigu stabilizavimas nebity vykes, o
mélyna — trajektorija po stabilizavimo, kai xgg = x*. (¢) dalyje vaizduojami H-rangai, kurie buvo
skai¢iuojami pradedant nuo stabilizavimo momento; juodas apskritimas Sioje grafiko dalyje nusako
trajektorijos vieta po stabilizavimo impulso x*. (d) dalis yra iSdidintas (b) vaizdas ten, kur juodas
sta¢iakampis apriboja grafiko dalj; Sios dalies paskirtis — pavaizduoti stabilizavimo proceso detales: kai
pradiné trajektorija susikirs su raudona taskine linija, valdymo impulsas trajektorija pakeis i x* trajektorija
(valdymo impulso peré¢jimas vaizduojamas raudona rodykle)

Pagal 11 paveikslo (b) dalj, kur juoda linija pavaizduoja trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorija
pries stabilizavima, pilka — trajektorija, jeigu néra vykdomas stabilizavimas, mélyna — trajektorija po
stabilizavimo, o Zalia vertikali brik$niné linija nusako stabilizavimo impulso jvedimo zingsnio verte,
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kuri nusakoma, kai pazeidziama |x, —x*| < § salyga, pazyméta dvejomis horizontaliomis
raudonomis taskinémis linijomis. AkivaizdZziai galima matyti, kad §i valdymo schema nepasiekia nei
neapibrézto laiko stabilizavimo, nei laikinos trukmés stabilizavimo, todél norimam stabilizavimo
rezultatui pasiekti reikia naudoti kita metodologija.

3.3. H-rangais grista valdymo schema

Kaip yra aptarta 3.1.2 skyriuje, egzistuoja pradinés salygos, su kuriomis trupmeninio logistinio
zemélapio trajektorija iSlieka laikinai stabili prie periodo-1 atraktoriaus orbitos. Biitent todél vietoj
naiviojo stabilizavimo metodo, taikomo trupmeninio logistinio zemélapio trajektorijai stabilizuoti,
Siame skyriuje bus apraSoma H-rangais grjsta stabilizavimo metodologija. Naujosios valdymo
schemos id¢ja yra tokia: tuo momentu, kai trajektorijos svyravimai perzengia priimtinas ribas,
pritaikomas stabilizavimo impulsas, kad trajektorija eity per taska, kuris atitinka auks$ty H-rangy zong
H-rangy spalvingje vizualizacijoje. Atlikus tokius veiksmus, po trumpo didesniy svyravimy
laikotarpio trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorija vél kuriam laikui stabilizuojasi.

Siam stabilizavimo procesui jgyvendinti naudojama tokia valdymo schema: nustatoma svyravimo
dydzio riba § ir randama reik§mé m, kur (3.2.a) formulés sglygos nepazeidziamos, tada pritaikome
valdymo impulsa x,,, = &, kur & yra auksty H-rangy zonos centras. Sj procesa galima atlikti ne viena
karta, taCiau kiekvieng karta pritaikius impulsinj valdymag H-rangy vizualizacijos skirsis dél atminties
efekto todél butina perskaiciuoti H-rangy reikSmes po kiekvieno stabilizavimo impulso jvedimo j
trupmeninio logistinio zemélapio sistema.

Todél yra svarbu tinkamai parinkti ¥ reik§me. Zemiau 12 paveiksle (a) ir (b) dalyse galima matyti,
kad jeigu X reikSmé yra parenkama platesnéje auksSty H-rangy dalyje, trupmeninio logistinio
zemélapio trajektorija diverguoja. Sis pastebéjimas nepriestarauja (2.2.9) formulés apribojimams. Sis
divergavimas gali nutikti tik po valdymo impulso ir kadangi valdymo impulsai pakei¢ia trupmeninio
logistinio Zemélapio atminties dalj (svarbu atminti, kad minéta atmintis sekantj sekos narj skaic¢iuoja
su visomis buvusiomis reik§mémis iki pat pradinés salygos imtinai), tokio tipo divergavimui
sudaromos sglygos egzistuoti.

Ne tokj rysky (2.2.9) formulés apribojimy pazeidimg galima matyti 12 paveikslo (c) ir (d) dalyse, kur
X yra parenkamas arti auk$ty H-rangy placiosios zonos. Galima matyti, nors jprastai trupmeninio
logistinio Zemélapio trajektorijos xj nariai yra tarp 0 ir 1 reikSmiy, $j kartg vienoje trajektorijos
reik§méje reikSmé buvo neZymiai Zemesné negu 0. Taciau Sis reiSkinys trunka trumpai ir nevyksta
trajektorijos divergavimas, nes trajektorija ,,susiderina‘“ save ir jos reikSmés islieka tarp 0 ir 1 reik§miy
visose likusiose trajektorijos reik§mése iki trajektorijos pabaigos.
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11 pav. Trupmeninio logistinio zemélapio apribojimy pazeidimas, kai parametraia = 3, « = 0,8ird =
0.05 per skirtingus valdymo impulsus. (a) ir (c) dalyse raudonos taskinés linijos nusako lygtj x* + &, juodos
linijos — trupmeninio logistinio zemélapio trajektorijas prie$ valdymo impulso jvedimg j sistema, pilkos
linijos — trajektorija, kuria juodos linijos keliauty, jeigu nebuty jvykdomas stabilizavimas, zalia briksniné
linija — iteracijos skai¢iy, kuriame vykdomas stabilizavimas, mélyna linija — trajektorija po jvykdyto
stabilizavimo. (b) ir (d) dalyse yra H-rangy spalvinés vizualizacijos, kurios prasideda nuo stabilizavimo
momenty (a) ir (c) grafiky dalyse atitinkamai. Baltas apskritimas (b) dalyje nusako trajektorija po
stabilizavimo impulso jvedimo (a) dalyje, o juodas apskritimas (d) dalyje atitinkamai vaizduoja trajektorija
po stabilizavimo impulso jvedimo (b) dalyje. Galima pastebéti, kad (a) dalies trajektorija diverguoja, o (c)
dalies mélyna linija yra neigiama, taciau trajektorija vis tiek asimptotiskai konverguoja i periodo-2 atraktoriy

Dar vienas pastebimas rezultatas trupmeninio logistinio Zemélapio stabilizavime yra tai, kad galima
parinkti ne vieng tinkama X reik§me. 13 pav. galime matyti, kad abi ¥ reikSmés sugeba laikinai
stabilizuoti trupmeninj logistinj zemélapj ir pasizymi panaSia Stabilizavimo trukme, matuojama
iteracijy skai¢iumi. Zinoma, abi reikimes yra ir §j karta parenkamos auksty H-rangy zony centruose.

Taciau galima pastebéti, kad Siy trajektorijy pereinamieji procesai skiriasi. 13 paveikslo (a) dalyje
meélynoji trajektorija (trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorija po stabilizavimo impulso
jvedimo) svyruoja kur kas silpniau negu (c) dalyje. Kitaip tariant, (a) dalies trajektorijos reakcija j
perturbacijg yra ne tokia zymi kaip (c) dalies.
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12 pav. Dviejy trupmeninio logistinio Zemélapio vieno stabilizavimo atvejy grafikas, kai parametrai a = 3,
a =0,8ird = 0.05. (a) ir (c) dalyse raudonos taskinés linijos nusako lygtj x* + &, juodos linijos —
trupmeninio logistinio zemélapio trajektorijas prie§ valdymo impulso jvedima j sistema, pilkos linijos —
trajektorija, kuria juodos linijos keliauty, jeigu nebiity jvykdomas stabilizavimas, Zalia bruksniné linija —
iteracijos skaiiy, kuriame vykdomas stabilizavimas, mélyna linija — trajektorija po jvykdyto stabilizavimo.
(b) ir (d) dalyse yra H-rangy spalvinés vizualizacijos, kurios prasideda nuo stabilizavimo momenty (a) ir (c)
grafiky dalyse atitinkamai. Juodi apskritimai (b) ir (d) vaizduoja trupmeninio logistinio zemélapio
trajektorijas po stabilizavimo impulso jvedimo. Abi trajektorijos stabilizuojasi, taciau jy pereinamieji
procesai, matomi pagal mélynasias linijas, skiriasi

3.4. Keli valdymo impulsai vienas po Kito

Galiausiai, kadangi praeitame skyrelyje buvo pavaizduotas stabilizavimas su vienu valdymo impulsu,
kai reikSmingam iteracijy skaiciui stabilizuojama trupmeninio logistinio Zemélapio trajektorija, ta
pati metodologija gali biti naudojama kelis kartus i§ eilés. Kitaip sakant, kada netenkinama (3.2.a)
formulés salyga, tada galima taikyti impulsinj valdyma, o kada trajektorija vél paZeis minétosios
formulés salyga, gali buti taikomas sekantis valdymo impulsas ir tai gali biiti vykdoma kiek norima
karty. Minétasis algoritmas leidzia trupmeninio logistinio Zemélapio neapibrézto laiko stabilizavimo
su trumpai trunkanciais staigiais pereinamyjy reikSmiy svyravimais, kol trajektorija galiausiai
stabilizuojasi ir tenkina (3.2.a) formulés apribojimus, kaip rodoma 14 paveiksle.

Svarbu atminti, kad H-rangy grafikai skiriasi kiekvienam stabilizavimo zingsnyje (tai galima matyti
14 paveikslo (b), (c) ir (d) dalyse). Tai reiskia, kad neegzistuoja koks nors fiksuotas impulsas X, kuris
gali biiti naudojamas kiekviename stabilizavimo impulso j sistemg jvedime. Todél H-rangy reikSmés
visada turi biiti perskai¢iuojamos i$ naujo stabilizavimo metu, 0 X reik§mé turi biti parenkama biitent
ja atitinkangia iteracija. Sia sistemos savybe dalinai paaiskina (2.2.g) formulés nelokalumas, kadangi
zemelapio atmintis kiekviename stabilizavimo taske skiriasi, o tai daro jtaka H-rangy reikSméms bei
H-rangy spalviniy vizualizacijy reikSméms.
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13 pav. Trupmeninio logistinio Zemélapio trijy nuosekliy stabilizavimy grafikas, kai parametrai a = 3, @ =
0,8ir & = 0.05. (a) dalyje raudonos taskinés linijos nusako lygtj x* + &, juodos linijos — trupmeninio
logistinio zemélapio trajektorijas prie$ valdymo impulso jvedima j sistema, pilkos linijos — trajektorija, kuria
juodos linijos eity, jeigu nebty jvykdomas stabilizavimas, Zalia briik$niné linija — iteracijos skaiciy, kuriame
vykdomas stabilizavimas, mélyna linija — trajektorija po jvykdyto stabilizavimo. (b), (c), (d) dalyse yra H-
rangy spalvinés vizualizacijos, kurios prasideda nuo stabilizavimo momenty pirmo, antro ir trecio
stabilizavimo (pazyméty mélyna, violetine ir purpurine rozine spalvomis atitinkamai) akimirkose
atitinkamai. Juodi apskritimai vaizduoja trupmeninio logistinio zemélapio trajektorijas po stabilizavimo
impulso jvedimo.
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ISvados
Tyrimo metu padarytos tokios iSvados:

1. Trupmeninis logistinis Zemélapis neturi neasimptotinio konvergavimo daugdary, taciau
galima surasti pradines sglygas, prie kuriy laikinai stabilizuojama periodo-1 nestabili orbita.

2. Naivioji valdymo schema nesugeba stabilizuoti trupmeninio logistinio Zemélapio.
Nepasiekiamas nei laikino laiko stabilizavimas, nei neapibrézto laiko stabilizavimas.

3. Sukurta H-rangy grjsta impulsiné valdymo schema sugeba laikinai stabilizuoti trupmeninio
logistinio Zemélapio trajektorijg. Stabilizuoti sistemg galima kiek norima karty, taiau
kiekvieno stabilizavimo impulso jvedimu metu reikia naujai suskaiciuoti H-rangus.
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