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JZANGA

Vadovaujantis Lietuvos Statistikos departamento duomenimis per paskutinius 15 mety
kiekvieng ménesj Lietuvoje miré¢ daugiau Zmoniy, nei gimé naujagimiy. Tai reiskia, kad
artimiausiu metu j darbo rinka ateis maziau darbuotojy, nei iSeis j pensija. Si neigiama kaita kelia
rimtg 188tkj visiems Lietuvoje veikiantiems pensijy fondams. Fondai, kuriy augimas neigiamas
gali atsidurti situacijoje, kai aktyviis dalyviai taps nepajégis iSlaikyti pasyvius. Dél Sios
priezasties Siame darbe pristatysime pensijy fondy rizikos jvertinimg pagristg dalyviy migracija.

Siame darbe pensijy fondy analizei siiloma naudoti Markovo grandinés. Jos leidzia
modeliuoti dalyviy migracijg yra pakankamai universalios ir pasizymi stochastiSkumu.

Darbo eigoje aptariama Lietuvos respublikoje egzistuojanti pensijy sistema ir iSskiriami
skirtingi pensijy fondy tipai. Pimas skyrius skirtas literatiiros apzvalgai. Antrame skyriuje
pristatoma tolimesniuose skyriuose naudojama metodika. TreCiame skyriuje apraSoma tyrimo
eiga, pritaikyty metody rezultatai ir identifikuojamas geriausias pensijy fondas. Skyriaus

pabaigoje pateikiamas sukurty programy vartotojo vadovas.
Darbo tikslai ir uzdaviniai:

e Susipazinti su Lietuvos Respublikos pensijy sistema;

o Atlikti II pakopos pensijy fondy analizg;

e Perzvelgti galimas pensijy kaupimo strategijas;

e ISnagrinéti Markovo grandinémis pagrista metodika, kurig galima naudoti pensijy
fondy analizéje;

e Sukurti programing jrangg skirta pensijy fondy analizei atlikti;

e ISnagrinéti modeliy tiksluma;

e Pateikti prognoze 2025 metams;

e Rekomenduoti pensijy kaupimo strategijg.
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1. LITERATUROS APZVALGA

Siame darbe analizuojami pensijy fondai (toliau — PF), tai investiciniai fondai, kuriy

tikslas — uZztikrinti finansinj stabilumg pasiekus pensinj amziy ir i$€jus j pensijg. Tokio tipo

investiciniai fondai gali buty privatis arba valstybiniai. Lietuvoje valstybinj pensijos fonda valdo

»Sodra® ir egzistuoja keletas privaciy fondy. Pagal kaupimo specifika jie skirstomi j pirmos,

antros ir trecios pakopos pensijinius fondus:

Pirmos pakopos PF, tai fondas, kuriame socialinés draudimo jmokos pervedamos
tik ,,Sodrai‘;

Antros pakopos PF, tai fondas j kurj pervedama dalis socialinio draudimo jmoky,
$iuo metu mokamy ,,Sodrai“. Sio fondo dalyviai ateityje gaus pensija sudaryta i§
dviejy daliy: socialinio draudimo ir i§ savo sukaupty 1éSy. Tokio tipo fondy
pavyzdziai — ,,DANSKE pensija 100, ,INVL MEZZO II 53+ ir ,,SEB pensija 1%;
Trecios pakopos pensijy fondai skiriasi nuo antros pakopos tuo, kad j juos pinigai
pervedami savarankiSkai pagal su valdymo jmone pasiraSyta sutartj. Jmokos gali
buti periodinés ir neperiodinés bei jas gali mokéti ne tik dalyvis, bet ir kiti
asmenys, kaip pavyzdZziui, sutuoktiniai ar darbdaviai. Tokio tipo fondy pavyzdziai
— ,,Danske pensija plius“, ,,INVL III akcijy pensijy fondas“ ir ,,SEB pensija 1

plius®.

Daugiau informacijos apie skirtingus pensijy kaupimo metodus ir PF galima rasti

Saltiniuose [1] ir [2]. Skirtingy pakopy pensijy fondy pajamy procentinis pasiskirstymas pateiktas

Zemiau esanciame paveikslélyje.

100 %
80 %
60 % Il pakopa
40 %
i Il pakopa
c0% | pakopa
0% - -y .
Jusy gaunamas Blsimos pajamos
atlyginimas
1.1 pav. skirtingy pakopy pensijy fondy galimy pajamy palyginimas ir dabartiniy pajamy
palyginimas'

PF pasidaro naudingi, kai pensinj amziy pasiekgs zmogus nustoja dirbti. Jy tikslas —

uztikrinti zmogaus finansinj sauguma jam nustojus gauti pastovias darbovietés iSmokamas

! https://www.swedbank.]t/images/Privatiems/taupymas_investavimas/pensijos_A3_grafikas_1.jpg
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pajamas. I§ Cia iSplaukia, buitinybé jvertinti ir prizitiréti pensijy fondus. Darykime prielaida, kad
vidutinis asmuo Lietuvoje pradeda dirbti biidamas 23 mety (jgijes bakalauro laipsnj) ir j pensija
iSeina pasiekes pensinj amziy. Norint supaprastinti analize, tarkime, kad tai yra 65 metai, vyrams
ir moterims. Tokiu atveju Zmogus 42 metus kaupia pinigus, kurie jam bus iSmokéti pasiekus
pensinj amziy. Taigi, Zmogaus sugebéjimas apmokéti savo sgskaitas, nusipirkti maisto ar
drabuziy i8éjus j pensijg tiesiogiai priklauso nuo fondy iSmoky egzistavimo [3], [4], [5].

Siame darbe pensijy fondy analizé atliekama naudojant Markovo grandines. Jos daznai
taikomos finansiniy priemoniy, eiliy ir jvairiy rinky analizei dél savo universalumo ir
stochastiskumo [6]. Vienas i§ Markovo grandiniy taikymo pavyzdziy pateiktas 3altinyje [7]. Sio
straipsnio autorius aptaria detaly rinkos dalies prognozavimo metodo realizavimo pavyzdj.
Analizés metu naudojama homogeniné Markovo grandiné, kurios bilisenos — pagrindinés
konkuruojanéiy gamintojy kompiuteriy plokstés. Kartu su prognoze kiekvienam laiko intervalui,
taip pat pateikiamas stacionarus iSsidéstymas atitinkantis gautus duomenis ir detalus gauty
reikSmiy paaiskinimas.

Straipsniuose [8] ir [9] pateikti keturi Markovo grandiniy modeliai, kurie tai pat yra skirti
prognozuoti produkty uzimama rinkos dalj ateityje. Straipsniuose autorius lygina ir analizuoja
modelius, i$ kuriy vienas néra paremtas Markovo grandinémis. Kiekvieno modelio realizavimui
pateiktas aiSkus ir detalus pavyzdys, leidziantis skaitytojui jsigilinti § modelius ir suprasti jy
taikymo principg. Atlikus prognoze SeSiems skirtingiems laiko intervalams, skaitytojui sudaroma
galimybé pamatyti prognozuojamy dydziy kitimg laiko eilutéje. Straipsnio pabaigoje
pateikiamos kiekvieno modelio savybés ir jy palyginimas. Autorius pabrézia savo turimos
grandinés analizés svarba parenkant naudojamus modelius.

Kitas konkurencingas rinkos jvertinimo metodas pateiktas straipsnyje [10]. Straipsnio
autoriaus pristatomas metodas, taip pat naudoja per¢jimo tikimybiy matrica ir jos déka
prognozuoja skalbimo milteliy rinkos pasiskirstyma jmonéms — ,,Ariel, ,,Tix*, ,,Persil®, ,,Tomi*,

(X3

,»Omo®, ,Biopon“. Naudojami 600 respondenty atsakymy duomenys. Autorius iSskiria
skirtingose per¢jimo tikimybiy matricos pozicijose esanciy tikimybiy interpretacija, kuri atspindi
rinkos padétj. ISvadose pateikiama rinkos analizés nauda, reklamos efektingumo bei kokybés
pokycio interpretacija.

Toliau verta atkreipti démesj j G. Datong straipsnj [11]. Jame aptariama teisingos
tikimybiy matricos jvertinimo svarba. Norédamas pasiekti geriausius rezultatus, autorius
tikimybiy peréjimo matricg jvertina naudodamas nesvertinj apribotg maziausiy kvadraty metod3.

Pasinaudodamas §iuo metodu autorius apskaicCiuoja tikimybiy peréjimo matricg ir pateikia

izvalgas apie rinkos kitima ateityje bei galimas rekomendacijas rinkos dalyviams.
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Auksciau iSvardyti darbai pateikia rinkos jvertinimo modelius paremtus diskrecios
Markovo grandinés per¢jimo tikimybiy matrica. [vertinus analizuojamy dydziy ypatumus
(dalyviai gali migruoti i§ vienos biisenos j kita bet kuriuo laiko momentu, taciau informacija
pateikiama fiksuotais laiko momentais) susidaro jsptdis, kad turimos tolydaus laiko Markovo
grandinés. Norint jas teisingai jvertinti reikia pasitelkti metodus, kurie gali i§ diskreciy duomeny
jvertinti tolydzios Markovo grandinés parametrus.

Vienas i3 tokiy metody detaliai aprasytas straipsnyje [12]. Sio straipsnio autoriai pateikia
du biidus skirtus jvertinti intensyvumy matrica: jstrizainés ir svertinés korekcijos metodus.
Metodai logaritmuoja tikimybiy peréjimo matricg ir atsizvelgdama | intesyvumy matricos
savybes atlieka atitinkamas korekcijas. Autoriai palygina modeliy pritaikymo efektyvuma su
senesniais modeliais ir pateikia detalius jy sitilomy metody jrodymus.

Abiejy metody taikymas ganétinai paprastas, kadangi jis nereikalauja sudétingy
algoritmy taikymo ir ilgo skaiCiavimo. Straipsnyje [13] pateikiamas S§iy metody tg¢sinys —
generatoriaus quasi-optimizacijos metodas. Algoritmo tikslas — rasti maziausig skirtumg tarp
jvertinamos intensyvumy ir logaritmuotos peréjimo tikimybiy matricy Darbe pateikiamas Sio
metodo skaiCiavimo algoritmas pritaikytas greitam skaic¢iavimui.

Ketvirtas metodas, kuris sugeba jvertinti tolydzios Markovo grandinés intensyvumo
matricg randamas autoriy Bladt ir Sorensen straipsnyje [14] Autoriai §iai problemai pritaiko du
metodus: EM ir Monte Carlo jvertinimo algoritmus. Straipsnyje pateikiamas modifikuotas
algoritmas ir modifikavimo priezastys. Sio darbo tikslas — pateikti aidky ir suprantama metoda

intesyvumy matricai jvertinti.

13



2. MEDZIAGOS IR TYRIMU METODAI

2.1. Diskretaus laiko Markovo grandinés

Siame skyriuje apibrésime Markovo grandines, kuriose procesas savo bisena keiGia
diskreciais laiko momentais (toliau — DLMG). Sio tipo Markovo grandinés apibiidinamos
naudojant du dydzius — laiko momentg ir zingsnio numerj.

e Tarkime, kad atsitiktinis procesas turi K biiseny. Visy galimy biiseny aibg Zymésime

S ={s1, Sy, .., Sk}

e Proceso biisena laiko momentu t,,n = 1, ..., T yra Zymima, kaip X (t,,).

Proceso X = {X(t,)[n=1,..,T} judéjimas tarp biseny, priklausanciy aibei S,

apibréziamas peréjimo tikimybiy matrica P (t;).

P11(tn) DPi2(tn) - Pik(tn)
P(t,) = P215(tn) P22 gtn) szs(tn) (1)
Pr1(tn) DPr2(tn) - DPrx(tn)

Sioje matricoje p; i(tn) = P(X(t,) = jI(X(t,—1) = i). Toliau Sig tikimybe vadinsime
peréjimo i$ i-osios biisenos j j-aja buseng tikimybe. Aisku, kad Zﬁ-{ pij(t,) = 1, kai sumuojama
pagal visas galimas busenas. Matricos P(t,) pagalba galima rasti n-zingsning peréjimo
tikimybiy matricg.

2.1 Apibrézimas

Per¢jimo 1§ busenos s; | buseng s; lygiai per m zingsniy tikimybé yra vadinama m-
zingsnine peréjimo tikimybe ir Zymima pgn). Atitinkama matrica, sudaryta i$ pl.(}n) elementy yra
vadinama m-zingnine per¢jimo tikimybiy matrica.

2.1 Teorema

Jei P =P(t,) yra vienaZzingsné Markovo grandinés (kurios peréjimo tikimybeés
nepriklauso nuo zingsnio numerio, o priklauso tik nuo to, i§ kokios j kokig bliseng vyksta

peréjimas) peréjimo tikimybiy matrica, tai P™ yra m-zingsniné peréjimo tikimybiy matrica [6].

2.2.  Tolydaus laiko Markovo grandinés

Tolydaus laiko Markovo grandinés (toliau — TLMG) yra DLMG tesinys, jy skirtumas —
laiko momentas. Diskreciu atveju procesas savo biisenas keicia diskreciu, o tolydziu atveju —

atsitiktiniu laiko momentu.
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Kaip ir DLMG atveju, TLMG yra apibtidinamas stochastiniu procesu X = {X(t)|0 < t},

kuris visiems t > 0,s > 0 ir i, j € S tenkina lygtj (2).

PX(G+t)=jX6) = {XW):0<su<s}) =PX(s+t)=j|X(s) =1i) (2)
2.2 Apibrézimas
TLMG procesas vadinamas homogeniniu, jeigu tenkina lygtj,
PX(s +1t) =jlX(s) =) = P(X(®) = j|X(0) = D).
TLMG apibiidinimui yra naudojama:

e Proceso buseny aibé - S = {s;, Sy, ...,Sx};

—q1 12 - ik
Q= QZ§1 _?22 CIZEK
k1 9k2 - —Qkk (3)

e Intensyvumy matrica Q.

Intensyvumy matrica Q tenkina Sias savybes:
1. 0<—q; < oo
2. OSC[Ukall:/:],

3. Xjq;; = 0:visiems i.

Per¢jimo tikimybiy matricg galime apibrézti, kaip
P(t,t + At) =1+ AtQ + o(At); €))

¢ia I yra vienetiné matrica. M-tojo Zingsnio peré¢jimo tikimybiy matrica apskaiiuojama panasiai
[6]. Tarkime, kad s = t + mAt, tuomet
P(t,s) =~ (I + AtQ)™

=(1+S;ltq)m (5)

irkaim - o

P(t,s) = exp((s — ©)Q). (6)
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2.3. Markovo grandiniy taikymai

2.3.1. Markovo grandinés modelis skirtas prekinio Zenklo problemai spresti

Sio modelio tikslas — jvertinti klienty lojaluma ir prognozuoti klienty elgesj. Analizés
metu jvertinami istoriniai duomenys, o gauti rezultatai atspindi modelio ateities prognoze.

Sekanciame skyriuje aptarsime tris modelio jvertinimo algoritmus:

. Homogeninis Markovo modelis;
° Laike kintantis Markovo modelis;
o ISpléstas laike kintantis Markovo modelis.

2.3.1.1. Homogeninis Markovo modelis

Siame modelyje klientai tarp biiseny juda fiksuotais laiko momentais. Tai pat jie gali
pasilikti esamoje biisenoje arba pereiti ] kitg bliseng (pradéti naudotis konkurento paslaugomis).
Modelio jvertinimui naudojami du dydZiai — peréjimo tikimybiy matrica P(t,), kuri pateikta

lygtyje (1) ir rinkos dalies vektorius Y;, kuris apibréziamas, kaip

Ye = [ye(51), ¥£(52), e, ¥e (Sk—1), e (Si0)]. (7N

Vektoriaus Y; elementai y;(s;) jvertinami apskaifiuojant tiekéjo s; rinkos dalj laiko
momentu t. Kadangi jvertinama rinkos dalis, tai X, y.(s;) = 1. Norint rasti kito etapo rinkos
dalj, Y;,,, reikia sudauginti Y; ir P, kur P yra §io etapo peréjimy tikimybiy matrica. Ji turi biiti
pastovi skirtingoms t reikSméms [8], [9].

Norint jvertinti t + 1 etapo rinkos dalies vektoriy naudojant esamo etapo, t = 1, duomenis

naudojamos zemiau pateiktos iSraiskos,

Y, =Y,P,
Y3 - YzP - (Ylp)P - Y1P2'
Y41 = Y, PL. ()

2.3.1.2. Laike kintantis Markovo modelis

Kai P matrica kinta laike, tai homogeninis modelis nebetinka ir tada naudojamas laike
kintantis Markovo modelis. Sis modelis naudoja modifikuota (8) formulg, kur
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Y, ="1h,

Y3 =Y,P, =Y1P P,
t
Yeva =1 Py )
n=1
Formuléje (9) norint jvertinti Y, ; kiekvienam laiko periodui t reikia apskaiCiuoti P,. Tai galima
atlikti naudojant Zemiau pateiktas iSraiSkas [8], [9].
Piy1 = P, + AP;
AP(i,j) = opyj;
pij (t) pij(t —1)

Ap;; = - : (10)
Y Kip®) XK p;@®
Sujungus iSraiskas (9) ir (10), gauname galuting modelio iSraiSka,
t t 11
Yt+1=Y11_[ Pnzyln (P1+TLAP). ( )
n=1 n=1

2.3.1.3.  ISpléstas laike kintantis Markovo modelis

Abu anks¢iau minéti modeliai skirti jvertinti tiekéjo i rinkos dalj laiko momentu t + 1.
Sio modelio privalumas — i§samesné prognozé. Jvertinama ne tik rinkos dalis, bet ir tikslus
klienty priklausanciy tiekéjui i kiekis laiko momentu ¢ + 1.

Siam modeliui pirmiausiai reikia jvertinti rinkos augimo koeficienta G,

G = [91,92) > 9il. (12)

Sekantis modelio zingsnis — populiacijos vektoriaus @, jvertinimas. Kito

etapo populiacijos vektorius jvertinamas naudojant zemiau pateiktas formules,

Q2 =G © Q1P = [919:1(51), 9291 (52), .., G @1 (k) | Py,
Q=G0 QP,=60G0OQ,PP,
= [979:(s1), 9501 (52), ..., G Q1 (5K )1P1 P,

t
Qi1 =GOt O Q 1_[ 1Pn = [g4q1(s1), 951 (s2), ..., gk q1(sk) 1P Py =+ P,
n:

t
Qu1 =600 | | _i+nap) (13)

kur O zymi matricy daugybg, kur matricos C = A O B ¢;; elementas randamas sudauginus

atitinkamus matricy A ir B elementus, t.y. ¢;; = a;;b;; [8], [9].

17



2.3.2. Diskretaus laiko Markovo grandinés su diskreciy laiko momenty stebéjimais

Tai lengviausias skai¢iavimo biidas. Pirmas sprendimo zingsnis — tikétinumo funkcijos

sudarymas. Jos iSraiSka pateikta zemiau.

L(P) = ﬁ ﬁ pra (14)
TR

i=1 j=1

kur N;j(m) — peréjimy i§ busenos i j buseng j skaiCius. IS ¢ia gaunama peréjimo tikimybiy
jvertinio isSraiska [6]:

_ N(m)
YT N (m)

(15)

Pavyzdys

Turime 2.1. pav. pavaizduota Markovo
granding su trimis blisenomis, taigi S = {s; = J,s, =
A,s3 = P} ir | = J peréjo 10 dalyviy ir Ny; = 10,
J2A=5=N;, A->A=20=N,,, A-]=
15=N,;,, A->P=1=N,3, P—>P=2= N33,

P -] =20=Nz. 2.1 pav. Markovo grandiné su trimis biisenomis

Turint Siuos duomenis galime jvertinti peréjimo tikimybes,

Ny 10 2 067 = ~ 0335 — 0
p11_25‘<=1N1j_10+5_3~ -0/,p12 = U.53,P13 = U,

Py ~ 0.42,p,5 = 0.55,p,3 = 0.03,
P31 = 0.91,p3, = 0,p33 = 0.09, (16)
ir gaunama peréjimo tikimybiy matrica,
0.67 033 0
P = .

0.42 0.55 0.03 a7

091 0 0.09

2.3.3. Tolydaus laiko Markovo grandinés su diskreciy laiko momenty stebéjimais

Siame skyriuje aptarsime tris metodus skirtus jvertinti intensyvumy matrica, kai dirbama

su stebéjimais uzfiksuotais diskreciais laiko momentais.
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2.3.3.1.  Istrizainés korekcijos ir svertinés korekcijos metodai

Pirmas $io metodo Zingsnis - peréjimo matricos logaritmo radimas. Siame darbe bus
naudojamas [12] pateiktas metodas, kuriame

®-n° (P-1° (P-1)' 8
)_ > + 3 _ 2 4. (18)

log(P) =(P—1

ir

1 _
Q= _tlog(log(P(t,s)). (19)

S

Sudarius @ gauname, kad matrica netenkina anks¢au apibrézty jos savybiy. Siai problemai

iSspresti taikomas jstrizainés korekcijos ir svertinés korekcijos metodai.

Istrizainés korekcijos metodo algoritmas,

L. g =

0, jeiguiijirqij<0 . . - ) R )
{ , Cla ¢;; — matricos Q clementai, o g;j — matricos

q;j, kitais atvejais

—

Qik elementai;
2. @}lK = —Z;{:Liij qij, visiems i = 1,2, ...,K.
Svertinés korekcijos metodo algoritmas:
L a O,jeiguiijirqij<0 . . 5 el ) R .
- 4 = {qij. kitais atvejais , Cla q;j — matricos Q elementai, o §;; — matricos

Qg clementai;

~ ~ ~ 5 di .. .
2. G =qi; — |ay] (Z%:jﬁih) visiems i = 1,2, ..., K.[12]

2.3.3.2.EM algoritmas

Naudojant §j algoritmg yra siekiama rasti didziausig tikétinumo funkcijos reikSme.
Algoritmas sprendziamas inicijuojant du Zingsnius:
e Zingsnis E (tikétinumo Zingsnis). Zingsnio tikslas — apskaiiuoti jvertinj
trukstamiems dydziams;
e Zingsnis M (didZiausios vertés paieskos zingsnis). Naudojant E Zingsnio rezultatus

jvertinami parametrai, kurie toliau bus naudojami zingsnyje E.

Algoritmg galima pradéti tiek nuo E, tiek nuo M Zzingsnio priklausomai, kokius pradinius

duomenis turime. Yra jrodyta, kad jeigu apskaiCiuotume tikétinumo reikSme su kiekviename
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algoritmo cikle gautu parametru, tai Sios tikétinumo reikSmés sudaryty nemazéjancia seka. Taigi,
EM algoritmas maksimizuoja tikétinumo funkcijg tik lokaliai.

Kadangi algoritmas konverguoja j lokaly maksimumg svarbu ir pradinés matricos
Q parinkimas. Tam atlikti naudojami keli inicializavimo biidai: atliekamas k-vidurkiy
klasterizavimas ir gautas sprendinys naudojamas kaip pradinis EM algoritmo parametras; arba
pradinis parametras parenkamas atsitiktinai, ir algoritmas atlickamas i§ keliy pradiniy tasky.
Galutinis sprendinys pasirenkamas pagal didZiausig tikétinumo funkcijos reikSmeg.

EM algoritmo taikymas:

Tikétinumo funkcijos logaritmas pateiktas Zemiau esancioje lygtyje,

E[log L(Q) |x*"] =

i 2 log(qij) E[N;;(T) |xSteb] — iz q;;E[R; (T)|x5teP] (20)

i=1 j#i i=1 j#i
M Zzingsnio jverciai gaunami naudojantis formulg,

. E[Nl] (T) |xsteb]

- ' 21
qy E[Rj(T)lxsteb] ( )
Sios salyginés tikimybés gali biti isreikstos, kaip
N
E[Nij (T)leteb] = z E[Ni}]l' (T)lxh] ir E[Rl-(T) |x5teb]
h
N
= > E[RIT)Ix"),
" (22)

Lygtyje (22) E [NL-']‘- (T)|xh] ir E[R!(T)|x"] yra salyginis peréjimy i3 biisenos i j bisena j
vidurkis ir salyginis laiko, praleisto biisenoje i vidurkis, kai turime diskretaus laiko stebé¢jimus
x™. 1§ to seka, kad sunkiausia algoritmo dalis — $iy dydziy jvertinimas E Zingsnyje. Pazymékime
x"(tn41) ir x"(t,,) stebimo proceso h biiseng laiko momentais t,, ir t,,, tuomet pagal Markovo

savybe gauname kad,
T-1
E[RED|x] = ) BIRFOOIX (t12) = x"(t12), X" (62)

n=1

= xh(tn)]

(23)
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ir
T-1
ENST[x"] = > BING@OIX" (trs) = 2 (tnsn), X" (60)
n=1

= x"(ta)]. 24

Tuomet E[N/}(T)|x"] ir E[R]!(T)|x"] skai¢iavimas tampa salyginio vidurkio skaitiavimu
laiko periodui tarp steb&jimy momenty ¢,,,, ir t,. Jeigu laikysime, kad e; yra K ilgio vektorius,
kurio visi elementai yra lygis nuliui, o elementas i yra lygus vienam, tai iSraiskg (23) galime

uzrasyti taip:

E[Rih(At)th(trHl) = xh(tn+1): Xh(tn) = xh(tn)]

n=1
T-1
1 thta
= Bezh(t )(j; eXp((S
n=1 n
- tn)Q(eie'zF)exp((trHl - s)Q)dS) Cxlt(tns): (25)

Tada (25) iSraiska tampa tokia:

E[Nifjl'(At)lxh(tn+1) = xh(tn+1)'Xh(tn) = xh(tn)]

n=1
T-1
1 tnyt
_ T
= Bexh(tn)(%’j ft exp((s
n=1 n

- tn)Q(eie]T)exp((th - s)Q)ds) Cxh(tnsy) " (26)
(25) ir (26) lygtyse D yra lygus

D= e;fh(tn) expl((t, — th1)Q) €xhie, ) 27)

EM algoritmo taikymo zingsniai:
1. Pasirinktu metodu nustatoma pradiné Q, matrica ir ji prilyginama matricai Qy;

2. Visiems stebéjimams apskaic¢iuojamos (25) ir (26) reikSmes;
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E[Nij(T) |xsteb]

— = yisoms i ir j reik§méms. Gauta matrica Q prilyginama
B[R, (1) |xeeb] soms J reikSméms. Gau ca Q prilyg

3. lvertinami q,, =

matricai Qy, ir grjztama prie 2 Zingsnio;

4. Procesas kartojamas, kol pasiekiami stabilts rezultatai. [14]

2.4. Stacionarus iSsidéstymas

Tarkime, kad nagrin¢jamam procesui egzistuoja ribinés tikimybeés
pi = li mp; (¢). (28)
Tokiu atveju bégant laikui sistemoje nusistovi stacionarus rézimas, kurio metu ji pereina
i$ vienos biisenos ] kitg, bet biiseny tikimybés jau nesikeicia.
DTMG stacionarios tikimybés mr; randamos iSsprendus lygtj

n = Pm. (29)

TLMG stacionarios tikimybés 1r; randamos iSsprendus lygti
nQ = 0. (30)

Abiem atvejais 7r; > 0 ir XX, m; = 1. [15]

2.5. Paklaidy jvertinimas

Modelio paklaidy jvertinimas reikalingas norint nustatyti metodo tinkamuma. Siame darbe
paklaidy jvertinimui bus naudojami du paklaidy jverciai: vidutiné absoliutiné procentiné

paklaida (toliau — MAPE) ir vidutiné absoliutiné paklaida (toliau — MAE).

2.5.1. Vidutiné absoliutiné procentiné paklaida

Paklaida apskai¢iuojama pagal formulg,

19 |T-T
MAPE = - Z «100; 31)
n o T

kur T — tikra reik§me, T' — prognozés rezultatai.

Paklaidos reikSmiy interpretacija:
o Tki 10 % didelis tikslumas;
e 10 —20 % geras tikslumas;
¢ 20 — 50 % pakankamas tikslumas;
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® 50 % + blogas tikslumas.

2.5.2. Vidutiné absoliutiné paklaida

Paklaida apskaiciuojama naudojantis zemiau pateikta formule,

1 n—-1
MAE =~ ZIT’—TI. (32)
t=0
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3. TYRIMU REZULTATAI IR JU APTARIMAS

Tyrimo tikslas — rasti rizikingiausig ir maziausiai rizikingg PF. Tyrimo metu buvo
analizuojamos penkios jmonés, valdancios 2 pakopos PF. Imoniy ir PF sgraSas pateiktas 3.1

lenteléje

3.1 lentelé. Analizuojamy II pakopos pensijy fondy saraSas

Pensijuy fonda valdanti imoné II pakopos pensijy fondas

Aviva Europensija
UAGDPB ,,AVIVA Lietuva* Aviva Europensija ekstra
Aviva Europensija plius
Danske Pensija 100
UAB ,,Danske Capital investicijy valdymas* Danske Pensija 50
Konservatyvaus valdymo Danske pensija
DNB Pensija 1
UAB ,,DNB investicijy valdymas* DNB Pensija 2
DNB Pensija 3
INVL STABILO II 58+
UAB ,,INVL Asset Management* INVL EXTREMO II 16+
INVL MEDIO 1II 47+
SEB Pensija 1
UAB ,,SEB investicijuy valdymas“ SEB Pensija 2
SEB Pensija 3
Swedbank Pensija 1
Swedbank Pensija 2
UAB ,,Swedbank investiciju valdymas* Swedbank Pensija 3
Swedbank Pensija 4
Swedbank Pensija 5

3.1. Duomeny paieska

Pirmas tyrimo etapas — duomeny paieska. Siekiant gauti duomenis reikalingus analizei
buvo susisiekta su visomis 3.1 lentel¢je iSvardytomis jmonémis, Lietuvos Respublikos centriniu
banku, Lietuvos Respublikos statistikos departamentu ir Sodra. Duomenis tyrimui pateike
Lietuvos Respublikos centrinis bankas, Lietuvos Respublikos statistikos departamentas ir UAB
"DNB investicijy valdymas".

Toliau buvo apdorojami turimi duomenys. Lietuvos Respublikos centrinis bankas ir UAB
"DNB investicijy valdymas" pateiké duomenis, esancius 3.1 pav. Lentel¢je pateikti duomenys
atspindi PF dalyviy migracijg. DidZioji dalis analizuojamy PF visuomenei Siuos duomenis
pateikia kiekvieny kalendoriniy mety veiklos ataskaitoje, taiau minéti Saltiniai suteiké galimybe
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analizuoti mazesnio laikotarpio duomenis ir tokiu budu atkurti trikstamus duomenis. Taip pat

buvo naudojami duomenys apie grynyjy aktyvy pokytj, infliacijos lygj Lietuvoje ir papildomi

Dalyviy skaidius ataskaitinio laikotarpio pradZioje

dalyviai, pasinaudojg teise nukelti pensijy ismokos
mokéjima

Dalyviu skaitius ataskaitinio

llaikotarpio pabaigoje dalyviai, paunantys periodines pensiju idmokas

kiti dalyviai

15 viso

Dalyviu skaitiaus pokytis

Bendras prisijungusiu dalyviu skaifius
Dalyviai, pensiju kaupimo sutartis sudare pirma karta
i tos pacios pensijy kaupimo bendroves

1% kitu pensiju fondy atéje dalyviai

15 kitos pensijuy kaupimo bendrovés

Bendras pasitrankusiy dalyviu skaitius
| kitus pensiju fondus iféjusin dalyvig  |valdomus tos padios pensiju kaupimo bendrovés

skaitius valdomus kitos pensiju kaupimo bendrovés
iistojusiy (pildoma tik papildomo savanoriiko pensijy
kaupimo pensiju fondo atveju)

sulaukusiy nustatyto pensijos amZiaus ir pasinaudojusiy
teise | pensiju iSmoka (vienkarting iSmoka, anuiteta ir jy
Baigusiu dalyvavima dalyviy skai€ius  |derini)

dalyviy, pasinaudojusiy Pensijy  kaupimo  jstatymo)
suteikta galimybe vienasalikai nutraukti pirma kartg
sudaryta sutarti

mirusiy dalyviu

3.1 pav. Analizei naudota informacija apie pensijy fondy dalyvius

Lietuvos Respublikos centrinio banko teikiami iSvestiniai duomenys apie PF dalyviy judéjima.

3.2.  Pensijy fondy pelningumo ir dalyviy migracijos analizé

Siame tyrimo etape analizuojami PF ir juos valdanéiy jmoniy dalyviy grynyjy aktyvy
poky¢iai 2011 — 2015 metais. Grynieji aktyvai, tai PF turto vertés ir ilgalaikiy bei trumpalaikiy
finansiniy jsipareigojimy, susijusiy su visomis valdymo ir administravimo iSlaidomis (iSskyrus
jsipareigojimus PF dalyviams) skirtumas. 2015 metais vidutiné grynyjy aktyvy dalis vienam PF
dalyviui buvo 1 771 Eur., o Siuo metu vidutiné senatvés pensija Lietuvoje yra 255,15 Eur. Tai
reiSkia, kad vienam PF dalyviui priklausanti grynyjy aktyvy dalis yra mazesné nei septynios
vidutinés senatvés pensijos iSmokos.

Zemiau pateiktuose grafikuose matome PF valdan¢iy jmoniy ir PF dalyviy, bei grynyjy
aktyvy pokytj lyginant su praeitu laikotarpiu.
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Pensijy fondus valdanciy jmoniy dalyviy pokytis 2012 - 2015

metais
1.7
1.5
13
1.1 9—— s é
0.9
2012 2013 2014 2015
e |JAGDPB , AVIVA Lietuva“ === JAB ,,Danske Capital investicijy valdymas“
== |JAB ,,DNB investicijy valdymas” UAB ,INVL Asset Management”
= JAB ,,SEB investicijy valdymas“ == JAB ,,Swedbank investicijy valdymas“

3.1 grafikas. Pensijy fondus valdanc¢iy jmoniy dalyviy pokytis 2012 — 2015 metais.

Pensijy fondus valdanciy jmoniy grynyjy aktyvy pokytis 2012 -

2015 metais
1.7
1.6
1.5
14
1.3
L2 ;\;
1 \_—__%—
0.9
0.8
2012 2013 2014 2015
s | JAGDPB ,, AVIVA Lietuva“ === JAB , Danske Capital investicijy valdymas“
=== |JAB ,,DNB investicijy valdymas” UAB ,INVL Asset Management”
e JAB ,SEB investicijy valdymas“ e JAB , Swedbank investicijy valdymas“

3.2 grafikas. Pensijy fondus valdanc¢iy jmoniy grynyjy aktyvy vertés pokytis 2012 — 2015

metais.

I8 8iy grafiky matome, kad UAB ,,INVL Asset Managment™ jmonés aktyvai augo léciau
nei dalyviy skaiCius. Tai reiSkia, kad 2014 metais grynyjy aktyvy kiekis vienam dalyviui
sumazgjo. Taciau 2015 metais Sio fondo grynyjy aktyvy augimas buvo didziausias. Remianti
istoriniais duomenimis zinome, kad 2014 metais grynyjy aktyvy kiekis vienas asmeniui buvo 17
% mazesnis nei 2013 metais. Imonés, kuriy grynyjy aktyvy pokytis ir grynyjy aktyvy pokytis

vienam asmeniui analizuojamu laikotarpiu nesumaz¢jo — UAB ,,Danske Capital investicijy
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valdymas“, UAB ,,Aviva Lietuva“ ir UAB ,,DNB investicijy valdymas“. O UAB ,,Aviva
Lietuva“ patyre stabiliausig grynyjy aktyvy ir dalyviy augima.

Toliau apskaic¢iuojama analizuojamy fondy statistika. Tolimesniuose tyrimo etapuose
atsiradus poreikiui ji bus naudojama, kaip papildomas kriterijus, bei atskaitinis taskas rezultaty
interpretacijai.

Analizuoti PF vadovavosi Siomis investavimo strategijomis:

e Konservatyvaus investavimo strategija — Sios investavimo strategijos PF savo turta
investuoja tik j Lietuvos Respublikos centrinio banko ar kity $aliy centriniy banky
isleistus vertybinius popierius [16]. Zemiau esandioje lenteléje pateiktas
konservatyviy PF sarasas ir duomenys apie dalyviy ir grynyjy aktyvy pokytj

analizuojamu laikotarpiu;

3.2 lentelé. Konservatyviy pensijy fondy grynyjy aktyvy ir dalyviy pokyciai

Grynuju Grynujy aktyvy vertés
Dalyviu
Pensiju fondas Veiklos pradzia aktyvy vertés vt pokytis vienam dalyviui
pokytis
pokytis (jvertinus infliacija) |
Konservatyvaus
) +90 %
valdymo Danske 2006 m. balandzio 6 d. +16 % +54 %
(+78 %)
pensija
L +58%
Aviva Europensija 2004 m. birzelio 15d +1% +46 %
(+48 %)
+224 %
DNB Pensija 1 2003 m. rugs¢jo 11d +129 % +33%
(+204 %)
. +4%
Swedbank Pensija 1 2003 m. rugpjiicio 28 d 2% -23% +27 %
= o
INVL STABILO II . +1911 %
2003 m. rugpjiicio 28 d +2551 % -29%
58+ (+ 1784 %)

e Mazos akcijy dalies investavimo strategija (iki 30 proc. 1éSy investuojama |
akcijas) — §io tipo PF yra laikomi mazai rizikingais, kadangi juose investicijos j
akcijas siekia iki 20-30 proc. viso jy turto ir labiausiai tinka investuotojams, kurie
nori didesnio pajamingumo, taCiau nenori prisiimti papildomos rizikos [16].

Duomenys apie $io tipo fondus pateikti 3.3 lenteléje.
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3.3 lentelé. Mazos rizikos pensijy fondy grynyjy aktyvy ir dalyviy migracijos analizé

Grynuju Grynuyjy aktyvy vertés
Dalyviy
Pensijuy fondas Veiklos pradzia aktyvy vertés vt pokytis vienam dalyviui
pokytis
pokytis (ivertinus infliacija) |
o +39%
Swedbank Pensija 2 2003 m. rugpjucio 28 d. -15% +54 %
(+30 %)
Aviva Europensija o +111%
2004 m. birzelio 15d +33% +49 %
plius (+97 %)
o +107 %
DNB Pensija 2 2004 m. birzelio 15 d. +45 % +33%
(+ 94 %)

e Vidutinés akcijy dalies investavimo strategija (j akcijas investuojama 30 — 70 proc.
viso turto) — Sios strategijos besilaikantys PF yra laikomi vidutinés rizikos PF, jie
labiausiai tinka vidutinio amZiaus klientams [16]. Zemiau esandioje lenteléje
pateikti duomenys apie Sio tipo fondy grynyjy aktyviy ir dalyviy pokytj 2011 —
2015 metais;

3.4 lentelé. Vidutings rizikos pensijy fondy grynyjy aktyvy ir dalyviy migracijos analizé

Grynuju Grynuyju aktyvy vertés
Dalyviy
Pensiju fondas Veiklos pradzia aktyvy vertés vt pokytis vienam dalyviui
pokytis
pokytis (jvertinus infliacija) |
- + 138 %
Swedbank Pensija 4 2005 m. lapkri¢io 25 d. +15% +94%
(+ 123 %)
Aviva Europensija ) +176 %
2006 m. vasario 8 d. +43 % +80 %
ekstra (+ 158 %)
o + 69 %
Swedbank Pensija 3 2003 m. rugpjicio 28 d. -3% +63 %
(+59 %)
o +102 %
Danske pensija 50 2004 m. birzelio 15 d. +18 % +61%
(+ 89 %)
o +62 %
SEB Pensija 2 2003 m. rugpjicio 28 d. +2% +48 %
(+51%)
) +204 %
DNB Pensija 3 2003 m. rugséjo 11 d. + 108 % +37%
(+ 185 %)
) +446 %
INVL MEDIO II 47+ 2007 m. rugséjo 20 d. +344 % +15%
(+411 %)
e Akcijy investavimo strategija (visas turtas investuojamas ] akcijas) — tai

rizikingiausia investavimo strategija, kurioje investicijos i akcijas siekia nuo 70 iki
100 proc., tokio tipo PF renkasi investuotojai, kurie nori didziausio pajamingumo ir
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yra mazai jautriis rizikai. Sie PF fondai daZniausiai rekomenduojami j darbo rinka
izengusiems asmenims [16]. Detalesné informacija apie Sio tipo PF pateikta

Zemiau esancioje lentel¢je.

3.5 lentelé. Didelés rizikos pensijy fondy grynyjy aktyvy ir dalyviy migracijos analizé

Grynyju Dalyviy Grynuju aktyvy vertés
Pensiju fondas Veiklos pradzia aktyvy vertés pokytis pokytis vienam dalyviui
pokytis (jvertinus infliacijg) |
INVL EXTREMO 11 . +341 %
2007 m. rugséjo 24 d. +131% +79 %
16+ (+313 %)
+126 %
SEB Pensija 3 2006 m. kovo 27 d. +30% +63%
+112%)
) + 141 %
Danske pensija 100 2004 m. birzelio 15 d. +55% +46 %
(+ 126 %)
. +1312 %
Swedbank Pensija S 2011 m. balandzio 21 d. +3155% -59%

(+ 1223 %)

Kiekvienam asmeniui rekomenduojama keisti PF pereinant i§ labiau rizikingo j maziau
rizikinga besikeiciant jo poreikiams ir aplinkybéms. Tai reiksty, kad kiekvienas asmuo turéty
pradéti akcijy tipo PF ir i$ jo pereiti j vidutinés akcijy dalies PF, o iSeiti | pensijg biinantis mazos
akcijy dalies PF.

Rekomenduojamas PF keitimo amzius:

e Tki 40 mety — didelés rizikos PF (akcijos sudaro 70 — 100 proc. portfelio);
e Nuo 36 iki 60 mety — vidutinés rizikos PF (akcijos sudaro 30 — 70 proc. portfelio);
e Nuo 46 iki 60 mety — mazos rizikos PF (akcijos sudaro iki 30 proc. portfelio);

e Nuo 60 mety — konservatyvus PF [17].

3.3.  Markovo grandiniy identifikavimas

Sio etapo metu buvo nustatomos galimos proceso biisenos ir sudaromos Markovo
grandinés. Sudarant pirmuosius modelius — jtraukiami tik tie dalyviai, kurie lieka sistemoje, tai
yra, ignoruojami PF klientai, kurie dél jvairiy priezasCiy pasitrauké i§ PF. Pirmuoju atveju
dalyvis migruoja tarp PF valdanciy jmoniy, o antruoju — tarp skirtingy fondy, priklausanciy tai
padiai rizikos grupei. Sios analizés tikslas — nustatyti optimaliausia PF keitimo seka.

IS pateikty istoriniy duomeny, galima jvertinti tikimybes, jog dalyvis nekeis PF, taigi,
likusios peréjimo tikimybés parenkamos atsizvelgiant | turimus duomenis. [éjimo ar i$¢jimo i
fondo tikimybés apskaiCiuojamos, naudojant zinomas is¢jimo i kitus fondus reikSmes ir jas
iSskirstant analizuojamiems fondams, atsizvelgiant j (t — 1) laikotarpio augimo tendencijas.
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Trecias analizuojamas modelis - UAB "DNB investicijy valdymas" jmonés valdomy PF

dalyviy judéjimas. Sio modelio biisenos nustatytos atsizvelgiant j turimus duomenis. Verta

pastebéti, jog §] model] galima pritaikyti ir visai pensijy sistemai apibréziant papildomas

bisenas.

3.4. Markovo grandiniy su iSvestiniais duomenimis analizé

Siame poskyryje taikomi 2.3.1. poskyryje pateikti metodai ir analizuojami gauti

rezultatai.

3.4.1. Pensijy fondus valdanciy jmoniy analizé

Pirmas analizuojamas modelis pavaizduotas 3.2 pav. Jis skirtas prognozuoti klienty kieki

PF valdanciose jmonése. Prognozei naudojami 2011 m. ir 2012 m. duomenys. Gauti rezultatai

bus lyginami su 2015 m. duomenimis. Atliktos prognozés rezultatai pateikti 3.6 lenteléje.

3.6 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp pensijy fondus valdan¢iy jmoniy 2015 mety

istoriniy duomeny ir prognozés palyginimas

Pensiju fonda
valdanti UAB
. .| UAGDPB »Danske IIJ)I;% UAB ,INVL | UAB,,SEB Sv}iﬁll)}ank
imoné | Ayiva Capital L Asset investicijy | ” ‘.
. « . . e investicijy « « investicijy
Lietuva investiciju « | Management valdymas o
« | valdymas valdymas
valdymas
Metodas
2015 m. duomenys 17% 2% 11% 9% 22% 39%
Homogeninis
0, 0 0, 0, 0, 0,
Markovo modelis 18% 3% 9% 5% 25% 40%
Laike kintantis
0, 0 0, 0, o, 0,
Markovo modelis 17% 3% 9% 6% 25% 40%
ISpléstas laike
kintantis Markovo 18% 2% 10% 5% 25% 40%

modelis
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1 busena - UAGDPB AVIVA
Lietuva“;

2 busena -UAB ,,.Danske
Capital investicijy valdymas®;

3 busena - UAB ., DNB
investicijy valdymas®;

4 busena - UAB INVL Asset
Management*;

5 busena - UAB ,.SEB
investicijy valdymas®;

©
H B B B B N

o 6 busena - UAB ,,Swedbank

o investicijy valdymas®.

3.2 pav. Markovo grandiné atspindinti pensijy fondus valdangiy jmoniy dalyviy migracija?

Auksciau esancioje lenteléje pateikiami prognozés rezultatai, kurie parodo kokia rinkos
dalis ateityje priklausys PF valdanciai jmonei. Skirtumas tarp prognoziy atlikty skirtingais
metodais tai paciai jmonei — keli procentai. Tai parodo, kad naudojami modeliai yra tinkami,
taCiau norint parinkti geriausig vertinimo btidg reikia jvertini paklaidy jvercius, jie pateikti 3.7

lenteléje.

3.7 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp pensijy fondus valdanciy jmoniy prognoziy

paklaidy jverciai

Paklaidy jvertis | MAPE (vidutiné absoliutiné MAE (vidutiné
Metodas procentiné paklaida) absoliutiné paklaida)
Homogeninis Markovo modelis 26,6 % 1.8
Laike kintantis Markovo modelis 25,8 % 2
ISpléstas laike kintantis Markovo modelis 17 % 1.6

Ivertinus modeliy paklaidas geriausias metodas — iSpléstas laike kintantis Markovo
modelis. Modelio privalumas — statistiSkai reikSmingai mazesn¢é MAPE paklaida. Lyginant su
kitais modeliais ji pusantro karto mazesn¢, o MAE paklaida visiems modeliams pana$i. Taciau
Sios paklaidos skirtos jvertinti rinkos dalies prognozei, o iSpléstas laike kintantis Markovo
modelis prognozuoja ir kiekvienos PF valdancios jmonés dalyviy skai¢iy. Pasak modelio atliktos
prognozés 2015 m. PF turés 1 055 582 klientus, kadangi mes Siuos skaicius zinome galime

jvertinti paklaida. Remiantis istoriniais duomenimis 2015m. PF veikloje dalyvavo 1 176 471

2 Vaizdas sugeneruotas naudojant vizualizacijos jrankj ,,Markov Chains*. Jrankj galima rasti internetiniu
adresu — http:/setosa.io/markov
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asmenys, tai reiskia, kad modelio paklaida — 120 889 klientai, t.y. 10%. D¢l Sios priezasties
iSpléstas laike kintantis Markovo modelis yra atmetamas ir i$ likusiy dviejy iSrenkamas modelis,
kurio paklaidos yra maziausios. Abiejy likusiy modeliy MAE paklaidos vienodos, ta¢iau laike
kintanc¢io Markovo modelio MAPE paklaida vienu punktu mazesné. Taigi, galime teigti, kad Sis
metodas yra tinkamiausias PF valdanciy jmoniy analizei, kai turimas 3.2 pav. pavaizduotas
modelis.

Parinkus tinkamiausia modelj atlickama prognozé 2025 m. Sios prognozés rezultatai

pateikti 3.8 lenteléje.

3.8 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymas tarp pensijy fondus valdanciy jmoniy 2011 ir 2015

metais bei prognozeé 2025 metams

Pensijuy fonda
Idanti UAB UAB,,INVL UAB
valdantt - yAGDPB ,Danske | UAB,DNB » UAB ,,SEB
. R . . ... Asset . . »owedbank
jmoné | ,,AVIVA Capital investiciju investiciju . -
. « . . « | Management on investiciju
. . Lietuva investicijuy valdymas o valdymas &
Laikotarpis « valdymas
valdymas
2011 m. 16% 2% 8% 4% 27% 44%
(162 924) (14 940) (73 981) (35015) (257 613) (431 076)
2015 m. 17% 2% 11% 9% 22% 39%
(211 894) (21 505) (134 974) (106 164) (267 772) (471 529)
2025 m. 24% 2% 17% 15% 17% 24%

Vadovaujantis §ios prognozés rezultatais, pensijos kaupimas rekomenduojamas UAGDPB
"AVIVA Lietuva" jmonei priklausanciuose PF, nes jy rinkos dalies prieaugis bus didziausias (7
punktai). Kitos jmonés, kuriy fondy rinkos dalis padidés yra: UAB " DNB investicijy valdymas
"ir UAB " INVL Asset Management ", abiem jmonéms priklausanti rinkos dalis padidés po 6
punktus.

3.4.2. Konservatyviy pensiju fondy analizé

Toliau analizuojamos Markovo grandinés pavaizduotos 3.3 — 3.6 paveiksléliuose.
Modeliai skirti prognozuoti klienty kiekj PF. Kaip ir anks€iau prognozei naudojami 2011 m. ir
2012 m. duomenys, gauti rezultatai bus lyginami su 2015 m. duomenimis. Pirmiausiai
nagrinéjama Markovo grandiné, kuri atspindi dalyviy judéjimg tarp PF, kurie vadovaujasi

konservatyvia investavimo strategija.
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3.9 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp konservatyviy pensijy fondy 2015 mety istoriniy

duomeny ir prognozés palyginimas

Metodas ISpléstas laike
2015 m. Homogeninis Laike kintantis
Pensiju kintantis Markovo
duomenys Markovo modelis Markovo modelis
fondas modelis
INVL STABILO II 58+ 8% 5% 4% 3%
DNB Pensija 1 21% 12% 12% 15%
Konservatyvaus
valdymo Danske 1% 2% 3% 4%
pensija
Aviva Europensija 35% 39% 39% 46%
Swedbank Pensija 1 33% 42% 42% 32%

1 busena - INVL STABILO II
58+;

2 buisena -DNB Pensija 1;

3 bisena - Konservatyvaus
valdymo Danske pensija;

4 buisena - Aviva Europensija;

e

5 busena - Swedbank Pensija 1.

3.3 pav. Markovo grandiné atspindinti konservatyviy pensijy fondy dalyviy migracija

Auksciau esancioje lenteléje pateikti 3.3 pav. pavaizduotos Markovo grandinés jvertinimo
rezultatai. Visy trijy metody rezultatai panasts. Didziausia modeliy jvertiniy paklaidg — ,,DNB
Pensija 1 PF rinkos dalies jvertinime. Maziausia paklaida jvertinant $ig reikSme¢ — 7 punktai.
Maziausia paklaida — ,,Konservatyvaus valdymo Danske pensija®“ PF rinkos dalies jvertinime,
nes Sio PF didZiausia paklaida yra 3%.

Norint parinkti geriausia metoda jvertinamos MAPE ir MAE paklaidos. [vertinimo

rezultatai pateikti 3.10 lenteléje.
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3.10 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp konservatyviy pensijy fondy prognoziy paklaidy

jverciai
Paklaidy jvertis | MAPE (vidutiné absoliutiné MAE (vidutiné
Metodas procentiné paklaida) absoliutiné paklaida)
Homogeninis Markovo modelis 36,3 % 53
Laike kintantis Markovo modelis 48.6 % 5.6
ISpléstas laike kintantis Markovo modelis 69,5 % 5.4

I$ Sios lentelés duomeny galime teigti, kad Siuo atveju tiksliausias yra homogeninis
Markovo modelis. Parinkus tiksliausig metodsa, buvo atlikta prognozé 2025 m. Jos rezultatai

pateikti 3.11 lentel¢je.

3.11 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymas tarp konservatyviy pensijy fondy 2011 ir 2015 metais
bei prognozé 2025 metams

Pensiju
fondas
INVL STABILO II N Konservatyvaus Aviva Swedbank
DNB Pensijal  valdymo Danske . .
58+ pensija Europensija Pensija 1
Laikotarpis
2011 m. 0,3 % 10,5 % 1 39,2 % 49 %
(218) (6 535) (644) (24 427) (30 472)
2015 m. 8% 21 % 1% 36 % 34 %
(5780) (14 935) (744) (24 749) (23 382)
2025 m. 7% 22 % 2% 35% 34%

Pasak atliktos prognozés 2025 metais rinkos situacija beveik nepasikeis. DidZiausias
uzfiksuotas pokytis — rinkos dalis padidés / sumazés vienu punktu. Tai reiSkia, kad visi fondai
ganétinai stabilis. Norint iS§vengti rizikos, jog fonde neliks klienty, renkamés tarp ,,Aviva
Europensija® ir ,,Swedbank Pensija 1 fondy, taciau jy rinkos dalies skirtumas tik vienas punktas,
todél renkantis tarp Siy fondy neuztenka dalyviy migracijos analizés. Norint parinkti geriausia
fonda reikia atsizvelgti ir | grynyjy aktyvy pokytj pateikta 3.2 lentel¢je. Vadovaujantis Sios
lentelés duomenimis ,,Aviva Europensija® PF grynyjy aktyvy augimas vienam PF dalyviui

(atsizvelgus ] infliacijg) yra 19 punkty didesnis uz ,,Swedbank Pensija 1* grynyjy aktyvy augima.

3.4.3. Mazos rizikos pensiju fondy analizé

Kitame zingsnyje tokia pati analizé taikoma Markovo grandinei, kuri skirta mazos akcijy

dalies PF dalyviy analizei. Lenteléje 3.12 pateikiami 2015 m. rinkos dalies jvertinimo rezultatai.
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3.12 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp mazos rizikos pensijy fondy 2015 mety istoriniy

duomeny ir prognozés palyginimas

Metodas ISpléstas laike
2015 m. Homogeninis Laike kintantis
Pensiju kintantis Markovo
duomenys Markovo modelis Markovo modelis
fondas modelis
Aviva Europensija
46,1 % 38,7 % 38,4 % 41,3 %
plius
DNB Pensija 2 16 % 18 % 18 % 19,3 %
Swedbank Pensija 2 37,9 % 43,3 % 43,6 % 39,4 %

] 1 busena - Aviva Europensija
plius;

2 buisena - DNB Pensija 2;
] 3 buisena - Swedbank Pensija 2.

3.4 pav. Markovo grandiné atspindinti mazos rizikos pensijy fondy dalyviy migracija

Homogeninis ir laike kintantis Markovo modeliai gauna panasius rinkos dalies jverc¢ius. Jy
jverciai skiriasi 0-0,3 punktais, o tuo tarpu iSplésto laike kintanc¢io Markovo modelio jver¢iai nuo
anks$Ciau minéty skiriasi 1,3-4,2 punktais. Norint parinkti tinkamiausig varianta, jvertinamos

MAPE ir MAE paklaidos, naudojant 2015 m. duomenis. Paklaidy jverciai pateikti 3.13 lenteléje.

3.13 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp mazos rizikos pensijy fondy prognoziy paklaidy

jverciai
Paklaidy jvertis MAPE (vidutiné MAE (vidutiné
Metodas absoliutiné procentiné absoliutiné
paklaida) paklaida)
Homogeninis Markovo modelis 12,9 % 4,7
Laike kintantis Markovo modelis 132 % 438

ISpléstas laike kintantis Markovo

0,
modelis 10,1 % 29

IS Sioje lentelgje pateikty duomeny matome, kad iSplésto laike kintan¢io Markovo

modelio MAPE paklaida maziausia. Pagal prognoze 2015 metais mazos rizikos PF dalyvaus 292
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433 asmenys, o remiantis istoriniais duomenimis veikloje dalyvavo 288 209 asmenys, tai
reiSkia, kad modelio paklaida — 4 224 klientai, t.y. 1,5%. Taigi $is modelis yra tinkamiausias

norint atlikti mazos rizikos PF prognoze 2025 metams. Modelio prognozé pateikta 3.14 lentel¢je

3.14 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymas tarp mazos rizikos pensijy fondy 2011 ir 2015 metais

bei prognozé 2025 metams

Pensiju
fondas Aviva Europensija plius DNB Pensija 2 Swedbank Pensija 2
Laikotarpis
2011 m. 38,4 % 12,2 % 49,4 %
(100 251) (31 836) (128 952)
2015 m. 46,1 % 16 % 37,9%
(132 862) (46 219) (109 128)
2025 m. 45 % 16,7 % 38,3 %

Modelis prognozuoja, jog 2025 metais PF rinkos dalies tarp mazos rizikos PF
pasiskirstymas bus panasus j 2015 mety rinkos pasiskirstyma. PF ,,Aviva Europensija plius“
rinkos dalis sumazés 1,1 punktu, o PF ,,Swedbank Pensija 2 rinkos dalis padidés 0,4 punkto,
taciau dominuojantis PF nepasikeis. Taigi rekomenduojama investuoti j PF ,,Aviva Europensija

plius®.
3.4.4. Vidutinés rizikos pensijy fondy analizé

Toliau analizuojama Markovo granding, kuri skirta modeliuoti PF dalyviy judéjimg tarp

vidutinés rizikos PF. Atliktos prognozés 2015 metams rezultatai pateikti 3.15 lenteléje.

3.15 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp vidutinés rizikos pensijy fondy 2015 mety

istoriniy duomeny ir prognozés palyginimas

Metodas ISpléstas laike
2015 m. Homogeninis Laike kintantis
Pensiju kintantis Markovo
duomenys Markovo modelis Markovo modelis
fondas modelis
INVL MEDIO II 47+ 5.9 % 3.8% 3,8% 3%
DNB Pensija 3 11,8 % 8,2 % 8,2 % 8,5 %
Aviva Europensija
8,7% 8,4 % 83 % 7,9 %
ekstra
Swedbank Pensija 4 17,5 % 17,6 % 17,7 % 17,5 %
Danske pensija 50 0,7 % 2,6 % 2,6 % 2,1 %
Swedbank Pensija 3 26,9 % 29,1 % 29,2 % 29 %
SEB Pensija 2 28,5 % 30,3 % 30,2 % 32%
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1 busena - INVL MEDIO II
47+,

)

2 biisena - DNB Pensija 3;

3 biisena - Aviva Europensija
ekstra;

4 busena - Swedbank Pensija 4;

5 buisena - Danske pensija 50;

6 busena - Swedbank Pensija 3;

7 bisena - SEB Pensija 2.

3.5 pav. Markovo grandiné atspindinti vidutinés rizikos pensijy fondy dalyviy migracija

IS lenteléje pateikty duomeny matome, kad visi trys metodai pateikia panasias prognozes,
kai naudojami 2011 ir 2012 mety duomenys, prognozuojant 2015 mety rinkos pasiskirstyma.
Taciau modeliy ir realiy duomeny jverciy skirtumas atskiriems PF svyruoja tarp 0,1 iki 4,9

punkty. Modeliy paklaidos pateiktos 3.16 lentel¢je.

3.16 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp vidutinés rizikos pensijy fondy prognoziy

paklaidy jverciai

Paklaidy jvertis MAPE (vidutiné absoliutiné MAE (vidutiné
Metodas procentiné paklaida) absoliutiné paklaida)
Homogeninis Markovo modelis 36,2 % 1,9
Laike kintantis Markovo modelis 36,3 % 1.9
ISpléstas laike kintantis Markovo modelis 32,6 % 22

I8 Sios lentelés duomeny matome, kad prognozei atlikti tinkamiausias yra iSpléstasis laike
kintantis Markovo modelis. Jo MAPE paklaida rinkos proporcijai — 32,6 %, taciau klienty kiekio
2015 m. paklaida — 12,2%. Todél 2025 m. prognozei atlikti bus naudojamas homogeninis
Markovo modelis. Verta pastebéti, kad visy trijy modeliy MAPE ir MAE paklaidos panasios, jy
skirtumas svyruoja tarp 0 ir 0,3 punkto. 3.17 lentel¢je pateikiama homogeninio Markovo

modelio prognozé 2025 metams.
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3.17 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymas tarp vidutinés rizikos pensijy fondy 2011 ir 2015

metais bei prognozeé 2025 metams

Pensiju
fond i
oncas | INVL DNB Aviva g edbank | DMK | g dbank SEB
MEDIO Pensija 3 Europensija Pensija 4 pensija Pensija 3 Pensija 2
11 47+ J ekstra ] 50 J ]
Laikotarpis
2011 m. 1,58 % 6,7 % 7.2 % 18 % 0,7 % 32,7 % 33,1 %
(8412) | (35610) (38 246) (95 806) (3 774) (173 984) | (175 791)
2015 m. 5,9 % 11,8 % 8,7 % 17,5 % 0,7 % 26,9 % 28,5 %
(37356) | (74 042) (54 883) (109 903) (4 449) (169 469) | (179 739)
2025 m. 16 % 17 % 11,2 % 12,3 % 8,7 % 17,3 % 17,5 %

Pasak $ios prognozés per ateinancius 10 mety vidutinés rizikos PF rinkos pasiskirstymas
smarkiai pasikeis. Didziausig rinkos dalj uzimanciu fondu isliks “SEB Pensija 2”, taciau jis
praras 11 proc. Didziausias augimas prognozuojamas PF “INVL MEDIO II 47+”. Jo rinkos dalis
padidés 10,1 punktu ir beveik pasivys “SEB Pensija 2”. D¢l Sios priezasties rekomenduojama

investuoti | PF “INVL MEDIO II 47+

3.4.5. Didelés rizikos pensijy fondy analizé

Paskutiné Markovo granding, kuri analizuojama naudojant homogeninj, laike kintantj ir
iSpléstg laike kintantj Markovo modelius, modeliuoja didelés rizikos PF dalyviy judéjimag tarp
PF. Sios grandinés 2015 mety prognozé, kai naudojami 2011 ir 2012 mety duomenys, pateikta
3.18 lenteléje.

3.18 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp didelés rizikos pensijy fondy 2015 mety istoriniy

duomeny ir prognozés palyginimas

Metodas ISpléstas laike
2015 m. Homogeninis Laike kintantis
Pensijy kintantis Markovo
duomenys Markovo modelis Markovo modelis

fondas modelis
Swedbank Pensija 5 31,6 % 11,1 % 10 % 33,4%
INVL EXTREMO II 16+ 3L,7% 31,8 % 322 % 26,9 %
Danske pensija 100 8,5 % 13 % 13,1 % 12,4 %
SEB Pensija 3 28,2 % 44,1 % 44,7 % 27,6 %

38



] 1 busena - Swedbank Pensija 5;

e B  2bisena-INVL EXTREMO II
16+;
] 3 busena - Danske pensija 100;
] 4 busena - SEB Pensija 3.

3.6 pav. Markovo grandiné atspindinti didelés rizikos pensijy fondy dalyviy migracija

IS lenteléje pateikty duomeny matome, kad analizuojamy modeliy paklaidos didelés.
DidZiausias nuokrypis nuo realiy duomeny — 21,6 punktai, o maziausias — 0,1. Norint palyginti
modeliy tiksluma apskai¢iuvojamos MAPE ir MAE paklaidos. Jos pateiktos zemiau esancioje

lenteléje.

3.19 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymo tarp didelés rizikos pensijy fondy prognoziy paklaidy

jverciai
Paklaidy jvertis MAPE (vidutiné absoliutiné MAE (vidutiné
Metodas procentiné paklaida) absoliutiné paklaida)
Homogeninis Markovo modelis 42,2 % 10,2
Laike kintantis Markovo modelis 44,9 % 10,8
ISpléstas laike kintantis Markovo modelis 15 % 2,6

Ivertinus paklaidas, geriausias modelis — iSpléstas laike kintantis Markovo modelis, jo
MAPE jvertis - 15 %. Vadovaujantis prognozés rezultatais 2015 m. didziausios rizikos PF
dalyvaus 191 943 asmenys, o remiantis istoriniais duomenimis veikloje dalyvavo 168 494
asmenys, tai reiskia, kad modelio paklaida — 23 449 klientai, t.y. 12,2%. D¢l Sios priezastis Sis
modelis netinkamas ir renkamas modelis su antra maziausia MAPE paklaida. 2025 m. prognozei

bus naudojamas homogeninis Markovo modelis. Prognozés rezultatai pateikti 3.20 lenteléje.
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3.20 lentelé. Rinkos dalies pasiskirstymas tarp didelés rizikos pensijy fondy 2011 ir 2015 metais

ir prognozé 2025 metams

Pensiju
Fondas | Swedbank Pensija 5 INVL Ili)ingMO Danske pensija 100 SEB Pensija 3
Laikotarpis
2011 m. 23% 32,8% 13,1 % 51,8%
(1862) (26 385) (10 522) (41 710)
2015 m. 31,6 % 31,7% 8,5 % 28,2 %
(60 616) (60 939) (16 309) (54 079)
2025 m. 30,2 % 31,5% 9% 29 %

Prognozuojamas 2025 m. rinkos pasiskirstymas panasus j 2015 m. To priezastis — stabills
PF. Ateinancius deSimt mety didziausig rinkos dalj uzims ,,INVL EXTREMO II 16+ PF. Verta
pastebéti, kad 2011 — 2015 m. Sio fondo grynyjy aktyvy vertés pokytis vienam dalyviui
(jvertinus infliacija) buvo didziausias tarp didziausios rizikos PF. D¢l §iy priezasCiy norint

investuoti j didelés rizikos fondus rekomenduojama pasirinkti biitent §j PF.

3.4.6. Modeliy trakumai ir privalumai

Naudoty modeliy trikumai:

e Homogeninis ir laike kintantis Markovo modeliai suteikia maZzai informacijos apie
prognozuojamus PF;

e ISpléstas laike kintantis Markovo modelis jvertina dalyviy kiekj PF prognozuojamu
laikotarpiu, taciau visais atvejais paklaida buvo apie 10%;

e Visy trijy modeliy MAPE paklaidos didelés tam tikroms grandinéms, taciau reikia
atsizvelgti j tai, kad dalis naudojamy duomeny néra realiis, o iSskaiCiuoti i$
iSvestiniy.

Naudoty modeliy pliusai:

e Modeliai pateikia informacijg apie rinkos pasiskirstyma ateityje;

e @Galima labai lengvai pritaikyti didesnéms sistemos, kaip pavyzdziui visai pensijy
sistemai;

e Net ir su netiksliais duomenimis modeliai pateikia rezultatus, kurie atspindi rinkos

tendencijas.
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3.5.

Markovo grandinés, sudarytos atsizvelgiant { turimus duomenis, analizé

Analizés metu buvo taikomi 2.3.3. poskyryje pateikti metodai ir analizuojami gauti

rezultatai. Analizés metu naudojamas modelis pateiktas 3.7 pav. Sj modelj sudaro 7 skirtingos

biisenos. Zemiau pateiktas iSsamus biiseny apraSymas. Punkto numeris atitinka biisenos numer;j

Markovo grandingje.

1)
2)
3)
4)

5)

6)

7)

,»DNB pensija 1” PF;

,DNB pensija 2” PF;

,»DNB pensija 3” PF;

Biisena atspindinti kity jmoniy PF. Sios busenos jtraukimo tikslas — turimi
duomenys. Norint tyrime naudoti tik turimus duomenis ir gauti kuo
realistiSkesnius rezultatus Si busena skirta atspindéti informacijai apie dalyviy
srauta, kai nezinoma i$ kokio/ j kokj PF peréjo dalyviai;

Biisena atspindinti dalyviy judéjima tame padiame fonde. Si biisena jtraukta j
modelj dél ty paciy priezasciy, kaip ir busena Nr. 4.;

I Sig buiseng pereina i§ PF pasitrauke dalyviai. IS Sios blisenos iSeinantys asmenys
simbolizuoja naujai j darbo rinka ateinanCius asmenis. Tai daroma norint
modelyje atspindéti mazéjancio gimstamumo problema;

I paskutine biiseng patenka asmenys pasinaudoj¢ galimybe nutraukti II pakopos

pensijos kaupimo sutartj.

Kadangi dalyviai i§ PF gali iSeiti ar j juos ateiti jiems tinkamu momentu, o ne i§ anksto

numatytais laiko momentais, Siai grandinei analizuoti labiausiai tinka TLMG, tac¢iau turimi

duomenys yra diskretts. Todél tolimesniuose modelio etapuose bus taikomi metodai, kurie gali

i§ diskreciy duomeny jvertinti intensyvumy matricg Q.

Analizés metu naudojama UAB "DNB investicijy valdymas" jmonés suteikta informacija

apie jy valdomy PF dalyviy migracija.
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1 1 buisena — pensijy fondas

,DNB pensija 17;
o i 2 busena -pensijy fondas
c .DNB pensija 2”;

] 3 buisena — pensijy fondas
,DNB pensija 37;

n 4 bisena - kity jmoniy
valdomi pensijy fondai;

o o 5 busena — dalyviai juda tarp
4 \ UAB ,,.DNB investicijy
valdymas* pensijy fondy;

(\9:} \ o ] 6 biisena — ateinantys arba
pasitraukiantys i§ darbo rinkos
o dalyviai;

7 busena — darbo rinkos
dalyviai nedalyvaujantys II
pakopos pensijy kaupimo
sistemoje.

3.7 pav. Markovo grandiné atspindinti jimonés UAB ,,DNB investicijy valdymas® pensijy fondy dalyviy migracija

3.5.1. Istrizainés korekcijos metodas

Pirmiausiai, jvertinama Q matrica naudojant 2015 m. II pusmecio duomenis ir jstrizainés
korekcijos metodas. Detalus metodo apraSymas pateiktas skyriuje 2.3.3.1. Tarkime, kad vienas

periodas — Se§i ménesiai. Zemiau pateikta jvertinta Q matrica.

—0,0038 0 0 0,00114 0,00007 0 0,00260

0 —0,00092 0 0,00053 0,00007 0,00002 0,00031

0 0 -0,00168 0,00142 0,00007 0,00001 0,00018
Q@ =| 0,00001 0,00011 000011 -0,00023 0 0 0
0,44183 0,20067  0,20067 0 —0,84317 0 0
0,00005 0,00077 0,00196 0 0 —0,00278 0

0 0 0 0 0 0,40124 —-0,40124

Ivertinus intensyvumy matrica, galime jvertinti stacionarias Sios Markovo grandinés

peréjimo tikimybes, kai t — co. Tikimybiy jverciai pateikti zemiau esancioje lentel¢je.
3.21 lentelé. Stacionariy tikimybiy jverc¢iai naudojant jstrizainés korekcijos metoda

Biisena, i 1 2 3 4 5 6 7

Tikimybé, m; 0,00478 0,11452 0,07921 0,77786 0,00002 0,02346 0,00015
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IS auksciau pateikty rezultaty matome, kad ateityje jmonei UAB "DNB investicijy
valdymas" priklausys 19,85 % rinkos. Sj rezultata galime palyginti su 3.8 lentéje pateiktais
prognozés jveréiais 2025 m., naudojant laike kintan¢io Markovo modelio prognoze. Siy dviejy

prognoziy skirtumas — 19,85 % - 17 % = 2,85 %.

3.5.2. Svertinés korekcijos metodas

Siame tyrimo etape intensyvumy matrica jvertinama naudojant svertinés korekcijos

metodg, detalus modelio apra§ymas pateiktas skyriuje 2.3.3.1. Gauta Q matrica pateikta Zemiau.

Q
—0,00381 0 0 0,00114  0,00007 0 0,00261
0 —0,00092 0 0,00053 0,00007 0,00002 0,00031
0 0 -0,00168 0,00142 0,00007 0,00001 0,00018
=| 0,00001 0,00011 000011 -0,00023 0 0 0
0,83476 0,37913 0,37913 0 —1,59302 0 0
0,00005 0,00077 0,00196 0 0 —0,00278 0
0 0 0 0 0 0,50484 —0,50484

Ivertinus intensyvumy matrica, galime jvertinti stacionarias Sios Markovo grandinés

peréjimo tikimybes, kai t — oo. Tikimybiy jverciai pateikti 3.22 lenteléje.
3.22 lentelé. Stacionariy tikimybiy jverc¢iai naudojant svertinés korekcijos metoda

Biisena, i 1 2 3 4 5 6 7

Tikimybé, m; 0,00478 0,11452 0,07921 0,77786 0,00002 0,02346 0,00015

Analizés rezultatai identiski jstrizainés korekcijos metodo analizés rezultatams.

3.5.3. EM algoritmas

Paskutiniame tyrimo etape intensyvumy matrica jvertinama naudojant EM algoritma,
detalus modelio apraSymas pateiktas skyriuje 2.3.3.2. Stabiliis rezultatai pasiekti algoritmag

pakartojus 28 kartus. Skai¢iavimai uztruko 18h. Gauta Q matrica pateikta Zemiau.
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—0,00379 0 0 0,00114 0,00011 0 0,00260

0 —0,00092 0 0,00053 0,0001 0,0002 0,00031

0 0 -0,00168 0,00142 0,00011 0,00001 0,00018
=| 0,00001 0,00011 000011 -0,00023 0 0 0
0,44016  0,20067  0,20067 0 —1,33253 0 0
0,00005 0,00077 0,00196 0 0 —0,00278 0

0 0 0 0 0 0,40126 —0,40124

3.23 lentelé. Stacionariy tikimybiy jverciai naudojant EM algoritma

Biisena, i 1 2 3 4 5 6 7

Tikimybé, 1; 0,0048 0,115 0,07954 0,78111 0,00002 0,02355 0,00015

Sio modelio prognozé panasi j matytas anks¢iau. Tadiau verta pastebéti, kad dél duomeny
stygiaus dalis Sio modelio privalumy nebuvo iSnaudoti. Norint gauti geresnius rezultatus reikéty

naudoti keliy etapy vieno dalyvio duomenis.

IS 3.23 lentéje pateikty rezultaty matome, kad ateityje jmonei UAB "DNB investicijy
valdymas" priklausys 19,93 % rinkos. Jeigu prisiminsime 3.8 lentelé¢je pateiktus duomenis
galime teigti, kad PF valdanti bendrové UAB "DNB investicijy valdymas" per ateinancius 10
mety augs ir todeél ja galima laikyti stabilia.

3.5.4. Modeliy trakumai ir privalumai

Naudoty modeliy trikumai:
e [strizainés ir svertinés korekcijos metody tikslumas mazesnis uz EM algoritmo
[18];
e EM algoritmo skaiCiavimai uZtrunka zymiai ilgiau nei visy kity Siame darbe

analizuoty metody.

Naudoty modeliy pliusai:
e Modeliai jvertina intensyvumy matrica, kuri turi daug panaudojimo biidy;
e (Galima gauti rezultatus naudojant tik viesai priecinamus duomenis;
e EM algoritmas gali atsizvelgti j dalyviy migracijg praeityje, taciau Siuos duomenis

gauti sunku.
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3.6. Programos vartotojo vadovas

Tyrimo metu buvo naudota statistinés ir grafinés analizés programa R. Visi skaiCiavimai
atlikti su 3.2.4. programos versija. Siame skyriuje pateiktas atskiry funkcijy aprasymas. Modeliy
ikélimui j aplinka sukurtas R paketas ,,PensijuFonduModeliai 0.1.0.tar. Zemiau esancioje

lenteléje pateiktas modeliuose naudojamy parametry paaiskinimas.

3.24 lentelé. Modeliy realizacijose naudojami parametrai

Parametras Parametro interpretacija
Matrica, kurioje elementas{i, j} simbolizuoja dalyviy peréjusiy i blisenos i j buseng j
M1 (=M2,M3) s
skaiciy

Prognozuojamy periody skaicius. Pvz. jeigu naudojami 2011 m. duomenys ir analizé

T
atlickama 2015 m., o vieno periodo trukmé metai, tai parametras t = 4

Q Intensyvumy matrica. Jos detalus apra§ymas pateiktas skyriuje 2.2.

Matrica, apraSanti kiekvieno dalyvio judéjima, t.y. pirmas dalyvis laiko momentu t buvo
perejimu_matrica o o
biisenoje i ir laiko momentu t + 1 peréjo | biiseng j

dalyviail Fondo dalyviy skai¢ius laiko momentu t — 1
dalyviai2 Fondo dalyviy skai¢ius laiko momentu t
isejo I fondo veiklos pasitraukusiy dalyviy skaicius laiko momentu t

1. Homogeninis Markovo modelis

Pilna Sio kodo realizacija pateikta pirmame priede. Skai¢iavimui naudojami dviejy etapy
duomenys. Jie priskiriami matricoms M1 ir M2. Parametras T kei¢iamas pagal prognozuojamy
periody kiekj, kur matrica M1 sudaroma i$ pradinio periodo duomeny. Norint jvertinti paklaidas,
modeliui priskiriama matrica M3, kuri sudaroma i§ istoriniy prognozuojamo periodo duomeny.
Matematinis modelio apraSymas pateiktas skyriuje 2.3.1.1. Naudojamy paklaidy apraSymas
pateiktas skyriuje 2.5.

Analizei naudojamas R paketas ,,expm*. Paketas skirtas atlikti matricos kélimo laipsniu

operacijg.

2. Laike kintantis Markovo modelis

Kodo realizacija pateikta pirmame priede. Skai¢iavimuose naudojami homogeniniam
Markovo modelyje aprasSyti parametrai. Matematinis modelio apraSymas pateiktas skyriuje

2.3.1.2. Naudojamy paklaidy apraSymas pateiktas skyriuje 2.5.

3. I8pléstas laike kintantis Markovo modelis
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Kodo realizacija pateikta pirmame priede. Analizei naudojamos auksc¢iau pateiktos matricos M1,
M2 ir M3. Matematinis modelio aprasymas pateiktas skyriuje 2.3.1.3. Naudojamy paklaidy
aprasymas pateiktas skyriuje 2.5.

4. Istrizainés korekcijos metodas

Modelio tikslas — intensyvumy matricos @ jvertinimas i§ diskreciy istoriniy duomeny.
Kodo realizacija pateikta pirmame priede. Matricai jvertinti naudojama matrica M 1. Matematinis

modelio aprasymas pateiktas skyriuje 2.3.3.1.

5. Svertinés korekcijos metodas

Kodo realizacija pateikta pirmame priede. Modelis naudoja tuos pacius duomenis, kaip ir

jstrizainés korekcijos metodas. Matematinis modelio aprasymas pateiktas skyriuje 2.3.3.1.

6. EM algoritmas

Kodo realizacija pateikta prieduose. Algoritmas, naudodamas duomenis, pateiktus
matricoje perejimy lentele ir pradini @ matricos reikSmiy spé€jima (sitiloma naudoti jstrizainés
korekcijos ar svertinés korekcijos metody @ matricos jvercius), jvertina matrica Q. Esant
galimybei rekomenduojama naudoti daugiau negu vieno periodo peré¢jimo matricg. Matematinis
modelio aprasymas pateiktas skyriuje 2.3.3.2.

Analizei naudojamas R paketas ,,doParallel. Paketas skirtas kodo optimizacijai.

7. Stacionariy tikimybiy jvertinimas

Kodo realizacija pateikta prieduose. Stacionariosios Q matricos tikimybés jvertinamos,
imituojant vieno dalyvio judéjimg tarp buseny. Tikimybiy matematinis apraSymas pateiktas

skyriuje 2.4.

8. Trikstamy duomeny atkiirimas

Kodo realizacija pateikta prieduose. Naudodamas vektorius dalyviail, dalyviai2 ir isejo.
Algoritmas apskaiciuoja fondy dalyviy santykj laiko momentais t ir (t — 1) ir pagal tai iSskirsto

bendra pasitraukusiy dalyviy kiekj atskiriems fondams.
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ISVADOS

Darbo eigoje buvo pristatyti Lietuvos Respublikoje egzistuojantys II pakopos pensijy

fondai ir atlikta jy grynyjy aktyvy bei dalyviy pokycCiy analizé. Pateiktos skirtingos pensijy fondy

investavimo strategijos ir iSskirtos rekomenduotinos amziaus grupés.

Sukurtas ir 1 priede pateiktas programos realizacijos kodas. Kiekvienam metodui

realizuota atskira funkcijg ir visos funkcijos pateiktos R pakete. Programos sukurtos naudojant

statistinés analizés programa R ir jos paketus ,,doParallel” bei ,,expm®.

Analizés metu naudojami Sesi skirtingi modeliai. Pirmi trys modeliai pritaikyti grandinéms

su i$skaiciuotais duomenimis. Kiekvienai grandinei parinktas geriausias metodas atsizvelgiant |

modelio paklaidy jvercius, bei identifikuoti naudoty modeliy trikumai ir privalumai. Analizés

rezultatai pateikti, kaip investavimo rekomendacijos:

Rekomenduojama PF valdanti jmoné - UAGDPB "AVIVA Lietuva";
Rekomenduojamas konservatyvus PF - ,,Aviva Europensija®;

Rekomenduojamas mazos rizikos (akcijos sudaro iki 30 proc. portfelio investicijy)
PF — ,,Aviva Europensija plius “;

Rekomenduojamas  vidutinés rizikos (akcijos sudaro 30-70 proc. portfelio
investicijy) PF — “INVL MEDIO II 47+7;

Rekomenduojamas didziausios rizikos (akcijos sudaro 70-100 proc. portfelio

investicijy) PF - ,INVL EXTREMO II 16+*.

Lik¢ trys analizés metodai pritaikyti jmonei UAB "DNB investicijy valdymas".

Grandingés jvertinime naudojami tik realiis duomenys. Tyrimo rezultatai ir jzvalgos:

Analizés metu jvertintas jmonés UAB "DNB investicijy valdymas" stabilumas.
Pasak visy trijy naudoty prognozés modeliy $i jmon¢ augs ir ateityje jai priklausys
didesné rinkos dalis, todél $i pensijy fondus valdanti jmoné yra laikoma stabilia
dalyviy augimo atzvilgiu;

Prognozés tendencijos atitinka anks¢iau naudoty metody rezultatus.

Gauti rezultatai atitiko grynyjy aktyvy ir dalyviy pokycio analizés rezultatus. Identifikuoti

pensijy fondai priklausantys jmonéms, kuriy grynyjy aktyvy pokytis buvo didZiausias arba

stabiliausias.
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1 priedas. Funkcijos skirtos modeliy realizacijai

1. Homogeninis Markovo modelis, ,,Homogeninis.R*

homogeninis<-function(M1, M2, T, M3=NULL, tikri=NULL)
#Naudojamu paketu ikelimas i R aplinka

if('require("expm")){install.packages("expm")}

Tibrary (expm)

# #Reikalingu duomenu ikelimas

# M1 #Dalyviu migracija laiko momentu T=-1, pvz 2011 m.

# M2 #Dalyviu migracija laiko momentu T=0, pvz 2012 m.

# T=9 #Prognoze atliekama periodui T+1

#

# M3 #Dalyviu migracija laiko momentu T+1, pvz. 2015m.

# tikri #Imoniu / pensiju fondu rinkos dalis Taiko momentu 2015m.

#it#####Mode 10 realizacija ############
if (is.nulTM3)) {remove(M3)}
if (is.nul1(tikri)) {remove(tikri)}

#Nereikalingu duomenu pasalinimas is programos aplinkos
rm(Tist=setdiff(1s(), c('M1", "mM2", "M3","tikri", "T")))

#Prognozuojamo periodo rinkos dalis (ivertinama jeigu pateikta matrica M3)
}f (exists("M3"))

realus<-m3

mshare=matrix(0, nrow=1,ncol=ncol(realus))

for (i in 1l:nrow(realus))
mshare[1l,i]=sum(realus[,i])

tikri=round(mshare/sum(mshare) ,4)

}
#T=0 periodo rinkos dalies ivertinimas
mshare2=matrix(0, nrow=1,ncol=ncol(M2))
for (i in l:nrow(M2))
mshare2[1,i]=sum(M2[,i])
#Periodo T=-1 tikimybiu perejimo matricos ivertinimas
Pl<-M1
for (i in 1l:nrow(ml))
) P1[i,]=M1[i,]/sum(M1[i,])
P1[is.na(P1l)]<-0
#Periodo T=0 tikimybiu perejimo matricos ivertinimas
P2<-M2
Eor (i in 1l:nrow(m2))
P2[i,]=M2[1,]/sum(M2[i,])
P2[is.na(P2)]<-0

#Perejimo tikimybiu matricu vidurkinimas
P=round((P1+P2)/2,5)

#Prognoze
prognoze=round((mshare2/sum(mshare2))%*%(P%A%(T-1)) ,4)

#Jeigu pateikta matrica M3 arba vektorius tikri apskaiciuojamos modelio
paklaidos
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if (exists("tikri"))

{
#MAPE (1/n)*sum((A-F)/A)
MAPE=sum(abs ((tikri-prognoze)/tikri))/length(tikri)

#MAE (1/n)*sum(|F-A|)
¥AE=sum(abs(prognoze—t1kri))/1ength(t1kr1)

rm(list=setdiff(1s(, c('M1", "M2", "prognoze", "realus", "tikri", "MAPE",
"MAE")))

####Prognozes rezultatu spausdinimas####
}f (exists("tikri™))

print("prognoze")
print(round(prognoze*100,2))
print("MAPE")

print(MAPE)

print("MAE™)

print(MAE)

rezultatai <- list("prognoze"
"MAE"=MAE) )
return(rezultatai)

round(prognoze*100,2), "MAPE" = MAPE,

} else {
print("prognoze")
print(round(prognoze*100,2))

rezultatai <- list("prognoze" = round(prognoze*100,2),"MAPE" = "truksta
duomenu", "MAE"="truksta duomenu")
return(rezultatai)

2. Laike kintantis Markovo modelis, ,,Laike kintantis.R*

laike_kintantis<-function(M1, M2, T, M3=NULL, tikri=NULL)

#Reikalingu duomenu ikelimas

# M1 #Dalyviu migracija laiko momentu T=-1, pvz 2011 m.

# M2 #Dalyviu migracija laiko momentu T=0, pvz 2012 m.

# T=10 #Prognoze atliekama periodui T+1

#

# M3 #Dalyviu migracija laiko momentu T+1, pvz. 2015m.

# tikri #Imoniu / pensiju fondu rinkos dalis laiko momentu 2015m.

#HtHHHHMode 110 realizacija ############

if (is.nul1(M3)) {remove(M3)}

if (is.null(tikri)) {remove(tikri)}
#Nereikalingu duomenu pasalinimas is programos aplinkos
rm(Tist=setdiff(1s(, c(C'M1", "mM2", "m3", "tikri", "T")))

#Prognozuojamo periodo rinkos dalis (ivertinama jeigu pateikta matrica M3)
}f (exists("M3™))

realus<-m3

mshare=matrix(0, nrow=1,ncol=ncol(realus))

for (i in l:nrow(realus))
mshare[1l,i]=sum(realus[,i])

tikri=round(mshare/sum(mshare),4)
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#T=0 periodo rinkos dalies ivertinimas
mshare2=matrix(0, nrow=1,ncol=ncol(M2))
for (i in 1l:nrow(M2))

¢ mshare2[1,i]=sum(M2[,i])

#Periodo T=-1 tikimybiu perejimo matricos ivertinimas
Pl<-M1

for (i in l:nrow(M1))

¢ P1[i,]=M1[i,]/sum(M1[i,])

P1[is.na(P1l)]<-0

#Periodo T=0 tikimybiu perejimo matricos ivertinimas
?g?_%g in 1:nrow(M2))

¢ P2[i,]1=M2[i,]/sum(M2[i,])

P2[is.na(P2)]<-0

#Tikimybiu pokycio ivertinimas
P_delta=P2-P1

#Prognoze
a=diag(nrow(m1))
Eor (1 din 1:(T-1))

P_t=P1+(i-1)*P_delta
for (x in 1l:nrow(P_t))

for (j in 1l:ncol(P_t))
if(P_t[x,j]1<0)
P_t[X,j]=0

}
P_t[x,]=P_t[x,]/sum(P_t[x,])
a=a%*%P_t

prognoze=round((mshare2/sum(mshare2))%*%a,4)

#Jeigu pateikta matrica M3 arba vektorius tikri apskaiciuojamos modelio
paklaidos
if (exists("tikri™))

#MAPE (1/n)*sum((A-F)/A)
MAPE=sum(abs ((tikri-prognoze)/tikri))/length(tikri)

#MAE (1/n)*sum(|F-A|)
?AE=sum(abs(prognoze—t1kri))/1ength(t1kr1)

rm(list=setdiff(1s(, c('M1", "M2", "prognoze", "realus", "tikri", "MAPE",
"MAE")))

####Duomenu spausdinimas####
}f (exists("tikri™))

print("prognoze")

print(round(prognoze*100,2))

print("MAPE")

print(MAPE)

print("MAE™)

print(MAE)

rezultatai <- list("prognoze" = round(prognoze*100,2), "MAPE" = MAPE,
"MAE"=MAE)




return(rezultatai)

} else {
print("prognoze")
print(round(prognoze*100,2))

rezultatai <- list("prognoze" = round(prognoze*100,2),"MAPE" = "truksta
duomenu", "MAE"="truksta duomenu")
return(rezultatai)

3. I8pléstas laike kintantis Markovo modelis, ,,Isplestas_laike kintantis.R*

splestas_laike_kintantis<-function(Ml, M2, T, M3=NULL, tikri=NULL)

#Reikalingu duomenu ikelimas

M1 #Dalyviu migracija laiko momentu T=-1, pvz 2011 m.
M2 #Dalyviu migracija Taiko momentu T=0, pvz 2012 m.
T=10 #Prognozuojamu periodu kiekis

M3 #Dalyviu migracija Tlaiko momentu T+1, pvz. 2015m.a
tikri #Imoniu / pensiju fondu rinkos dalis Taiko momentu 2015m.

HHHHH I HA

#it#####Modeli0 realizacija ############

#Nereikalingu duomenu pasalinimas is programos aplinkos
if (is.nul1(M3)) {remove(M3)}

if (is.null(tikri)) {remove(tikri)}

rm(Tist=setdiff(1sQ, cC'™M1", "M2", "mM3", "T", "tikri™)))

#Prognozuojamo periodo rinkos dalis (ivertinama jeigu pateikta matrica M3)
if (exists("M3"))

realus<-m3

mshare=matrix(0, nrow=1,ncol=ncol(realus))
for (i in 1l:nrow(realus))

{

mshare[1,i]=sum(realus[,i])
tikri=round(mshare/sum(mshare),4)

#T=0 periodo rinkos dalies ivertinimas
mshare2=matrix(0, nrow=1,ncol=ncol(M2))

Eor (i in 1:nrow(M2))

?share2[1,1]=sum(M2[,i])

#Periodo T=-1 tikimybiu perejimo matricos ivertinimas
Pl1<-M1

Eor (i in 1l:nrow(Ml1))

P1[i,]1=M1[i,]/sum(M1[i,])

P1[is.na(P1)]1<-0

#Periodo T=0 tikimybiu perejimo matricos ivertinimas
P2<-M2

Eor (i in 1l:nrow(M2))

P2[i,]1=M2[1i,]/sum(M2[1i,])

P2[is.na(P2)]<-0
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#Tikimybiu pokycio ivertinimas
P_delta=P2-P1

#Rinkos augimo ivertinimas
G=0
for (i in l:nrow(ml))

{
?[i]:sum(MZ[i,])/sum(Ml[,i])

#Rinkos dalies
Q1=0
for (i in 1l:nrow(Ml))

él[i]:sum(MZ[,i])

#Prognoze
Q_t=GA(T-1)*Ql
for (i in 1:(T-1))

{
P_t=P1+(i-1)*P_delta
for (x in 1l:nrow(P_t))

{

Eor (j in 1l:ncol(P_t))
}f(P_t[x,j]<O)
P_t[x,]j]=0

}

}

;_t[x,]=P_t[x,]/sum(P_t[x,])
?_t=Q_t%*%P_t
prognoze=round(Q_t/sum(Q_t),4)

#Jeigu pateikta matrica M3 arba vektorius tikri apskaiciuojamos modelio
paklaidos
if (exists("tikri™))

{
#MAPE (1/n)*sum((A-F)/A)
MAPE=sum(abs ((tikri-prognoze)/tikri))/length(tikri)

#MAE (1/n)*sum(|F-A|)
?AE=sum(abs(prognoze—tikri))/1ength(tikri)

rm(list=setdiff(1s(, c('M1", "M2", "prognoze", "realus", "tikri", "MAPE",
IIMAEII , "Q_t")))

####Duomenu spausdinimas####
}f (exists("tikri™))

print("prognoze")
print(prognoze)

print ("Dalyviu pasiskirstymas™)
print(Q_t)

print("Dalyviu kiekis")
print(sum(Q_t))

print("MAPE")

print(MAPE)

print("mMAE™)

print(MAE)

rezultatai <- 1ist("pro%no;e" = prognoze, "Dalyviu
pasiskirstymas"=Q_t, 'Dalyviu kiekis"= sum(Q_t), "MAPE" = MAPE, "MAE"=MAE)
return(rezultatai)

} else {
print("prognoze")
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print(prognoze)

rezultatai <- list("prognoze" = prognoze, "Dalyviu
pasiskirstymas"=Q_t, "'Dalyviu kiekis"= sum(Q_t), "MAPE" = "truksta
duomenu", "MAE"="truksta duomenu")

;eturn(rezu]tata1)

}

4. Jstrizainés korekcijos metodas, ,,Istrizaines korekcija.R*

Istrizaines_korekcija<-function(M1l)

#Reikalingu duomenu ikelimas
# M1 #Periodo T=0 dalyviu migracijos duomenys

#it##t###Modelio0 realizacija ############
#Perejimo tikimybiu matricos ivertinimas
P<-M1

Eor (i in 1l:nrow(M1))
PLi,]1=M1[i,]/sum(M1[i,]1)

P[is.na(P)]<-0

#log(P) divertinimas

I<-diag(nrow(mMl))

P_Tog=0

Eor (i in 1:10A6)

a=((P-DACI)) /i )
;_109=P_1og+a*(—1)A(1+1)

#Neigiamu elementu pasalinimas
Q_IK<-P_log

Eor (i in 1l:nrow(P_log))

Eor (j in 1:ncol(P_l0g))
if((G!=j)&&(P_Tog[i,]j]1<0))
Q_IK[1,3]=0

}

]
m=P_Tlog-diag(P_log)*diag(nrow(P_10g))

#Istrizaines elementu perskaiciavimas
for (i in l:nrow(m))

sum=0
suma=sum(m[i,])
Q_IK[i,i]=-suma

rm(Tist=setdiff(1sQ, c("Q_IK","QWA", "Q_EM", "M1", "P")))
####Duomenu spausdinimas####

print('"Q matrica")

print(round(Q_IK,6))

rezultatai <- list("prognoze" = round(Q_IK,6))
return(rezultatai)




5. Svertinés korekcijos metodas, ,,Svertine korekcija.R”

Svertine_korekcija<-function(Ml)

#Reikalingu duomenu ikelimas
# M1 #Periodo T=0 dalyviu migracijos duomenys

#HHHHHIMode 10 reallizacija ############
#Perejimo tikimybiu matricos ivertinimas
P<-M1

for (i in 1l:nrow(M1))

P[i,]=M1[i,]/sum(M1[i,])
P[is.na(P)]<-0
#log(P) ivertinimas
I<-diag(nrow(mMl))
P_Tog=0
Eor (i in 1:10/6)
a=((P-I)ACI)) /i )
P_log=P_log+a*(-1)A(Ci+1)

#Neigiamu elementu pasalinimas
Q_Sk<-P_Tlog
for (i in 1l:nrow(P_log))
Eor (j in 1:ncol(P_l0g))
}f((1!=j)&&(P_109[1,j]<0))
! Q_sk[i,3]1=0

}
}

#Svertine elementu korekcija
Q_Sk<-P_Tlog
for (i in 1l:nrow(P_log))

Eor (j in 1l:ncol(P_l0g))

Q_SK[‘I,]]=P_1OQ[1,]]— . .
abi(P_1og[1,J])*sum(P_1og[1,])/sum(abs(P_1og[1,]))

}
rm(list=setdiff(1sQ), c("QDA","Q_sKk", "qQ_EmM", "M1", "P", "tikri")))

####Duomenu spausdinimas####

print("Q matrica")

print(round(Q_SK,6))

rezultatai <- list("prognoze" = round(Q_SK,6))
return(rezultatai)
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6. EM algoritmas, ,,EM_algoritmas.R*

EM_algoritmas<-function(Q, M1, kartojimai)

#Naudojamu paketu ikelimas i R aplinka

#Pradinis paketo irasymas

if('require("doParallel™)) {install.packages("doParallel")}
Tibrary(dopParallel)

#HHHHHHReT kalingu duomenu ikelimas#######

#Pradinis Q matricos spejimas, naudojamas vienas is zemiau pateiktu metodu
#Q<-Q_SK

#Q<-Q_IK

# Q<-matrix(c(...), nrow=nrow(Ml), ncol=ncol(M1l), byrow=TRUE)

#Periodo T=0 dalyviu migracijos duomenys
# M1

#Nurodoma kiek kartu reikia kartoti EM algoritma
# karotojimai=>52

#HHHHHMode 10 realizacija ############

#Procesoriaus branduoliu kiekis paraleliniam skaiciavimui,

#jeigu pocesorius turi 4 branduolius skaiciavimui siuloma paskirti 3
cl <- makeCluster(2)

registerboParallel(cl)

#Perejimu matricos generavimas
if (lexists("perejimu_lentele™))

#perejimu duomenys Tenteleje
perejimu_lentele<-matrix(nrow=sum(M1l), ncol=2)
colnames(perejimu_lentele) <- c("t_n", "t_n+l1l")

s=0
foreach (x=1:nrow(M1)) %do%

Eor (y in 1l:ncol(M1l))

}f M1[x,y]l>0)
Eor (i in 1:M1[x,y])

perejimu_lentele[i+s,1]=x
perejimu_lentelel[i+s,2]=y

S=S+i

}
}

remove(i,s,X,y)
####EM algoritmas
bandymas=c(rep(0, kartojimai))
foreach (z=1:kartojimai) %do%

HHH#HN] 1 ###
E_N_ij=matrix(0,nrow=nrow(M1) ,ncol=ncol(M1))

m=0
m=foreach(i=1:nrow(M1))%do%

?=f0reach(j=1:nrow(Ml))%do%

for (h in l:nrow(perejimu_lentele))
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if (h>1)

if((perejimu_lentele[h-
1,1]==perejimu_lentele[h,1])&&(perejimu_lentele[h-
l,2]==pere%imu_1ente]e[h,Z]))

E_N_ij[i,j]=E_N 1][1 jl+a*(M1[perejimu_lentele[h-
1,1], pereJ1mu 1ente1e[h 1,2]1-1)
—h+M1[pereJ1mu lTentele[h-1,1],perejimu_lentele[h-1,2]]-2

}
?1se
e_tn<-rep(0,nrow(M1)); e_tn[perejimu_lentelel[h,1]]=
e_tnl<-rep(0,nrow(M1)); e_tnl[perejimu_lentelel[h,2]
e_i<-rep(0,nrow(M1)); e_i[il=1
e_j<-rep(0,nrow(M1)); e_j[jl=1
#analitine integracija
tnl=2
tn=1
res=0
f<- funct1on(s){exp((s—tn)*Q)%*%e_i%*%(t(e_j))%*%exp((tnl—s)*Q)}
for (ii in seq(l ,1/10000) [-10001])
res=res+f(ii)
res=res/10000

1
1=1

#D reiksme
D=t (e_tn)%*%exp(Q)%*%(e_tnl)

#laiko momento suma
aa=t(e_tn)%*%res¥%*%e_tnl
a=(1/p)*aa[1,1]*(qQ[i,31)
E_N_ij[i,j]=E_N_ij[i,]]+a

1}
3
}
# Rii1 #i##

R_N_j=c(rep(0, nrow(M1l)))
m=foreach (j=1:nrow(M1))%do%
for (h in 1l:nrow(perejimu_Tlentele))
e_tn<-rep(0,nrow(M1)); e_tn[perejimu_lentelel[h,1]]=
e_tnl<-rep(0,nrow(Ml)); e_tnl[perejimu_lentelelh,2]
e_i<-rep(0,nrow(M1)); e_i[jl=1

if (h>1)

1
1=1

if((perejimu_lentele[h-
1,1]==perejimu_lentele[h,1])&&(perejimu_lentele[h-
1,2]==pe2ejimu_1ente]e[h,Z]))

R_N_j[j1=R_N_j[jl+b*(M1l[perejimu_lentele[h-
1,1],perejimu_lentele[h-1,2]]-1)
h=h+M1[perejimu_lentele[h-1,1],perejimu_lentele[h-1,2]]-2

3
3
?1se
#analitine integracija
tnl=2
tn=1
res=0
f<-function(s){exp((s-tn)*Q)%*%e_i%*%(t(e_j))%*%exp((tnl-s)*Q)}
for (ii in seq(1,2,1/10000)[-10001])
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for (ii in seq(1,2,1/10000)[-10001])
res=res+f(ii)
res=res/10000

#D reiksme
D=t (e_tn)%*%exp(Q)%*%(e_tnl)

#1aiko momento suma
bb=t (e_tn)%*%res%*%e_tnl
b=(1/D)*bb[1,1]
) R_N_j[j]1=R_N_j[jl+b
}
}

Q_nauja<-matrix(0,nrow=nrow(M1l), ncol=nrow(mMl))
for (i in 1l:nrow(M1))

Q_naujali,]<-E_N_ij[i,]/R_N_j[i]

Q=Q_nauja
) bandymas [z]=sum(Q)

Q_EM<-Q
rm(list=setdiff(1s(), c("QDA","QWwA", "QEM", "M1", "bandymas")))

#######RezUT tatu spausdinimas############
print("Q matrica")
print(round(Q_EM, 6))

rezultatai <- list("prognoze" = round(Q_EM,6))
return(rezultatai)

7. Stacionariy tikimybiy jvertinimas, ,,Stacionarus_issidestymas.R*

Stacionarus_Issidestymas<-function(Q)

#Naudojamu paketu ikelimas i R aplinka
if('require("expm")){install.packages("expm")}
Tibrary(expm)

# #Analizuojama intensyvumu matrica
# Q<-...

####Stacionaraus issidestymo 1ivertinimas####
a=Q*1/6+diag(nrow(Q))
b=c(1, rep(0,nrow(Q)-1))%*%a

Eor (i in 1:10A7)

) b=b%*%a
round(b,5)
####Rezul tatai####
print("stacionari")
print(round(b,5))
print("DNB dalis")
print(sum(b[1:3]))

rezultatai <- list("prognoze"™ = round(b,5),"DNB dalis" = sum(b[1:3]))
return(rezultatai)
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8. Triukstamy duomeny atkiirimas, ,,Duomenu_atkurimas.R*

Duomenu_atkurimas<-function(dalyviail, dalyviai2, isejo)

####Atkuriamos grandines duomenys####

# #Laiko periodo T=-1 dalyviu skaicius

# dalyviail=c( 1, 21027, 8639, 39163)

# #Laiko periodo T=0 dalyviu skaicius

# dalyviai2=c(1862, 26385, 10522, 41710)

# #Laiko period T=0 pasitraukusiu dalyviu skaicius
# isejo=c(18, 278, 224, 1081)

####Duomenu atkurimas####
matrica=diag(dalyviai2)

#Augimo koeficianto radimas
delta=dalyviai2/dalyviail

#Isejusiu dalyviu isskirstymas fondams (imonems)
Eor (j in 1l:nrow(matrica))

Eor (i in 1l:ncol(matrica))
}f Gi'=3)
matrical[j,i]l=isejo[jl*deltal[i]/(sum(delta)-deltal[j])

}
P .
matrica<-round(matrica,0)
matrical[is.na(matrica)]<-0
Ml<-matrica

####Rezultatu spausdinimas####
cat("\014™)

print("Atkurti duomenys")
print(M1)

return(ml)

9. Sukurto R paketo apraSymas

Package: PensijuFonduModeliai

Type: Package

Title: Baigiamojo projekto dalis

Version: 0.1.0

Author: Lina Kadikinaite

Description: Pensiju fondu analize naudojant Markovo grandines
LazyData: TRUE
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