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SANTRAUKA

Skaic¢iuojamosios astrofizikos srityje daznai atliekamas daugelio kuny sistemos modeliavimo
eksperimentas. Tobuléjant skai¢iavimus atliekanciai techninei jrangai, didelés apimties (n > 10°)
modeliai tampa prieinamesni. CUDA platforma gali susidoroti su dideliais modeliais, taciau spe-
cialiy algoritmy pagalba jmanoma iSgauti pastebimai daugiau spartos. Siame darbe identiskomis
salygomis yra lyginamos kelios specializuotos medzio kodo algoritmo realizacijos, pritaikytos
CUDA platformai. Buvo stebima kaip jos susidoroja su skirtingos formos daleliy erdvémis esant
skirtingiems atidarymo kampams 6 (jei taikytina). Darbas yra uzbaigiamas pateikiant realizaciju

jvertinimag bei kelis jdomius pastebéjimus.

Melinskas, Zygimantas. Analysis of Concurrent N-body interaction algorithms: Master‘s the-
sis in Informatics / supervisor assoc. prof. Romas Marcinkevi¢ius. The Faculty of Informatics,
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SUMMARY

An N-Body simulation is commonplace within the field of computational astrophysics. With
an ever increasing grade of computational hardware available at our disposal, it is becoming easier
to run large simulations (n > 10%). CUDA is a platform that can successfully accommodate
a large N-Body simulation, but it too benefits from clever algorithms, such as the tree-code.
In this paper a black-box comparison is done between several CUDA enabled tree-codes on a
single hardware configuration. The algorithms were subjected to a combination of different spatial
configurations and opening angles 6 (were applicable). The paper concludes with an overall ranking

of the compared algorithms and a few interesting observations.
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TERMINU ZODYNAS

Device

Host

CUDA

GPU
SIMD

Kernelis

Gardeleé

Blokas

,lrenginio®“ terpé, vykdanti jai budinga programinj koda. Darbo kontekste ,jrengi-
nys“ dazniausiai reiks§ CUDA palaikancia nVidia vaizdo plokste.

,Seimininko“ terpé, vykdanti jai biidinga programinj koda. Darbo kontekste ,Sei-
mininkas“ dazniausiai reiks kompiuterio pagrindinj procesoriy.

(angl. Compute Unified Device Architecture) nVidia kompanijos sukurta platforma
ir programavimo modelis, leidZiantis kurti programas, kurios yra vykdomos vaizdo
plokstéje.

Graphics Processing Unit. Grafinés plokstés procesorius; ,,Irenginio® terpé.

Single Instruction Multiple Data. Lygiagreciu procesoriy klasé, kurioje viena in-
strukcija galima vykdyti daugiau negu vienam duomeny junginiui. Paprasto proce-
sorius SUM instrukcija gali sumuoti tiktai viena skaic¢iy a su kitu skaic¢iu b ir taip
gauti sumg c. SIMD su SUM instrukcija galima sumuoti masyva { A} sSu masyvu
{ B} ir taip gauti suma {C } CPU jvykdzius viena instrukcija galima gauti vieng
suma, o SIMD procesoriuje HC}‘ sumas.

Taip yra vadinama CUDA funkcija, kuri yra vykdoma GPU terpéje ir yra iskviecia-
ma is CPU terpés.

Nusako bloky kiekj ir kaip bus pasiskirste jy indeksai vykdant kernelj. Paduodama
kaip specialus parametras kerneliui.

Nusako kiek gijy ir kaip bus pasiskirste juy indeksai, vykdant GPU koda.



IVADAS

Kompiuterinis modeliavimas parodo, kaip bet kokia, formaliai apibudinama sistema evoli-
ucionuoja laike. Pakankamai tikslaus modelio rezultatai suteikia galimybe daryti prielaidas, kurios
gali buti pritaikomos fizinei sistemai. Pavyzdziui: detalus konstrukcijos vidiniy jtempimy mode-
liavimas gali parodyti, kuriose vietose fiziné konstrukcija yra silpniausia. Taipogi modeliavimas
gali padeéti jrodyti arba paneigti keliamg hipoteze. Astrofizikos Sakoje vis dar vyksta tyrimai, par-
odantys kaip tiksliai evoliucionuoja jvairios kosminés strukturos (planetos, zvaigzdeés, Zvaigzdziy
klasteriai ir t. t.). Kosminiy struktury modeliavimas yra daugialypis procesas, kurio metu reikia
spresti tokias problemas, kaip kuny orbity nustatymas, Zvaigzdziy evoliucijos modeliavimas (tem-
peraturos, dydzio, tankio ir kity parametry poky¢iai), kuny koliziju iSsprendimas, skystuju kuny
dinamika (zvaigzdé néra kietasis kuinas, dél to ji turi buti modeliuojama pasitelkus hidrodinamikos
principus) ir pan. Siame magistro darbe bus analizuojami metodai ir algoritmai, skirti nustatyti
taskiniy kuny jauc¢iamoms jégoms gravitacinio potencialo lauke (t. y. orbitoms modeliuoti), esant
dideliam kuny kiekiui N. Toks daugelio kuny jégy jvertinimas yra zinomas kaip daugelio kuny

problemos (angl. N-Body problem) sprendimas.

Tyrimo objektas ir aktualumas Vienas is problemos sprendimo budy yra sistemos mode-
liavimas, o tai yra atliekama naudojant specialius algoritmus. Egzistuoja kelios algoritmy klaseés,
kurios sugeba atlikti daugelio kiny modeliavimg ir darbe bus sutelktas démesys i vieng is ju
— medzio pavidalo kodo (anlg. treecode) klase. Taipogi bus tyrinéjamos tiktai CUDA platformos
realizacijos. CUDA yra labai prieinama technologija ir jg taikant galima skaic¢iuoti didesnius mode-
lius spar¢iau negu bendrojoje platformoje. Siuo metu nebuvo rastas panasus palyginamasis darbas.
Asmeniui, kuris yra suinteresuotas N-kuny modeliavimu, buty aktualu matyti, kuris algoritmas
kaip veikia esant tam tikroms salygoms. Tiktai, kai yra zinomi esminiai algoritmy privalumai ir

trukumai, yra jmanoma pasirinkti tinkamiausia algoritma esamai uzduociai.

Tikslas ir uzdaviniai Darbo tikslas yra palyginti medzio kodo algoritmy realizacijas CUDA

platformai. Uzdaviniai:

o Atlikti probleminés srities analize: nustatyti medzio kodo ypatumus ir surasti skirtumus tarp
kity problemos sprendimo metody.

o Surinkti ir iSanalizuoti algoritmo CUDA realizacijas, nustatyti didziausius egzistuojancius
tarp juy skirtumus, issiaiskinti kuo skiriasi algoritmo realizacijos nuo bendrosios platformos
realizacijos.

o Nustatyti esminius palyginimo kriterijus.

o Nustatyti esmines pradiniy duomeny formas. T. y. su kokiais duomenimis bus atliekamas
palyginimas.

o Atlikti eksperimenta ir interpretuoti rezultatus.



Dokumento struktura Darbas yra skirstomas j du pagrindinius skyrius — analizés ir eks-
perimento. Analizes skyriuje yra iSanalizuojami pagrindiniai daugelio kuny problemos sprendimo
budai. Didelis démesys yra suteikiamas medzio kodo algoritmui — isSsiaiskinami jo principai. Tai-
pogi analizés skyriuje bus apzvelgiamos jvairios medzio kodo realizacijos CUDA platformai. Ekspe-
rimento skyriuje yra aprasomas lyginimo eksperimentas. Jame bus aptariama eksperimento eiga,
naudojami duomenys, bei kokybés kriterijai pagal kuriuos bus lyginami algoritmai. Eksperimento

skyrius bus uzbaigiamas eksperimento rezultaty demonstravimu ir interpretavimu.



1. DAUGELIO KUNU PROBLEMOS SPRENDIMO METODU
ANALIZE

Analizes tikslas yra issiaiskinti skai¢iuojamosios astrofizikos srityje padarytus pasiekimus,
suformuluotus algoritmus bei kitus sprendimo metodus, skirtus spresti daugelio kuny problema.

Tiktai susidarius tvirtg ziniy pagrinda, bus galima suformuluoti palyginimo eksperimenta.

Egzistuoja kelios platformos, kuriose galima efektyviai atlikti daugelio kuny modelius:

e Superkompiuteriai.

o Kompiuteriy klasteris.
« Bendroji (CPU).

» Grafine (GPU).

Darbe analizuojami algoritmai ir jy realizacijos yra skirtos bet kokiam asmeniui, kuris yra
suinteresuotas IN-kuny modeliavimu. Dél to, terpés pasirinkima priklauso nuo jos prieinamumo.
Spartos ir modelio apimties atzvilgiu, superkompiuteris buty idealiausias variantas, taciau jis yra
maziausiai prieinamas resursas. Teoriskai, bet koks kompiuteriy kambarys (klase, ofisas) gali buti
paverstas | kompiuteriy klasterj, taciau dazniausiai tai yra atliekama tiktai universitetuose arba
didesnése kompanijose. Klasteris yra lengviau prieinamas variantas negu superkompiuteris, bet
neaplenkia CPU arba GPU. Bendroji ir grafiné terpés yra pacios prieinamiausios, taciau grafiné
terpé turi besalygiskai didesnius skaic¢iavimo iSteklius, dél to darbe yra tyrinéjamos algoritmy

realizacijos, skirtos grafinéms plokstéms.

1.1. TYRIMO SRITIS, OBJEKTAS IR PROBLEMA

Sritis N-kuny problema yra apibendrinta savoka, pritaikoma sprendziant daugelio kuny gra-
vitacine saveika (astrofizika), molekuliy saveika (chemija), kruviy saveika (elektrostatika) ir kt.
Kadangi sis magistrinis darbas yra labiau orientuotas j N-kuny problemos sprendimg gravitacinei

saveikai, magistrinio darbo tyrimo sritis yra skaic¢iuojamoji astrofizika.

Objektas Tyrimo objektas yra jvairus algoritmai ir metodai, skirti modeliuoti gravitacine
saveikg astrofizikos kontekste (gravitaciné saveika tarp zvaigzdziuy, planety, asteroidy, t. y. bet

kokiy, didele mase turinciy, kosminiy kuny).

Problema Problema yra algoritmo sparta. Pats paprasciausias algoritmas, skirtas gravitacijos
modeliavimui, turi O (N?) lygio sudétinguma. Sioje srityje paneigiant ar patvirtinant hipoteze,
reikia modelio su dideliu N > 10° ir O (N?) algoritmas, dél savo sudétingumo, tampa nenaudotinu.

Dél to atsirado aproksimacijos metodai, kurie sugeba panasia sistema sumodeliuoti sparciau, taciau



su prarastu tikslumu, kuris, nors ir néra labai grieztas reikalavimas, turi priimtina riba. Dél to
buty galima patikslinti problema taip: Gravitacinés saveikos modeliavimo algoritmy sparta ir ju

atiduodamo rezultato tikslumas.

1.2. ESAMU PROBLEMOS SPRENDIMO METODU ANALIZE

1.2.1. Algoritmai

Egzistuoja nemazai algoritmuy, skirty spresti daugelio kuiny problema. Kaip ir kitose algorit-
my klasese, kiekvienas i$ ju turi skirtingus kokybinius jvercius (skiriasi sudétingumas, tikslumas
ir pan.). Toliau bus paaiskinti ir apibendrinti keli algoritmai, kuriy grafinés terpés realizacijos bus

analizuojamos vélesnéje darbo dalyje.

1.2.1.1. Tiesioginio sumavimo algoritmas

Pries atsirandant aproksimacijos algoritmams tiesioginis sumavimas (angl. direct, pair-wise,
all-pairs) buvo vienintelis biidas modeliuoti gravitacines sistemas. Dél O(n?) sudétingumo N
daleliy kiekis modeliuose buvo stipriai apribotas, o tai reiskia, kad modeliai buvo grubus ir in-
terpretuojant jy rezultatus reikdavo labiau ,,pasinaudoti® vaizduote. Taciau tiesioginis sumavimas
néra isnykes. Jis yra naudojamas praktiskai kiekviename algoritme, sudétingesniame negu bazi-
nis BH variantas §1.2.1.2., jvertinti labai arti esanciy kuny gravitacinei traukai, nes pagrindinis
aproksimacijos komponentas dazniausiai veikia labai prastai esant maziems tarpdaleliniams ats-
tumams [2, 3, 6, 11]. Tiesioginio sumavimo algoritmas yra pats paprasciausias algoritmas, kuris
gali buti panaudotas modeliuojant sistema susidedancia is daugelio taskiniy kuny, saveikaujanciy
tarpusavyje kazkokio potencialo lauke. Kadangi darbo sritis yra skai¢iuojamoji astrofizika, déme-
sys bus sutelktas j gravitacine saveika, bus daroma prielaida, kad dalelés saveikauja gravitacinio
potencialo lauke ir pacios formulés vertins gravitacine trauka.

m;m; T

F. =G J tj

Y 72 [
|71 7

kur: 7;; = 7; — T (1.1)

1.1 yra vektoriais iSreiksta Niutono gravitacinés saveikos formulé. Jega F;;, kuri veikia i-taj
kuna, yra vektorius, nukreiptas nuo i-tojo kuno j j-taji kuna. Vektoriaus ilgis parodo jégos stiprj ir
yra proporcingas kuny masiy ir gravitacines konstantos sandaugai ir yra atvirksc¢iai proporcingas

atstumo tarp kunuy kvadratus.

- o~ Ty
J=1,5#i j=1,j#i H%‘H
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Turint lauka, kuriame yra N daleliy, galime surasti jéga F; jauciama i-tojo kuno tame
lauke pagal lygtj 1.2. Lauko, kuriame yra daugiau negu viena dalelé, gravitacinis potencialas yra
nustatomas superpozicijos principu. T.y. atskiry daleliy, esanciy tame paciame lauke, gravitaciniai
potencialai gali buti paprasciausiai susumuojami, norint iSgauti viso lauko gravitacinio potencialo
lygti. Analogiskai veikia ir jégy laukas, dél to lygtyje 1.2 matome sumavimo operatoriy. Modelyje
nemodeliuojame gravitacinés sgveikos tarp i-tojo kuno ir jo paties, dél to turime praleisti j = ¢
(F;;) démenj, antraip H?in?’ = 0 ir lygtis tampa neapibréziama. Modeliuojant isreikstiniu (angl.
explicit) budu, kiekviename integracijos periode yra atnaujinamos visy kuny pozicijos. Siekiant
atnaujinti pozicijg u, reikia zinoti kuno greitj v, kuris yra suzinomas i$ pagreicio da. Pagreitis a yra

apskaic¢iuojamas pagal Niutono antrajj désnj:

P—

F=ma & a= (1.3)

3=y

Tarp integracijos periody reikia persinesti kuny pozicija u, greitj ¥ ir pagreitj @. Vieno pe-
riodo metu yra paskaiciuojamos kiekvieno kuino jauciamos jégos, kurios yra konvertuojamos i
momentinius pagreic¢ius. Pagal momentinius pagreicius, atsizvelgiant j tai, koks yra naudojamas
integravimo metodas, yra vienaip ar kitaip atnaujinami kuny pagreiciai, greiciai ir yra apskaic¢iuo-
jami momentiniai poslinkiai. Integracinio periodo gale momentiniai poslinkiai yra prisumuojami
prie kuiny pozicijy ir procesas yra kartojamas is naujo. Reikia atkreipti démesj, kad tarp periody

nereikia saugoti kuino jauciamos jégos F, dél to lygti 1.2 galima suprastinti toliau:

N

i, =c Y (1.4)

o 18
= [l

Esminis skirtumas tarp 1.4 ir 1.2 yra toks, kad 1.4 nebereikia kreipti démesio j i-tojo kuino
mas¢. Buty galima padaryti pastebéjima: kuno pagreitis, generuojamas gravitacinio potencialo

lauko, nepriklauso nuo to kiino masés.

Modeliuojant N-kuny sistema tiesioginio sumavimo metodu, vienos iteracijos metu kiek-
vienam kunui reikia jvertinti jégas su kitais N — 1 kunais, dél to algoritmo sudétingumas yra

—

O (N?). Yra galimybe iSnaudoti simetriSkuma tarp jégu: }7;-]- =—F

Ji» talp sumazinant skaiciavimy

apimtj per puse.

Pazvelgus j 1.4 lygtj, buty galima rasti dar vieng papildomg problema: sparciai diverguojanti
a; reikSmeé, kai HF”H artéja | 0. Modeliai su dideliais N daleliy kiekiais, bent jau kol kas, yra
vykdomi iSreikstiniu budu: pagal esanciag sistemos padétj yra apskai¢iuojamos kuny jauciamos
jégos ir véliau poslinkiai. Po integracijos, bet kuri kiny pora gali atsidurti labai arti. Realybéje
tokie kunai arba susidurty arba prasilenkty islaikydami energijos kiekj, taciau modelyje, jeigu
buty naudojama 1.4 lygtis, jiems buty paskai¢iuojama labai didelé jéga, kas lemty labai didelj
poslinkj. Tokiu atveju, po integracijos, kunai atsidurty labai toli vienas nuo kito su labai dideliu

greiciu — jvykty neproporcingas energijos prieaugis, kas yra nerealistiska. Kad to buty iSvengta
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yra pritaikomas susvelninimo parametras e:

N
m;r;.
i, =G L (1.5)

Kai e = 0, lygtis 1.5 yra tas pats kas 1.4 ir del asimptomiskumo jos reikSmeé artéja i begalybe,

—

kai jos argumentas artéja prie 0: limy g @] = co. Kai e > 0, lygties vardiklis nebegali buti 0

ir dél to jos reiksmé visuomet konverguoja.

120 Em———

100 | ---e=0.25 ||
---g=0.35

Jega ||

0 0.2 04 06 0.8 1

Atstumas |[7; jH

1.1 pav. € jtaka gravitacijos lygc¢iai

Paveikslas 1.1 iliustruoja € jtaka lygties 1.5 reikSmei (daroma prielaida kad N =1,m, = é)

Reikty atkreipti démesj, kad nebereikia tikrinti salygos j # 4, nes kai j = ¢ démuo yra lygus 0.

1.1, 1.2 1.4 ir 1.5 formuluotés yra paimtos is [9].

1.2.1.2. Barneso-Huto hierarchinis algoritmas

Barneso-Huto (toliau BH) hierarchinis algoritmas aproksimuoja gravitacine trauka, pasi-
naudodamas vélesniame paragrafe apibudinama savybe [1]. Algoritme yra naudojamas astuon-
medis (kaip dvinaris medis, tac¢iau kiekvienas mazgas turi 8 pomazgius) sistematiniam erdvés
suskaidymui j tiksliai apibréztus regionus. Astuonmedzio struktura palengvina bendrosios algorit-
mo paklaidos ir atstumo tarp vieno tasko ir erdvés regiono nustatyma. Atstumo nustatymas yra
svarbus, norint efektyviai aproksimuoti kiekvieno kuno jauciama traukos jéga. Medzio pavidalo
strukturoje kiekvienas mazgas atvaizduoja erdvés regiona. Regionas yra kubo formos ir yra apibu-
dinamas savo matmenimis, pozicija erdvéje, mase ir masés centro pozicija. Regiono masé ir masés

centras yra apskaic¢iuojami pagal regione esancius kunus.

Panasus aproksimacijos algoritmai egzistavo jau pries BH algoritma, tac¢iau juose naudojami
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erdveés skaidymo metodai néra tokie lankstus, kaip BH skaidymo metodas [1]. Pagrindiniai ju
trukumai yra tai, kad sunku apibudinti ju skaidymo kriterijus (t. y. ne visuomet aisku, kaip bus

suskaidyta erdvé j regionus) ir dél to sunku lyginti skai¢iavimo rezultaty paklaidas.

Gravitacinio désnio savybiy iSnaudojimas Kai du, mase turintys kunai, tolsta vienas nuo

kito, gravitacinio potencialo kuriama traukos jéga silpnéja. Dél to analizuojant kung ¢, svarbesni
yra arti ¢ esantys kunai. Sakykime, kad erdvéje yra k arti susispietusiy kuny ir pavadinkime juos
klasteriu. | klasterj galima ziuréti dvejopai: k kuny su individualia mase ir pozicija erdveéje arba
vienas kunas K, kurio maseé yra visy klasteryje esanc¢iy kuny mase ir kurio pozicija yra klasterio
maseés centras. Vertinant traukos jéga kunui ¢ ¢ k su siuo klasteriu, mes galime: vertinti traukos
jéga su kiekvienu j € k kunu ir ja sumuoti F}, = Zjek F;; arba vertinti traukos jéga tiktai su
kunu K: Fj, ~ Fj.

Tokia aproksimacija néra absurdiska, nes vertinant gravitacing trauka tarp dviejy realiy
kuny (pvz., zemés ir saulés), yra dazniausiai apsiribojama $iy kunu centrais ir kiekvieno i$ ju
mase. Realiai reikty jvertinti ty kuny, maziausiyjy sudedamuyjy daleliy jauciamas jégas atskirai,

ir jas susumuoti. Kadangi Saulé ir Zemé yra pakankamai toli viena nuo kitos, sio supaprastinto

spredimo rezultatas praktiskai nesiskiria nuo tikrojo.
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1.2 pav. Aproksimacijos klaidos augimas
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Paveikslas 1.2 iliustruoja gravitacinio lauko generuojama jéga vienam kiinui. Zalias (vienti-
sas) vektorius — tiesioginio sumavimo metodas, padidintas 50 karty; Mélynas (punktyrinis) vekto-
rius — aproksimacijos metodas, padidintas 50 karty; Raudonas (taskinis) vektorius — skirtumas
tarp tiesioginio sumavimo ir aproksimacijos metody, padidintas 500 karty; Punktyrinis apskri-
timas: klasterio masés centras; Klasteris yra toliausiai 1.2a, artéja 1.2b, 1.2c, arciausiai randasi
1.2d. Klasteriui artéjant, skirtumas tarp aproksimacijos ir tiesioginio sumavimo didéja. Tiesioginis
sumavimas suskaic¢iuoja vektoriy labiau paslinkusj j desing, nes kuinas, esantis arciausiai analizuo-
jamojo yra jo desinéje ir taip turi didesnj indélj i bendra traukos jéga. Reikty atkreipti démesj,

kad aproksimacijos vektorius visuomet yra nukreiptas j arba kerta klasteriy masés centra.

Erdvés skaidymas Tarkime, kad turime S kuny aibe, susidedancia is s, kuny: s; € S. Kad
suskaidyti erdve, ir taip paruosti modelj tolimesniems skaiciavimams, reikia is pradziy nustaty-
R, R..) ir apimt] Ry (Rg,, Ry, Ryy). Sakninis

mazgas yra kubo formos ir turi aprépti visus kunus:

ti Sakninio mazgo centro koordinates R, (ch,

Ry, = Ry, = Ryy = max [(max S, —min S, ), (max S, —min S, ), (max S, —min S,)] (1.6)

Lygtis 1.6 parodo, kad Sakninio mazgo matmenys yra lygus (i.e. kubas) ir kad briaunos dydis

yra didziausias skirtumas tarp didziausiy kuny s; pozicijy skirtumy kiekvienos asies atzvilgiu.

max S, —min S, max Sy — min Sy min S +
2 ’ #

2

,min S, +

R (min S+ max .S, ; min Sz>

(1.7)
Lygtis 1.7 parodo kaip yra randamos Sakninio mazgo centro koordinatés.

Formuojant erdves paskirstymo medj, i Sakninj mazgg yra paeiliui jterpiami visi s; € .S kunai.

Jeigu bet kokiame mazge yra daugiau negu n = 1 kunas, ta mazga atvaizduojantis kubas

crit
yra skeliamas j 8 lygias dalis. Toms dalims yra sukuriami 8 nauji mazgai, kurie yra jstatomi }
med] kaip pomazgiai suskaidytam mazgui. Kunai, kurie buvo perskeltame mazge, yra paskirstomi
1 pomazgius. Jeigu taip atsitinka, kad tie n > mn,,;, kunai vistiek patenka j ta patj regiona,
skaidymo procedura yra analogiskai vykdoma tam regionui. Paveiklse 1.3 yra pavaizduojamas
erdveés suskaidymo pavyzdys dvimatéje erdvéje. Hierarchinio erdves skaidymo metodo kontekste
dvimatis erdviskumas skiriasi nuo trimacio tik tuo, kad yra dirbama su kvadratais, kurie yra

skaidomi j 4 lygias dalis.
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1.3 pav. Erdvés suskaidymo pavyzdys dvimatéje erdveéje.

Medzio apéjimas Suskaidzius erdve, galima paskaiciuoti kiekvieno kuno jauciama traukos
jéga. Kiekvienas kunas yra analizuojamas is eilés, po viena. Analizuojant kuna, yra pradedamas
astuonmedzio strukturos apéjimas, pradedant nuo pagrindinio mazgo. Ties kiekvienu zingsniu
yra patikrinama, ar mazgas yra pakankamai nutoles nuo analizuojamo kiuno. Jeigu taip — yra
paskaic¢iuojama traukos jéga, jauciama nuo to mazgo viduje esancio fiktyvaus kuno. PaskaicCiuota
traukos jéga yra pridedama analizuojamam kunui ir fiktyvaus kuno mazgas praleidziamas. Jeigu
analizuojamas kunas yra pakankamai toli nuo mazgo, jis yra “atidaromas” — t. y. atliekamas jo

pomazgiy apejimas.

% <0 (1.8)

Nelygybé 1.8 parodo kada kunas yra pakankamai toli nuo mazgo: [ yra atstumas tarp kuno
ir mazgo svorio centro; D yra mazgo kubo briaunos ilgis; 6 yra atidarymo kampas. Sumazinant 6
yra grieztinamas atstumo reikalavimas, dél to yra ,atidaroma‘“ daugiau mazgy. Kai 6 = 0 yra ati-
daromi visi mazgai ir algoritmo veikimas tampa panasus | tiesioginio sumavimo algoritma (atlieka
tiek pat darbo, kiek ir tiesioginio sumavimo algoritmas, bei visas medzio konstravimo ir apéji-

mo operacijas) 1.2.1.1.. Atidarymo kampo keitimas leidzia keisti tiksluma j sparta (ir atvirkscéiai)
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ir daugelis specifiniy algoritmo implementacijy turi optimaliausig varianta, pvz., Gaburov et al.
naudoja 6 ~ 0.5 [6].

Modifikacija Standartinis BH algoritmas atlieka daug operacijy, susijusiy su medzio struk-
tiiros skaitymu ir ragymu. Sios operacijos, dazniausiai yra realizuojamos pasinaudojant rekursija
bei rodykliy gaudymu (angl. pointer chasing). Paprastas CPU procesorius Sias operacijas vykdo
sparciai, ir dél to, laikas praleistas manipuliuojant medj, nesukuria akivaizdzios algoritmo nasumo

problemos.

Tuometiniai (kai buvo aprasyta BH modifikacija) vektoriniai kompiuteriai turéjo daug skaici-
uojamuyjuy resursy, kuriuos buvo galima isnaudoti, spartint daugelio kuny modeliavima [2]. Tac¢iau
ju rekursijos ir rodykliy gaudymo operacijos nebuvo tokios sparcios kaip CPU atitikmenys. Dél
to nemodifikuoto BH algoritmo medzio manipuliavimo veiksmai trukdavo daug ilgiau, t. y. tapo

pastebimomis spartos problemomis.

Problema galima spresti vengiant darbo su medziu. Tolimesniam modifikacijos paaiskinimui

reikty atlikti medzio apéjimo isskaidyma j dvi fazes [8]:

1: sagveikos saraso surinkimas vienai dalelei,

2: saveikos saraSo ,jvertinimas®/apskaiciavimas.

Tarkime, kad turime erdvés skaidymo medj @, kuriame yra N daleliy: k;, € K;|K| = N. Pirmosios
fazes rezultatas dalelei k; yra tos dalelés saveikos sarasas L,, kuriame yra medzio mazgai q; € @,
tenkinantys 1.8. Galima atlikti pastebéjima: jeigu atstumas tarp dalelés k; ir mazgo ¢; yra daug
didesnis, negu atstumas tarp daleliy k; ir k;, tuomet yra didelé tikimybeé, kad ¢; priklauso tiek ;
saveikos sarase q; € L;, tiek k; saveikos sarase q; € L; 2]. Kitaip tariant, jeigu dalelés k; ir k;
yra arti, ju saveikos sarasal yra labal panasus: L; ~ L;. Buty galima apjungti L; ir L, sarasus
i vieng L, taip, kad L, tenkinty 1.8 tiek k;, tiek k; atzvilgiu. Sukonstruoti sarasams L, ir L;
reikia dviejy daliniy medzio apéjimy, taciau sukonstruoti L, reikia vieno truputj ilgesnio dalinio
apejimo: t(L;) +t(L;) > t(L.); Mw < t(L,). Siekiant efektyviai iSnaudoti sia savybe, reikia

apibrézti, kokioms daleliy grupéms galima skaic¢iuoti bendra sarasa.

Kaip jau minéta, standartiné BH implementacija medyje suradusi fizine dalele k;, esancia
apatiniame mazge, sukonstruoja jai sgveikos sarasa L; ir jvertina jame esanc¢iy mazgy generuojama
traukos jéga tai dalelei. Modifikuota BH versija sustoja, suradusi mazga ¢;, kuriame yra < n_,;,

daleliy ir joms sugeneruoja bendra saveikos sarasa L. Taip darant, potencialiai galima sumazinti

laika, praleista vaiksciojant po medj iki n,,,;, karty ir tai yra modifikacijos esmé. Reikia atkreipti
démesj, kad sarasas L. savyje netur: mazge q; esanciy daleliy, deél to, jvertinus sarase esanciy
mazgy generuojamas traukos jégas, reikia atlikti ir tiesioginj mazge esanciy daleliy sumavima,

kad buty pilnai jvertinta traukos jéga is visy saltiniy.
Modifikacija turi kelis poveikius:

o Sumavzina laiko kiekj, kurj reikia isleisti dirbant su medziu.
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o Identiski sagveikos sarasai kelioms daleléms reiskia, kad traukos vertinimo procedura galima
idealiai iSlygiagretinti ant SIMD principu veikiané¢io procesoriaus.

» Saveikos sarasas kiekvienos dalelés atzvilgiu turi perteklinés informacijos ir tai salygoja di-
desnj tiksluma.

o Atsiranda tiesioginio sumavimo komponentas, kuris irgi yra idealiai islygiagretinamas.

Sios temos atveju labiausiai jdomus poveikis yra antras: skai¢iavimy identiskumas, nes CU-
DA platformoje 32 gijos (sugrupuotos) gali vykdyti koda tuo paciu metu, jeigu vykdomas kodas
yra identiskas kiekvienai gijai. Véliau pamatysime, kaip kai kurie realizacijy autoriai gudriai pa-

sinaudoja Sia savybe.

1.2.1.3. Apibendrinimas

Egzistuoja daugiau algoritmy, skirty modeliuoti daugelio kuny sistemas: tinklelio metodai
(ju populiarumas sumazéjo, kai pasirodé BH) ir O(n) sudétingumo daugiapoliy (angl. multipo-
le) metodas [7]. Analizé ir magistrinis darbas neliecia daugiapoliu metodo, nes jis yra ganétinai
sudétingas, turi maziau aprasyty CUDA realizacijy ir jy GPU terpés problemos yra panasios }
BH.

Véliau bus analizuojamos esamos BH algoritmo realizacijos. Kai kurios naudoja modifikuota
versija, kitos iSgauna ,,modifikuotuma“ kitais budais ir didzioji dalis specialiai naudoja tiesioginj

sumavima apskaiciuoti smulkiausius regionus [2].

1.1 lentelé. Analizuojami algoritmai

Algoritmas Sudétingumas ISlygiagretinamumas Modelio apimtis

Tiesioginis sumavimas O (n?) Idealus. Maza
Barnes-Hut O (nlogn) Sudétingas. Didelée
Mod. Barnes-Hut O (nlogn) Vidutinis. Didelé

1.2.2. CUDA

Grafiné plokste, dél jos teikiamy skaiciuojamyjy resursy ir kainos santykio, yra labai patrau-
kli bendros paskirties skaic¢iavimy platforma. Sparciai augant kompiuteriniy zaidimy industrijai,
kilo paklausa ir grafinéms plokstéms. Grafiniy procesoriy technologijos nuolat sparéiai tobuléja:
zaidimy kuréjai nuolatos konkuruodavo tarpusavyje dél grafikos realistiSkumo ir tai netiesiogi-
ai sukeldavo iniciatyva grafiniy procesoriy gamintojams kurti galingesnius ir spartesnius lustus.

Grafiniy procesoriy sparta iki Siol auga, taciau lusty kainos islieka prieinamos. Anksc¢iau buvo jma-
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noma pasinaudoti grafinio lusto skai¢iuojamaja galia, jeigu problema, kurig buvo norima spresti,
buvo lengvai pakeiciama j grafine. Tarkime, kad reikia sumodeliuoti temperaturos pasiskirstyma
staciakampio formos plokstéje. Jeigu ploksté buty suskaidoma j kvadratinius regionus, ji atrodyty
kaip grafiné tekstura, kur kiekvienas regionas yra pikselis, o jo spalva yra regiono temperatura.
Tuomet, pasinaudojant Seséliavimo paprogrameémis (angl. shader), galima tos teksturos pikselius
modifikuoti pagal Silumos srauty désnius. Siais laikais grafiniy procesoriy gamintojai subendrino

savo lusty sasajas taip, kad jomis jmanoma vykdyti bendros paskirties koda.

Populiariausias lusty gamintojas nVidia turi savo lygiagreciy skaiciavimy platforma bei pro-
gramavimo modelj CUDA. CUDA suteikia prieiga prie desimtmecius plétoty skai¢iuojamuyjy res-
ursy, esanciy naujesnés laidos nVidia grafinése ploksteése (GeForce, Tesla, Quadro ir t.t.). CUDA
turi ir kity alternatyvy: Brook bei OpenCL, kurios veikia ne tik ant GeForce grafiniy ploksciy
[4, 10]. Magistriniam darbui buvo pasirinkta CUDA platforma, nes, lyginant su kitomis platfor-
momis, ji veikia sparc¢iau su GeForce plokstémis. Papildomos priezastys: CUDA yra labai gerai

dokumentuota ir egzistuoja daug literaturos susijusios su darbo tyrimo objektu [3, 5, 6, 9, 11].

1.2.2.1. CUDA C

CUDA C kodo failai yra kompiliuojami j paprastus objektinius failus (*.obj plétinys Win-
dows operacinéje sistemoje, ir *.0 plétinys Linux operacinése sistemose), kurie gali buti naudojami
standartinése C ir C4++ programose, statinése bibliotekose bei dinaminése bibliotekose. CUDA C
kalboje yra trys funkciju tipai: standartinés, globalinés (global) ir jrenginio (device) 1.4 . Standar-
tineés funkcijos yra nepakitusios (paprastos C funkcijos); globalinés funkcijos yra vykdomos vaizdo
plokstéje, taciau gali buti iskviestos tiktai iS Seimininko — jrenginio valdancio vaizdo plokste; jren-
ginio funkcijos yra vykdomos vaizdo plokstéje ir gali buti iskviestos tiktai iS globaliniy funkcijy

arba kity jrenginio funkcijy.

void StandartCFunction( void );
__global__ void GlobalCUDAFunction( void );

__device__ void DeviceCUDAFunction( void );

1.4 pav. CUDA funkcijy tipai

1.2.2.2. Programos vykdymo architektura

CUDA programa vykdymo metu yra suskaidoma j blokus, kurie yra toliau skaidomi j gi-
jas. Blokai yra vykdomi nuosekliai vienam procesoriui. Jeigu vaizdo ploksté turi daugiau negu
vieng procesoriy, blokai yra apdorojami lygiagreciai. Kvieciant CUDA funkcija, reikia sukonfigu-

ruoti paleidimo erdve (t. y. kiek, ir kokio dydzio bloky reikia) — tai galima padaryti su specialiu
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<<<>>> operatoriumi (zr. pav. 1.5). Pav. 1.5 pirmasis argumentas (32) parodo bloky kiekj,
o antrasis (64) — giju kiekj/bloko dydj. Funkcijos viduje bloku kiekj galime gauti is specialaus
raktazodzio gridDim.z, o bloko dydj su blockDim.z . Raktazodziai turi ir y bei z komponentes,
nes blokas ir gardelé (angl. grid) gali buti dvimadiai ir trimaciai. Toks architekturinis sprendimas
buvo padarytas, nes taip yra lengviau suplanuoti dvimates ar trimates problemas. Pavyzdziui:
norint nuspalvinti kiekvieng 640x480 bitmap failo pikselj pagal pasirinkta algoritma, buty galima
iskviesti CUDA funkcija su [x:20, y:15] dydzio gardele, kurioje kiekvienas blokas buty [x:32, y:32]
gijy dydzio.

__global__ void Add( int * a, int * b, int * c, int N ) {

int tid = blockIdx.x * gridDim.x + threadIdx.x;
if ( tid < N ) {
c[tid]l = altid] + b[tid];

}

int main( int argc, char * argv[] ) {

Add<<<32,64>>>( vecl, vec2, vec3, 32 * 64 );

1.5 pav. CUDA programos pavyzdys

1.2.2.3. Atmintis

Atminties operacijos yra pakankamai brangios (apie 600 cikly), dél to programa, kuri nee-
fektyviai naudoja atmintj, praleis daug laiko laukdama kol bus rasoma arba skaitoma is atminties.
CUDA architekturoje yra papildomuy darbinés atminties tipy/koncepcijy, suteikianc¢iy galimybe

programoms pasiekti vaizdo plokstés teorinj maksimaly duomeny pralaiduma.

+ Bendroji Atmintis (angl. Shared Memory). Sios atminties yra nedidelis kiekis (jis gali biiti
konfiguiruojamas ir dazniausiai buna apie 48 kilobaitus), nes ji yra L1 keSo viduje (L1 keso
dydis dazniausiai biina 64 kilobaitai). Si atmintis yra i$skiriama, kai GPU pradeda apdoroti
blokg ir ja gali naudotis visos gijos esancios tame bloke. Taip pat Si atmintis yra dazniausiai
naudojama komunikacijai tarp gijuy, nes ji yra prieinama labai greitai (apie 100 karty grei¢iau
negu standartine DRAM).

o Teksturine Atmintis (angl. Tewture Memory) pagreitina lokaly skaityma. Si atmintis yra
read-only tipo ir yra uzpildoma Seimininko (host) terpéje, véliau ja galima nuskaityti iS
plokstes terpés. Atliekant skaitymo operacijg is x teksturos atminties celés, yra uzkesuoja-
mas [x - k, x + k] (vienmetés teksturos atveju) regionas ir sekancios skaitymo operacijos,

patenkancios j ta regiona, yra atlieckamos daug greiciau.
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CUDA tai pat palaiko apjungta atminties prieiga (angl. coalesced memory access) gijoms,
esan¢ioms toje pacioje grupéje. Si optimizacija dviejy arba daugiau gijy globalios atminties skai-
tymo uzklausas apjungia j viena (t. y. i kiek imanoma maziau uzklausy). Ivairiy autoriy algoritmuy
implementacijose matysime, kad buvo jdéta pakankamai daug pastangy sudélioti vykdymo seka

taip, kad gijos atmintj skaityty vienu metu.

1.2.2.4. Gijy grupavimas

Bloko viduje gijos yra suskirstomos j grupes (angl. thread warp) po 32. Gijos grupéje yra
vykdomos SIMD principu — t. y. vienu metu, jeigu nejvyksta gijy divergencija. Gijos grupéje
diverguoja, jeigu jos nustoja vykdyti ta pacia instrukcija(kiekvienas kodo issisakojimas (if, while,
for, ir t.t.) gali ,Isskirti“ gijas). Divergencijos atveju skirtingos kodo sakos yra vykdomos nuosekliai

zr. 1.6. Taisyklingas gijuy grupiy naudojimas daro stipria jtaks projektuojamo algoritmo spartai.

__global__ ThrDiv( int * a, int N ) {
int tid = threadIdx.x; // Kinta [0..31]
if (tid < N ) {
// Sudetinga operacija trunkanti 1 sekunde
} else {

// Skirtinga sudetinga operacija trunkanti 2 sekundes.

}

int main ( int argc, char * argv[] ) {

// Nediverguoja, trunka 1 sekunde
ThrDiv<<<1,32>>( vecl, 32 );

// Nediverguoja trunka 2 sekundes
ThrDiv<<<1,32>>( vecl, 0 );

// Diverguoja, trunka 3 sekundes

ThrDiv<<<1,32>>( vecl, 4 );

1.6 pav. CUDA gijuy divergencijos pavyzdys

1.2.3. Esami problemos sprendimai CUDA terpéje

Egzistuoja gerai suformuota N-kunu problemos sprendimo CUDA terpéje bazé [3, 5, 6,
11]. Kiekviename, toliau einanc¢iame skyrelyje, bus patyrinéjama kaip kiekviena implementaci-
ja realizuoja tam tikra algoritmo aspekta. Visi algoritmai yra savotiski BH algoritmo variantai,

modifikuoti autoriy tam kad veikty sparc¢iau CPU/GPU terpéje.
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1.2.3.1. Veiksmy seka

Tyrinéjamos realizacijos turi papildoma uzdavinj: surasti balansg tarp veiksmy, atliekamy
CPU ir CUDA terpése (priklausomai nuo jvairiy dariniy, atskiros algoritmo dalys galj buti vyk-
domos grei¢iau CPU terpéje negu GPU), tam kad visumoje vykdymo laikas buty trumpiausias.
Algoritmy veiksmy sekos analizé padés suprasti kodél ir kada implementacijy autoriai nusprendzia
deleguoti darba j GPU.

Pasiruodimas | I

Kerneliy vykdymas ey > Srities riby apskaifiavimas

3

Medzio konstravimas

R

Regiony parametry apskaiciavimas

. ¥

Kidny rikiavimas

. ¥

Jégy vertinimas

. ¥

e EEE s EEsEEEE R EEEEEEE R EEEEEsEEEEEEEEEEEEEn Integra\.’imag

1.7 ) Burtscher-Pingali veiksmu seka
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MedzZio konstravimas

¥

Celiy parametry jvertinimas

v ¥

Grupiy radimas =000 e

Sgveikos sgraso dydZio apskaidiavimas

Atminties i§5|q.rrimaS .‘ ....................................................

ST T T I LI R L IR LI I I I I I I I I } Sa_\"EikDS Sa-raén sukonstravimas

¥

Sgveikos sgraso jvertinimas

Y

1.8 ) Gaburov-Bedorf-Zwart veiksmy seka

Paruogimas a; F2M MedZio apatinio lygio formavimas

Kerneliy vykdymas M2M MedZio vidiniy lygiy formavimas

« ¥

F2P Arti esandiy kiny jvertinimas

{

M2PF Toli esanéiy mazgu jvertinimas

v ¥

Duomeny rikiavimas

1.9) Yokota-Barba veiksmy seka

Paveiksluose yra pavaizduotos analizuotos realizacijos: 1.7 is [5]; 1.8 i§ [6]; 1.9 i [11]. Punk-
tyrinés linijos atvaizduoja algoritmo seka, vientisos linijos atvaizduoja duomeny srautg. Kairéje

puseéje esantys veiksmai yra atliekami CPU terpéje, desineje — GPU.

Pirmasis BH algoritmo veiksmas, kurj matome paveiksle 1.7, yra pradinio apribojimo (Sakni-

nio mazgo kubo briauny) suradimas. Sis veiksmas yra iSskiriamas tiktai Burtscher-Pingali rea-
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lizacijoje, ir joje jis yra vykdomas GPU terpéje [5]. Duomenys (kunai) yra isskaidomi j lygias dalis
ir priskiriami blokams, kur kiekvienas i$ juy nusiskaito kunus vieng kartg, pilnai apjungtu budu,
ir redukuoja kuny pozicijas, pasinaudodamas aparaturinéje dalyje realizuotomis min ir max funk-
cijomis. Galiausiai yra iSrenkamas blokas, kuris apjungia kity bloky redukcijas ir sukuria sakninj

mazga. Kitos realizacijos tai atliecka arba CPU terpéje arba per daug apie tai neissiplecia.

Sekantis veiksmas yra medzio konstravimas ir Burtscher-Pingali bei Yokota-Barba tai atlieka
tai GPU terpéje [5, 11], o Gaburov-Bedorf-Zwart — CPU [6]. Burtscher-Pingali realizacijoje kiek-
vienas kunas yra priskiriamas gijai (giju kiekis yra fiksuotas ir gija uzbaigusi darba su vienu kuny,
gauna sekantj), kuri bando ta kuna jterpti { medzio struktura [5]. IS pradziy, gija suranda vieta,
kurioje reikia jrasyti kuna (medis saugomas masyve), ja pabando uzrakinti ir jeigu tai pavyksta —
atlieka jraSyma. Rakinimas yra reikalingas, nes: jsivaizduokime, kad yra dvi gijos vienoje grupéje.
Jos vykdo koda vienu metu ir bando jterpti kunus, kuriy pozicijos yra labai arti (ta pati vieta
masyve), tik viena i$ giju gali atlikti jterpima j ta vieta ir tai yra uztikrinama su rakinimu. Kita
gija, radusi uzrakinta vieta nutrauks terpimo ciklg ir bandys jj véliau — dabar jai reikes perskelti
ta mazga, | kuria pirmoji gija iterpé kuna, ir bandyti terpti savo kuna j viena is pomazgiy. Reikia
atkreipti démesj j tai, kad antroji gija radusi uzrakinta vieta, dél SIMD principo, yra sustabdoma,
kol procesorius jvykdo pirmosios gijos divergavusia kodo Saka. Kai pirmoji gija uzbaigia jterpima
ir pasiima nauja kuna, abi gijos vél susijungia. Tai yra labai paranku, nes jeigu antroji gija buty
neblokuojama, jinai uztvindyty GPU atmintj uzklausomis apie tg vietg, kurioje jinai nori atlikti

iterpima.
Yokota-Barba realizacijoje medzio konstravimas yra atliekamas dvilypiu veiksmu [11]:

1. P2M — Particle To Multipole.
2. M2M — Multipole To Multipole.

P2M veiksmas suskaido erdve j 4™;n € N regionus[11]. Kiekvienas regionas yra traktuojamas
kaip medzio apatinis mazgas (lapas) ir kiekvienam i$ ju, tuo paciu, yra paskai¢iuojami mases
centrai ir masés. M2M veiksmas suskirsto erdve j 4"~ ! regionus — antras nuo apacios medzio lygis.
Kiekvienam Sio lygio mazgui irgi yra paskai¢iuojamos masés ir jy centrai. M2M yra kartojamas
kol yra pasiekiamas reikiamas suskaidymo lygis (taciau n = 0 yra nepasiekiamas), pradinis n ir
skaidymy kiekis yra parenkamas pagal modelio apimtj /N. Toks ,medis® labiau primena tinklelj
negu standartinj nebalansuota BH medj. Tokia struktura yra pasirenkama, nes realizacija yra

apibudinama kartu su FMM (Fast Multipole) algoritmu (FMM tokia struktura yra parankesné).

P2M ir M2M taip pat atlieka medzio mazgu/celiy parametry (bendra masé, masés centras)
ivertinima. Gaburov-Bedorf-Zwart tai atlieka CPU terpéje [6], o Burtscher-Pingali — GPU [5].
Burtscher-Pingali realizacijoje medzio apéjimas yra atliekamas nuo apacios [5]. Kiekvienai gijai
yra priskiriama tam tikra mazgy imtis, kuria ji apdoroja is eilés, pradedant nuo maziausio indekso.
Kadangi pagrindiniame masyve pomazgiy indeksai yra mazesni negu jy mazgy, nesusidarys situ-
acija, kurioje gija bando apdoroti mazga, su neapdorotu pomazgiu — yra iSvengiama uzsikirtimy

(angl. deadblock). Sis kernelis pasinaudoja vykdomu medzZio apéjimu ir atlieka papildomas opera-
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cijas: suskaic¢iuoja kuny kiekj mazge ir sustumia kiekvieno mazgo pomazgiy indeksus j priekj. Tai

paspartina sekanciy kernelio darbg.

Burtscher-Pingali realizacijoje yra atliekamas rikiavimas, nes jos jégy apéjimo veiksmas
imituoja modifikuotos BH versijos grupavima [5]. Teoriniame aprasyme kvadratiniame regione,

kuriame yra maziau negu n...,, kuny, visi kuinai turi bendra saveikos sarasa, o realizacijoje savei-

crit
kos sarasu dalinasi 32 medzio masyve is eilés einantys kunai. Dél to yra svarbu surikiuoti kunus

taip, kad ju artumas modelio erdvéje (trimaté) atsispindéty masyvo erdvéje (vienmaté).

1.2.3.2. Duomeny strukturos

Didziausia problema, kuria reikia spresti realizuojant BH algoritma grafinéje terpéje, yra me-
dzio strukturos manipuliavimas ir saugojimas. Kaip jau minéta, rodykliy sekimas grafinéje terpéje
yra labai neefektyvi operacija. Medzio pavidalo strukturos mazgai CPU terpéje buna paskirstomi
po atminties aibe (angl. memory heap) ir jos skaitymas rasymas reikalauja daug rodykliy sekioji-
mo. Grafinéje terpéje, kad apeiti Sia problema, yra naudojamas masyvas arba masyvai, kuriuose
yra saugomi mazgy duomenys, o rodyklés j atmintj yra pakei¢iamos indeksais. Toliau yra iSvardinti

keli sutikti medzio strukturos saugojimo ypatumai.

k0 ki k2 k3 k4 k5

1.10 pav. Kuny ir celiy elementy laikymas viename masyve

Paveiksle 1.10 yra pavaizduota kaip galima apjungti kelis masyvus j viena, jeigu ju saugojama
informacija yra panasi. Kairéje puséje yra saugomi kunai, o desinéje mazgai (,,c“ — cell/cele). To-
kiame iSdéstyme nereikia kurti apatiniy mazgy (kurie turi tiktai viena kuna) — uztenka issaugoti
indeksg j kung. Kadangi kuinai yra priekyje, nereikia turéti papildomos informacijos, nusakancios
ar pomazgis yra kunas ar ne, uztenka indeksa palyginti su esamy kuny kiekiu: jeigu indeksas

mazesnis, pomazgis yra kunas.
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1.11 pav. Struktury masyvo isskaidymas j kelis skaliarinius masyvus

Paveiksle 1.11 yra pavaizduojama kaip iSskirti struktury masyva j kelis skaliarinius masyvus.
Viena strukturos lauka, isklota viename masyve, galima skaityti nuosekliai ir iSnaudoti atminties

prieigos apjungimg. Apjungimas yra nejmanomas dirbant su struktury masyvais.

mazgasl mazgas2

dalis11 dalis12 dalis21 dalis22

\\____/j \\:

"

—— 128 bitai —

1.12 pav. Atminties strukturos sulyginimas ties 128 bitais

Grafinése plokstése su viena instrukcija yra jmanoma uzkrauti 128 bity zodj tiesiai j regi-
stra. Paveiksle 1.12 yra parodoma kaip galima saugoti medzio struktura pasinaudojant 128 bity
elementais. Kiekvienas mazgas yra atvaizduojamas dviejy 128 bity zodziais: pirmasis zodis saugo
indeksus j pirmus keturi pomazgius, o antrasis j likusius keturis. Indekso informacija yra iSgaunama

bitinémis (angl. bitwise) operacijomis.

1.2.3.3. Realizacijy apibendrinimas

Kiekvienos realizacijos autoriai pabrézia, kad algoritmuose nebuvo pritaikytos visos galimos
optimizacijos. Dél to spartos eksperimento rezultatai nevisiskai tiksliai atspindi algoritmo poten-
cialg. Taisyklingiausia buty lyginti individualius komponentus, tac¢iau jie yra per stipriai priristi
prie kity realizacijos komponenty. IS realizacijy buvo isimtas integravimo komponentas, nes tik

jis gali buti idealiai atskiriamas.
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1.3. TYRIMO TIKSLAS IR UZDAVINIAI

Tyrimo tikslas yra pademonstruoti, kaip jvairus problemos sprendimo budai (algoritmai)

atrodo tarpusavyje sugretinti.

Analizés uzdaviniai Norint atlikti tyrimg reikia:

 ISanalizuoti teoring algoritmy esme. Realizuojant algoritma CUDA terpéje reikia atlikti pa-
kankamai daug modifikacijy, kurios skiriasi su kiekviena realizacija. Norint suprasti kodél
realizacijy autoriai priima tam tikrus projektavimo sprendimus reikia zinoti, su kokiu algo-
ritmo teoriniu aprasu jie dirba.

 ISanalizuoti algoritmy realizacijas. Aprasyti panaudotas optimizacijas, algoritmy sekas, duo-
meny strukturas.

o Nustatyti kokybeés kriterijus, pagal kuriuos bus lyginamos algoritmy realizacijos.

o Pateikti preliminary eksperimento vykdymo plana.

1.4. SIEKIAMO SPRENDIMO APIBREZIMAS

Darbe yra siekiama aprasyti kaip skirtingos BH algoritmo CUDA realizacijos veikia, esant

skirtingoms salygoms.

1.5. ANALIZES ISVADOS

Atlikus probleminés srities analize galima pastebéti:

o Egzistuoja pakankamai daug budy, skirty spresti N-kuny problemg. Jie naudoja jvairias
duomeny struktiiras, turi jvairius sudétingumus (nuo O (n?) iki O (n)) ir jvairiai i¥naudoja
gravitacinio lauko savybes.

» Realizacijy analizé parodé:

CUDA terpéje yra jmanoma pakankamai nasiai manipuliuoti medzio pavidalo struktura.
Yra daug budy kaip ta struktiurg galima realizuoti.
Kiekviena realizacija turi unikalias optimizavimo kryptis.

» Be standartinio algoritmo kokybés parametro — spartos, CUDA terpéje reikia atkreipti

démesj j atminties sanaudas. Taip pat, aproksimacijos algoritmuose yra svarbus rezultaty

tikslumas.

26



2. SPRENDIMO REIKALAVIMU SPECIFIKACIJA IR PROJEKTAS

2.1. REIKALAVIMU SPECIFIKACIJA

2.1.1. Kokybés kriterijai

Aproksimacijos algoritmai atsirado dél spartos poreikio. Dél to sparta yra svarbus kokybis-
kos algoritmo realizacijos kriterijus. Skyriuje 1.2.3.3. yra pabréziama, kad darbe tiriamy algoritmy
realizacijos néra pilnai optimizuotos, taciau vistiek bus jvykdytas pilno vykdymo trukmeés mata-

vimas, nes komponenty individualus sulyginimas yra problematiskas.

Algoritmo atminties sanaudos tiesiogiai apriboja modelio daleliy kiekj N. Operatyviosios

atminties srityje grafiné terpé yra ne tokia lanksti kaip bendroji terpé:

 Neturi puslapiavimo (angl. memory paging). Dél to nejimanoma apskaiciuoti modelio, turin-
¢io per didelj N, jo neisskaidzius (skaidymas sumazina sparta).

o Atmintis yra nemoduliska. Norint jos turéti daugiau — reikia pirkti nauja grafine plokste.

Atminties sagnaudos yra svarbus kokybeés kriterijus, nes algoritmo pritaikomumas sumazeés, jeigu

jis [algoritmas] bus vykdomas tiktai su santykinai mazu N.

Kadangi didzioji dalis algoritmy, tyrinéjamy Siame darbe, labai aproksimacijos algoritmai,
yra svarbu nustatyti bei palyginti su kokia paklaida jie apskaiciuoja rezultata. Jeigu paklaida
yra per didelé, modeliavimo erdvé sparciai mutuoja — jgyja arba nutekina kinetine energija, sukio
momenta arba kitaip pazeidzia energijos tvermés désnj. Lyginant algoritmus, yra svarbu atkreipti

démes;j | grazinamo rezultaty paklaida, nes rezultato kokybé daro tiesiogine jtaka pacio algoritmo
kokybei.

2.1 lentelé. Kokybés kriterijai

Kriterijus Matas ReikSme
Komponenty sparta sekundés  Kiek ilgai vyks modeliavimas.
Reikalinga atmintis baitai Kokios NV apimties modelj yra jmanoma vykdyti.

Tikslumas koeficientas Kiek modelio rezultatas skriasi nuo realybés.
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3. SPRENDIMO REALIZACIJA IR TESTAVIMAS

3.1. SPRENDIMO REALIZACIJOS IR VEIKIMO APRASAS

Darbe buvo sukurtas mazos apimties eksperimentavimo karkasas, su kuriuo galima greitai
atlikti pageidaujamos konfiguracijos eksperimentus. Karkasas buvo sukurtas taip, kad buty galima

greitai pakeisti kiekviena is galimy kintamuyjuy:

a
b

) Realizacija, kuri atlieka pagreicio vektoriy apskaic¢iavima
)
c) daleliy kiekis n
)
)

pradiniai duomenys

d) jeigu realizacija yra BH algoritmo — atidarymo kampas 6

e) kiek karty eksperimentas bus kartojamas

RunResult

config : BenchmarkConfig
meanRunTime : double
maxRunTime : double
minRunTime : double

N

<<interface>> BenchmarkConfig
Placer

accelerator : Accelerator
placer : Placer
particleCount : Int

\ / runCount : Int

BenchmarkSuite

Place(pos : Point}[], vel : Vector3|], count : Int)

Run(tests : BenchmarkConfig[]) : RunResult]]
Compare(template : Accelerator, subject : Accelerator,
placer : Placer, count : Int) : ComputationError

o~

Metrics < <interface>>
timeTakenS : double < Accelerator

Accelerate(pos : Point4[], acc : Vector3[]) : Metrics

3.1 pav. Eksperimentavimo karkaso klasiy diagrama

Diagramoje 3.1 yra pavaizduojama apibendrinta eksperimentavimo karkaso struktura.
BenchmarkSuite klasés Run funkcija yra naudojama atlikti tam tikrg kiekj spartos matavimo
eksperimenty. | sia funkcija yra paduodamas BenchmarkConfig objekty masyvas, kur kiekvienas

elementas saugo informacija apie vieng spartos matavimo eksperimenta. Taip pat diagramoje yra
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vaizduojamos dvi sasajos (angl. interface): Placer ir Accelerator. Visi, darbe tiriami algorit-
mai, yra pasiekiami per Accelerator interfeisa, o Placer interfeisas yra naudojamas sugeneruoti

daleliy erdve.

Visy Barnso-Huto algoritmo realizacijy, kurios yra tiriamos Siame darbe, iSeities kodai yra
prieinami internete. Sios programos buvo parsisiystos ir sukeltos j atskirus Visual Studio projektus.
Kiekvienas realizacijos projektas yra sukompiliuojamas j atskira dinamine biblioteka (angl. dyan-
mic link library), kuri turi paprasta C stiliaus sasaja. Tuomet kiekviena biblioteka yra susiejama

su pagrindiniu projektu, kuriame yra vykdomas eksperimentas.

#ifndef _BURTSCHER_PINGALI_API_H_
#define _BURTSCHER_PINGALI_API_H_
#ifdef BPAPI_EXPORTS

#define BPAPI_EXPORTS __declspec(dllexport)

#else
#define BPAPI_EXPORTS __declspec(dllimport)
#endif
#ifdef __cplusplus
extern "C" {
#endif
void BPAPI_EXPORTS Initialise( float * _mass,
float * _position_x, float * _position_y, float * _position_z,
float * _velocity_x, float * _velocity_y, float * _velocity_z,
unsigned int _particle_count, int _device );
void BPAPI_EXPORTS Sample (
float * _position_x, float * _position_y, float * _position_z,
float * _velocity_x, float * _velocity_y, float * _velocity_z,
unsigned int _particle_count );
void BPAPI_EXPORTS Integrate( float _dtime, float _eps_squared );
void BPAPI_EXPORTS Accelerate(
float * ax, float * ay, float * az,
float _eps_squared,
double _opening_angle,
double * time_taken,
unsigned int * bytes_consumed )
void BPAPI_EXPORTS TearDown( );
#ifdef __cplusplus
}
#endif
#endif

3.2 pav. Burtscher-Pingali realizacijos programiné sasaja

Programinio kodo israse 3.2 yra pateikiama Burtscher-Pingali realizacijos programiné sasaja.

Kity realizacijy programinés sgsajos yra labai panasios.
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Visa parsiuysta programinj koda reikéjo minimaliai modifikuoti, kad jis veikty (kompiliuotysi

ir grazinty teisinga rezultata) esamoje aplinkoje:

» Realizacijos naudojo <time.h> C antraste, kurj yra nepalaikoma Visual Studio 2013 versijoje,
dél to ja reikéjo pakeisti.

o GBZ realizacija buvo parasyta, kad veikty su g++ kompiliatoriumi, kuris skiriasi nuo Mi-
crosoft kompanijos c¢/c++ kompiliatoriaus cl.exe. g++ kompiliatorius supranta kai yra
norima inicijuoti strukturg pasinaudojant masyvu: Point4Double a = {0.0, 0.0, 0.0,
0.0}, taciau cl kompiliatorius tokig formuluote atmeta. Kad apeiti problema, buvo parasyta
dedikuota funkcija, kuri inicijuoja ir grazina strukturos objekta, kuris yra sukonstruojamas
is funkcijai paduodamy argumenty.

o Standartinéje c++ bibliotekoje yra std::vector<T> kolekcija, kurios indeksavimas g-++
kompiliatoriuje yra ,atlaidesnis“. Jeigu norima priskirti ¢-taji elementa, kai kolekcijos dy-
dis yra mazesnis arba lygus ¢, su g++ kompiliatoriumi programa tai padarys be klaidy
(automatiskai praplés kolekcijg), taciau su cl sukompiliuota programa rodys klaidg. Siuo
atveju teko atsisakyti tiesioginio indeksavimo — jis buvo pakeistas kolekcijai priklausancia

push_back(...) funkcija.
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3.2. TESTAVIMO MODELIS, DUOMENYS, REZULTATAI

Eksperimentavimo karkasas buvo testuojamas testais, kurie yra panasus j vienety testus:

void rng_test( );

void coordinate_tests( );
void placer_tests( );

void integrator_tests( );
void opengl_tests( );

void simulation_test( );
void bh_test( );

void bp_api_test( );

void vector_test( );

void varargs_test( );

void grav_file_stream_test( );
void direct_test( );

void map_test( );

void chrono_test( );

void benchmark_test( );

void progress_bar_test( );
void benchmark_suite_tests( );
void wholemeal_tests( );
void gaburov_10_api_test( );
void yb_api_test( );

void append_time_test( );

void clipboard_test( );

3.3 pav. Testavimo funkcijy antrasteé

Programinio kodo israse 3.3 yra pavaizduojama testavimo funkcijuy antrasté (angl. Header). IS
viso yra 22 testai, skirti izoliuoti specifines eksperimentavimo karkaso dalis. Sie testai yra panasus
i vienety testus (angl. Unit Test), taciau skiriasi tuo kad juose néra teiginiu (angl. assertion) ir
dél to jie néra automatizuoti. Sie testai buvo parasyti tuo pac¢iu metu, kai buvo rasomos karkaso

klasés, kad jas buty galima greitai ir patogiai derinti (angl. debug).

Paciy realizacijy korektiskumas buvo uztikrinamas atliekant tikslumo matavimo eksperi-
menta (zr. skyriy 4.3.). Jeigu realizacija paskai¢iuoja pagreicio vektorius, kuriy santykiné paklai-
da, lyginant su tiesioginiu algoritmu, yra maza, tuomet yra daroma prielaida kad realizacija yra
paruosta eksperimentui. Tikslumo eksperimentas buvo atliekamas su homogeninio paskirstymo

duomenimis, nes jie, turety sukurti maziausia paklaida.

Buvo atvejy kai reikéjo derinti patj CUDA iSeities koda. Norint tai atlikti efektyviai, buvo
naudojamas specialus ,vieneteinis®“ duomeny rinkinys, kuris susideda is 9 kuny, kuriy pozicijos
yra zinomos. Tokia supaprastinta erdveé, turi apibrézta apimtj, medzio formg ir pagreic¢io vektori-

us. Visa §i informacija buvo naudojama tikrinant ar individualus realizacijos etapai apskaic¢iuoja
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teisinga rezultata. Pavyzdziui, buvo tikrinama ar po rikiavimo etapo dalelés yra surikiuojamos

teisingai.
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4. EKSPERIMENTINIS TYRIMAS

Darbe buvo eksperimentiskai lyginamos 5 realizacijos: tiesioginé CPU realizacija, tiesiogine
lygiagreti CUDA realizacija, Burtscher-Pingali realizacija, Gaburov-Bedorf-Zwart realizacija ir

Yokota-Barba realizacija.

4.1 lentelé. Eksperimente dalyvaujancios algoritmy realizacijos

Pavadinimas Tipas Terpé Trumpinys Spalva  Zenklas
Tiesioginis CPU Tiesioginis CPU HN (angl. Host Naive) Melyna *
Tiesioginis CUDA Tiesioginis GPU CN (angl. Cuda Naive) Oranziné OJ
Burtscher-Pingali Medzio GPU BP Zalia AN
Gaburov-Bedorf-Zwart ~ Medzio GPU GBZ Geltona O
Yokota-Barba Medzio GPU YB Raudona o

4.1 Lenteléje yra pateikiamos darbe analizuojamos algoritmy realizacijos, bei jy unikalus
zyméjimas. Tolesniuose skyriuose bus pateikiami eksperimento rezultatai, iSreiksti grafikais, kuri-

uose kiekviena realizacija turés unikaly zymeéjima.

4.1. EKSPERIMENTO PLANAS

4.1.1. Palyginimas

1. Techninés jrangos apibrézimas.
2. Pradiniy duomeny apibrézimas.

3. Kiekvieno modelio vykdymas ir rezultaty dokumentavimas.

Techninés jrangos apibrézimas Eksperimentas buvo jvykdytas su Intel Core i5 3570K
procesoriumi, kuris dirba 3.8 GHz taktiniu dazniu, bei NVIDIA GeForce GTX 650 Ti grafine
plokste. Grafinés plokstés procesoriaus taktinis daznis yra 980 MHz, atminties pralaidumas yra
86.4 GB/s, ir ji turi 768 CUDA branduolius.

Pradiniy duomeny apibrézimas BH algoritmas dirba su medzio struktura. Medzio mani-
puliavimo sparta gali (ir dazniausiai taip yra) priklausyti nuo to kiek medis yra isbalansuotas.
Medis buna idealiai subalansuotas jeigu modeliuojama erdvé yra homogeniné (visos dalelés yra
tolygiai pasiskirsciusios, t. y. — daugelio galaktiky arba daleliy uko modelis). Kitais atvejais, me-

dis buna isbalansuotas (zvaigzdziy pasiskirstymo galaktikoje modelis). Darbe eksperimentas buvo
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ivykdytas su trimis daleliy paskirstymo tipais: homogeniniu pasiskirstymu, 1 galaktikos modeliu,
2 susidurianciy galaktiky modeliu. Taip pat atkreiptas démesys j tai, kad modelio apdorojimo
trukmeé priklauso nuo daleliy kiekio, dél to eksperimentas buvo kartojamas su skirtingais daleliy

kiekiais n.

Modeliy vykdymas ir rezultaty dokumentavimas Spartos matavimo eksperimentas bu-
vo vykdomas matuojant laiko tarpg tarp algoritmo vykdymo pradzios iki to tasko, kuriame yra
iSgaunami kiekvienos dalelés pagreic¢io vektoriai a. | laiko matavimg néra jtraukiamas integravi-
mas, nes jis yra lengvai atskiriamas ir pakeiciamas komponentas — galima rinktis nuo paprasto
(Leapfrog) iki sudétingesnio (Rungeés-Kuto). Esant specifiniam daleliy iSsidéstymo tipui ir specifi-

niam daleliy kiekiui n, duomenys yra identiski. Pavyzdziui, eksperimentuose

o BP spartos matavimas, kai # = 0.4, erdvé yra homogeniné ir n = 32000

o GBZ tikslumo matavimas, kai 8§ = 0.7, erdvé yra homogeniné ir n = 32000

daleliy pozicijos erdveéje buvo identiskos.

Tikslumo eksperimentui buvo matuojama kaip stipriai skiriasi kiekvienos dalelés pagreitis a,
lyginant su etaloniniu pagreic¢iu a . Etaloninis pagreitis a yra pagreitis, kuris buvo apskaici-
uotas naivaus CUDA algoritmo. Yra daroma prielaida, kad HN ir CN algoritmai sugeba idealiai
apskaiciuoti kiekvienos daleles jauciama pagreiti modelio erdvéje. CN algoritmas buvo pasirinktas

kaip etalonas, nes jis veikia greic¢iau uz HN.

Aa — d—don (4.1)
a acnN

Lygtis 4.1 parodo kaip yra apskai¢iuojama vienos dalelés paklaida 4. Sios paklaidos pa-
siskirstymas yra vaizduojamas tikslumo grafikuose (pvz., 4.5 paveikslas). F'(> %) funkcija, kuri
tikslumo grafike atstoja Oy a8}, parodo kiek daleliy modelyje turi didesn¢ paklaidg, negu 2o,

a

Pvz.: Jeignu 42 = 0.01 ir F (> 42) = F (> 0.01) = 0.30, reiskia 0.30 modelio dalis (t. y. 30%

a

visy daleliy) turi didesne paklaida negu 0.01 (t. y. algoritmo apskaic¢iuotas pagrei¢io vektorius a
skiriasi bent 1%).

Atminties sagnaudy matavimas nebuvo atliktas, nes buvo nuspresta giliau patyrinéti spartos

bei tikslumo priklausomybe nuo atidarymo kampo 6.

4.2. PRADINIAI DUOMENYS

Yra izoliuojami 3 pagrindiniai daleliy pasiskirstymai su kuriais bus atliekamas eksperimentas.

Homogeninis Dalelés yra tolydziai issidésc¢iusios po tam tikros apimties erdve.
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4.1 pav. homogeninis daleliy pasiskirstymas

4.1 paveiksle yra vaizduojamas pavyzdinis 1000 daleliy iSsidéstymas dvimatéje erdveje. To-
kio tipo modeliuose, viena dalelé dazniausiai vaizduoja viena galaktika, o daleliy visuma vaizduoja
galaktiky superklasterj (angl. supercluster) — taip yra tyrinéjamas superklasterio formavimasis.
Paveiksle Ox ir Oy asys vaizduoja neapibréztus atstumo vienetus, jie yra sukonkretinami pasiren-

kant modelio tipg.

Galaktikos Dalelés yra isdéstomos taip kad sudaryty galaktika.
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4.2 pav. Galaktikos formos daleliy pasiskirstymas

4.2 paveiksle yra vaizduojama pavyzdiné galaktika. Siuo metu yra sugeneruotas paprastas
diskas, kur kiekviena dalelé turi atsitiktinj kampa ir normalini-atsiktinj atstuma nuo disko cen-
tro (t. y. ardiau centro yra didesné tikimybé rasti dalele). Tokio tipo modeliuose viena dalelé
atvaizduoja viena zvaigzde, ir jos visos turi pradinj judéjimo vektoriy. Tokio tipo modelyje yra
tyrinéjama galaktikos raida, t. y. stebima kokios formuojasi superstrukturos (angl. superstructure),

ar jos stabilios, ir ar modelis atitinka realius stebéjimus.

Galaktiky susidurimas Dalelés yra iSdéstomos taip kad buty imituojamas galaktiky susi-

durimas.
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4.3 pav. Dviejy galaktiky susidurimo daleliy pasiskirstymas

4.3 yra vaizduojamas pavyzdinis dvieju galaktiky susidurimas. Tokiame modelyje yra ty-
rinéjama susidurimo raida, bei rezultatas (kiek masés islieka, kiek yra prarandama, kokia yra

naujos galaktikos struktura ir pan.).

4.3. EKSPERIMENTO REZULTATAI

4.3.1. Homogeninis issidéstymas

Pirmasis atliktas eksperimentas yra bendras spartos palyginimas. Visi algoritmai, iSskyrus
HN, buvo matuojami nuo 1000 < n < 1024000. BP ir GBZ algoritmy atidarymo kampai 6 yra
0.5.
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Daleliy kiekio n jtaka homogeninés erdvés apdorojimo spartai
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4.4 pav. Daleliy kiekio n jtaka homogeninés erdvés apdorojimo spartai

Paveiksle 4.4 ir lenteléje 7.1 pavaizduota kaip greitai kiekvienas algoritmas apskaic¢iuoja
daleliy pagreic¢ius, kai jos [dalelés] kai jos pasiskirs¢iusios homogeniskai. HN algoritmas yra pats
léGiausias ir ties visais n iSlaiko O(n?) sudétinguma t. y. dvigubinant n, apdorojimo trukmé di-
déja 4 kartus. CN algoritmo kvadratinis sudétingumas pradeda ryskéti kai n > 16000 ir sekant
rezultatus atgal, matome kaip apdorojimo trukmeé konverguoja iki 0,0027 sekundés ir galima teig-
ti, kad tai yra CUDA posistemeés valdymo islaidos (angl. overhead). Kai 16000 < n < 1024000
YB realizacija yra léciausia, BP yra vidutiné, o GBZ — greiciausia. BP realizacijos apdorojimo
trukmeés didéjimas yra stabiliausias: apie 2,25 karto, taciau is grafiko matyti, kad GBZ realizacija
turi panasia tendencija. YB realizacijos apdorojimo trukmes prieaugis yra neaiskus, nes rezultatai
néra tokie stabilus kaip kad BP arba netgi GBZ realizacijos. Taciau yra jmanoma pastebéti, kad

YB algoritmo valdymo islaidos yra apie 0,018s.
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Homogenineés erdvés apdorojimo rezultaty santykines paklaidos pasiskirstymas
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4.5 pav. Homogeninés erdves apdorojimo rezultaty santykinés paklaidos pasiskirstymas

Paveiksle 4.5 ir lenteléje 7.2 pavaizduota kiekvieno algoritmo realizacijos tikslumas, apdo-
rojant homogenine erdve. YB algoritmas yra tiksliausias, po to eina BP ir galiausia GBZ. YB
realizacijos rezultate tiktai apie 0,7% visy daleliy turi paklaida, didesne negu 0,0008%, o tai yra
labai tikslu. BP rezultate praktiskai visos dalelés turi paklaidg nemazesne negu 0,0016%, bet ne-
didesne negu 0,0256%. GBZ realizacijos rezultaty paklaida yra panasi j BP, taciau turi skirtingg
intervalg: nuo 0,0032% iki 0,0512%.
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BP realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6 reikSmeéms
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4.6 pav. BP realizacijos homogeninés erdvés apdorojimo spartos priklausomybé nuo daleliy

kiekio n esant skirtingoms 6 reikSméms

Paveiksle 4.6 ir lenteléje 7.3 pavaizduota BP algoritmo spartos priklausomybé nuo daleliy
kiekio m, esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Aukséiausia kreivé (maziausia sparta) yra
6 = 0.2, o zemiausios kreivés (sparciausios) yra § = 0.9 ir § = 1.0 — grafike sunku jzvelgti, taciau
jos yra susiliejusios. Kaip ir buvo tikimasi, didinant atidarymo kampa, sparta irgi didéja. Taip pat
matyti, kad spartos prieaugis geometriskai mazéja — einant is 6 = 0.2 ] § = 0.3 sparta padidéja

apie 2,2 karto, 0 is 8 = 0.9 i 6 = 1.0 spartos prieaugis yra praktiskai nepastebimas.
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BP realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.7 pav. BP realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms

Paveiksle 4.7 ir lenteléje 7.4 vaizduojama BP realizacijos salyginés paklaidos pasiskirstymas,
esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Kairiausia kreivé yra 6 = 0.2 ir ji parodo, kad labiausiai
tikeétina rasti dalelé, kurios paklaida yra nuo 0,0004% iki 0,0032%. Desiniausia kreive yra 8 = 1.0
ir ji reiskia, kad tokiame rezultate labiausiai tikétina rasti dalele, kurios paklaida yra nuo 0,0128%
iki 0,2%.
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GBZ realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.8 pav. GBZ realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6

reikSmeéms

Paveiksle 4.8 ir lenteléje 7.5 vaizduojama GBZ realizacijos spartos priklausomybé, nuo daleliy
kiekio n, esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Auksciausia kreive yra 8 = 0.2, o zZemiausia
0 = 1.0. Kaip ir BP eksperimente GBZ spartos kreive ne tik kad mazéja, bet ir islaiko savo ,,forma*.

Taip pat matyti, kad spartos prieaugis praktiskai sustoja, ties § = 0.7.
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GBZ realizacijos santykines paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.9 pav. GBZ realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSmeéms

Paveiksle 4.9 ir lenteléje 7.6 vaizduojama GBZ realizacijos salyginés paklaidos pasiskirstymas,
esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Kai # = 0.2 (kairiausia kreive) labiausiai tikétina dalelés
paklaida yra apytikriai nuo 0,0002% iki 0.0016%, o kai 6 = 1.0:

o labiausiai tikétina paklaida yra apytikriai nuo 0,2% iki 3,27%

o modelyje egzistuoja daleliy, kuriy paklaida yra didesné negu 26,2%, bet nedidesné negu
52,4%

o Apytikriai nuo 7% iki 31% visy daleliy turi paklaida didesne negu 1%

4.3.2. Vieno klasterio iSsidéstymas

Vykdant vieno klasterio issidéstymo eksperimenta, yra tikimasi pamatyti algoritmuy su-

letejima, del to kad konstruojamas medis yra issibalansaves.

43



Daleliy kiekio n jtaka vieno klasterio erdvés apdorojimo spartai
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4.10 pav. Daleliy kiekio n jtaka vieno klasterio erdvés apdorojimo spartai

Paveikslas 4.10 ir lentelé 7.7 vaizduoja kaip priklauso skirtingy realizacijy spalvos nuo dale-
liy kiekio n. Rezultatai yra labai panasus j homogeninés erdves, taciau yra pastebimas zymus
sulétéjimas GB, GBZ ir YB realizacijose. HN ir CN realizacijos yra nepakitusios. Lyginant su

homogenineés erdvés spartos rezultatais:

o BP — sulétéjimas maziau pastebimas kai n = 1000 (apie 1,16 karto) ir labiausiai pastebimas
kai n = 512000 (apie 2,18 karto).

o GBZ — vidutiniskai turi maziausiai pastebima sulétéjima (apie 1,75 karto). Kai n = 1024000
realizacija sulétéja apie 1,5 karto.

o YB — vidutiniskai turi didziausia sulétéjima (apie 8.43 karto). Kai n = 512000 realizacija
sulétéja apie 6,71 karto.

Taip pat pastebéta, kad GBZ realizacija kai 16000 < n < 32000 patiria didziausia spartos prara-
dima, o YB realizacijai sis efektas matomas kai 8000 < n < 64000.
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Vieno klasterio erdvés apdorojimo rezultaty santykinés paklaidos pasiskirstymas
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4.11 pav. Vieno klasterio erdvés apdorojimo rezultaty santykinés paklaidos pasiskirstymas

Paveiksle 4.11 lenteléje 7.8 vaizduojama kiekvieno algoritmo realizacijos paklaidos pasis-
kirstymas, apdorojant vieno klasterio erdve. YB realizacija yra tiksliausia — daleliy labiausiai
tikétina paklaida yra nuo 0,0002% iki 0,0032%. Po to, eina BP realizacija — daleliy labiausiai
tikétina paklaida yra nuo 0,0016% iki 0,0256%. Maziausiai tiksli realizacija yra GBZ: nuo 0,0032%
- 0,0512%.
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BP realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6 reikSmeéms

102 F T T T

10t | |

5 A 1

i ‘,/ |

w I //’ .

& ol A |

g 100} & : ]

g g A 1
5 1 A

5 10 4 0=02]

= i < —4-0=0.3] |

i —4-0=04] |

| —4-0=0.5] 1

02| 4-0=06| |

0 i —A-0=0.7] 1

i —4-0=08]| |

| —4-0=09] |

a0 =1.01 |

10—3 Lo Lo Lo
103 104 10° 106

daleliy kiekis, n

4.12 pav. BP realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6

reikSmeéms

Paveiksle 4.12 ir lenteléje 7.9 vaizduojama BP realizacijos spartos priklausomybeé, nuo daleliy
kiekio n, esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Spartos yra panasios j homogeninés erdves,
tac¢iau néra matoma, kad sparta nustoty augti ties 6 = 0.9. Paskaiciavus, kiek karty krinta sparta,
lyginant su homogenine erdve, ties kiekviena n ir # kombinacija, pastebéta, kad daugiausia spartos

yra prarandama (iki 2,5 karto), kai 6 yra mazesnis, o n yra didesnis.
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BP realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms

100‘: S e SN —‘-0:0.3 -
i . . A 0=04]
I £y 4-0=05]
I * : 4—0=0.6] |
. N ‘ —4-0=0.7
107} | -0 =08] |
| a ' —4-0=0.9]| |
L | a0 =1.0 N
oo 107 “ ]
e § a ]
A i \ |
R | A |
1073 | .
i i
4
1074 “\\ ]
j A ’
10—5 Lol Lol Ll ‘\ LN N Lol (|
10°° 107° 104 1072 1072 1071

Salyginé paklaida 4

109

4.13 pav. BP realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms

Paveiksle 4.13 ir lenteléje 7.10 vaizduojama BP realizacijos salygines paklaidos pasiskir-

stymas, esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Paklaidos pasiskirstymas yra labai panasus i

homogenineés, taciau vidutiné paklaida yra nezymiai didesne.
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GBZ realizacijos spartos priklausomybé, nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6
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4.14 pav. GBZ realizacijos spartos priklausomybeé, nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6

Paveiksle 4.14 ir lenteléje 7.11 vaizduojama GBZ realizacijos spartos priklausomybé nuo
daleliy kiekio n, esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Lyginant su homogeninés erdvés grafiku,

matyti:

o Ties zemais 6 grafikas yra lygesnis.
e Yra pastebimas tarpas tarp 6 = 0.7 ir § = 0.8.
» Apatiné spartos riba (kai 6 yra 0.8, 0.9, 1.0) turi specifine forma.

Patikrinus kiek karty skiriasi sparta ties kiekviena m ir 6 kombinacija, matyti, kad daugiausia
spartos (apie 2-3 kartus) yra prarandama, kad 8000 < n < 32000.
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GBZ realizacijos santykines paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.15 pav. GBZ realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSmeéms
Paveiksle 4.15 ir lenteléje 7.12 vaizduojama GBZ realizacijos salyginés paklaidos pasiskirsty-

mas, esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Kaip ir BP realizacijos, paklaidos pasiskirstymas

mazai skiriasi nuo homogeninés erdves.

4.3.3. Dviejuy klasteriy issidéstymas

Eksperimentas buvo pakartotas esant dviejy klasteriy issidéstymui. Pirmasis klasteris turi
40% visy sistemos daleliy ir 100 atstumo vienety spindulj; antrasis klasteris turi 60% visy daleliy ir
200 atstumo vienety spindulj. Abu klasteriai yra nutole vienas nuo kito apytikriai per 361 atstumo

vienety.
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Daleliy kiekio n jtaka dvigubo klasterio erdvés apdorojimo spartai
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4.16 pav. Daleliy kiekio n jtaka dvigubo klasterio erdvés apdorojimo spartai

Paveiksle 4.16 ir lenteléje 7.13 vaizduojama visu realizacijy spartos priklausomybé nuo daleliy
kiekio n, kai apdorojama dviejuy klasteriy erdvé. Sparta vidutiniSkai maziau sumazéja, einant is
homogeninio iSsidéstymo j dviejy klasteriy iSsidéstyma, negu einant iS homogeninio issidéstymo j
vieno klasterio iSsidéstyma. BP realizacija vidutiniskai sulétéja apie 1,44 karto, o kai n = 1024000
— 1,97 karto. GBZ realizacija vidutiniskai sulétéja apie 1,66 karto, taciau, ankséiau pastebétas
spartos nuosmukio paastréjimas, dabar pastebimas tarp 16000 < n < 256000. BP realizacija

vidutiniskai sulétéja apie 6,03 karto.
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Dvigubo klasterio erdvés apdorojimo rezultaty santykinés paklaidos pasiskirstymas
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4.17 pav. Dvigubo klasterio erdvés apdorojimo rezultaty santykinés paklaidos pasiskirstymas
Paveiksle 4.17 ir lenteléje 7.14 vaizduojamas BP, GBZ ir YB realizacijy paklaidos pasis-
kirstymas, apdorojant dviejy klasteriy erdve. Matyti islikusi tendencija, kad YB realizacija turi

aukséiausia tiksluma, o GBZ maziausia. [domiausia tai, kad matyti minimali paklaidos riba —
visose realizacijose apie 40% daleliy turi bent 0,0128% paklaidg, 10% turi bent 0,0512% paklaida.
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BP realizacijos spartos priklausomybé, nuo daleliy kiekio n, esant skirtingoms 6 reikSmeéms

102 F T T T
| . )l
10" | .
| ,A'/ i
N " ‘/' |
2 100} -
v B L’ .
2 i X & 1
o) i o i
S /// ‘ -
.% ," r

= 107 e 0=02] |
. i ,' A 4 0=03]| |
i ' 40 =04 |
- —4-0 =05
10-2 | —4-0=0.6| |
i 7 —4-0=08] |
—4-0=0.9]| |

A =1.0

10—3 L1 L1 L1

103 104 10° 108

daleliy kiekis, n

4.18 pav. BP realizacijos spartos priklausomybé, nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6

reikSmeéms

Paveiksle 4.18 ir lenteléje 7.15 vaizduojama BP algoritmo spartos priklausomybé nuo daleliy
kiekio n esant skirtingiems atidarymo kampams 6. Spartos priklausomybé yra labai panasi j vieno

klasterio erdvés. Skirtumai:

» Dviejy klasteriy erdvés apdorojimas yra Siek tiek spartesnis, negu vieno klasterio erdvés.
e Lyginant su homogenine erdve, spartos yra daugiau prarandama, kai n yra didesnis. T. y.

theta jtaka yra sunkiai pastebima.
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BP realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.19 pav. BP realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms

Paveiksle 4.19 ir lenteléje 7.16 vaizduojamas BP realizacijos paklaidos pasiskirstymas esant

skirtingiems atidarymo kampams . Pagrinde matyti ta pati apatiné riba, kaip ir 4.17.
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GBZ realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.20 pav. GBZ realizacijos spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n esant skirtingoms 6

reikSmeéms

Paveiksle 4.20 ir lenteléje 7.11 vaizduojama GBZ realizacijos spartos priklausomybé nuo

daleliy kiekio n esant skirtingiems atidarymo kampams 6.
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GBZ realizacijos santykines paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSméms
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4.21 pav. GBZ realizacijos santykinés paklaidos pasiskirstymas esant skirtingoms 6 reikSmeéms

Paveiksle 4.21 ir lenteléje 7.18 vaizduojamas GBZ realizacijos paklaidos pasiskirstymas, esant
skirtingiems atidarymo kampams 6. Pagrinde matyti ta pati apatiné riba, kaip ir 4.17. Didéjant
atidarymo kampui paklaidos pasiskirstymas po truputi ,,atlimpa“ nuo apatinés ribos, ir # = 0.7

tampa panasus j viengubo klasterio arba homogeninés erdvés paklaidos pasiskirstymus.

4.4. SPRENDIMO VEIKIMO IR SAVYBIU ANALIZE, KOKYBES
KRITERIJU IVERTINIMAS

Auksciau aprasyto eksperimento rezultatai rodo, kad YB realizacija yra pati léciausia ir
tiksliausia. Taip pat ji pati jautriausia erdvés issidéstymo pokyc¢iams — einant i homogenineés j
vieno klasterio iSsidéstyma, sparta sumazéja apie 6,71 karto; einant j dvigubo klasterio iSsidéstyma,
sparta sumazéja apie 6,03 karto. Lyginant homogeninés ir dvigubo klasterio erdviy rezultatus yra

pastebimas zymus tikslumo pokytis, o kitos realizacijos kei¢iasi nezymiai.
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BP realizacija yra truputi létesné bei tikslesné negu GBZ realizacija. Taip pat ji turi vidutinj
jautruma, kuris yra truputi didesnis negu GBZ. Esant homogeniniam issidéstymui buvo pastebeéta

spartos riba ties # = 0.9.

GBZ realizacija yra sparciausia, tac¢iau turi maziausia tiksluma. Taip pat ji maziausiai re-
aguoja ] daleliy issidéstymo pokycius. Kai yra apdorojama homogeninio issidéstymo erdve, tampa
sunku nuspéti kokia sparta ji bus apdorojama. Kai yra apdorojama vieno arba dvigubo klasterio
erdvés, spartos priklausomybé nuo daleliy kiekio n yra lengviau nuspéti. Pastebéta, kad imant

reiksmes 6 > 0.7, realizacija nespartéja.

Kai yra apdorojama dvigubo klasterio erdvé, visuomet pastebima tam tikra apatiné pa-
klaidos riba. Buvo atlikti papildomi bandymai, kuriuose buvo kei¢iami dvigubo klasterio erdvés
parametrai: klasteriy santykiniai daleliy kiekiai, spinduliai, bei atstumas tarp jy. Buvo pastebéta,

kad apatinés ribos forma kinta keic¢iant visus parametrus:

o Didinant atstuma tarp klasteriy, riba nyksta — darosi maziau pastebima.
o Keic¢iant santykine daleliy koncentracijg, keiciasi ribos forma. Is 4.17, 4.19 ir 4.21 matyti,
kad 40% modelio daleliy turi tam tikra paklaida, $i 40% reikSmeé yra tiesiogiai susijusi su

pirmo klasterio daleliy kiekiu, kuris irgi yra 40%.

Dviejy klasteriy paklaidos pasiskirstymas
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4.22 pav. Atidarymo kampo 6 jtaka GBZ realizacijos tikslumui

Paveiksle 4.22 vaizduojama atskiry klasteriy daleliy paklaidos pasiskirstymas. Matyti, kad pirmasis

klasteris turi apie 16 karty didesne paklaida, negu antrasis. Viso modelio paklaidos pasiskirstymas

26



yra gaunamas sudedant vieno klasterio paklaidos pasiskirstyma su kito.

4.5. SPRENDIMO TAIKYMO REKOMENDACIJOS

Matuojant GBZ realizacijos sparta pastebéta, kad kai 8000 < n < 32000, ji [realizacija] yra
jautriausia erdves konfiguracijos pokyciams. Galbut, iSsiaiskinus kuo Sis n ruozas yra ypatingas,

algoritma buty galima tobulinti.

Darbe atlikti jvairus pastebéjimai gali buti panaudoti, kuriant hibridinj algoritma. Nustacius
daleliy issidéstymo klase (t. y. ar ji yra homogeniné, vieno klasterio, dvieju klasteriy ir pan.) ir
parinkus atitinkama realizacijos ir 6 kombinacijg, buty galima iSgauti balansa tarp greicio ir

paklaidos.
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REZULTATU APIBENDRINIMAS IR ISVADOS

[Ssanalizavus problemine sritj bei atlikus eksperimentinj tyrima buvo prieitos isvados:

Medzio kodo algoritmo sudétingumas yra O(nlogn) — geresnis uz tiesioginio sumavimo
O(n?); prastesnis uz daugiapoliy metodo O(n). Astuonmedzio pavidalo struktiira naudojama
hierarchiniam erdveés skaidymui realizuoti. Modifikuota versija padaro algoritmg pritaikoma
SIMD platformoms.
Tik viena realizacija algoritma pilnai vykdo grafinéje platformoje. Labiausiai skiriasi me-
dzio strukturos realizavimas grafinés plokstés atmintyje bei medzio formavimas. Grafinés
platformos realizacijos turi buti stipriai modifikuojamos, kad buty galima prisitaikyti prie
platformos trukumy, bei kad buty iSnaudojami platformos privalumai.
Svarbiausia algoritmo savybé (ir pagrindinis palyginimo kriterijus) yra sparta. Antriniai
lyginimo kriterijai yra:

a) algoritmo atminties sanaudos, nes tai riboja modelio duomeny apimtj (daleliy kiekj)

b) tikslumas, nes tai parodo ar algoritmo rezultatas yra naudingas.

Atlikus eksperimentg buvo prieitos iSvados:

Vidutiniskai GBZ realizacija yra sparciausia, o YB yra léCiausia. BP realizacija mazai
atsilieka nuo GBZ.

Vidutiniskai YB realizacija yra tiksliausia, tuomet eina BP, o GZB realizacijos tikslumas
zemiausias.

Esant dviem skirtingy dydziy klasteriams, mazesniojo klasterio dalelés turées didesne
santykine paklaida.

BP ir GBZ realizacijose pastebétos atidarymo kampo 6 ribos, kurios apriboja maksimalig

sparta, tac¢iau neapriboja tikslumo.
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7. PRIEDAS

7.1.

EKSPERIMENTO REZULTATU LENTELES

Cia yra pateikiami eksperimento, kuris buvo aptartas 4.3. skyriuje, rezultaty duomenys.

7.1 lentelé. Homogeninés erdvés apdorojimo trukmé sekundémis

Daleliy kiekis HN CN BP GBZ YB
1000 0,013427467 0,002746827 0,00186677  0,003020173 0,018256667
2000 0,053189667 0,002800157 0,002743493  0,0035302  0,018396667
4000 0,212345333 0,003060173  0,00416024  0,005867007 0,02422
8000 0,848001  0,005006953 0,010467267  0,0106206 0,03252
16000 3,39359 0,0117207  0,022294633 0,013454133 0,049106667
32000 13,56686667 0,038268867 0,048749467 0,029001667 0,085106667
64000 54,24625  0,139924667  0,109506  0,072854167 0,168866667
128000 - 0,546131 0,257415  0,130507333 0,679366667
256000 - 2,17403 0,569556667  0,289112  1,363666667
512000 - 8,6639 1,260403333  0,728308667 2,888733333
1024000 - 34,6306 2,94157 1,337813333 9,1966
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7.2 lentelé. Homogeninés erdvés apdorojimo rezultato salyginé paklaidos

paskirstymas F (> 42)

Santykiné paklaida &¢ BP GBZ YB
0,000001 0,999997 1,000000 0,767492
0,000002 0,999976  0,999996 0,342452
0,000004 0,999774 0,999982 0,053302
0,000008 0,998250 0,999868 0,007251
0,000016 0,986607 0,998919 0,001376
0,000032 0,912039 0,991405 0,000468
0,000064 0,618424 0,939277 0,000166
0,000128 0,187073 0,658411 0,000051
0,000256 0,029169 0,172864 0,000016
0,000512 0,003370 0,030479 0,000003
0,001024 0,000362 0,004535 0
0,002048 0,000036 0,000893 0
0,004096 0,000005  0,000080 0
0,008192 0 0,000007 0
0,016384 0 0 0
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7.3 lentelé. BP realizacijos homogeninés erdvés apdorojimo sparta (sekundémis)

esant skirtingoms 6 reikSméms

Daleliy kiekis 6=0,2 6=0,3 6=0,7 6=0,9 0=10

1000 0,00208012 0,00207012 0,00165009 0,00144 0,00148009
2000 0,00368021 0,00338019 0,00219012 0,00185 0,00186011
4000 0,00684039 0,00578034 0,00300018 0,00234 0,00236014
8000 0,0234413  0,017481  0,00666039 0,00486  0,00496029
16000 0,0726041  0,0456426  0,0132008 0,009121 0,00932054
32000 0,195691 0,111006  0,0280416 0,018481 0,0185611
64000 0,52008 0,270815  0,0602534 0,039402  0,0390522
128000 1,41478 0,682439 0,135508  0,086205 0,0844048
256000 3,52163 1,59609 0,293302  0,179153  0,178867
512000 8,51889 3,70621 0,633236  0,378222  0,378222

1024000 - 8,7841 1,44068 0,87225  0,851849




7.4 lentelé. BP realizacijos homogeninés erdvés apdorojimo rezultato salyginé

paklaidos paskirstymas F'(> 42) esant skirtingoms ¢ reikSméms

Santykiné paklaida 22 9§ =0,2 6=0,6 6=1,0
0,000001 0,998354 1 1
0,000002 0,987043 1 1
0,000004 0,913199 0,999957 1
0,000008 0,607451  0,99968 0,999992
0,000016 0,188732 0,997707 0,999945
0,000032 0,03376  0,982656 0,999633
0,000064 0,004072 0,891641 0,996799
0,000128 0,000488 0,571111 0,977053
0,000256 0,00008 0,167076 0,863682
0,000512 0,000018 0,024707 0,505529
0,001024 0 0,0029  0,125992
0,002048 0 0,000266 0,016184
0,004096 0 0,000033 0,002
0,008192 0 0,000004 0,000236
0,016384 0 0 0,000029
0,032768 0 0 0,000004
0,065536 0 0 0,000002
0,131072 0 0 0
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7.5 lentelé. GBZ realizacijos homogeninés erdvés apdorojimo sparta (sekundémis)

esant skirtingoms 6 reikSméms

Daleliy kiekis 6 =0,2 0=0,4 0=1,0
1000 0,00394023 0,00311018 0,00241014
2000 0,00457026 0,00374022 0,00304017
4000 0,0101206  0,0063204  0,00382022
8000 0,0204012  0,0121007 0,00732041
16000 0,0337219  0,0162809  0,00948054
32000 0,0668038  0,0334019  0,0215612
64000 0,204412 0,086755 0,052753
128000 0,463427 0,164409 0,087505

256000 0,869335 0,345448 0,212155
512000 2,72916 0,904852 0,504829
1024000 - 1,7449 0,860249
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7.6 lentelé. GBZ realizacijos homogeninés erdvés apdorojimo rezultato salyginé

paklaidos paskirstymas F'(> 42) esant skirtingoms ¢ reikSméms

Santykiné paklaida 22 9§ =0,2 6=0,6 6=1,0
0,000001 0,992273 1 1
0,000002 0,945604 1 1
0,000004 0,718777  0,99999 1
0,000008 0,266141 0,999932 1
0,000016 0,051775  0,99949  0,999996
0,000032 0,008787 0,996246 0,999994
0,000064 0,001363 0,974709 0,999988
0,000128 0,000123 0,875182 0,999969
0,000256 0,00002  0,586363 0,99984
0,000512 0,000008 0,211891 0,998986
0,001024 0 0,036012 0,99252
0,002048 0 0,004105 0,954711
0,004096 0 0,000623 0,774629
0,008192 0 0,000072 0,310197
0,016384 0 0,000021 0,070242
0,032768 0 0,000002 0,022012
0,065536 0 0 0,002244
0,131072 0 0 0,000051
0,262144 0 0 0,000002
0,524288 0 0 0
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7.7 lentelé. Vieno klasterio erdvés apdorojimo trukmé sekundémis

Daleliy kiekis HN CN BP GBZ YB
1000 0,0133608  0,002666817 0,002166793 0,003960227 0,1083
2000 0,053469733 0,002776827 0,003536867 0,006447033 0,132806667
4000 0,212478667 0,003106847 0,006053683 0,010947267 0,19076
8000 0,848906 0,00501362  0,0152009  0,018647767 0,32568
16000 3,390056667 0,011574033 0,036988767 0,035308667  0,574231

32000 13,56633333  0,0383622  0,093712033 0,067363833 0,838794667

64000 - 0,140341333  0,224463 0,112673  2,072953333
128000 - 0,547731333  0,533497  0,210045333 4,746193333
256000 - 2,17822 1,21126 0,458407333 7,929
512000 - 8,669766667 2,75636 0,973522667 19,39556667
1024000 - 34,74426667 6,235156667 2,01058

7.8 lentelé. Vieno klasterio erdvés apdorojimo rezultato salyginé paklaidos

paskirstymas F (> 42)

Santykine paklaida &a BP GBZ YB
0,000001 0,999984 0,999996 0,997723
0,000002 0,999887 0,999982 0,985232
0,000004 0,999104 0,99984 0,924975
0,000008 0,993221 0,99918 0,711748
0,000016 0,953242 0,996104 0,308943
0,000032 0,778625 0,98217 0,044164
0,000064 0,428266 0,901742 0,003422
0,000128 0,147438 0,570145 0,001326
0,000256 0,033613 0,136412 0,00052
0,000512 0,005043 0,015725 0,000115
0,001024 0,00075 0,001045 0,000016
0,002048 0,00015 0,000121 0
0,004096 0,00002  0,000018 0
0,008192 0,000004  0,000004 0
0,016384 0 0 0

66



7.9 lentelé. BP realizacijos vieno klasterio erdvés apdorojimo sparta (sekundémis)

esant skirtingoms 6 reikSméms

Daleliy kiekis 6=0,2 =03 0=0,6 6=09 0=10
1000 0.00217012 0.00227013 0.00213012 0.00186011 0.0017101
2000 0.00393022 0.00376022 0.00335019 0.00271016 0.00259015
4000 0.00738042  0.0070004 0.00560033 0.00390023 0.00358021
8000 0.0254015  0.0224413  0.0122407 0.00748044 0.00662038
16000 0.0846848  0.0641237  0.0285216  0.0148809  0.0128407
32000 0.280176  0.193251  0.0680039  0.0336419  0.0230016
64000 0.849799  0.51783  0.156709  0.0716541  0.0595034
128000 2.51144 1.36888  0.368821  0.157109  0.128107
256000 6.94354  3.42777  0.805903  0.329733  0.269015
512000 - 8.40768 1.7927 0.70744  0.574433
1024000 : _ 3.97523 1.52569 1.21527
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7.10 lentelé. BP realizacijos vieno klasterio erdvés apdorojimo rezultato salyginé

paklaidos paskirstymas F'(> 42) esant skirtingoms ¢ reikSméms

Santykiné paklaida 22 9§ =0,3 6=0,6 6=1,0
0,000001 0,999689  0,999998 1
0,000002 0,997893 0,999977 1
0,000004 0,984437 0,999773 0,999998
0,000008 0,905367 0,99823 0,999969
0,000016 0,626521 0,986857 0,999836
0,000032 0,238391 0,91801 0,999102
0,000064 0,044506 0,677154 0,993408
0,000128 0,004982 0,318689 0,954564
0,000256 0,00073 0,096162 0,763934
0,000512 0,000156 0,019674 0,369307
0,001024 0,000025 0,002904 0,099494
0,002048 0,000004 0,000389 0,017172
0,004096 0 0,000055 0,001666
0,008192 0 0,000008 0,000221
0,016384 0 0 0,000031
0,032768 0 0 0,000002
0,065536 0 0 0
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7.11 lentelé. GBZ realizacijos vieno klasterio erdvés apdorojimo sparta

(sekundémis) esant skirtingoms 6 reikSméms

Daleliy kiekis 6=0,2 =03 0=0,6 6=09 0=10
1000 0,00386022 0,00378022 0,00366021 0,00331019 0,00318018
2000 0,0068704  0,00685039 0,00619035 0,00580033 0,00585034
4000 0,0132808  0,0122607  0,0101006 0,00892051 0,00902051
8000 0,0270816  0,0236814  0,017581  0,0164809  0,0162209
16000 0,0604435  0,0454426  0,0330419  0,0299217  0,0294417
32000 0,134568  0,0918053  0,0616435 0,0537631  0,052923
64000 0,333069  0,193511  0,0970056  0,0764044  0,0748043
128000 0,858149 0438225  0,17391  0,124207  0,119007
256000 2,17598 1,01649  0,381736  0,262015  0,255015
512000 - 2,35073  0,799446  0,546431  0,53063
1024000 : _ 1,64129 1,12986 1,09266
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7.12 lentelé. GBZ realizacijos vieno klasterio erdvés apdorojimo rezultato salyginé

paklaidos paskirstymas F'(> 42) esant skirtingoms ¢ reikSméms

Santykiné paklaida 22 9§ =0,3 6=0,6 6=1,0
0,000001 0,999871 0,999998 0,999998
0,000002 0,998912 0,999992 0,999992
0,000004 0,992211 0,999922 0,999959
0,000008 0,945385 0,999619 0,999715
0,000016 0,720012 0,998355 0,998889
0,000032 0,265516 0,994982 0,997615
0,000064 0,035457 0,982225 0,99584
0,000128 0,003258 0,915047 0,993174
0,000256 0,000273 0,627908 0,986908
0,000512 0,000018 0,166971 0,966865
0,001024 0,000004 0,014984 0,904145
0,002048 0 0,000986 0,717012
0,004096 0 0,000121 0,364014
0,008192 0 0,00002 0,075354
0,016384 0 0,000002  0,005684
0,032768 0 0 0,000453
0,065536 0 0 0,000057
0,131072 0 0 0,000006
0,262144 0 0 0,000002
0,524288 0 0 0
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7.13 lentelé. Dvigubo klasterio erdvés apdorojimo trukmé sekundémis

Daleliy kiekis HN CN BP GBZ YB
1000 0,013454133 0,002726827 0,001876773  0,00301017 0,09457
2000 0,053043033 0,002716823 0,002576817  0,00429358 0,11218
4000 0,211812  0,002966837 0,00432692 0,008013793 0,135426667
8000 0,846381667  0,00499362 0,010693933  0,0152009  0,222373333
16000 3,388523333 0,011654033  0,0272149 0,0302817 0,336077
32000 13,55343333 0,038255533 0,072137433  0,0589634 0,654077
64000 - 0,140174667 0,179943333 0,128340333 1,39986
128000 - 0,546497667  0,446726  0,279182667 2,982143333
256000 - 2,173026667 1,057726667 0,598367667 6,521933333
512000 - 8,660766667 2,463473333 1,036393333 15,10533333
1024000 - 34,63216667 5,795196667 2,141453333 49,7815

7.14 lentelé. Dvigubo klasterio erdvés apdorojimo rezultato salyginé paklaidos

paskirstymas F (> 42)

Santykine paklaida &a BP GBZ YB
0,000001 0,999996 0,999998 0,919631
0,000002 0,999963 0,999982 0,745529
0,000004 0,999662 0,999828 0,527459
0,000008 0,996932 0,999201 0,419986
0,000016 0,978043 0,996799 0,405672
0,000032 0,891646 0,98751 0,399971
0,000064 0,691684 0,93376 0,399854
0,000128 0,496068 0,714883 0,397816
0,000256 0,297844 0,354992 0,216199
0,000512 0,10198 0,109834 0,092346
0,001024 0,043902 0,045996 0,043121
0,002048 0,019723 0,020053 0,019707
0,004096 0,007623 0,007637 0,007609
0,008192 0,001078 0,001078 0,00107
0,016384 0 0 0
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7.15 lentelé. BP realizacijos dvigubo klasterio erdvés apdorojimo sparta

(sekundémis) esant skirtingoms 6 reikSméms

Daleliy kiekis 6=0,2 =03 0=0,6 6=09 0=10
1000 0,00226013 0,00212013 0,00167009 0,00154009  0,0015901
2000 0,00323018 0,00283016 0,00248014 0,00224013 0,00213012
4000 0,00400028 0,00458027 0,00402022 0,0033802  0,00298017
8000 0,0138408  0,0130607 0,00932054 0,00650038 0,00596035
16000 0,0454426  0,0400823  0,0222813  0,0130008  0,0115607
32000 0,16641  0,127007  0,0552832  0,0291617  0,0250814
64000 0,541431  0,365971  0,131858  0,0644037  0,0543031
128000 1,6953 1,02846  0,314618  0,142808  0,119307
256000 5,15758 276787  0,741471  0,313580  0,257729
512000 14,0352 7,0216 1,65320  0,687839  0,556432
1024000 : _ 3,67261 1,45688 1,17567
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7.16 lentelé. BP realizacijos dvigubo klasterio erdvés apdorojimo rezultato salyginé

paklaidos paskirstymas F'(> 42) esant skirtingoms ¢ reikSméms

Santykiné paklaida 22 6§=0,2 6=0,3 6=0,4 6=0,6 6=1,0
0,000001 0,999148 0,999846 0,999969 0,999996 1
0,000002 0,99352  0,998668 0,999748 0,999986 1
0,000004 0,957918 0,989812 0,997973 0,999898 0,999998
0,000008 0,80999 0,938408 0,985232 0,999219 0,99999
0,000016 0,540621 0,764811 0,92127 0,994328 0,999904
0,000032 0,414305 0,538457 0,741082 0,963232 0,999334
0,000064 0,40099  0,42643 0,532096 0,839701 0,995059
0,000128 0,398139 0,402119 0,42401 0,617654 0,967379
0,000256 0,216652 0,224965 0,252264 0,374287 0,843713
0,000512 0,092475 0,092469 0,094129 0,126107 0,520629
0,001024 0,043123 0,043193 0,043258 0,04783 0,170354
0,002048 0,019707 0,019705 0,019754 0,02 0,048248
0,004096 0,007607 0,007609 0,007613 0,007707 0,011166
0,008192 0,001072 0,001066 0,00108  0,00107 0,001576
0,016384 0 0 0 0 0,000061
0,032768 0 0 0 0 0,000006
0,065536 0 0 0 0 0
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7.17 lentelé. GBZ realizacijos dvigubo klasterio erdvés apdorojimo sparta

(sekundémis) esant skirtingoms 6 reikSméms

Daleliy kiekis 6=0,2 =03 0=0,6 6=09 0=10
1000 0,0034702  0,0035402 0,00303017 0,00267015 0,00273016
2000 0,00457025 0,00435025 0,00410024 0,00383022 0,00404023
4000 0,00938054 0,00856049 0,00792045 0,00732042 0,00724042
8000 0,0203612  0,0183611  0,0144408 0,0131608  0,0130607
16000 0,0458826  0,0379622  0,0290417  0,0254015  0,0254414
32000 0,104846  0,0774844  0,0556032  0,0484028  0,0484428
64000 0,280166  0,189261  0,117707  0,0995057  0,0982556
128000 0,729442 0450126  0,250614  0,206012  0,201912
256000 1,9594 1,08378  0,524459 042231  0,411166
512000 - 2,18472  0,899451  0,687039  0,668638
1024000 : _ 1,8263 1,38688 1,33468

74



7.18 lentelé. GBZ realizacijos dvigubo klasterio erdvés apdorojimo rezultato

salyginé paklaidos paskirstymas F'(> 4¢) esant skirtingoms 6 reikSméms

Santykiné paklaida 8¢ 0#=0,3 6#=0,4 6=0,7 6=1,0

0,000001 0,999904  0,99999 1 1

0,000002 0,999324 0,999938 0,999986 0,999996
0,000004 0,994836 0,999477 0,99993  0,999957
0,000008 0,965643 0,996535 0,999645 0,999811
0,000016 0,825154 0,980066 0,999047 0,999482
0,000032 0,542008 0,899199 0,997682 0,998979
0,000064 0,41766 0,662416 0,994318 0,997797
0,000128 0,399633 0,445771 0,983887 0,995072
0,000256 0,218891 0,249762 0,930793 0,989355
0,000512 0,092277 0,094836 0,68542  0,971002
0,001024 0,043076 0,043422 0,235867 0,896664
0,002048 0,019744 0,019695 0,040953 0,67066
0,004096 0,007607 0,007615 0,009699 0,305207
0,008192 0,001076 0,001076 0,001354 0,048643
0,016384 0 0 0,000037 0,002385
0,032768 0 0 0,000006 0,000207
0,065536 0 0 0 0,000037
0,131072 0 0 0 0,000002
0,262144 0 0 0 0

0,524288 0 0 0 0

1,048576 0 0 0 0
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