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SIMBOLIU SARASAS

R? — d-maté realiyjy skaidiy aibé.
X = (X, X5, ..., X)T € R% — d-matis vektorius.
d — dimensija.

n — imties dydis.

X — imties vidurkis.

62 — imties dispersija.

6 — imties standartinis nuokrypis.

w — imties mediana.

M4y — trasformuotoji mediana.

Y — kovariaciné matrica.

R — koreliaciné matrica.

r;; — koreliacija tarp i-0jo ir j-0jo stebiniy.

a — reikSmingumo lygmuo (I rasies klaidos tikimybé).

B — Il rusies klaidos tikimybé.

w — svorio parametras.

h — glodinimo parametras.

s — asimetrijos koeficientas.

k — eksceso koeficientas.

m; — i-tasis centrinis momentas.

Z; — standartinis normalusis atsitiktinis dydis.

74 ir 173 — regresijos lygties parametrai.

g; —normaliojo skirstinio kvantilis.

Jn — robastinis sklaidos matas.

S - pastovusis kovariacinés matricos {§;} jvertinys.

h;(+) — normalizuotasis [ laipsnio polinomas.

S2 — dvisvoris sklaidos jvertis.

K (x) — branduolio funkcija.

®(-) — standartinio normaliojo pasiskirstymo funkcija.

®~1() — atvirkstiné standartinio normaliojo pasiskirstymo funkcija.
¢ — standartinio normaliojo skirstinio tikimybés tankio funkcija.
['() — gama pasiskirstymo funkcija.

FU) — auto-kovariaciné funkcija.

#T — aibés T elementy skaicius.

V; — standartizuotyjy dazniy vektorius.

N;,, — atsitiktiniy vektoriy skaicius.

J =] (@) — Fiserio informacijos matrica.

Q — svorio parametry d(d + 1)/2 X d(d + 1)/2 dydzio kovariaciné matrica.
P(t) — daugiamacio standartinio normaliojo skirstinio charakteristiné funkcija.
Q(t) — standartizuoty stebéjimy empiriné charakteristiné funkcija.
@p(t) — branduolio svoriné funcija.

D;j — Mahalanobio atstumas tarp i-0jo ir j-ojo stebiniy.



wj — normalizavimo transformacija.

u; v — suprojektuoty duomeny i-ojo komponento vidurkis.
Eﬁf — suprojektuoty duomeny i-ojo komponento dispersija.
fi (X, 6;) — i-ojo tipo pasiskirstymo funkcija.

Y (t) — atsitiktiniy reik§miy charakteristiné funkcija.

p; (i =1, ...,q) — aprioriné tikimybé.

R — apskritimo spindulys (apribotas sfera).

§ ir y — formos parametrai.

A — sklaidos parametras.

& — padéties parametras.
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ZYMEJIMU SARASAS

KS — Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus.

AD — Andersono ir Darlingo kriterijus.

CVM — Kramerio ir von Mises kriterijus.

LF — Lillieforso kriterijus.

GLB — Gleno, Leemio ir Barro kriterijus.

ZW1 ir ZW2 — Zhang ir Wu kriterijai.

SW — Sapiro ir Vilko kriterijus.

DA — D’Agostino kriterijus.

SF — Sapiro ir Francijos kriterijus.

Filli — Fillibeno kriterijus.

ChenS — Cheno ir Sapiro kriterijus.

SWRG — Rahmano ir Govindarajulo kriterijus.

7Q, ZQstar ir ZQQstar — Zhango kriterijai.

BCMR — Barrio, Cuestos, Alberto, Matrano ir Rodriguezo kriterijus.
Coin — Coino kriterijus.

DAP — D’Agostino ir Pearsono kriterijus.

JB — Jarque ir Beros kriterijus.

H1, H2, H3 ir H4 — Hoskingo ir Wallio kriterijai.

CCl1 ir CC2 — Kabafios ir Kabafios kriterijai.

BS — Bonetto ir Seiero kriterijus.

BM1 ir BM2 — Bontempsio ir Meddahio kriterijai.

DH — Doorniko ir Hanseno kriterijus.

GG — Gelo ir Gastwirtho kriterijus.

BHS — Bryso, Huberto ir Struyfo kriterijus.

BHSBS — Bryso, Huberto, Struyfo, Bonetto ir Seiero kriterijus.
DLDMLRn, DLDMXAPD ir DLDMZEPD — Desgagné Lafaye de Micheaux
Leblanco kriterijai.

CHI2 — chi-kvadrato kriterijus.

MI — Martinezo ir Iglewiczo kriterijus.

EP — Eppsio ir Pullio kriterijus.

GMG — Gelio, Miao ir Gastwirtho kriterijus.

Baksh — Baksajevo kriterijus.

N1 — naujai pasiiilytas vienmatis suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijus.
NRR — Nikulino, Rao ir Robsono kriterijus.

DN — Dzhaparidzés ir Nikulino kriterijus.

Marl ir Mar2 — Mardijos kriterijai.

Roy — Roystono kriterijus.

HZ — Henzés ir Zirklerio kriterijus.

LV — Lobato ir Velasco kriterijus.

Energy — ,,Energy* kriterijus.

N2 — naujai pasiiilytas daugiamatis suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijus.
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IVADAS

Darbo aktualumas ir svarba

Siuolaikingje duomeny analitikoje sudétingesniy sprendimy priémimas
nejmanomas be hipoteziy tikrinimo. Duomeny analitikai stengiasi panaudoti
statisting ir apriorin¢ informacijg. Paprastai jie savo tyrimus pradeda nuo hipoteziy
apie duomeny pasiskirstyma tikrinimo. Tai daroma d¢l labai svarbiy priezasciy:

e zinomas duomeny skirstinys gali paaiskinti duomenis generuojantj procesa;

o skirstinio charakteristikos gali buti susijusios su pradinio modelio
parametrais;

e pagal zinoma duomeny skirstinj galima tikslingai taikyti tinkamus modelius
ir sumazinti skaiciavimo kompiuteriu resursus (atmintj, skaic¢iavimo laikg ir
kt.).

D¢l aptarty priezas¢iy darbe nagrinéjama suderinamumo hipotezes tikrinimo
problematika. Tikrinamos nuliné ir alternatyvi hipotezés:

Hy: Duomeny pasiskirstymas yra suderintas su normaliuoju skirstiniu;
H,: Duomeny pasiskirstymas néra suderintas su normaliuoju skirstiniu.

Siy hipoteziy apie normaly duomeny pasiskirstyma tikrinimas taikomas (kaip
prielaida) daugeliui parametriniy duomeny analizés metody (pvz., koreliacing,
dispersiné, regresiné analizés). Normalumo prielaida yra viena i$ svarbiausiy dél
daugybés praktiniy taikymo sri¢iy. Vienas i§ normalumo prielaidos tikrinimo bidy
yra grafinis (t.y. braizant histogramg ir jvertinant pasiskirstymg), taciau tai néra
patikimas budas dél klaidos tikimybés. Patikimesnis budas— patikrinti
suderinamumo hipotezg taikant kriterijy. Nuo 1900 m. suderinamumo hipotezés
tikrinimui yra sukurta daug vienmaciy ir daugiamaciy kriterijy. 1900 m. Karlas
Pearsonas pristaté pirmgjj suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy, kurj
pavadino chi-kvadratu [1]. Sis kriterijus laikomas $iuolaikinés statistikos pagrindu.
Véliau buvo pristatomi vis nauji kriterijai. Siuo metu vieni populiariausiy ir
dazniausiai taikomy kriterijy yra Kolmogorovo ir Smirnovo [2], Andersono ir
Darlingo [3], Kramerio ir von Mises [4], taip pat jy modifikacijos. Kriterijai yra
paremti jvairiais matais arba metrikomis, dél to skirtingai reaguoja i duomeny
charakteristikas. Todé¢l tinkamo suderinamumo hipotezés kriterijaus pasirinkimas
iSlieka svarbus.

Darbo objektas, subjektas ir matas

Sio tyrimo objektu laikoma suderinamumo hipotezeé, skirta normalumo
priclaidos tikrinimui. Darbo subjektai yra suderinamumo hipotezés tikrinimo
vienmaciai ir daugiamaciai kriterijai. Suderinamumo hipotezés kriterijy palyginimui
naudojamas galios matas.

Darbo tikslas

Sukurti ir iStirti suderinamumo hipotezés tikrinimo vienmacius ir
daugiamacius kriterijus, kurie biity efektyviis normalumo prielaidos atveju.
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Darbo uzdaviniai

1. I8tirti pagrindines problemas, sprendimus bei kliiitis atliekant suderinamumo
hipoteziy tikrinima.
2. Sudaryti naujus vienmatj ir daugiamatj suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijus, skirtus normalumo prielaidos tikrinimui.
3. Atlikti sudaryty ir populiariy vienmaciy ir daugiamaciy suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijy galios lyginamaja analize moksliniuose
tyrimuose taikomy duomeny pasiskirstymy atvejais.
4. Pritaikyti sudarytus suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijus realiy
duomeny rinkiniams.
Darbo metodika

Disertacijoje taikomi jvairGs tikimybiy teorijos, matematinés statistikos,
lygiagreiyjy paskirstytyjy skaiciavimy ir daugiamaciy duomeny vizualizavimo
metodai. Pasitilytas vienmatis suderinamumo kriterijus, kuris paremtas N-metrika.
Pristatytas daugiamatis kriterijus yra paremtas apvertimo formule. Empirinéje dalyje
pateikti Monte Karlo modeliavimo metodu gauti rezultatai. Sio darbo programiniam
realizavimui buvo pasitelkti SAS ir R statistiniai paketai.
Ginamieji teiginiai
e Pasiiilytas N-metrikos teorija paremtas suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijus, kuris yra galingesnis uz kitus galingiausius vienmacius kriterijus
dideliems imties dydziams.
e Pasililytas pasiskirstymo tankiy skirtumo vertinimu ir apvertimo formulés
taikymu paremtas daugiamatis suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijus,
kuris pasizymi kur kas didesne galia nei kiti galingiausi kriterijai simetriniy ir
misriyjy skirstiniy grupéms.
Darbo mokslinis naujumas ir praktiné reikSmeé

Pasiiilyti suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijai pratesia, apibendrina ir
patikslina A. Baksajevo [5, 6], L. Klebanovo [7], M. Kavaliausko [8] ir T. Ruzgo [9]
rezultatus. Pasitilyti vienmatis ir daugiamatis kriterijai buvo pristatyti [P1, K1, P2,
K4, KS5]. Pasitlytas vienmatis kriterijus galingiausias simetriniams duomeny
rinkiniams, kuriy imties dydis n = 112, asimetriniams duomeny rinkiniams, kuriy
imties dydis n = 118, ir modifikuoty normaliyjy skirstiniy duomeny rinkiniams,
kuriy imties dydis yran > 88. Nauja daugiamatj kriterijy pakankamo dydzio imtims
geriausia naudoti 2-maciams duomenims, o didesnés dimensijos duomenims §j
kriterijy rekomenduojama naudoti su dideliais imties dydziais (n = 512). Kriterijai
buvo pritaikyti realiy duomeny rinkiniams. Pagal gautus rezultatus galima padaryti
iSvada, kad Siame darbe pristatyti statistiniai kriterijai gali biiti sékmingai taikomi
realiy duomeny analizés suderinamumo hipotezés tikrinimo udaviniuose. Siame
darbe pristatytus kriterijus ir jy taikymo rekomendacijas Hugas Hernandezas [10],
Silviu Gabrielis Szentesi ir kt. [11], Sergejus Gricaras ir kt. [12], Atif Avdovi¢ ir kt.
[120], Hanan Haj Ahmad su Ehab M. Almetwally [121], Daniel Doz ir kt. [122]
naudojo savo tyrimuose.
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Darbo rezultaty aprobavimas

Disertacijos tema yra i$spausdinti trys moksliniai straipsniai, kurie publikuoti
informacijos instituto duomeny bazés (ISI) leidiniuose su citavimo indeksu, o vienas
straipsnis publikuotas recenzuojamame mokslo leidinyje (be citavimo indekso).
Viena publikacija i$spausdinta nacionalingje ir trys — tarptautinéje leidykloje.

Atlikty tyrimy rezultatai pristatyti SeSiose tarptautinése ir nacionalinése
konferencijose. Skaityti praneSimai: 24-ojoje tarptautingje ,,Mathematical modelling
and analysis™ 2019 (Talinas, Estija), 11-0joje tarptautinéje ,,Data Analysis Methods
for Software Systems* 2019 (Druskininkai, Lietuva), 9-ojoje nuotolinéje,
tarptautinéje ,,International conference on applied analysis and mathematical
modeling® 2021 (Stambulas, Turkija), 62-0joje nacionalinéje Lietuvos matematiky
draugijos konferencijoje, 1-ojoje nuotolinéje, tarptautiné¢je ,,SAB-ATAN:
International Conference on Mathematical Sciences and Applications® 2021 (Bauio,
Filipinai) ir 12-ojoje tarptautinéje ,,Data Analysis Methods for Software Systems*
2021 (Druskininkai, Lietuva).

Daktaro disertacija pristatyta:

e 2022 m. sausio 14 d. Kauno technologijos universiteto Matematikos ir gamtos
moksly fakulteto Taikomosios matematikos katedros posédyje;

e 2022m. vasario 15d. Vilniaus Gedimino technikos universiteto
Fundamentiniy moksly fakulteto Matematinio modeliavimo katedros
seminare;

e 2022 m. birzelio 2 d. Informatikos mokslo krypties doktorantiiros komiteto
posédyje.

Disertacijos struktiira

Disertacijg sudaro jvadas, literatiiros apzvalga, tyrimo metodika bei tyrimo
rezultaty aptarimo dalys, darbo i§vados, literattiros Saltiniy sgrasas, trumpas autorés
gyvenimo aprasymas su moksliniy publikacijy saraSu, padéka ir priedai. Disertacijos
apimtis — 150 puslapiy. Disertacijos pagrindinéje dalyje yra 23 paveikslai,
11 lenteliy ir 122 cituojamy literatiros Saltiniy sarasas (iS jy 18,33 proc. ir
34,17 proc. per pastaruosius penkerius ir deSimt mety).
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I MOKSLINES LITERATUROS APZVALGA IR ANALIZE

Sioje dalyje pristatomas tyrimo objektas — suderinamumo hipotezé. Aptariami
suderinamumo hipotezés, skirtos patikrinti normalumo prielaidg, kriterijy
lyginamieji tyrimai. Pabaigoje pateikiamos literatiiros apzvalgg ir analize
apibendrinancios iSvados.

1.1. Suderinamumo hipotezé ir jos kriterijy lyginamoji apZvalga

Suderinamumo hipotezé (angl. goodness of fit) yra neparametriné hipotezé
apie stebimo atsitiktinio dydzio X pasiskirstymo funkcija:

HO:FX = Fo(X)
HA:FX E Fo(X)

1900 m. §ig hipotez¢ imta tikrinti, kai buvo sukurtas pirmasis chi-kvadrato
kriterijus. Taciau patj terming 1984 m. pasiiilé Lazarusas ir Folkmanas [13], o
1987 m. isplétojo Forsythes ir Compass [14].

Dazniausiai suderinamumo hipotezé taikoma tikrinant prielaidg apie duomeny
suderinamumg su normaliuoju skirstiniu. Sios prielaidos patikrinimas yra svarbus
duomeny analizés metody parinkimui. Pavyzdziui, dispersinéje analizéje (taikyti
Fiserio apibendrinantj tiesinj modelj ar Kruskalo Voliso neparametrinj metoda) [15,
16], regresingje analizéje (taikyti maziausiy kvadraty tiesinj modelj ar neparametrinj
splainy, arba branduolinés regresijos metoda) [17, 18]. Duomeny pasiskirstymo
nustatymas svarbus ir neuroniniuose tinkluose tiek parenkant aktyvacijos funkcijas,
tiek konstruojant patj neuroninj tinklg [19, 20].

Turimai im¢iai Xq, X5, ..., X;,, gautai stebint atsitiktinj dydj X, kurio skirstinys
priklauso zinomai skirstiniy Seimai. Laikydami, kad H, yra teisinga, parenkama
kriterijaus statistika ¥, = y,,(X1, ..., X)), kurios skirstinys yra Zzinomas arba
aproksimuojamas zinomu skirstiniu. Statistikos galimy reik§miy aibé R skaidoma j
dvi sritis X ir R\X. Hipotez¢ H, tikrinama pagal tokig procediirg: jei sudarius
konkrecig imtj X;, X5, ..., X,,, statistikos y;, reik§mé patenka j kriting sritj K, tai Hy
yra atmestina, o jei patenka j hipotezés priémimo srit] R\XK, tai Hy yra priimtina.

Kriterijaus statistikos reikSmeé turi vienareikSme atitiktj su tikimybe, vadinama
empiriniu  reikSmingumo lygmeniu arba p-reikSme. Praktikoje, naudojant
programing jrangg, tam, kad bty priimtas sprendimas dél nulinés hipotezés
priémimo arba atmetimo, daznai yra uzsiduodamas teorinis reik§mingumo lygmuo
o (pvz., a = 0,05) ir atlickamas jo palyginimas su p-reikSme:

e jei p-reikSme > a, tai nulin¢ hipotez¢ yra priimama;
e jei p-reikSme < q, tai nulin¢ hipoteze yra atmetama.

Suderinamumo hipotezés kriterijai pagal duomeny dimensija gali buti
skirstomi j vienmacius ir daugiamacius. Pirmiausia buvo sukurti ir analizuoti
vienmaciai kriterijai. 1900 m. pradétas prielaidos apie duomeny pasiskirstyma
nagrinéjimas [1]. Sis kriterijus ir dabar yra pladiai taikomas. Tobuléjant
technologijoms, mokslininkai  kiiré, tikslino ir modifikavo vienmacius
suderinamumo hipotezes tikrinimo kriterijus [10, 21-34]. Vieni i§ pirmyjy buvo
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sukurti Kolmogorovo ir Smirnovo [2], Anderseno ir Darlingo [3], Kramerio ir von
Mises [4, 35] bei Sapiro ir Vilko [36] kriterijai. Sie kriterijai ir dabar yra plaiai
taikomi bei realizuoti daugelyje statistiniy pakety (SAS, SPSS, R ir kt.). Placiau Sie
vienmaciy kriterijy tyrimai aptariami 1.2 skyriuje.

Nuo 1981 m. pradéti pirmieji tyrimai su daugiamaciais suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijais. 1981 m. Moore ir Stubblebine pristaté pirma
daugiamatj Chi-kvadrato kriterijy [37]. Nuo tada prasidéjo daugiamaciy kriterijy
kiirimo ir lyginimo tyrimai [37-46]. Vieni i§ pirmyjy daugiamaciy suderinamumo
kriterijy yra Henzes ir Zirklerio [39], Kramerio ir von Mises [40], Roystono [45].
Daugiausiai daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy yra realizuoti
statistiniy skai¢iavimy R ir kituose statistiniuose paketuose. Placiau Sie daugiamaciy
kriterijy tyrimai aptariami 1.3 skyriuje.

Taikant statistinius kriterijus galima padaryti Sias klaidas.

e Atmesti Hy, nors ji yra teisinga. Ji vadinama I riisies klaida. Tikimybé, kad §i
klaida bus padaryta, yra

a = P(y, € X|H,).

e Priimti Hy, nors ji yra klaidinga. Ji vadinama Il rasies klaida. Tikimybé, kad
$i klaida bus padaryta, yra

B = P(yn & K|Hy,).

Dazniausias kriterijy lyginimo matas buvo galia [5, 6, 10, 22, 25, 32, 34, 38,
47, 48, 57-60, 62—66, 69]. Kriterijaus galia vadinama tikimybé atmesti neteisinga
Hy hipotezg. Galia yra priesinga II riiSies klaidos tikimybei. Mazinant I klaidos
tikimybe a didéja Il klaidos tikimybeé S, o kriterijaus galia mazéja. Kriterijus yra tuo
geresnis, kuo yra mazesnés abiejy rusiy klaidos. Praktikoje kriterijai sudaromi taip,
kad fiksuotai I rusies klaidai II rasies klaida buty kiek galima mazesné. Dazniausiai
pasirenkama « reikSmé, lygi 0,05. Paprastai yra skaiiuojama prieSingo jvykio
tikimybe

1 =B = P(ya € K|Hy),

t. y. kriterijaus galia.  yra tikimybé neatmesti nulinés hipotezés, kai ji klaidinga.
Kiriterijaus galia leidzia palyginti du kriterijus, turinCius tg patj « ir taikomus tokio
pat dydzio imtims. Sis matas yra nedimensinis normuotas dydis, priklausantis
intervalui (0; 1), taip pat dar naudojama ir procentiné israiska [5, 6]. Galingesniu
kriterijumi laikomas tas, kuriam 1 — 8 yra didesnis. Didinant imties dyd; kriterijaus
galia paprastai did¢ja [108, 109].

Suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy palyginimas atlickamas dviem
budais.

e Taikant matematinius isvedimus ir jrodymus. Sio tipo tyrimai yra gana reti.
Jiems atlikti reikalingos i§samios tikimybiy teorijos ir matematinés statistikos
zinios. Vieng i§ iSsamiausiy statistiniy hipoteziy tyrimy atliko A. BakSajevas
[5, 6]. Mokslininkas pristaté N-metrika paremtg kriterijy. Jj matematiskai
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iSvedé ir atliko jo tyrima taikydamas imitacinj modeliavima [6]. Krauczis savo
darbuose [47, 48] nagringjo suderinamumo kriterijus, paremtus empirine
pasiskirstymo funkcija ir koreliacija. Foudjo susitelké ties robastiniy kriterijy
modifikavimu ir lyginimu [49]. A. Desgagné ir P. Lafaye de Micheaux
nagrinéjo suderinamumo kriterijus, paremtus eksceso ir asimetrijos
koeficientais, teoriniu ir modeliavimo budais [25]. Gorecki su kolegomis tyré
suderinamumo kriterijus, tinkan¢ius funkciniams duomenims [27]. N. Henze
su kolegomis daug démesio skyré daugiamaciy kriterijy kiirimui ir lyginimui
[39, 40]. Jis pristate ir jrodé kriterijy invariantiSkumo ir suderinamumo
savybes [40]. D. Moore ir J. Stubblebine modifikavo Chi-kvadrato kriterijy ir
ji pritaiké¢ daugiamaciams duomenims [37]. Placiau $iy ir kity mokslininky
darbai aptariami 1.2 ir 1.3 skyriuose.

e Taikant imitacinj modeliavimg. Tai viena populiariausiy suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijy palyginimo metodiky. Itin iS§samius ir placius
tyrimus atliko H. Hernandezas [10], F. Ahmad [22], A. Desgagné [25], 1. Agu
Friday [26], T. Gorecki [27], X. Romao [28], O. Kesemenas [41] ir daugelis
kity. M. Steele pristat¢ suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijus
diskretiesiems duomenims ir atliko jy palyginimg su kitais populiariais
kriterijais. Tyrimus atliko daugelio jvairiy duomeny skirstiniy atveju [21].
Michael su kolegomis tyrimus vykdé diskreCiyjy suderinamumo hipotezés
kriterijy palyginimo tematika [50, 51]. Placiau $iy ir kity mokslininky darbai
aptariami 1.2 ir 1.3 skyriuose.

Mokslinius straipsnius, kuriuose nagrinéjama suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijy problematika, galima iSskirti j tris dalis.

1. Teoriniai suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy iSvedimai ir jrodymai
[5, 6, 25,37, 39, 40, 47-49].

2. Suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy tyrimai taikant imitacinj
modeliavimg [10, 21-34, 3746, 50-52].

3. Suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy panaudojimas sprendziant
realaus pasaulio uzdavinius [15-20, 53, P4].

1.2. Vienmadiy kriterijy tyrimy apZvalga ir analizé

XX a. pradzioje imta kurti ir nagrinéti vienmacius suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijus [1]. Nuo tada iki Siy dieny vis dar atlieckamas vienmaciy
suderinamumo hipotezés naujy kriterijy kiirimas ir lyginimas su kity mokslininky
pristatytais kriterijais. Praktiniu aspektu aktualiausias islieka normalumo prielaidos
tikrinimas. Vienmaciai kriterijai ypa¢ daznai taikomi atliekant duomeny analizg.
XXT a. sios tematikos tyrimai buvo itin aktyviai atliekami [5, 6, 10, 21-34, 47-51].
Mazoji dalis $ios tematikos tyrimy rémési matematiniais jrodymais, o didzioji —
imitaciniu modeliavimu. Mokslininkai savo tyrimuose palygino didelj kiekj
klasikiniy suderinamumo hipotezés kriterijy (iki 50). Tyrimy metu kriterijai buvo
taikomi jvairiems imciy dydziams (nuo 10 iki 2000), naudojant jvairias
reikSmingumo lygmens « vertes (dazniausiai pasirenkamas «a = 0,05).
Modeliavimo tyrimai atlikti daugeliui simetriniy, asimetriniy ir modifikuoty
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normaliyjy skirstiniy bei jy mi§iniy duomenims. Kriterijai buvo lyginami naudojant
galios matg. Tyréjai daznai naudojo R programing jrangg su PoweR biblioteka.

A. Baksajevas pasitilé suderinamumo ir kity statistiniy hipoteziy kriterijy
statistiky konstravimo buda, paremta N-metrika. N-metrika (dar vadinama N-
atstumu) yra tikimybinis matas', kuris apibréziamas atstumu tarp dviejy tikimybiniy
maty g ir v Hilberto erdvéje H. Sios metrikos erdvé yra izometriné iSgaubtos
Hilberto erdvés pogrupiui. Hilberto erdvé, pavadinta D. Hilbert garbei, apibendrina
euklidinés erdvés savoka. Ji iSplecia vektoriy algebra i§ dviejy arba trijy matavimy
Euklido erdvéje | daugelio matmeny ar net begaling erdves. Metrine erdve vadinama
pora (X, p), susidedanti i§ tam tikros aibés (erdvés) X elementy ir atstumo, t.y.
vienareik§més, neneigiamos, realiosios funkcijos p(x,y), apibréztos bet kuriems x
ir y i§ X ir tenkinancios tokias tris aksiomas:

1. p(x,y) = 0tadairtik tada, kai x = y;
2. p(x,y) = p(y,x) (simetrijos aksioma);
3. p(x,2) < p(x,¥) + p(y,2) (trikampio aksioma).

Laikoma, kad (X, p) ir (Y, d) yra dvi metrinés erdvés. Abipusiskai
vienareikSmis atvaizdis f: X — Y vadinamas izometrija, jei p(x,y) =
d(f(x), f(y)) visiems x,y € X. Erdvés (X,p) ir (Y,d), tarp kuriy galima
sukonstruoti izometrinj atvaizdj, vadinamos izometrinémis. Erdviy (X, p) ir (Y, d)
izometrija reiSkia, kad metriniai rySiai tarp jy elementy yra tie patys. Gali skirtis tik
elementy kilmé (prigimtis), o tai metriniy erdviy poziliriu yra neesminga. Kitaip
sakant, izometrines erdves galima tapatinti.

N-metrikg galima apibrezti [7]:

N(g,v) = 2[, [, K, y)dg()dv () = [,.f K (x, y)dg(x)dg(x)

¢ia K(x,y) yra stipriai neigiama branduolio funkcija®. L. Klebanovo
pristatytai N-metrikai A. BakSajevas pritaike branduolio funkcijas: t. y. K1 =
K(x,y)=|x—yl, K2=K(x,y) =1—exp(—|lx —y|[*) ir kt. Plagiau
A. BakSajevo pasitlytas kriterijus yra apibréziamas 2.1.4 poskyryje.
Sudarytas kriterijus palygintas remiantis Bahaduro [54] pasiiilytu, Nikitino
[55] iSplétotu asimptotiniu santykiniu efektyvumu. Bahaduro metodu
nustatoma kriterijaus galia 1 — 8 ir palyginamas kriterijy galios mazéjimo
greitis a, kai didéja imties dydis n. Tegul U,, ir 1}, yra dvi statistikos sekos,

(1.1)

! Funkcija P: 3 — [0,1], abibrézta aibés Q (t. y. elementariyjy jvykiy erdvés) poaibiy o-

algebroje J, vadinama tikimybiniu matu, jei P(Q)=1, P(#)=0; A € B = P(A) < P(B); ¢ia 4,

BEJ; AiNA;= 0, Ciai+#j, kaii,JEN= P (XjenAj)=Xjen P(4)), A€ /1D 42D ...,

N2, A=0= jllg P(A;)=0.

2 Jeigu VneN,Vxq, ..., x, € X, kai X — bet kokia aibé, ir Vcy, ..., c, € C su salyga, kad
=1 ¢ = 0, funkcija K(x,y) tenkina nelygybe XX’ ; K(x;,%)¢;¢; <0, tai K yra

neigiamai apibréztas branduolys.
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paremtos imties dydZiu n. Jos yra skirtos nulinés ir alternatyvios hipoteziy
palyginimui. Tada fiksuotiems S € (0,1) ir poslinkio parametrui 8 egzistuoja
riba [6]:

eyy(B,0) = })}_rf(l) eyv(a,B,0); (1.2)

¢ia ey y — santykinis asimptotinis sekos U, efektyvumas sekos V,, atzvilgiu.

Sig ribg Bahaduras pavadino sekos U, asimptotiniu santykiniu efektyvumu
sekos V;, atzvilgiu. Naudojantis asimptotiniu santykiniu efektyvumu i§ 10 stipriai
neigiamai apibrézty branduolio funkcijy buvo pasirinkta viena branduolio funkcija.
Pagal Bahaduro teorijg ji buvo asimptotiskai optimali, ir Sios funkcijos tikslios
krypties (angl. exact slope) ir lokalios parametry reikSmeés buvo didziausios.
Lygiagre€iai su teoriniais tyrimais, taikant Monte Karlo® metoda, buvo atlickamas
empirinis kriterijy galios palyginimas. Autoriaus pasitlytas kriterijus buvo
lyginamas su D’ Agostino (A), Lillieforso (KS), Andersono ir Darlingo (AD), Pirson
(P), Kramerio ir von Mises (CvM), Sapiro ir Vilko (SW) bei Sapiro ir Francijos (SF).
Modeliavimo  tyrimui  pasirinkti imties dydziai n = 25,50,100,200 ir
reik§mingumo lygmuo a = 0,05. Kriterijy galia buvo vertinama generuojant imtis
pagal 200 skirtingy skirstiniy su jvairiais parametry rinkiniais. A. Baksajevo keleto
galingiausiy kriterijy galios kitimas didéjant imties dydziui 0,5N(0,1) + 0,5N(3,1)
ir 0,5Exp(1) + 0,5Exp(0,5) skirstiniy atvejais pateikiamas 1.1 paveiksle. Pagal
gautus rezultatus nustatyta, kad pasitlytas kriterijus yra galingas klasikiniy kriterijy
konkurentas [5, 6].
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1.1 pav. Kriterijy galios palyginimas 0,5N(0,1) + 0,5N(3,1) ir 0,5Exp(1) +
0,5Exp(0,5) skirstiniy atvejais

A. Desgagné ir P. Lafaye de Micheaux pristaté Jarqués ir Beros (JB) kriterijaus
alternatyvas, paremtas asimetrijos ir eksceso koeficientais naudojant Rao jnaSo
kriterijy (dar zZinoma kaip Lagranzo daugikliy metodas®) asimetriniams, laipsniniams

3 Monte Karlo metodas — skai¢iavimo metodas, paremtas statistiniu modeliavimu ir gauty
rezultaty apdorojimu taikant statistinius metodus.
4 Lagranzo daugikliy metodas yra funkcijos arba funkcionalo sglyginio ekstremumo radimo
biidas.
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skirstiniams (APD). Autoriai sudaré paprasta kriterijaus statistika Xip, (a reiskia
asimptotinis), kurios forma panasi j JB, bet joje yra jtraukti 3-iojo laipsnio
asimetriskumo ir 4-ojo laipsnio eksceso koeficientai. Si statistika sudaryta naudojant
Rao jnaso kriterijy, kuris taikomas eksponentiniams ir laipsniniams skirstiniams
(EPD). Xjpp statistika yra asimptotiSkai pasiskirs¢iusi pagal Chi-kvadrato
pasiskirstymag su dviem laisvés laipsniais. Taip pat pasiiilyta kiiriterijaus statistika
Zgpp baigtiniams imties dydZziams n > 10. Ji yra paremta 2-ojo/ laipsnio eksceso
koeficientu. Zgp,, statistika yra asimptoti$kai pasiskirséiusi pagal N(0,1) skirstinj.
A. Desgagné ir P. Lafaye de Micheaux pasitlyti kriterijai placiau apibréziami
2.1.3 poskyryje. Autoriy pasitlyti kriterijai palyginti su 33 kity mokslininky
pristatytais kriterijais. Taikyti kriterijai paremti regresija, koreliacija, empirine
pasiskirstymo funkcija, asimetrijos ir eksceso koeficientais. Modeliavimo tyrimui
buvo 85 duomeny skirstiniai: 33 simetriniai skirstiniai su sunkiomis uodegomis, 26
simetriniai skirstiniai su lengvomis uodegomis ir 26 asimetriniai skirstiniai.
Empirin¢ galia buvo skai¢iuojama imties dydziams n = 10,20,50,100 ir 200 su
reikSmingumo lygmeniu « = 0,05. Modeliavimo tyrimas atliktas generuojant
1 000 000 nepriklausomy imciy. Modeliavimui atlikti buvo naudojama R
programing¢ jranga su PoweR biblioteka [56]. Pagal gautus rezultatus nustatyta, kad
Xipp yra galingesnis uz asimetrijos ir eksceso koeficientais paremtus Jarques ir
Beros, D’Agostino ir Pearsono, Doorniko ir Hanseno kriterijus. Coino ir Zgpp
kriterijai yra galingiausi simetriSkiems skirstiniams, nagrin¢jant imties dydzius n =
10,20,50,100. Apibendrinant visg tyrima nustatyta, kad didziausig galig visais
nagrinétais atvejais turéjo Cheno ir Sapiro, X$p, bei Sapiro ir Vilko kriterijai [25].

E.O.Krauczi nagringjo suderinamumo hipotezés kriterijus, paremtus
Vaser$teino metrika’. Si metrika jvertina Vaseriteino atstuma (angl. Wasserstein
distance) tarp sugeneruoto ir pradinio duomeny rinkinio. Autoré pristaté svorinj
kvantiliy koreliacijos kriterijy K,,. Siekiant palyginti pasiiilyto kriterijaus galig su
kitais, atliktas modeliavimo tyrimas. K,, kriterijus palygintas su Kolmogorovo ir
Smirnovo, Kramerio ir von Mises, Andersono ir Darlingo bei Vatsono kriterijais.
Modeliavimo tyrimas atliktas generuojant 100 000 nepriklausomy imciy su 13
simetriniy ir asimetriniy skirstiniy. Procentin¢ empiriné galia buvo skaic¢iuojama
generuotiems imties (n = 20, 50, 100) dydziams su reikSmingumo lygmenimis & =
0,1 ir ¢ = 0,05. Pagal gautus modeliavimo rezultatus nustatyta, kad pasitlytas
kriterijus buvo galingiausias Kosi, eksponentinio, lognormaliojo ir Chi-kvadrato
skirstiniams, kai imties dydis n > 50 [47, 48].

M. Steele nagrinéjo diskre¢iuosius Kramerio ir von Mises (W 2), Kolmogorovo
ir Smirnovo (S) bei Chi-kvadrato (y?) tipo suderinamumo hipotezés kriterijus.
Ieskojo tinkamiausiy kriterijy kategoriniams duomenims. Kategoriniams
duomenims buvo parinkti Chi-kvadrato ir diskretieji Kramerio ir von Mises bei
Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijai. M. Steele palygino y?2, S, W2, U? (diskretusis
Vatsono), A? (diskretusis Andersono ir Darlingo) ir NS (nominalusis Kolmogorovo

5 Vaser$teino metrika yra atstumo funkcija, apibrézta tarp tam tikros metrinés erdvés
tikimybiy skirstiniy.
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ir Smirnovo) kriterijus jvairioms skirstiniy grupéms. Kriterijy empirin¢ galia buvo
skai¢iuojama imties dydziams n = 10,20,30,50,100 ir 200 su reikSmingumo
lygmeniu  a = 0,05. Modeliavimo tyrimas atliktas generuojant 10 000
nepriklausomy imc¢iy. Autoriaus gauti modeliavimo rezultatai pateikiami 1.2 (a—f)
paveiksluose. Pagal $iuos paveikslus galima teigti, kad kriterijus A? yra galingiausias
mazéjancios formos (angl. consistent trend) skirstiniams, o silpniausias —
bimodaliniams skirstiniams. Kriterijus W?2 yra galingiausias laiptinés formos
skirstiniams, o silpniausias — 1ékStos formos ir bimodaliniams skirstiniams.
Kriterijus U? yra galingiausias trikampio formos skirstiniams, o silpniausias —
bimodaliniams skirstiniams. Kriterijus y? yra galingiausias alternatyviems
skirstiniams su lékstos bei smailios formos tankio funkcijomis ir bimodaliniams, o
silpniausias — trikampio formos skirstiniams [57].

1 i 1
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1.2 pav. Kriterijy galios palyginimas mazéjancios (a), laiptinés (b), trikampio
(c), bukos (d), smailios (e) formy ir bimodaliniams (f) skirstiniams
Autorius taip pat pateikia $esiy kriterijy (y2, S, W2, U?, A? ir NS) statistiky
galios palyginima SeSioms skirtingos formos skirstiniy grupéms, kuri pateikiama
1.1 lenteléje [21, 50, 51].

1.1 lentelé. Suderinamumo kriterijy statistiky galios palyginimas

Nr Pasiskirstymy grupés pagal tankio Kriteriju statistiky
’ funkcijos forma palyginimas
1. | Mazéjantys A2>W?>S5S>x*>U?>>NS
2. | Laiptiniai W?~S~A*>U*>» y*~ NS
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1.1 lentelé. Suderinamumo kriterijy statistiky galios palyginimas

Nr Pasiskirstymuy grupés pagal tankio Kriteriju statistiky
’ funkcijos forma palyginimas

3. | Trikampiai (trikampio formos) U2>» y*=~NS>A*>W? =S

4 | Leksticji (su neigiamuoju eksceso U=y~ NS»A>>W?*=S
" | koeficientu)

s | Smailicji (su teigiamuoju eksceso U?=x2>NS>»S>W?= A?
" | koeficientu)

6. | Bimodaliniai ) =NS>U?>S~A%*~W?

X.Romao su kolegomis empiriskai palygino vienmaciy suderinamumo
hipotezés kriterijy galig. Pasirinkti 33 kriterijai, kurie paremti empirine
pasiskirstymo funkcija, asimetrijos bei eksceso koeficientais ir regresijos bei
koreliacijos koeficientais. Sie 33 kriterijai pateikti 2.1 skyriuje. Kriterijai buvo
lyginami trims im¢iy dydziams (n = 25,50,100) atsizvelgiant j reikSmingumo
lygmenis (a = {0,1; 0,05; 0,025; 0,01}) ir simetriniams, asimetriniams bei
modifikuotiems alternatyviesiems skirstiniams. Palyginimas buvo atliktas Monte
Karlo modeliavimo metodu sugeneruojant 1 000 000 nepriklausomyjy imciy.
Tyrimo metu nustatyta, kad galingiausi i§ pasirinkty suderinamumo hipotezés
kriterijy simetriskiems alternatyviems skirstiniams buvo Coino 2, Cheno ir Sapiro,
Bonetto ir Seiero bei Gelo, Miao ir Gastwirtho kriterijai, asimetriSkiems — Zhango ir
Wu (Z,), Cheno ir Sapiro bei Sapiro ir Vilko kriterijai, o Cheno ir Sapiro bei Barrio,
Cuesta, Albertos, Matrano, Rodriguezo ir Rodriguezo bei Sapiro ir Vilko kriterijai
buvo galingiausi modifikuotiems normaliesiems alternatyviesiems skirstiniams.
Rekomenduojama naudoti Hoskingo, Bryso, Huberto ir Struyfo kriterijus, paremtus
asimetrijos ir eksceso koeficientais, nes jie yra maziau jautris iSskirtims [28].

G. Brysas su kolegomis pasitilé suderinamumo Kriterijy, paremtg robastiniais®
asimetrijos koeficientais ir uodegy svoriais. Jo pasitlytas kriterijus yra Jarques ir
Beros kriterijaus modifikacija. Sis kriterijus pla¢iau apibréZziamas 2.1.3 poskyryje.
G. Bryso pristatytas kriterijus yra palygintas su Jarqués ir Beros bei Moorso
kriterijais. Siam tyrimui buvo naudojami du imties dydziai (n = 100 ir 1000)
jvairiems skirstiniams. Modeliavimo tyrimas buvo atliktas generuojant 1 000
nepriklausomyjy imciy su reikSmingumo lygmeniu a = 0,05. Pagal gautus
rezultatus nustatyta, kad pasiiilytas kriterijus buvo galingiausias palyginti su Kkitais,
o ypac¢ tinkamas duomenims su i$siskirian¢iomis reikSmémis [24].

F. Ahmadas su R. A. K. Sherwani atliko suderinamumo hipotezés kriterijy
palyginimg. Tyrimui pasirinkta 12 kriterijy. Siy kriterijy empiriné galia buvo
lyginama imties dydziams (n = {10, 20,30,40,50,100,200,500}), skirtingiems
skirstiniams (Kosi, eksponentinis, logistinis ir Veibulo) su reik§mingumo
lygmenimis a = 0,05 ir 0,01. Modeliavimo tyrimas atliktas generuojant 10 000
nepriklausomyjy imciy. Pagal gautus rezultatus nustatyta, kad tinkamesnis
reikSmingumo lygmuo « = 0,05, nes visy nagrinéjamy kriterijy galia buvo

6 Robastinis yra nejautrus i§skirtims.
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didZiausia. Kolmogorovo ir Smirnovo, Kramerio ir von Mises kriterijai galingiausi
visiems nagrinéjamiems alternatyviesiems skirstiniams. Apibendrings atlikta tyrima
autorius padaré iSvada, kad kriterijy galiai jtakos turéjo imties dydis, reikSmingumo
lygmuo ir pasirinktas duomeny skirstinys. Didinant imties dydj ir reikSmingumo
lygmeni, kriterijy galia did¢ja [22].

H. Hernandezas pristaté kriterijy, paremtg rangine statistika, ir atliko platy
modeliavimo tyrimg, kurio metu palygino daugelio autoriy 1990-2021 m. pristatytus
suderinamumo kriterijus (tarp jy ir [P1]). Autorius palygino 55 kriterijus, i$ kuriy 13
buvo paremti empirine pasiskirstymo funkcija, 17 — rangine statistika (regresija ir
koreliacija), 17 — momentais ir kiti 8. Kriterijy galia jvertinta taikant Monte Karlo
modeliavimo metoda skirtingo dydzio (n = 5,10, 15, 20, 25, 30,40, 50,100,200)
imtims su reikSmingumo lygmenimis (¢ = 0,05 ir 0,08) ir SeSiems (standartinis
normalusis, tolygusis, eksponentinis, Chi-kvadrato ir lognormalusis) skirstiniams.
Modeliavimo tyrimas buvo atliktas taikant 1000 nepriklausomyjy imciy.
Modeliavimui atlikti buvo naudojama R programiné jranga. Kriterijai suranguoti
pagal geriausig jvertinimg (t. y. tyrimuose isrinktas kaip galingiausias), jvertinimy
galingiausiai jvertintas

santykj (t. y. ) ir vidutinis rangas.

tyrimy skaicius,kuriuose buvo itrauktas kriterijus
Apibendrinti  kriterijy rangy palyginimo rezultatai pagal jy tipa pateikiami
1.2 lenteléje. Pagal gautus rezultatus nustatyta, kad galingiausi yra kriterijai, paremti
rangine statistika. Autorius nustaté, kad galingiausias kriterijus yra Sapiro ir Vilko,
o silpniausias — Baksajevo [10].

1.2 lentelé. Kriterijy rangy palyginimas pagal tipa

Kriteriju tipas Empiriné Raneiné
pasiskirstymo ¢ atl.lgtl.lll(e Momentai Kiti

Vertinimo Kriterijus funkcija statistika
Geriausiai jvertinti 1 1 1 2
# Galingiausiy skaicius | 4 12 4 0
Ivertinimy santykis 21,1 % 60,0 % 22,2 % 0,0 %
Vidutinis rangas 8,1 6,5 11,3 11,8
# Tyrimy skaicius 19 20 18 12
# Kriterijy vertinimas 74 70 62 33

J. Adefisoye su B. Golam Kibria atliko 18 suderinamumo kriterijy empirinés
galios palyginamajj tyrimg. Kriterijy palyginimui buvo taikomas Monte Karlo
modeliavimo metodas jvairiems simetriniams (beta, tolygusis, Stjudento ir Laplaso)
ir asimetriniams (gama, chi-kvadrato, eksponentinis, lognormalusis, Veibulo ir
Gompertzo) skirstiniams su skirtingais imties dydziais (n = 20,50,100,500).
Modeliavimo tyrimas atliktas taikant 10 000 nepriklausomyjy imciy su
reik§mingumo lygmeniu a = 0,05. Siam tyrimui atlikti buvo naudojama R
programin¢ jranga. Pagal gautus modeliavimo rezultatus nustatyta, kad beta
skirstinio atveju galingiausias eksceso kriterijus, o silpniausias — Bryso, Huberto ir
Struyfo kriterijus. Tolygiojo skirstinio atveju galingiausias eksceso kriterijus, o
silpniausias — asimetrijos. Stjudento skirstinio atveju galingiausias robastinis Jarque
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ir Beros kriterijus, o silpniausias — Bryso, Huberto ir Struyfo kriterijus. Laplaso
skirstinio atveju galingiausias Gelo, Miao ir Gastwirtho kriterijus, o silpniausias —
Bryso, Huberto ir Struyfo kriterijus. Sapiro ir Vilko kriterijus galingiausias
asimetriniy skirstiniy (iSskyrus Gompertzo) atvejais. Bryso, Huberto ir Struyfo
kriterijus buvo silpniausias ir asimetriniy skirstiniy atvejais. Gompertzo skirstinio
atveju galingiausias buvo asimetrijos kriterijus [29].

Zhangas ir Wu pristaté suderinamumo kriterijy, paremta tikétinumo santykiu

ir empirine pasiskirstymo funkcija. Autoriai pirmiausiai palygino visus tris Zy, Z ir
Zy pasiiilytus kriterijus normaliojo skirstinio N (i, 02) atveju. Visi §ie trys kriterijai
placiau aptariami 2.1.2 poskyryje. Palyginimui buvo taikomas Monte Karlo metodas
su 1 000 000 nepriklausomyjy im¢iy. Modeliavimui buvo taikomi imties dydziai
n=5,678,910,12, 14,16,18,20,25,30,40,50,70,100, 150, 200,
300,500, 1000. Autoriai nustate, kad kriterijy galia priklauso nuo y ir o parametry.
Sig i§vada pagrindé pavyzdziais [34, 58-60]. Zhango kriterijai [58, 61] buvo
palyginti su Sapiro ir Vilko (W), D‘Agostino (D), Andersono ir Darlingo (A4?)
kriterijais, normaliojo su beta, Stjudento, gama, Veibulo, lognormaliuoju, skirstiniy
misiniy atvejais. Siam palyginimui pasirinkti imties dydziai n=
10,20,30,50,70,100,150,200 ir 300 su reikSmingumo lygmeniu a = 0,05.
Modeliavimas atliekamas su 10 000 nepriklausomyjy imciy. Autoriy gauti
modeliavimo rezultatai kiekvienam skirstinio atvejui pateikiami 1.3 paveiksle.

N(0,1) su beta(5,5) N(0,1) su t(9) N(0,1) su gama(16,1)
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1.3 pav. Kriterijy palyginimas kiekvienam nagrinétam skirstiniy misinio atvejui

Pagal gautus modeliavimo rezultatus padarytos iSvados: Zhango pasitilyti Zy,
Zc ir Zyg kriterijai yra labai galingi ir patikimi jvairiy nukrypimy nuo normaliojo
skirstinio atvejais. Z4 ir Z. kriterijai paprastai buvo galingesni uz W, o galingiausi
Zy ir A%. D’Agostino kriterijus yra jautrus eksceso koeficiento kitimui. Bendras
Sesiy kriterijy galios palyginimas apibréziamas [34]:
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BZA >BZC>EW>EZK>EA2 >BD;

gia B; = 1 — f8 yra i-ojo kriterijaus galia.

I. A. Friday su E.F.Runyi palygino chi-kvadrato bei Kolmogorovo ir
Smirnovo kriterijus normalumo prielaidos tikrinimui. Sie kriterijai buvo palyginti 50
modeliuoty duomeny rinkiniy atvejais, kai imties dydis n = 100 su reik§mingumo
lygmeniu a = 0,05. Tyrimo metu buvo laikoma, kad kai p-reikSmé < 0,05, nuliné
hipotezé apie duomeny pasiskirstyma pagal normalyjj skirstinj yra atmetama, o
priesingu atveju H, yra neatmetama. Pagal modeliuoty ir realiy duomeny palyginty
kriterijy p-reikSmes nustatyta, kad Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus buvo
galingesnis uz chi-kvadrato kriterijy, nes Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijaus p-
reikSmeé yra didesné uz chi-kvadrato kriterijaus [26].

H. Torabi su kolegomis pasiiilé suderinamumo kriterijy H,,, paremta dviejy
tiesiniy pasiskirstymo funkcijy matu. Sis kriterijus buvo palygintas remiantis
teoriniais ir empiriniy pasiskirstymy tyrimais. Autoriai jrodé, kad naujas kriterijus
pasizymi invariantiSkumo ir suderinamumo savybémis. Atliktas modeliavimo
tyrimas siekiant palyginti pasiiilyta kriterijy su 40 kity mokslininky kriterijais. Siam
tyrimui buvo pasirinkti simetriniai (standartinis normalusis, Stjudento, dvimatis
eksponentinis, beta, Kosi), asimetriniai (Gumbelio, beta, chi-kvadrato), skirstiniai
intervaluose (0; ) ir (0; 1) bei kiti (tolygusis, Johnsono, Turkio) skirstiniai taikant
skirtingus imties dydzius (n = 10,20,50,100,1000). Modeliavimas atlickamas su
10 000 nepriklausomyjy imciy taikant reikSmingumo lygmenj «a = 0,05.
Modeliavimui atlikti buvo naudojama R programin¢ jranga. Pagal gautus
modeliavimo rezultatus autoriai nustaté, kad robastinis Jarque ir Beros (RJB) bei
Gelio, Miao ir Gastwirtho (SJ) kriterijai galingiausi simetriniy skirstiniy atvejais.
Vasiceko (TV) bei Alizadeho ir Arghamio (TA) kriterijai galingiausi skirstiniams
intervale (0; 1). H, ir LaRiccia (T;,) kriterijai galingiausi asimetriniy skirstiniy
atvejais, esant maziems imties dydziams [33].

N. M. Razali su Y. B. Wah palygino Sapiro ir Vilko (SW), Kolmogorovo ir
Smirnovo (KS), Lillieforso (LF) bei Andersono ir Darlingo (AD) kriterijus.
Palygimas atliktas taikant Monte Karlo modeliavimo metoda su skirtingais imties
dydziais n = 10,15, 20, 25,30,40,50,100,200,300,400,500,1000,1500 ir
2000. Kriterijy galia apskai¢iuota su dviem skirtingais reikSmingumo lygmenimis
(a =0,1 ir 0,05). Modeliavimas atlickamas su 50 000 nepriklausomyjy imdéiy.
Kriterijai palyginami 14 skirstiniy atvejais i$ jy 7 yra simetriniai (tolygusis, beta, 4
Stjudento, Laplaso) ir 7 asimetriniai (3 beta, 2 chi-kvadrato, 2 gama). Tyrimas buvo
atliktas standartizuotiems duomenims. Vieni i§ pagrindiniy autoriy rezultaty
pateikiami 1.4 paveiksle.
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1.4 pav. Kriterijy galios palyginimas beta, Laplaso ir gama skirstiniy atvejais

Pagal gautus rezultatus autoriai nustaté, kad i$ keturiy nagrinéty kriterijy
galingiausias buvo Sapiro ir Vilko kriterijus visiems taikytiems skirstiniams ir imties
dydziams. Taiau esant maziems imties dydziams Sapiro ir Vilko kriterijaus galia
buvo gan maza. Silpniausias kriterijus (i nagrinéty) buvo Kolmogorovo ir
Smirnovo. Andersono ir Darlingo kriterijaus galia buvo panasi j Sapiro ir Vilko
kriterijaus [32]. Siuos rezultatus taip pat patvirtina tyrimai [62—64].

Vienmaciy suderinamumo hipotezés Kriterijy tyrimai vis dar islieka aktualds.
XXI a. tyrimai susitelke ties kriterijais, paremtais N-metrika, empirine pasiskirstymo
ir tankio funkcijomis, eksceso ir asimetrijos koeficientais, VaserSteino metrika ir
daugeliu kity. Kriterijai buvo lyginami remiantis matematiniais jrodymais [5-7, 25,
47, 48] ir Monte Karlo modeliavimo metodu [10, 21, 22, 24-26, 28-30, 32-34, 50,
51, 57-59, 60-64].

1.3. Daugiamaciy kriterijy tyrimy apZvalga ir analizé

XX a. pabaigoje pradéti kurti ir nagrinéti daugiamaciai suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijai [37]. Dar ir §iuo metu yra aktualu kurti ir palyginti
kriterijus esant skirtingoms sglygoms (imties dydziu, sklaida ir kt.). Taciau
daugiamaciai kriterijai yra re¢iau taikomi praktikoje dél jy sudétingumo. XXI a. Sios
tematikos tyrimai buvo atlieckami [37-46, 52, 65—71]. Mokslininkai kiiré ir lygino
daugiamacius kriterijus taikydami Monte Karlo modeliavimo metoda. Daugiamacius
kriterijus lygino jvairiems simetriniams ir asimetriniams skirstiniams bei jy
miSiniams, skirtingiems imties dydziams (10-1000), kai dimensija buvo 2-10.
Dazniausiai buvo pasirenkamas reikSmingumo lygmuo a = 0,05. Tyr¢jai daznai
naudojo R programing jrangg su MVN ir mvnTest bibliotekomis.

N. Henze pristaté daugiamaciy kriterijy klase, priklausancig nuo dimensijos ir
glodumo parametro h. Glodumo parametras priklauso nuo dimensijos (d) ir imties
dydzio (n), ir yra apibréZiamas:
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= = — d+4
h = h;(n) 7z nd+4,
Si klasé paremta neneigiamuoju funkciniu atstumu. Siems kriterijams buvo
patikrintos ir jrodytos invariantiSkumo ir suderinamumo savybés. N. Henze
pasitilytas kriterijus yra apibréztas 2.2.3 poskyryje. Pasitilyti kriterijai palyginti su 8
(tenkinantys invariantiSkumo savybe) kitais populiariais daugiamaciais kriterijais,
kurie buvo paremti eksceso ir asimetrijos koeficientais, poliniu kintamyjy skaidymu
(t.y. X =U-R;ciaU = X/||X|| ir R = || X]||), tankiu, apibendrintais kvantiliais ir kt.
Taip pat buvo lyginama su BHEP (Baringhauso, Henzés, Eppsio ir Pulley) grupés
kriterijais. Modeliavimui taikytos h = 0,5, 1, 3 ir hy(n) parametro reikSmeés, d = 2
ir d =5 dimensijos ir n = 20ir 50 dydzio imtys. Tyrimui buvo generuojami
32 skirstiniai ir jy modifikacijos. Modeliavimo tyrimas buvo atliktas taikant 50 000
nepriklausomyjy im¢iy. Kriterijai buvo lyginami pagal galiag. Modeliavimo rezultatai
parod¢, kad parinkus glodinimo parametra h = 0,5 pasitilytas kriterijus buvo
galingiausias sunkias uodegas turintiems skirstiniams [39, 40].

Henze nagringjo BHEP kriterijy klasg. Siame tyrime buvo panaudojama
tiesiniy funkcijy silpna konvergavimo teorija Frecheto’ erdvéje C(R%). Taikant $ia
teorijg buvo gauta:

e nauja ribiné BHEP kriterijaus statistikos T}, j, pasiskirstymo iSraiSka C (R%)
erdvéje;

e jungtinis ribinis T;, , pasiskirstymas kelioms £ reikSméms;

e T, j, galios palyginimas su alternatyvomis.

Atliktas modeliavimo tyrimas skaiCiuojant Ty, ,, galig, kai h = 0,1; 0,5; 1,3,
n = 20,50,100, « = 0,1 ir 0,05 bei d = 2,3,5,10. Monte Karlo metodas taikytas
10 000 nepriklausomyjy imciy. Autoriai pateikia nagrinéto T, , galios kitima
skirtingiems imties dydziams didinant glodinimo parametro reikSme (zZr. 1.5 pav.).
IS 1.5 pav. pastebéta, kad tolygiojo skirstinio atveju T, ; galia didelé, kai h jgyja
mazas reik8mes (tarp O ir 1) ir didesnes uz 12. Normaliojo skirstinio miSinio
atveju T, , galia yra didel¢, kai 0 < h < 2 [65].

1
1 /2d\a+2 _1
(7)

7 Frecheto erdvés yra specialios topologinés vektorinés erdvés. Tai Banacho erdvés apibendrinimas
(normuotos vektorinés erdvés, kurios yra baigtinés metrikos atzvilgiu). Visos Banacho ir Hilberto
erdves yra Frecheto erdves.
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10 15 20 5 10 15 20

1.5 pav. T, , galios palyginimas (d = 5) tolygiojo [0,1] ir normaliojo skirstinio
misinio atvejais

J. A. Doornik su H. Hansen pasitlé nauja Omnibus kriterijaus versija, paremtg
eksceso ir asimetrijos koeficientais [38]. Doorniko kriterijus (E},) tinkamas naudoti
vienmaciams ir daugiamaciams duomenims. A. Doorniko kriterijus yra apibréZztas
2.1.3 poskyryje. Sj kriterijy palygino su Bowmano ir Shentono (@p), Mudholkaro,
McDermotto ir Srivastavos (Z,), Mardijos (M,), Sapiro ir Vilko (W) daugiamaciais
kriterijais taikydami imties dydj (n = 50), dimensijg (d = 2 ir 3) ir standartinj
normalyjj skirstinj. Autoriy gauti modeliavimo rezultatai trimaciais (3D) vaizdais
pateikti 1.6 paveiksle. IS 1.6 pav. nustatyta, kad E), galia buvo didziausia, o Z,, —
maziausia [38].
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1.6 pav. Kriterijy galios palyginimas (d = 5,n = 50) standartinio normaliojo
skirstinio atveju

0. Kesemen su kolegomis pasiiilé daugiamatj Kolmogorovo ir Smirnovo
kriterijy, paremta skirtumu tarp empirinés pasiskirstymo ir teorinés pasiskirstymo
funkcijy.  Modeliavimui  taikytos d =2,3,5,10 dimensijos ir n=
10,30,50,100,200, 500 dydzio imtys. Modeliavimo tyrimas buvo atliktas taikant
100 000 nepriklausomyjy imciy. Tyrimui buvo generuojami simetriniai ir
asimetriniai skirstiniai. Modeliavimo rezultatai parodé, kad pasitlytas kriterijus
buvo paprastesnis ir pranasesnis uz kitus lygintus kriterijus. Kriterijai lyginti pagal
galia. PranaSumas isSryskéja del kur kas paprastesnio statistikos skaic¢iavimo bei itin
paprasto pritaikymo jvairaus dydzio duomenims. Pasiilytas kriterijus didZiausig
galig turéjo asimetriniy skirstiniy atvejais [41].
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V. Voinov su kolegomis pristaté naujg invariantiska ir suderinta daugiamatj
kriterijy, kuris yra paremtas Karhunen ir Loéve transformacija® daugiamaciams
duomenims. Pasitilytas Nikulino, Rao ir Robsono (NRR) kriterijus buvo lyginamas
su Doorniko ir Hanseno (DH) [38], Henzés ir Zirklero (HZ) [39], Andersono ir
Darlingo (AD) [40], Kramerio von Mises (CM) [40], Roystono (R92) [45],
McCullocho (McCull) [73] ir energijos (En) [74] kriterijais. Modeliavimui buvo
taikytos d = 2,3,5,10 dimensijos ir n = 25,50,100,250 dydzio imtys.
Modeliavimo tyrimas atliktas taikant 20 000 nepriklausomyjy imciy. Tyréjai
naudojo R programing jrangg su MVN, mvnTest ir kitomis bibliotekomis. Autoriy
gauti modeliavimo rezultatai pateikti 1.7 paveiksle. I$ Sio paveikslo nustatyta, kad
naujo kriterijaus galia beveik nepriklauso nuo dimensijos dydzio. I§ 1.7 pav. taip pat
nustatyta, kad visi kriterijai gana galingai veikia, i§skyrus NRR, DH ir R92 kriterijus.
Klasikiniai AD ir CM kriterijai buvo galingiausi [66].

1
0.8 -— = AD 0.8 -— e AD
-— e - - s oCM
06 M 061
0.4 1 w—McCull | | 04 e M Cull
0.2 = NRR 02+ = NRR
sssees DH sesees DH
0 0 T T T N
: T T . -~ = = = e ofn
n=25 n=50 n= 100 n=250 n=25 n=50 n=100 n=250
1 - - HZ - - HZ
0.8 1 — = AD -— = AD
- .CM - e 'CM
0.6 7
e R92 - R92
0.4 o \1cCull e\ CCull
0,2 1 —— NRR NRR
senens D vossve: Dl
0 Ll T T 1 0 T T T 1
n=25 n=50 n=100 n=250 "= ®EN n=25 n=50 n=100 n=250 "= ©EN
d=3 d=10

1.7 pav. Astuoniy daugiamaciy kriterijy empirinés galios palyginimas

M. Zhou su Y. Shao pristaté nauja daugiamatj kriterijy, kuris lengvai
suprantamas biomedicinos tyréjams. Pasitlytas kriterijus buvo realizuotas R

8 Karhunen ir Loéve transformacija apibréziama kaip tiesiné transformacija, kurios baziniai
vektoriai yra duomeny kovariacijos matricos tikriniai vektoriai.
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funkcijoje ,,shapiro.test®. Sis kriterijus konkurencingas tiek vienmaciams, tiek
ir daugiamaciams duomenims. Modeliavimo biidu pasiiilytas kriterijus buvo lygintas
su Mardia (MSK) [75], Fattorini (FA) [76], Henzeés ir Zirklero (HZ) [39] kriterijais.
Modeliavimui taikytos d = 1,2,5, 10 dimensijos ir n = 50 dydzio imtis. Autoriai
parinko labai daug skirstiniy ir jy miSiniy. Autoriy gauti rezultatai pateikiami
1.8 paveiksle. I$ 1.8 pav. nustatyta, kad pasitlyto kriterijaus statistika T,, pranasesné
uz kity kriterijy. Kriterijai taip pat pritaikyti realiems biomedicininiams duomeny
rinkiniams. Gauti rezultatai atitiko kity tyréjy iSvadas [46, 77, 78].

0,0505-
0,0500
25
o ST
3§ Kiriterijai
= 0,0495- \ —A-FA
8 =Hz
i2 -5~ MSK
= —t=Tn
0,0490-
0.0485- ‘
1 2 5 10

Dimensija

1.8 pav. Kriterijy palyginimas pagal I rusies klaidos tikimybe, kai n = 50.

G. J. Szekely su M. L. Rizzo pasiiil¢ nauja cikling daugiamaciy kriterijy klase,
kuri tenkina invariantiSkumo ir suderinamumo savybes. Sie kriterijai paremti
Euklido atstumu ir imties charakteristikomis. Sis kriterijus yra apibréZtas
2.2.3 poskyryje. Taikant Monte Karlo modeliavimo metoda atliktas aStuoniy
kriterijy palyginimas. Palyginimui parinktos dvi kriterijy kategorijos — kriterijai
paremti asimetrijos bei eksceso koeficientais ir empirine pasiskirstymo funkcija.
Modeliavimui taikytos d = 2,3, 5,10 dimensijos ir n = 25,50, 100 dydzio imtys.
Autoriy gauti rezultatai normaliojo skirstinio miSiniams (0,5N(0,1) + 0,5N(2,1) ir
0,9N(0,I) + 0,1N(2,1)) pateikiami 1.9 paveiksle. Gauti rezultatai parodé, kad
pasiiilytas kriterijus (E) yra esamy kriterijy konkurentas, taciau labai jautrus sunkiy
uodegy skirstiniams [67].
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1.9 pav. Kriterijy palyginimas (d = 5,n = 50)

R. Enomoto su kolegomis pasitl¢ duomenis normalizuojanc¢ia daugiamacio
kriterijaus statistikg ZNT, kuri yra apibréziama [68]:

- F[exp Stk — gy -1 23(1—25)

Claf=dd+2),6= _Sd(d+2)

ZNT statistikos eksceso ir asimetrijos koeficientai yra artimi standartiniam
normaliajam pasiskirstymui dideliems im¢iy ir dimensijos dydziams. Si statistika
buvo palyginta su Mardia eksceso (ZM") bei asimetrijos (ZM), ir transformuotu
Wilsono bei Hilferto (WH) kriterijais. Kriterijai buvo lyginti taikant sunkiy ir lengvy
uodegy, simetriniy, asimetriniy ir dvimodalinius skirstinius. Pasirinktos imtys buvo
n = 20,30,40,50,100,200,400 dydzio ir d=2,3,4,57,10 dimensijos.
Modeliavimo tyrimas atliktas taikant 1 000 000 nepriklausomyjy im¢iy. Kriterijai
lyginti pagal galig. Autoriai modeliavimo biidu jrodé, kad ZNT statistika
galingiausia skirstiniams su lengvomis uodegomis. Taip pat nustatyta, kad ZNT
statistika buvo galingiausia dideliems im¢iy dydziams [68].

Y. Song su X. Zhao pasitlé taikyti pagrindiniy komponenciy analize duomeny
dimensijos sumazinimui ir po to kickvieng komponente jvertinti modifikuota Jarques
ir Beros (JB) kriterijaus statistika. Atliekant modeliavimo tyrimg autoriy pasiiilytas
kriterijus buvo lyginamas su 10 dazniausiai literatiiroje aprasomy kriterijy. Naudoti
duomenys turéjo nuo 5 iki 200 kintamyjy. Kriterijai buvo lyginami pagal empirine
galig (t.y. klaidingi atvejai padalijami i§ teisingy). Autoriy gauti rezultatai
pateikiami 1.10 paveiksle. IS 1.10 pav. nustatyta, kad JB kriterijus konkurencingas
kity kriterijy atzvilgiu, nes jo empiriné galia didesné uz kity, o ir modeliavimo
rezultatai buvo stabilesni. Taigi modifikuota Jarqués ir Beros kriterijy galima
efektyviai taikyti mazos ir didelés dimensijos duomenims [69].

ZNT statistika tenkina invariantiSkumo savybe.
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1.10 pav. Kriterijy palyginimas 5-maciams ir 200-mac¢iams duomenims
P. Dorr su kolegomis pristaté ir iStyré nauja invariantiSsky bei suderinty

daugiamaciy kriterijy klas¢. Pasiiilyti kriterijai yra paremti daline diferencialine
lygtimi [70, 71]:

Un,a = nf]RdlAlpn(t) - (”tllz - d)lpn(t)lzwa(t)dt (1-3)
Tn,a = Tlf |Alpn(t) - Ai,l)(t)|2Wa(t)dt (1.4)
Cia AP, (t) = —%Z}Ll”Yn, J|| exp(itTYn, j) ,t € RY yra empiriné charakteristing
1

funkcija, Y, ; = SnZ(Xj - Xn),j =1,..,n, a>0 yra fiksuota konstanta, A —
Laplaso operatorius, w, (t) = exp(—a||t||?), t € R, Atlikus modeliavimo tyrima
ir palyginus U, , ir T,, kriterijus, rekomenduojama naudoti T, ,, kuris buvo
galingesnis atsizvelgiant ] parametro a reikSme. Taciau U, , kriterijus yra
konkurencingas kity tradiciniy vienmaciy ir daugiamaciy suderinamumo Kkriterijy
atzvilgiu [70].

Pagal apzvelgtus daugiamaciy suderinamumo hipotezés kriterijy tyrimus
nustatyta, kad vieni galingiausiy kriterijy yra paremti eksceso ir asimetrijos
koeficientais, neneigiamuoju funkciniu atstumu, empirine pasiskirstymo funkcija,
tankiu, Euklido atstumu ir imties charakteristikomis. Pasitlytos jvairios duomeny
transformacijos padeda didinti kriterijy galia.

1.4. Literatiiros apZvalgos bei analizés iSvados ir apibendrinimas

Atlikus suderinamumo hipotezeés kriterijy tyrimy apzvalga galima padaryti
iSvadas.

1. Suderinamumo hipotezés apie duomeny pasiskirstymg pagal normalyjj
skirstinj tikrinimas yra placiai naudojamas duomeny moksle. Tai viena i$
pagrindiniy duomeny analizés metody prielaidy. Pagal prielaidos rezultata
pasirenkamas analitiniy metody tipas.
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2.

Apzvelgus vienmaciy suderinamumo kriterijy tyrimus nustatyta, kad Sapiro ir
Vilko kriterijus bei jo modifikacijos yra galingiausi simetriniy, asimetriniy ir
modifikuoty normaliyjy skirstiniy grupéms. Modeliavimo tyrimui atrinktas
41 galingiausias vienmatis suderinamumo kriterijus (zr. 2.1 sk.), kurie paremti
empirine pasiskirstymo funkcija, rangine statistika, momentais ir kt.

. Atlikus daugiamaciy suderinamumo kriterijy tyrimy apzvalga nustatyta, kad

klasikiniai Andersono ir Darlingo bei Kramerio ir von Mises kriterijai yra vieni
galingiausiy. Modeliavimo tyrimui atrinkta 12 galingiausiy daugiamaciy
kriterijy, kurie paremti rangine statistika, momentais ir kt.

Apibendrinant apzvelgtus literatiros Saltinius, numatyta suderinamumo

vienmaciy ir daugiamaciy kriterijy palyginimui naudoti:

e 12 (i8 jy 6 simetriniai ir 6 asimetriniai) vienmaciy;

e 12 (i$ jy 5 simetriniai, 5 asimetriniai ir kt.) daugiamaciy skirstiniy (taikant
jvairius parametry rinkinius);

e modifikuotus normaliuosius skirstinius bei jy misinius.
Taip pat atlikti generuoty duomeny standartizavimg. Kriterijy palyginimui

numatyta vertinti empiring galig imties dydziams n = 32, 64,128, 256,512 ir 1024
naudojant reikSmingumo lygmenj a = 0,05. Modeliavimo tyrimga atlikti taikant
Monte Karlo metoda 1 000 000 nepriklausomyjy imciy [25, 28, 34, 68].
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II. METODOLOGIJA

Sioje dalyje apibréziami R programiniame pakete realizuoti suderinamumo
kriterijai, kurie pagal jy konstravimo ypatumus yra suskirstyti j grupes. Aprasyti
pasiitilyti suderinamumo hipotezés tikrinimo vienmatis ir daugiamatis kriterijai, kurie
buvo realizuoti SAS. Pristatomi tyrime naudojami duomeny pasiskirstymai ir
kriterijy galios apskaic¢iavimo procediira. Aprasomas modeliavimo procesas Monte
Karlo metodu. Pateikiamos §ig dalj apibendrinancios iSvados.

2.1. Vienmaciai suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijai

Suderinamumo kriterijai, kurie skirti normalumo prielaidos tikrinimui, tikrina
nuling ir alternatyvia hipotezes:

{ Hy: duomenys yra pasiskirste pagal normalyji skirstini,

H,: duomenys néra pasiskirste pagal normalyji skirstini.
Laikoma, kad X = (Xi,X3,...,X,) zymi atsitiktinio dydzio n imtj,

Xy X2y, +» X(ny Zymi ranginés statistikos imtj’, X ir 62 Zymi imties vidurkj ir

dispersija, kurie apibréziami:

_ AN L, 1 % .,
1= 1=

2.1.1 Vienmadiai kriterijai, paremti empirine pasiskirstymo funkcija

Siame poskyryje pristatomi vienmadiai kriterijai, paremti pasiskirstymo
funkcija. Standartizuotas vidurkio ir sklaidos atzvilgiu dydis apibréziamas:

Ziy=—"%5"; (2.2)

¢ia X ir & — imties vidurkis ir standartinis nuokrypis.
e Kolmogorovo ir Smirnovo (KS)

1933 m. Kolmogorovas ir Smirnovas pasitilé nauja kriterijy, kuris paremtas
pasiskirstymu, apibréztu zinomais parametrais. Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijus
taikomas tikrinti, ar du pasiskirstymai yra vienodi. Kolmogorovo ir Smirnovo
kriterijus yra apibréziamas [2]:

Dy = sup|Fy — Fol; 23)
xX€EX

¢ia F; — empiriné pasiskirstymo funkcija, F, — teoriné pasiskirstymo funkcija.

% Ranginés statistikos imtys yra tokios, kuriy reik§meés i$déstytos didéjimo tvarka.
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e Andersono ir Darlingo (AD)

1952 m. Andersonas ir Darlingas sukiiré dar vieng Kolmogorovo ir Smirnovo
kriterijaus atmaing. Sis kriterijus yra galingesnis uz Kolmogorovo ir Smirnovo
kriterijy [79]. Andersono ir Darlingo kriterijaus statistika apibréziama [3]:

2i
A2 = —p— Zl (In(Z@)) +In(1 = Zgrs1-0)). 2.4)

i=1

e Kramerio ir von Mises (CVM)

1962 m. T. Andersonas pasitilé Kramerio ir von Mises kriterijy. Kramerio ir
von Mises kriterijus yra alternatyva Kolmogorovo ir Smirnovo kriterijui. Sio
kriterijaus statistika apibréziama [4]

CM——+Z((1)—21_1) . (2.5)

e Lillieforso (LF)

1967 m. Lillieforsas iSplétojo Kolmogorovo ir Smirnovo (KS) kriterijy.
Lillieforso kriterijus tinka, kai pasiskirstymas néra tiksliai nurodytas. Lillieforso
kriterijaus statistika apibréziama [80]:

L = sup|Zy — Fi(X)|. (2.6)
X

e Gleno, Leemiso ir Barro (GLB)

2001 m. Glenas, Leemisas ir Barras i$pléte Kolmogorovo ir Smirnovo bei
Andersono ir Darlingo kriterijus ir taip sudaré Gleno, Leemiso ir Barro kriterijy. Sio
kriterijaus statistika yra apibréziama tiesine logaritmy kombinacija [81]:

1 n
Py=—n—=- ) [@n+1-20)-In(pe) + @i~ D-n(1-pe)l;  27)
i=1
¢ia p(;) — vektoriaus p elementai, kuriuose yra didéjimo tvarka surikiuoti ranginés
statistikos kvantiliai. Vektoriaus p elementus galima gauti apibréziant vektoriy u,
kurio uy = ®(z(;)). Vektoriaus u elementai iSdestyti didéjimo tvarka. Vektoriaus
p elementus galima nustatyti zinant, kad ug seka yra pasiskirsCiusi pagal
Beta(i;n — i + 1) skirstinj [82]. Sios statistikos reikimé yra didelé, kai bent viena
P reikSme yra arti 0 arba 1. Laikoma, kad p(;) — maziausias vektoriaus elementas,
0 P(n) — didZiausias vektoriaus elementas. Did¢jant statistikos reikSmei P, didéja
tikimybé atmesti nuling hipoteze.
e Zhango ir Wu (ZW1 ir ZW2)

2005 m. Zhangas ir Wu pristaté Z. ir Z, suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijus. Z ir Z, statistikos yra panasios j Kramerio ir von Mises bei Andersono ir
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Darlingo kriterijy statistikas. Zhang ir Wu pasitilyti kriterijai yra galingesni [58]. Z
ir Z, kriterijy statistikos apibréziamos [34]:

2 2
n -1
Fo(X(z)) ®(Zp) -1
Ze=) [m—29L |
=05 - n=05 4 2.8
1—075 i=1 =075 (2.8)
7. = _yn [lgh(Xw)  logl-F&w]].
A~ =1 p—i+o05 i-0,5 ’

¢ia F (X(i)) = (i — 0,5)/n, ®(X;; X; 6%) yra normaliojo skirstinio funkcija.

2.1.2 Vienmadciai kriterijai, paremti regresija ir koreliacija (rangine statistika)
Siame poskyryje apibréziami vienmadiai kriterijai, paremti c; konstanta,

medianomis ir jy transformacijomis, svorio w; parametru, dviejy standartiniy

nuokrypio jver€iy 67,6, santykio logaritmais ir kt. Konstanty vektorius c(;

gaunamas [36]:

zTy™1
ciy = (€1,Cq, ey Cp) = ;
(1) (1; 27 )] n) ) (29)
(@z1E 1)
Ciaz = (21, .,2Zn) r Z4, -, Zp, — tikétinosios nepriklausomyjy vienodai

pasiskirsCiusiy atsitiktiniy santykiy skalés dydziy standartinio normaliojo
pasiskirstymo statistikos reikSmeés, £ — statistiky kovariacinés matricos.
Laikoma, kad w(y), ..., 0y yra statistikos jvertintos medianos, kai w;) yra
gaunama [83]:
(105 =1,
(i —0.3175)

Wiy = ——m—m————— 1<i<n,
® =) + 0.365) Esm

k 0.5(%) i=n
e Sapiro ir Vilko (SW)
1965 m. Sapiras ir Vilkas sudaré originaly kriterijy. Sis kriterijus — pirmasis,
kuriuo galima nustatyti nukrypimus nuo normaliojo skirstinio taikant eksceso arba
asimetrijos koeficientus. Sapiro ir Vilko kriterijaus statistika apibréziama [36]:

(i, CiX(i)zz : (2.10)
T X — X%
Cia X(;) — variacinés eilutés i-tasis imties narys, konstantos c; apibréziamos (2.9)
formulgje.
e D’Agostino (DA)

W =
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1971 m. D’Agostinas pristat¢ Sapiro ir Vilko kriterijaus praplétima.
D’Agostino kriterijus yra paprastesnis, nes jame nebereikia apibrézti svorio
vektoriaus a. Sio kriterijaus statistika apibréZziama [84]:

-+ 1)/2) X(z) @.11)

D= 7.

o Sapiro ir Francijos (SF)
1972 m. Sapiras ir Francija supaprastino Sapiro ir Vilko kriterijy, kurio
skaic¢iavimo laikas kur kas trumpesnis. Kriterijaus statistika apibréziama [85]:

YKo —X)(z - 2)
\ﬂZiﬂ&o—Xﬁﬂiiﬂm—Zﬂ)

Sio kriterijaus statistikos reik§més yra nuo 0 iki 1. Kai reik§mé artima 1, tai
parodo, kad duomenys yra pasiskirst¢ pagal normalyjj skirstinj, o reikSme, artima 0,
parodo, kad duomenys néra pasiskirste pagal normalyjj skirstinj.

¢ Fillibeno (Filli)

1975 m. Fillibenas apibrézé¢ tikimybinj koreliacijos koeficienta r kaip
suderinamumo hipotezés kriterijy. Koreliacijos koeficientas yra apibréztas tarp
imties statistikos ir teorinés statistikos jvertinty mediany. Pagal teorinés statistikos

Ivertintas medianas gaunama transformacija M(;) = CD_l( m(i)). Tada koreliacijos
koeficientas r apibréziamas [83]:

Yiea Xy M

' 2.13
SN e Ve &1

Didé¢jant statistikos reikSmei 7, did¢ja tikimybé¢ atmesti nuling hipotezg.
e Cheno ir §apiro (ChenYS)

1995m. Chenas ir Sapiras pristaté alternatyvy kriterijy, paremta
normalizuotais atstumais ir apibréziama [86]:

n—-1
cs=— Z X =X, (2.14)
(n=1)-s Bip1— @

W =

(2.12)

r =

i—-0,375

cia Wi = @ ' [n+0 25
nuling hipoteze.
e Modifikuotas §apir0 ir Vilko (SWRG)

1997 m. Rahmanas ir Govindarajulas pasialé modifikuota Sapiro ir Vilko
kriterijy (Wg¢). Sis kriterijus yra paprasciau apskaiciuojamas ir remiasi nauju svorio
w apibrézimu. Modifikuoto Sapiro ir Vilko Kkriterijaus statistikoje dideléms

] Did¢jant statlstlkos reikSmei CS, didé¢ja tikimybé atmesti
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reikSméms priskiriami didesni svoriai nei Sapiro ir Vilko kriterijaus atveju. Taigi
kiekvieno naujo svorio elementas w; tampa [87]:

wi=—M+ 1D+ 2)p)[ti-1900i-1) — 24() + 4ir1P(Lir1)];
Cia laikoma, kad 1y (tg) = tn4+19(n+1) = 0. MazZéjant statistikos reikSmei Wy,
did¢ja tikimybé atmesti nuline hipoteze [87].
e Zhango (ZQ, ZQstar, ZQQstar)

1999 m. Zhangas pristate Q kriterijy, paremta dviejy standartiniy nuokrypio
jveriy 6,65, santykio logaritmais Q = In(4y/485). Iverciai &y ir 6, yra gaunami:
01 = Xi=1a;X() it 6, = X1 biX(;); Cia i-osios eilés tiesiniai koeficientai a; ir b,
apskaic¢iuojami [88]:

n

a; = [(w —u)(n— D] Y kai i # 1,a, = Z a;,
i=2
b, = { —bp_iv1 = [(U —ujp)(n — HI Y, i=1,..,4 _
l =" [ = uppa) ™ = (Wi —u) ™', i=5..,n—4"

¢ia i-o0ji tikétina standartinio normaliojo paskirstymo pozicinés statistikos reikSmé,
u; = ® (i —0,375)/(n + 0,25)].

Zhangas taip pat pristaté alternatyvia statistika Q™ sukeiiancia i-aja pozicing
statistika X(;) = —X(n—i4+1)- Tada Q" =In(67/67), kai 67 = YL aiX(n_i41) ir
03 = Xi=1 biXn-i+1). Pagal Q ir Q" kriterijus nuliné hipotezé¢ yra atmetama, kai
statistiky reik§més yra mazos arba didelés, kai kriterijaus kritiné sritis yra dvipusé
[88].

Be jau minéty kriterijy, Zhangas dar pasitlé Q — Q™ kriterijy, kai Q ir Q* yra
nepriklausomieji. Taikant §j kriterijy nuliné hipotezé yra atmetama su reik§mingumo
lygmeniu a, kai bent vieno kriterijaus atveju yra nustatoma, kad nuling hipoteze
reikia atmesti su reikSmingumo lygmeniu a /2 [88].

Q ir Q" apytiksliai yra pasiskirste pagal normalyjj skirstinj. 2007 m. Hwangas
ir Weinas jrodé, kad Sie kriterijai galingesni, kai yra paremti empiriniu
pasiskirstymu [89].

e Barrio, Cuestos, Albertos, Matrano ir Rodriguezo (BCMR)

1999 m. Barrio, Cuestos, Albertos, Matrano ir Rodriguezas pasitilé nauja
kriterijy BCMR, kuris yra paremtas L,-Wassersteino atstumu. Sio kriterijaus
statistika apibréziama [90]:

—[Z” Xy - [ c1>-1(t)dt]2
m, i=14@) " Ji—1y/m _ (2.15)

m;

BCMR =

¢ia m, —imties standartizuotas antrasis momentas, o skaitiklis Zymi L, —
Wassersteino atstumg. Didéjant statistikos reikSmei BCMR, didéja tikimybé atmesti
nuling hipoteze.
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e Coino (Coin)
2008 m. D. Coinas pasiulé kriterijy, paremta polinomine regresija ir skirtg

nustatyti simetriniy skirstiniy grupés pasiskirstymus. Sio kriterijaus modelio tipas
[91]:

Zp = w + 030U (2.16)

Cia nq ir n3 yra regresijos lygties (angl. fitting) parametrai, u; — tikétinoji
standartinio normaliojo pasiskirstymo pozicinés statistikos reikSmé. Tai lemia, kad
13 reikSmé skiriasi nuo nulio, kai nagrinéjamas pasiskirstymas yra simetriskas, bet
néra normalusis. Coinas pasiiilé naudoti n% statistikg, tikrinant normalyjj
pasiskirstymg. Tada nuliné hipotezé yra atmetama, kai 3 yra didelés reikimés.

2.1.3 Momentais paremti vienmaciai kriterijai

Siame poskyryje apzvelgiami kriterijai, paremti eksceso ir asimetrijos
koeficientais. Sie koeficientai yra apibréziami:

5= —2 k=2 (2.17)
Vg m |

.. 1 oy . -
Ciam; = ;Z?=1(X (iy — X)’ yra i-asis centrinis momentas.

e D’Agostino ir Pearsono (DAP)
1973 m. D’Agostinas ir Pearsonas pasitil¢é nauja suderinamumo kriterijy.
D’Agostino ir Pearsono kriterijaus statistika apibréziama [92]:
DP = 7%(s) + Z*(k); (2.18)

Z(s) ir Z(k) yra pasiskirste pagal normalyjj skirstinj. DP statistika yra asimptoti$kai
artima chi-kvadrato pasiskirstymui su dviem laisvés laipsniais, kai imtis turi
normalyji pasiskirstyma.
e Jarqués ir Beros (JB)
1987 m. Jarque ir Bera pasitlé kriterijy, paremta normuotais asimetrijos ir
eksceso koeficientais. Sio kriterijaus statistika apibréziama [93]:

n (k —3)?
]B —g<52+T>. (219)

Jarque ir Beros kriterijaus statistika yra pasiskirsciusi pagal chi-kvadrato
pasiskirstyma su dviem laisves laipsniais. Sis kriterijus daznai taikomas ekonomikos
srityje.

e Hoskingo (H1-H4)
1990 m. Hoskingas ir Wallis pasiilé kriterijy, paremtg L-momentais ir rangine

statistika. L-momentai yra maziau jautris imties dydziui ir duomeny sklaidai.
Remdamasis antruoju, treciuoju ir ketvirtuoju L-momentais, kurie atitinka antrajj,
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treCigjj ir ketvirtajj centrinius momentus, Hoskingas jvedé naujus asimetrijos ir
eksceso koeficientus. Sie nauji koeficientai apibréziami [94]:

H—3, ki = H—4;

I I

¢ia I, — ranginés statistikos L-momentas, kurj galima jvertinti:

-1
— * .
Hr - z pl’—l,ibi ’
i=0

*

S3 =

¢ia
. n . . . .
b i i n_l(n—l)(n—z)...(n—i)
]=
Hoskingo (H1-H4) kriterijy statistikos apibréziamos [94]:
S3 = Usy kg —
Hlpmom = 2 2 2 5,
O-S§ O-kz
«(1) (€] +(1) (€Y}
Hz(l) _ S3 - IJ'S; k4 - MRZ_
Lmom — 0_2 0_2 )
55(1) k:(ﬂ
«(2) _ () «(2) _ () (2.20)
S3 he:' kg My
H3(2) _ S3 ka
Lmom — 0_2 0_2 )
83(2) RZ(Z)
*(3)_ 3) «(3)_, (3
ga® B My R g
Lmom a2 a?
o 3) K 3)
3 4

Cia (Ugz, pz) ir (asz,a,fz) — vidurkiy ir dispersijos reik§més, kurios gaunamos
modeliavimo budu. H2—H4 kriterijy statistikoms panaudotos Elamiro ir Seheulto
apibréztos naujos asimetrijos ir eksceso koeficienty modifikacijos [116]:

® 1®
() _ 23 <) _ 24,
ST E Ok

2 2

¢ia t — simetriSkumo pritaikymo lygis (angl. symmetric trimming level), o
n—t =1 | r_1yj (-1 i—1 n—i
-1 = [0 (7) (i) ()] 5
Tt T T ( n ) ®-
2t+r

i=t+1
reikSmeéms, didé¢ja

Didéjant statistiky H1pmom, H2)  H3P  ir H43)
tikimybé atmesti nuling hipoteze.
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e Kabaiios ir Kabaiios (CC1, CC2)

1994 m. Kabafia ir Kabafia pasitlé¢ Ts, ir Ty 4 kriterijus [95]. 2003 m. jie
pristate keturias kriterijy grupes, skirtas normaliojo pasiskirstymo nustatymui. Jos
paremtos transformuotais empiriniais procesais. Dvi kriterijy grupés yra
Kolmogorovo ir Smirnovo tipo, o likusios dvi — Kramerio ir von Mises tipo. Viena
i$ Siy grupiy pagrista asimetrijos koeficiento pokyciais, o kita yra jautri eksceso
koeficiento pokyCiams. Pasiiilytas T 4 kriterijus yra apibréziamas [96]:

d
_ 1 _
Wsa = D) Hy = () D = Hy 1 () Fyys
j:l \/j
¢ia d — dimensija, ¢(x) — standartinio normaliojo skirstinio tikimybés tankio

funkcija, H;(*) Zymi j-osios eilés normalizuota Hermito polinomg, H; — j-osios
eilés normalizuoto Hermito polinomo vidurkis, kuris yra apibréziamas [96]:

n
1
H; = ﬁ;HJ(X(i))-

Pasitlyti apytiksliai transformuoti empiriniai procesai, jautris eksceso
koeficiento poky¢iams, yra apibréziami pagal formule [96]:

Wica = =) - Fs + [00 = X - $(0] - Fly — (1) -zj-zz( L0

Hj(X)> “Hjys.

Kolmogorovo ir Smirnovo tipo kriterijaus statistika yra jautri asimetrijos ir
cksceso koeficienty pokyciams. Kriterijy Tg g ir Tg 4 statistikos apibréziamos [96]:

Tgq = max| ws a(X)|, Tka = max| WK_d(X)|. (2.21)

Abiem atvejais, didéjant statistikos reikSmei, didéja tikimybé atmesti nuling
hipotezg.
e Bonetto ir Seiero (BS)
2002 m. Bonettas ir Seieras pristaté T,, kriterijy. Sio kriterijaus statistika yra
apibréziama [97]:
_Vn+2-(&0—-3)

2.22
@ 3,54 ' (2:22)

gia @ = 13,29 [ln(\/n‘1 X —X)2) —logn 1Y X, — X)|.Si statistika

turi standartinj normalyjj pasiskirstyma pagal nuling hipotezg.
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e Bontempso ir Meddahio (BM1, BM2)

2005 m. Bontempsas ir Meddahis pasitilé kriterijy, paremta momento
salygomis, kurias nusako normaliojo skirstinio charakteristikos. Sio kriterijaus
statistika apibréziama [98]:

BM;_, = Z (%i%’(%))) '

j=

6 n 2
BM;_¢ = Z <%Z Hj(Z(i))> ’

Jj=3

(2.23)

¢ia H;j(*) zymi j-osios eilés Hermito polinoma.
e Doorniko ir Hanseno (DH)

2008 m. Doornikas ir Hansenas pristaté kriterijy, tinkantj vienmaciams ir
daugiamaciams duomenims. Jis yra paremtas duomeny eksceso (k) ir asimetrijos ()
koeficienty transformacijomis siekiant uztikrinti duomeny nepriklausomuma.
Asimetrijos koeficiento transformacija apibréziama [38]:

In (% + (%)2 + 1)
JIn(W) ;

Z(s) =

¢ia Y, ¢ ir W yra gaunami pagal lygtis:

_ |m+1D(n+3) _ 2
Y=s Tem=2 ' ¢~ |wz=71

3(n®+27n—-70)(n+ 1)(n + 3)
Wo=-142T =D L=~ S e St D 9)

Bowmanas ir Sentonas pasitlé eksceso koeficiento transformacijg, kuri yra

apibréziama [72]:
3 f 1
= ;— —-14+—[v9
z, o + % \/_a,

¢ia & ir a yra gaunami pagal lygtis:
_ (+5)m+ 70 +37n® + 11n — 313)
T 12m=3)(n+1)(n2+15n—-4) '

E=2(k—-1-5s2), I
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_ (m+5)m+ D[ —2)(n? +27n—70) + s*(n — 7)(n* + 2n — 5)]
¢= 6(n—3)(n+1)(n%+ 15n—4)
Doorniko ir Hanseno kriterijaus statistika apibréziama [38]:
DH = [Z(s5)]* + [2,]* ~ x*(2). (2.24)

Sio kriterijaus statistika DH yra pasiskirséiusi pagal chi-kvadrato
pasiskirstyma su dviem laisvés laipsniais. Didéjant statistikos DH reik$§mei, didéja
tikimybé atmesti nuling hipoteze.

e Robastinis Jarqués ir Beros (GG)
2007 m. Gelas ir Gastwirthas modifikavo Jarque ir Beros kriterijy ir pristate
galingesnj Jarqués ir Beros kriterijy. Jis galingiausias pasiskirstymams su sunkiomis
uodegomis. Sio kriterijaus statistika apibréziama [99]:

2 2
n(ms n (my
RJB = —<—> + —<— - 3) ; (2.25)
6\ Jx 64\ Jn
Cia [, yra robastinis sklaidos matas (angl. robust measure of dispersion), kuris
apibréziamas J, = —“7:1/2 ?=1|X(i) —m|, ir w—imties mediana, kuri apibrézta

2.1.2 skyrelio pradzioje. Sio kriterijaus statistika turi asimptotinj chi-kvadrato
pasiskirstyma su dviem laisvés laipsniais.
e Bryso, Huberto ir Struyfo (BHS)

2008 m. Brysas, Hubertas ir Struyfas pristat¢ Tyc_r kriterijy. Sis kriterijus
paremtas robastiniu asimetrijos koeficientu ir yra tinkamiausias pasiskirstymams su
sunkiomis uodegomis. Robastinis asimetrijos matas yra laikomas (angl. medcouple)
[24]:

MC = med K (X Xp);

¢ia med — imties w mediana, K — branduolio funkcija, kuri apibréziama [24]:

X —w)(w — X))
Xy = Xij)

KXy X)) =
Kairioji viduriné jungtis (LM C) ir deSinioji vidiné jungtis (RMC) yra laikomos
patikimais kairiosios ir deSiniosios uodegos svorio matais ir yra apibréziamos [24]:
LMC = -MC(X <w), RMC=MCX > w).
Kriterijaus Tyc— g statistika yra apibréziama:
Tyc-1r = (W — @)V (W — w); (2.26)

¢ia w yra nustatoma pagal [MC,LMC,RMC]", o w ir V yra gaunamos pagal jverciy
poveikio funkcijg. Sio kriterijaus statistika turi asimptotinj chi-kvadrato
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pasiskirstymg su trimis laisveés laipsniais. Normaliojo pasiskirstymo atveju w ir V
reikSmés [24]:

1,25 0,323 -0,323
w = [0; 0,199; 0,199]7, V =] 0,323 2,62 —0,0123].
-0,323 —0,0123 2,62
e Bryso, Huberto, Struyfo, Bonetto ir Seiero (BHSBS)

2008 m. Brysas, Hubertas, Struyfas, Bonettas ir Seieras pristaté jungtinj
Tyc—ir &T,, kriterijy. Taikant §j kriterijy nuliné hipotezé yra atmetama, kai bent
vieno kriterijaus reikSmingumo lygmuo yra a/2. Sio kriterijaus statistika

apibréziama [24]:

Vn¥2-(@-23)
3,54 ’
e Desgagné Lafaye de Micheaux Leblanco (DLDMLRnR)

2009 m. Desgagné Lafaye de Micheaux Leblancas pristaté R,, kriterijy. Sio
kriterijaus R,, statistika apibréziama [25]:

Tvc-1r & Ty =n(w — )V i(w — w)&

_ 1 -1 _
Ry, = nrn(Xn: U)T (]0 - EVOVE) ' Tn(Xn:Sn); (2.27)

kai X~N(u, 02),
_ 1 _1
rn(Xn: O-) = rn(.u' 0-2) - E (1 - Tn)vo +0p (n 2) 1,

T — 1 X(i) —Uu 2 .
n=al\ T )
0,424230990,13285410 0,05401580

Jo =1{0,132854100,10080860 0,04056528 |-
0,054015800,04056528 0,01632673

n
i=1

Clal; =(111)ir

ir vektorius
v, = (0,86481850 0,38512925 0,15594892)7,

1 0,0502754623 —0,0336793487—-0,0134179540
Jo —Evovg = (—0,0336793487 0,0266463308 0,0105350321 >
—0,0134179540 0,0105350321 0,00416669944

Sio kriterijaus statistika R,, yra asimptotiskai pasiskirs¢iusi pagal chi-kvadrato
pasiskirstyma su trimis laisvés laipsniais.
e Desgagné ir Lafaye de Micheaux Leblanco (DLDMXAPD)

2009 m. A. Desgagné ir P.Lafaye de Micheaux Leblancas pristaté Xipp
kriterijy, paremta modifikuotais asimetrijos (s,) ir eksceso (k) koeficientais. Xipp
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kriterijy tinka naudoti, kai imties dydis didesni uz 10. Sio kriterijaus statistika yra
apibréziama [25]:
2

oD

2
, — — - 2.28
n [m _ (3 2 loégz Y. 1 711,026)] ( )
+ .

1 ((2—1log2 —y). % 1-2.25\ '
HCEEED, a0 ()

¢ia y =0,577215665yra Eulerio ir Mascheronio konstanta. Modifikuoti
asimetrijos (s,) ir eksceso (k) koeficientai apibréziami:

n n
1 _ 1
S2 = ;ZZ(Zi)Slgn(Z(o) ky = ,—lzzé) log|Zy|
i=1 i=1

Sio kriterijaus statistika X%, yra asimptotiskai pasiskirs¢iusi pagal chi-
kvadrato pasiskirstyma su dviem laisvés laipsniais, kai n > 10. Kai Xgp, reik§mé
yra didesné uz chi-kvadrato kvantilj X%a su reik§mingumo lygmeniu «, tada didéja
tikimybé atmesti nuling hipoteze.

e Desgagné ir Lafaye de Micheaux Leblanco (DLDMZEPD)

2016 m. A. Desgagné ir P. Lafaye de Micheaux Leblancas pristaté Zgpp,
kriterijy, paremta modifikuotu eksceso (k,) koeficientu. Sio kriterijaus statistika
apibréziama [25]:

12 [@kx)Pn —1 | ((2 —log2 —y)"%%° —1) 1,32
" [ g, 0,06 095

[(2 —log2 —y)~212(3g2 —28) 3,78 1"/
2 ~ 0733

Z8pp = ;o (229)

gia g, = —0,06+2,1/n%7. Sio kriterijaus statistika ZZp, yra asimptotiskai
pasiskirs¢iusi pagal N(0,1), kai n > 10. Kai |Zppp| reikSmé yra didesné uz
normaliojo pasiskirstymo kvantilj z,/, su reikSmingumo lygmeniu a, tada didéja
tikimybé atmesti nuling hipoteze.
2.1.4 Kiti vienmaciai kriterijai

Siame poskyryje apibréziami vienmadiai kriterijai, paremti grupavimu, dviejy
dispersijos jverc¢iy santykiu, kai vienas i§ jverciy yra stiprusis dvisvoris sklaidos
jvertis SZ ir robastinis sklaidos matas J,,. Sklaidos jvertis SZ apibréziamas [100]:

S2 = n Z|Zi|<1(X(i) — m)z(l _ ~i2)4 |
[Z|Zi|<1(1 - 212)(1 _ 5212)]2
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Jn yra apibréziamas [99]:

JTT/2 =
n="" ZIX@—

e Chi-kvadrato (CHI2)

1900 m. Karlas Pearsonas sukonstravo suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijy, kuris iki $iol yra vienas i§ populiariausiy neparametriniy kriterijy. Chi-
kvadrato kriterijus tinkamas dideliems im¢iy dydziams. Nagrin¢jami atsitiktiniai
dydziai turi biiti nepriklausomi. Sis kriterijus parodo, ar empirinio ir teorinio
skirstiniy skirtumas yra reikSmingas, t. y. tikrinama, ar turimas empirinis skirstinys
yra suderintas su teoriniu modeliu. Chi-kvadrato kriterijaus statistika apibréziama
[1]:

t

z O = Ew)”, (2.30)
—~  Eg

Cia Oy - stebéjimy i-tasis daznis, E(;) - tikétinas (teorinis) i-tasis daznis,
t — grupiy skaiCius.
e Martinezo ir Iglewiczo (MI)
1981 m. Martinezas ir Iglewiczas pasiiil¢ suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijy, paremta dviejy dispersijos jverCiy santykiu. Martinezo ir Iglewiczo
pasiiilyto kriterijaus statistika I, apskai¢iuojama [100]:

2
p, = 2o —m) @31)
n-1)-5;

Didéjant statistikos I, reikSmei, didéja tikimybé atmesti nuling hipoteze.
Martinezas ir Iglewiczas parodé, kad S$is kriterijus yra galingas sunkiy uodegy
simetriniams duomeny rinkiniams.

e Eppso ir Pulley (EP)

1983 m. Epps ir Pulley pasitilé kriterijaus statistika Tgp, paremta svertiniu
integralu [101]:

Tpp = f 1@ (®) — Po(O)I2 dG(D);

gia @,(t) =n"1 Yj=1exp(itx;) yra empiriné charakteristin¢ funkcija, @o(t) =
exp (itx — 0.5m,t?) — normaliojo skirstinio charakteristinés funkcijos imties
jvertis ir G(t) —tam tikra funkcija, pasirinkta atsizvelgiant j keletg savybiy.

Nustatant dG(t) = g(t)dt ir parenkant g(t) = \/m,/2m - ex p(—0.5m,t?), tada
Tgp statistikg galima apibrézti [101]:
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Tgp =1+ % + %i 3 exp ((—(X] X;) )/Zmz)
i=2j=1 (2.32)
— \/EZ exp ((—(X] -X) ) /4m2)
=1

Did¢jant statistikos Tgp reikSmei, didéja tikimybé atmesti nuling hipotezg.
e Gelo, Miao ir Gastwirtho (GMG)

2007 m. Gelas, Miao ir Gastwirthas pasialé R, kriterijy, kuris paremtas
santykiu tarp standartinio nuokrypio ir J,,. R, ] kriterijaus statistika apibréziama pagal
formule [99]:

6
Jn

Did¢jant statistikos Rg; reikSmei, didéja tikimybé atmesti nuling hipoteze.

Ry, (2.33)

Statistika \/E(Rs ;= 1) asimptotisSkai pasiskirsto pagal normalyjj skirstinj.
e Baksajevo (Baksh)

2009 m. A. Baksajevas pristaté suderinamumo kriterijy, paremtg N-metrika.
Laikoma, kad (X, ) yra macioji erdve, B yra tikimybiniy maty o, kurie yra apibrézti
maciojoje erdv¢je, aibé. Tegul K yra reali ir tolydi simetriné funkcija, By yra aibé
tikimybiniy maty g i§ B, kurie tenkina salyga:

J S K (%, y)do(x)do(y) < o.

Svarbiausia N-metriky teorijos sgvoka yra stipriai neigiamai apibrézZtas
branduolys. Jeigu Vn € N,Vxq,..,x, €X ir Vcg,..,c, € C su salyga, kad
Yt ¢; = 0, funkcija K (x, y) tenkina nelygybe

n n
z Z K(xl-, Xj)CiC_'j < 0,

i=1j=1
tada K yra neigiamai apibréztas branduolys.
Klebanovas parodé [7], kad jeigu K(x,y) = K(Y,X) ir K(x,x) = 0,Vx,y €
X, tai nelygybé

{N(Q,U) >0, 0 #U,
N(,v) =0, o=y;

tia N(o,v) = 2J o J K (x, y)de(x)dv(y) — [ [ 1K (x, y)do(x)de(y) —
/ £ f £K(x, y)dv(x)dv(y),0,v € Bk. Si nelygybé yra teisinga visiems matams
0,V € By tada ir tik tada, kai K (x,y) yra stipriai neigiamai apibréztas branduolys.
Sis teiginys leidzia konstruoti suderinamumo kriterijus.

Pasitilytas kriterijus apibréziamas tokiu biidu: esant nulinei hipotezei,
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1,1
T, = —njo -[0 K(x)d(F; (x) —x), (2.34)

skirstinys bus kvadratinés formos [5, 6]:

Clkj
T, = Zznz—kjfkfj;
k=17=1

Cia &, yra standartinio normaliojo skirstinio nepriklausomieji atsitiktiniai dydziai ir

1,1
ayj = —2.[0 .[OK(x) dsin(mkx).

A. Baksajevas pritaiké branduolio funkcija [5, 6]:
Kx,y)=|x—yl",(0<r<2). (2.35)

2.1.5 Naujas vienmatis Kkriterijus (N1)

Sukonstruotas naujas suderinamumo hipotezes tikrinimo kriterijus, paremtas
N-metrika, su pritaikyta nauja branduolio funkcija. Jis yra realizuotas naudojant SAS
programine jrangg. Siame kriterijuje A. Bak3ajevo pristatytai kriterijaus statistikai
(2.34) buvo pritaikyta (2.36) branduolio funkcija. Branduolio sgvoka statistikoje turi
dvi prasmes. Jis taikomas Bajeso statistikoje ir atlickant neparametriniy tankio
jvertiniy skai¢iavimus. Bajeso statistikoje tikimybés tankio funkcijos branduolys yra
tam tikra iSraiSka, kurioje yra tik kintamieji ir veiksniai, priklausantys nuo
branduolio funkcijos. Tai, kas nepriklauso nuo funkcijos kintamyjy, yra
nejtraukiama. Neparametrinéje statistikoje branduolys yra svorio funkcija. Ji daznai
taikoma neparametriniuose duomeny analizés metoduose. Branduoliai dazniausiai
naudojami norint nustatyti atsitiktiniy dydziy pasiskirstyma. Branduolys gali jgyti
neneigiamasias realigsias reikSmes, jam galioja kelios savybés [5, 6]:

. f::o K(x)dx = 1;

K(—x) = K(x),Vx € R.

Dazniausiai taikomos branduolio funkcijos [5, 6, P3, K2, K3]:
Standartinio normaliojo:

1
K(x) — \/T_T[e—o,s-xz.

Jepanecnikovo:
K(x) = Z(l — x?), kai xe[—1;1].

e Dvisvoreé:
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K(x) = 1—2 (1 — x?)?, kai xe[—1;1].

e Trisvore:

K@) =2 (1 - x)? kai xe[-1; 1],
e Trikube:

K@) =22 (1 — [x[*)? kai xe[-1; 1],

Disertaciniame tyrime pasiiilytas A. BakSajevo suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijaus, paremto N-metrika, patobulinimas. A. BakSajevo pristatytai
statistikai (2.34) buvo pasiilyta pritaikyti naujg branduolio funkcija (zr. 2.1 pav.),
kuri apibréziama:

K@) = ¢(3())g () (2.36)
%2
Ciap(x) = \/%e_T

Pasitilyta branduolio funkcija apskaiciuojama pagal imties reikSmes, t. y. X =
X(t). Sios branduolio funkcijos pagrindiné savybé: jos forma parinkta taip, kad
sumazinamas poslinkis, atsirandantis kriterijaus sudarymo metu panaudojant imties
reik§mes. Branduolio konstrukcija parinkta taip, kad naudojamo imties tasko jtaka
konstruojamam jvertiniui blity mazesné uz to tasko aplinka.

Tegul E ir ¥ yra pasiskirstymo ir tankio funkcijos, g: R — R yra nelyginé
monotoniSkai did¢janti funkcija. Tada atsitiktinio kintamojo Y = g(x)
pasiskirstymo funkcija Fj, = E(g(x)); ¢ia g yra funkcijos g atvirkstine. Atsitiktinio
kintamojo y pasiskirstymo tankis f, = lI’(g‘(x)) g’ (x). Pasirinktos parametrinés
funkcijos g klasé priklauso nuo trijy parametry [P1, K1]:

g = x(c + |x|b)a, a,b,c >0,

g = (c+ xI?)* + alxI(c + IxI?)* 7 blx|PY;

¢ia a — sklaidos, b ir ¢ — jdubos ir virStinés formos parametrai.
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K(x)
0,40 —

0,35

0,30 -

0,25
0,20
0,15

0,10 -

-3 -2 -1 0 1 2 3
v
K(X) su parametrais mm a=0,95; b=0,25; c=1 — a=0.75; b=0,0001; c=1
— a=0,75: b=0,25: c=1 — 'a=0,95; b=0,0001; c=1
2.1 pav. Pasiiilytos branduolio funkcijos forma su keletu nagrinéty parametry
rinkiniy
2.2.Daugiamaciai suderinamumo hipotezés tikrinimo Kriterijai

Laikoma, kad d-matis kintamasis yra pasiskirstgs pagal normalyjj skirstinj
Ng(u,X); ¢ia u yra tikétinasis vektorius u = (Uq, ..., ftg)T. Ng Zymi visy galimy d-
maciy kintamyjy normaliyjy skirstiniy rinkinj.

Tegul X1, X5, ..., Xp; ¢ia X; = (Xiq, X2y o, Xig)T, i = 1,2, ..., n yra baigtinis d-
matis vektorius (stulpelis) X su pasiskirstymo funkcija Fy. Vektoriaus vidurkis X yra
gaunamas:

Imties kovariaciné matrica apibréziama:
n
5= 12 X — X)X — 5T
=52, 05 = = 00T
]:

Daugiamac¢iam X normalumui (rementis stebéta X;, X5, ..., X;, imtimi) jvertinti
yra sukurta daug statistiniy kriterijy. Jiems svarbiausios dvi savybes:
invariantiSkumo ir suderinamumo.
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N, yra uzdara panasiy transformacijy atzvilgiu, t. y.

Fax+p € Ng & Fx € Ng;
visiems b € R ir visoms nesinguliariosioms matricoms A € R%*¢, Taigi
daugiamacio kriterijaus statistikos T;, reikSme turéty biiti vienoda pradinei ir tiesiskai
transformuotai imtims
T,(AX{ + b, .., AX, + b) = T,(Xq, ..., Xn); (2.37)

visiems b € R% ir visoms nesinguliariosioms matricoms 4 € R%*4,

Invariantiskojo kriterijaus statistika turi tenkinti (2.37) salyga. Kriterijai

1 —_

taikomi standartizuotosioms imtims Y; =X z2(X; — X), kai j=1,..,n tenkina
invariantiSkumo savybe¢. Taciau ne visada. Praktikoje daznai néra Zinomas imties
X1,X,, ..., X, pasiskirstymas. Tokiu atveju svarbu taikyti suderintgjj
(angl. consistent) kriterijy, kurio nulinés hipotezés teisingo atmetimo tikimybe¢ artéja
priec 1, did¢jant imties dydziui [39, 40]. ISsamiau daugiamaciy kriterijy
invariantiSkumo ir suderinamumo savybés aptariamos [39, 40].
2.2.1.Daugiamaciai kriterijai, paremti regresija ir koreliacija (rangine
statistika)

Siame poskyryje pateikti kriterijai, paremti kvadratine forma (angl. squared
radii). Si forma apibréziama:

D= (X—X) 2 (X - %) j=12..,n

Dy, ; yra asimptotiSkai pasiskirsCiusi pagal chi-kvadrato pasiskirstymg su £
laisvés laipsniais.

e Chi-kvadrato (CHI2)

1981 m. Moore ir Stubblebine pristaté daugiamatj chi-kvadrato suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijy, paremtg rangine statistika. Sio kriterijaus statistika
apibréziama [37]:

#
My = f; (M=)’ (238)

Gia  Npy =37 Hayg <Dpj <}, (1 =12,.., 4 ag=0,a, = +0). My,
gali jgyti ekvivalencig forma [37]:

*
Ms = £ (Gnar) = Gu(r-1))
=1

¢ia G(-) yra y2(d) tikimybiné pasiskirstymo funkcija, Gg4(a;) — Gg(a;—1) =
£ (=12, .., %; Gg(+) =1).
e Kramerio ir von Mises (CVM)
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1982 m. Koziolis pasitlé naudoti Kramerio ir von Mises tipo daugiamatj
suderinamumo hipotezés kriterijy, paremta rangine statistika. Sio kriterijaus
statistika apibréziama [40]:

n

CM = % + Z (gd(D(n,n) SY- 1)2 : (2.39)

n

j=1

e Andersono ir Darlingo (AD)
1987 m. Paulson, Roohan ir Sullo pasiale Andersono ir Darlingo tipo
daugiamatj suderinamumo hipotezés kriterijy, paremta ranging statistika. Sio

kriterijaus statistika apibréziama [40]:

n
2j—1
AD = —n — Z — (108 Ga(Denp) +108 (1 = Ga(Densa—p))) . (240)
j=1
e Nikulino, Rao ir Robsono (NRR) bei Dzhaparidzés ir Nikulino (DN)

1981 m. Moore ir Stubblebine pasitilé daugiamacio suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijaus Nikulino, Rao ir Robsono statistika, kuri bet kokios dimensijos
kovariacijos matricai yra apibréziama [37]:

4dr(Y V,d;)?
Y2 = Z VZ + L‘Jz; (2.41)
¢ia V; — standartizuoty reikSmiy dazniy vektorius su komponentais

N in n/ T')

Vi = Vin(én) = ( \/n—/r

c¢ia 0 = (Uq, ..., Uq) 011, 012, 022 ey 01, 02y e, Ojj) .., 04q) yra vektorius su
nezinomais parametrais, o 8,, yra parametro 8 maksimalaus tikétinumo jvertis, N;, —
stebety atsitiktiniy vektoriy Xy, ..., X, patenkanciy | Ein(én) = {X ER%:¢_q <
Dpj<c¢=i /r},i =1, ...,r, daznis. Tada ribin¢ standartizuoty dazniy kovariacijos
matrica V,(8,) = t, =1 — qq" — BJ7'B”, kai B yrar X o dydzio matrica

L wm®
= =1 .
T Jpi@) 96

ia q — r-asis vektorius su reikimemis 1/+/r, J = J(6) yra Fiserio informacijos
matrica vienam stebiniui, kuri apibréziama [37]:

0-[y 2}

J© =% &

claQyrad(d +1)/2 xd(d + 1)/2 dydzio w kovariaciné matrica (VnS vektorius,
iSdéstytas stulpeliais, paimant virSutinius trikampius elementus) [37]:
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T
w = (Slli 512,522,513,523,S533, ...,Spp) .

Antrasis Y,? narys (2.41) atkuria informacijg, kuri buvo prarasta dél duomeny
grupavimo. Kita naudinga Y;? i$raiska yra

Yy =Ug + 53
¢ia U2 — 1974 m. Dzhaparidzés ir Nikulino statistika, kuri yra apibréziama [37]:
Uz =V (6n)lI = Bn (B Bp) B 1V (6r); (2.42)
ir 1985 m. pasitlyta McCulloch statistika [37, 66]:
S% = Yr% - UrZL = V;lT(én)Bn[Un - Ban)_l + (Ban)_l]BrTL'%(én);
¢ia By, ir J,, yra parametry B ir ] maksimalaus tikétinumo jverciai.

Jeigu B =s, tada statistikos U2 ir SZ yra asimptotiskai nepriklausomai
pasiskirs¢iusios pagal y2__; ir x2.
2.2.2. Momentais paremti daugiamaciai kriterijai
Siame poskyryje apzvelgiami daugiamaciai kriterijai, paremti eksceso ir
asimetrijos koeficientais. Sie koeficientai yra apibrézti 2.1.3 poskyryje.
e Mardia (Mar)

1970 m. K. V. Mardia pristaté naujg daugiamatj suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijy, paremta eksceso ir asimetrijos koeficientais. Sio kriterijaus
statistika pagal eksceso ir asimetrijos koeficientus apibréziama [75]:

Mq(s) =%ixz (d(d+12(d+2)), (2.43)
2
Moy = MK A@+2) @ g (2.44)

8d(d + 2)

e Roystono (Roy)

1982 m. Roystonas pristaté kriterijy, kuris naudoja Sapiro ir Vilko arba Sapiro
ir Francijos statistikg tikrinant normalumo prielaida daugiamaciu atveju. Jei
duomeny eksceso koeficientas yra didesnis nei 3, tada taikoma Sapiro ir Francijos
statistika, o prieingu atveju taikoma Sapiro ir Vilko statistika [42, 45].

Tegul W; yra Sapiro ir Vilko arba Sapiro ir Francijos statistika j-ajam
kintamajam (j = 1,2,...,d), o Z; reikSmés yra gautos taikant Roystono pasitlytas
normalumo transformacijas [42, 45]:

jeid <n <11, y=n ir  wj = —log[y — log(l — 1271)],
jei12 <n <2000, y=log(n) ir w; log(l - m)
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I8 $iy transformacijy matyti, kad y ir w; keiciasi atsizvelgiant j imties dydj n.
Kiekvieno atsitiktinio kintamojo transformuotos reikSmés yra gaunamos [42, 45]:

Cia Y, £ ir o yra gaunami i§ Roystono pasiiilyty polinomy aproksimacijos
skirtingiems imties dydziams [45, 42]:

Y = aoy + ayyy + ayyy* + -+ agyy?,
0= agp + arpy + azy® + -+ agey?,
log(o) = Qg + 10y + aZoy2 +t adoyd-

Tada Roystono daugiamacio kriterijaus statistikg galima apibreézti [45]:

d
e ' .
o= #N){g; (2.45)

Cia e — laisvés laipsniy skai¢ius, ®(-) — standartinio normaliojo pasiskirstymo
funkcija, kai

d
[1+4 (d —1)c]

T 2| AP

Tegul R yra koreliacijos matrica, o r;; — koreliacija tarp i-ojo ir j-ojo
kintamyjy. Tada papildoma narj ¢ galima apskaiciuoti:

5=22ﬁ {cijizj
T

e =

¢ia
o = 9(rym) kai i#],
Y1 kai i=j.
Kai g(0,n) = 0ir g(1,n) = 1, tada g(-) galima apibrézti:
¢ £
glr,n) =re|1 —;(1 —-r)|
1980 m. Rossas nezinomus parametrus £, ¢ ir v jvertino modeliavimo budu

[102]. Jis nustaté, kad 4 = 0,715 ir ¢ = 5 imties dydziui 10 < n < 2000, o v yra
kubiné funkcija, kurig galima gauti:

v(n) = 0,21364 + 0,015124(log(n))? — 0,0018034(log(n))3.
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2.2.3. Kiti daugiamaciai kriterijai

g_iame poskyryje apZvelgiami kriterijai, paremti Mahalanobio atstumu. D; =

X; = X)"x71(X; — X) =m;; pazymi kvadratinj Mahalanobio i-ojo stebinio

atstuma iki centroido, o D;; = (X; — X;)"271(X; — X;) pateikia Mahalanobio
atstuma tarp i-ojo ir j-ojo stebiniy.
e Henzés ir Zirklerio (HZ)

1990 m. Henze ir Zirkleris pristaté kriterijy, paremtg neneigiamuoju funkciniu
atstumu, kuris matuoja atstuma tarp dviejy paskirstymo funkcijy. Jei duomenys yra
pasiskirste pagal daugiamatj normalyjj skirstinj, tada kriterijaus statistika turi log-
normalyjj pasiskirstyma. Pirmiausia yra apskaiiuojamas vidurkis, dispersija ir
glodinimo parametras (h). Pagal imtis normalizuojama panaudojant vidurkj ir
dispersijg ir apskaiciuojama p-reik§Sme. Henzes ir Zirklerio daugiamacio kriterijaus
statistika apibréziama [39]:

h2

_1¢n n —h—ZDij 2y-5 g “2a+rB P
HZ =-3 ¥j1e 2 V—=2(1+h*) 23 e + (2.46)

d
n(1 + 2h?)z;

1

. _ 1 (nQd+1)\d+s
c1ah—ﬁ( ” ) .

Jei duomenys turi daugiamatj normalyjj pasiskirstyma, tai Sio kriterijaus
statistika turi lognormalyjj pasiskirstyma su vidurkiu:

a_% <1 + dh% +(d(d + 2)h4)>
1

2a? ’
ir dispersija [39]:
d 2a %1+ 2dh*) 3d(d+ 2)h®
272
2(1+4h*) 2 + P + v
_a 3dh* d(d +2)h8
— 4Wh 2 (1+ + 2 )
ZWh th

giaa =1+ 2h%irw, = (1 4+ h?)(1 + 3h?).
e Lobato ir Velasco (LV)

2004 m. L. Lobato ir C. Velasco patobulino Jarqués ir Beros kriterijy ir pritaiké
ji stacionariems procesams. Sio kriterijaus statistika apibréziama [103]:

2 Ao 24.)2
n/{i3 n(:u4 ASHZ) . (247)
6F(3 24F® 7
gia FO) = ¥t P[P + P(n - Itl)]k_1 yra auto-kovariaciné funkcija.

e Energijos (En)

g =
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2013 m. G. Szekely ir M. Rizzo pristat¢ naujg daugiamatj suderinamumo
hipotezés kriterijy, paremta “energijos® atstumu tarp daugiamaciy skirstiniy. Sio
kriterijaus statistika apibréziama [104]:

n

2 3 1 . -
En=n| = BTy = Nol| = BNy = Nall = > [Ty = Foi] |5 249)
j=1 jk=1

1
¢ia Vn’j =yn/(n—=1DY,;, Y, = ZnZ(Xj - )?n),j = 1, ...,n yra vadinama sklaidos

liekanomis. N; ir N, yra nepriklausomieji pagal normalyjj skirstinj atsitiktinai
pasiskirste vektoriai. E||N; — N, || = 2T (%) /T (g); ¢ia I'() yra gama funkcija.

Nuliné hipotezé yra atmetama, kai &, jgyja dideles reikSmes.
2.2.4. Naujas daugiamatis kriterijus (N2)

Sukonstruotas naujas pasiskirstymo tankiy skirtumo vertinimu ir apvertimo
formulés taikymu paremtas daugiamatis kriterijus. Jis realizuotas naudojant SAS
programing jrangg. Tankio jvertinimo metodas, paremtas charakteristinés funkcijos
ir apvertimo formulés taikymu, pasizymi geromis savybémis (mazesnis jautrumas
nuo zvalgomojo tyrimo tasky). Sio kriterijaus pradinés idéjos buvo pristatytos [9].
Tankio jvertinio palyginimas su adaptuotu branduoliniu ir kt. buvo atliktas naudojant
Gauso skirstiniy misinius, pasitilytus Marrono ir Wano [105]. Sis palyginimas
parod¢, jog toks tankio jvertinys, paremtas charakteristinés funkcijos ir apvertimo
formulés taikymu, yra geresnis uz kitus lygintus, kai naudojami zZymiai nuo Gauso
skirstinio besiskiriantys duomenys [P2, K4, K5].

Laikoma, kad atsitiktinis vektorius X € R% tenkina skirstiniy mi$inio modelj,
jeigu jo pasiskirstymo tankis f(X) tenkina lygybe

fOO =f(X0) =X, p:fi(X). (2.49)

Parametras q vadinamas mis$inio klasteriy (komponenty, klasiy) skai¢iumi, o
p; — apriorinémis tikimybémis. Jos tenkina sglygas:

pi>0, XL pi =1 (2.50)

(2.49) formul¢je funkcija f;(X) yra pasiskirstymo tankio funkcija, o 8 —
daugiamatis modelio parametras. Tariama, kad X yra d-matis atsitiktinis vektorius,
kurio pasiskirstymo tankis f(X), ir gaunama i§ nepriklausomy X dydziy sudaryta
imtis X = (X, .., X,). Laikoma, kad imtis tenkina miSinio modelj, jeigu X (t)
tenkina (2.49).

Apvertimo formulés tankio jvertinys. Nagrinéjant parametriniy metody
aproksimacijas, reikia pabrézti, jog, didéjant duomeny dimensijai, modelio
parametry skaicius sparciai auga, todé¢l sunkiau rasti tikslius parametry jvercius.
Vienamaciy duomeny projekcijy
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x, =17x (2.51)
tankj f; rasti daug lengviau negu daugiamaciy duomeny tankj f. Kadangi egzistuoja
abipus vienareik§mé atitiktis

f e {foT€RY, (2.52)

tai visai natiiralu bandyti rasti daugiamatj tankj f naudojant vienamaciy stebiniy
projekcijy tankiy jver&ius £, [9].

Pazymétina, kad miSinio (2.49) atveju, kai skirstiniai yra Gauso, stebiniy
projekcijos (2.51) taip pat pasiskirsCiusios pagal (vienamatj) Gauso skirstiniy
misinio modelj:

f‘r(x) = f‘r(x: 91’) = ?:1 pi,r¢i,r(x); (2.53)
¢ia @ (x) = (p(x; iz S%T — vienamatis Gauso tankis. Daugiamacio misinio

parametra € ir duomeny projekcijy pasiskirstymo parametrus 6, = (pm, Az S%T),
i=1,..,q siejalygybés:

Hir=T1"M;, (2.54)
€, =1 RT.

Taikoma apvertimo formulé
1 _i+T
fQ) = Gma S rae ™ Fp(B)dt; (2.55)
cia
W(t) = Eelt'* (2.56)
zymi atsitiktinio dydZio x charakteristing funkcija. Pazyméjus u = [t|, T = t/|t| ir
pakeitus kintamuosius | sfering koordinaciy sistema, gaunama:

fx) = ﬁfﬂ izj=19S fooo e~ Xy (ur)ud=1du; (2.57)

Cla pirmasis integralas suprantamas kaip vienetinés sferos pavirsinis integralas.
Pazymeéjus stebimo atsitiktinio dydzio projekcijos charakteristing funkcija

Pp(u) = Eet'®, (2.58)
galioja lygybé
Y(ur) = P (w). (2.59)

Projektavimo kryptys buvo parenkamos taip: tolygiai generuota hiperkube,
kurio krastiné lygi 2. Tikrinama, ar sugeneruotas taskas, skirtas krypties nurodymui,
patenka ] vienetinio spindulio hipersferg. Jeigu taskas buvo uz sferos, tada buvo
atliekamas pergeneravimas. Jeigu taskas buvo sferos viduje, tada juo buvo apibrézta
kryptis. Pasirinkus (t = 10 000) projektavimo krypc¢iy, tolygiai i$sidés¢iusiy ant
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sferos, aib¢ T ir charakteristing funkcija keiCiant jos jvertiniu, gaunama formulé
jverciui apskaiciuoti [8, 9]:

fC) =52 Srer fy o™ ¥ (wud~le ™M du; (2.60)

Cia ir toliau #T 2ym1 aibés T elementy skaiciy. Pasinaudojus d-macio rutulio tiirio
formule

A(d)

( 2.4
@ g | ”(nge ,  kaidmod2 =0,
_ T _ =)
Va(®R) _F(g_'_l)—{ dor as ) (2.61)
lz 2 7:1”2 R , kaidmod2 =1,

galima apskaiciuoti konstantg A(d), priklausancia nuo duomeny dimensijos:

Va)y  dz-tx2

Ald) = (emd r(g+1)'

(2.62)

Kompiuterinio modeliavimo tyrimai parodé, jog taikant apvertimo formule
gauti tankio jverCiai yra neglodiis. Todél (2.60) formuléje po integralo Zenklu
naudojamas papildomas daugiklis e~ §is daugiklis jvertj f(x) papildomai
glodina su Gauso branduolio funkcija. Maza to, tokia daugiklio forma leidzia
analitiSkai apskaiciuoti integralo reikSme, o modeliavimas parodé, jog ji naudojant
gerokai sumazéja jverciy paklaidos. (2.60) formulé gali biiti taikoma esant jvairiems
projektuoty duomeny charakteristinés funkcijos jvertiniams. Aptariami du budai.
Pirmasis i$ jy paremtas tankio aproksimacija Gauso skirstiniy miSinio modeliu.
Nagrin¢jamu atveju naudojamas parametrinis charakteristinés funkcijos jvertinys:

Pr(w) = T, e i, (2.63)
1 (2.60) jstacius (2.63), gaunama:

f(x) A(d) ZTETZ 1ple o u(ir—7Tx)-uP(h+8,/2)  d-1 gy,

2 Pe——— 2.64)
A(d) A R~ x P (
ZTETZ? 1pl‘l'1d 1 \/ﬁ < S%T + 2h> 5

i,‘r+2

¢ia
L(y) = Re[[ et/ dt|. (2.65)

Pazymeétina, jog Cia galima nagrinéti tik realig iSraiSkos dalj (menamyjy daliy
suma turi biti lygi nuliui), nes tankio jvertis f(x) gali jgyti tik realigsias reikimes.
Pasirinkta glodinimo daugiklio forma e~ leidzia susieti glodinimo parametrg £
su projekcijy klasteriy dispersijomis — skaiiavimuose dispersijos tiesiog
padidinamos dydziu 2/. Apskaiciuojama (2.65) iSraiska. Pazyméjus
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C(y) = J, cos(yt)-e /2 tldt, (2.66)
J 0
S:(y) = [ sin(yt) - e~/ - tdt, (2.67)
] y 0
galioja lygybé
fooo e—iyt—tZ/thdt = Cj(y) + iSj(}/)- (2.68)

Integruojant dalimis, gaunama:

2 *© w _t2 )
() = e_7t1‘1cos(yt)|0 + fo e 2 ((] — 1Dt/ % cos(yt) —

yt/ = sin(yt)) dt =lg-13+ (- DG, —yS-1(»).j = 1.

(2.69)

Analogiskai iSreiSkus S; () bei atsizvelgus j j indekso apribojimus, gaunamos
rekurentinés lygtys:

G =0-DC(0) —y5-1(0),j 2 2, (2.70)
Ci(y) =1=ySo(), 2.71)

S =0-DS.(y) —yCi_1(y),j =2, (2.72)
S1(y) = YCo(y). (2.73)

Funkcijoms C,(y) bei Sy (y) apskaiciuoti pasinaudojama tuo, kad
(So®),, = [y tcos(yt) e~ /2dt =, (v). (2.74)

I§ (2.71) ir (2.74) gaunama, kad S tenkina diferencialing lygtj

So) =1-ySe(¥), So(0) = 0. (2.75)
Si lygtis sprendziama S, skleidziant Teiloro eilute:
So) = X2 iU+ Dy =1 =372, ¢ 1yt (2.76)

Sulyginus koeficientus prie panasiy nariy, randamos jy reikSmes:
Co = O, Cl =1 "

2.77)
= —Cl_z/l,l > 2.

Taigi,
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_ . (_1)ly21+1 _ y3 ys y7
SO =Xz Gupr =Y " mta (2.78)

C, randama i§ (2.66) iSraiskos:
Y co—t2gr 1@ . p—t2/2
Co() = [, cos(yt)-e t/?dt = ~ L, cos(yt) - e 12dt

_1e o Y (2.79)
== J_ (cos(yt) —isin(yt)) - /?dt = |-e ,

Ieskomo integralo (2.60) reikSmé

L) = ¢ (). (2.80)

Apvertimo formulés modifikuotas tankio jvertinys. Vienas i§ apvertimo
formulés metodo, apibrézto (2.60), trikumy yra tas, kad Siuo jvertiniu apraSomas
Gauso skirstiniy misinio modelis (2.49) (kai f; = ¢;) gerai vertina tik jam artimo
pasiskirstymo stebiniy tankj. Aproksimuojant tiriamg tankj Gauso skirstiniy misiniu
daznai apvertimo formulés tankio jvertinys tampa sudétingas del didelio
komponenty su mazomis apriorinémis tikimybémis skaiiaus. Jy skai¢iy galima
sumazinti jvedant triuk§mo klasterj.

Nagriné¢jamas modifikuotas algoritmas, sukurtas remiantis daugiamaciy Gauso
skirstiniy miSinio modelio naudojimu. Pritaikius apvertimo formulg (2.55)
apibréziamas parametrinis tolygaus skirstinio tankio charakteristinés funkcijos
parametrinis jvertinys:

(b—a)u iu(a+b)
e 2 . (2.81)

- 2 )
Y(u) = = a)usm< 5

Tankio jveréio skaiCiavimo formuléje (2.60) charakteristinés funkcijos
jvertinys konstruojamas kaip Gauso skirstiniy misinio ir tolygaus skirstinio
charakteristiniy funkcijy sajunga su atitinkamomis apriorinémis tikimybémis:

~ _ wldr A iu —u2€2 /2 | A 2 . ((b—a)u —i”(aH’)_

l/)‘[(u) - Zlil pi,Telu}tl'T b l‘T/ + pO,T (b—a)u Sln( 2 ) e 2 ) (282)
Cia antrasis narys apraSo tolygaus pasiskirstymo triukSmo klasterj, po — triuk§mo
klasterio svoris, a = a(t), b = b(r). Remdamiesi nustatytais tolygaus skirstinio
parametry jverciais ir projektuotais duomenimis, galima apibrézti:

(TTx)max_(TTx)min
@ = (17 x) i — o, (2.83)
(cTx)  —(cTx) .
— T max min 2.84
b= ("x)max + ry— : (2.84)

Jrasius (2.82) i (2.60), gaunama:
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A~ A(d 5. _-T.\_,2 c2 _
Fx) = ( )Z‘L’ET [Z 1ple e u(ir—7"x)—u?(h+€{7/2) d~1 4y,

2 P atb__r 2p . b—-a)u _
+—bz?":f0 (57T x)-u -sm(—( 2) )-ud 2dul.

(2.85)

Naudojant zyméjimus kaip ir (2.64), galima uzrasyti:

A(d)

d
f(x) ZTET Zq 1pl‘l.'ld 1 %lr i (E +2h) 2

[€2,+2n (2.86)
2P0 ¢ a+b—2t'x b-a)\ a1 .
+ b—a]d_z( 2V2h 'z\/ﬁ) CONE ]

¢ia I;(y) iSraiSka yra kaip ir (2.65), o jo reik§mé — (2.80) bei

Ji(,t) = Re U eWu=u*/2 . gin(tu) -ujdu]. (2.87)
0

Integruojant gaunama:

2

fooo eV T sin(tu) - u/du = fooo(cos(yu) + isin(yuw)) - sin(tu) -

u2

. o0 /si in(i— —)y— _u?
e 7 udu = fo (sm(y+t)u-;—sm(t y)u+ l,cos(y t)uzcos(y+t)u) e 7 - (2.88)

P 1 1 .1 .1
u’du =55j(_’y+t) +ESj(t_Y) +lECj(y_t) - lECj(y-Ft),

¢ia S;(y) ir C;(y)S/(y) apibrézti (2.66) ir (2.67). IeSkomo integralo (2.87) reik§mé

Jio 0 =150+ + 1/, 8-y (2.89)

Anksé¢iau minéta procedira vadinama modifikuotu apvertimo formulés tankio
jvertiniu.

Remiantis panasiy statistiky iSvedimais [101] sukonstruota NI kriterijaus
statistika yra apibréziama:

T =n""3i|f (z0) — Fz)|- (2.90)

T nepriklauso nuo pakankamo imties tiirio (>32), taciau priklauso nuo
duomeny dimensijos. Pasirinkta naudoti tokios formos kriterijaus statistika:

T* = —log(T) = —log ("' Ti1|f (z)) — f(zay) - (2.91)

Si statistikos forma (2.91) pasizyméjo maZiausiu jautrumu nuo Zvalgomojo
tyrimo tasky. Eksperimentiskai nustatyta, kad statistika 7" turi Johnsono Sy
pasiskirstyma, kurio tankio funkcija apibréziama [106]:

10 =520’ (59 e (03[ +30 (59 ).
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¢ia g(y) = 1n[y +.y? + 1], gy = \/ylz_ﬂ, kai xe(—oo, +00). Parametrai: & —

formos, (§ > 0), y — formos, ¢ — padéties, A — sklaidos, (1 > 0). Sio skirstinio
pasiskirstymo funkcija:

F(x) =f f(w)du.

Pla¢iau Johnsono ir Pearsono skirstiniy tipai aptariami [106, 107]. T*
statistikos Johnsono Sy pasiskirstymo parametry jverciai skirtingoms dimensijoms
yra pateikiami 2.1 lenteléje.

2.1 lentelé. Statistikos 7" Johnsono Sy pasiskirstymo parametry jverciai

Parametras Zyméjimas |vertis

d=2

Padéties é 4,342807

Sklaidos A 0,585038

Formos § 1,498293

Formos 4 0,764906
d=5

Padéties é 7,025845

Sklaidos A 0,088023

Formos k) 0,895003

Formos 4 0,400035
d=10

Padéties é 5,195174

Sklaidos A 1,578613

Formos S 2,24856

Formos 14 -1,83037

Statistikai " buvo patikrintos invariantiSkumo ir suderinamumo savybés.
InvariantiSkumo savybé yra patvirtinama, nes pacioje statistikoje naudojami
standartizuoti dydziai. Suderinamumo savybé patvirtinama eksperimentiniu budu
(zr. 3.2 skyriuje).

2.3. Modeliavimo tyrimui taikyti statistiniai skirstiniai

Siame skyriuje aprasomi vienmaciai ir daugiamaciai skirstiniai. Jie pateikiami
grupémis su parinktais parametry rinkiniais. Smulkesné pasiskirstymy informacija
pateikiama 1 priede.
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2.3.1. Modeliavimo tyrimui taikyti vienmaciai skirstiniai

Modeliavimo tyrimui buvo naudojama 12 skirstiniy, kuriuos taikant
vertinamas vienmaciy kriterijy galingumas. Parinkta naudoti X. Romao [28]
panaudotus jvairius parametry rinkinius, kurie atspindi dazniausiai praktikoje
sutinkamas problemas. Skirstiniai suskirstyti j tris grupes [28, P1]:

1. Simetriniy skirstiniy grupé, kurig sudaro:

trys beta (Beta(a,b)) skirstinio atvejai — Beta(0,5;0,5),
Beta(1;1) ir Beta(2;2); ¢ia a ir b — formos parametrai;

trys Kosi (Cauchy(t,s)) skirstinio atvejai — Cauchy(0;0,5),
Cauchy(0;1) ir Cauchy(0;2); ¢iat ir s— padéties ir sklaidos
parametrai;

vienas Laplaso (Laplace(t, s)) skirstinio atvejis — Laplace(0; 1); ¢ia
t ir s — padéties ir sklaidos parametrai;

vienas Logistinio (Logistic(t,s)) skirstinio atvejis — Logistic(2; 2);
¢ia t ir s — padéties ir sklaidos parametrai;

keturi Stjudento (t(v)) skirstinio atvejai — t(1),t(2),t(4) ir t(10),
¢ia v — laisvés laipsniy skaiius;

standartinis normalusis N (0; 1) skirstinys.

2. Asimetriniy skirstiniy grupe, kurig sudaro:

keturi Beta(a,b) skirstinio atvejai — Beta(2;1),Beta(2;5),
Beta(4;0,5) ir Beta(5;1);

penki  chi-kvadrato  (Chi- squared(v)) skirstinio atvejai —
x2(1), x2(2), x*(4) ir ¥*(10); ¢ia v — laisvés laipsniy skaiéius;

SeSi gama (Gamma(a,b)) skirstinio atvejai — Gamma(2;2),
Gamma(3;2), Gamma(5;1), Gamma(9; 1), Gamma(15;1) ir
Gamma(100; 1); ¢ia a ir b yra formos ir sklaidos parametrai;

vienas Gumbelio (Gumbel(t,s)) skirstinio atvejis — Gumbel(1;2);
Cia t ir s — padéties ir sklaidos parametrai;

vienas lognormaliojo (LN (t,s)) skirstinio atvejis — LN (0; 1); ¢ia t
ir s — padéties ir sklaidos parametrai;

keturi Veibulo (Weibull(a, b)) skirstinio atvejai — Weibull(0,5; 1),
Weibull(1;2), Weibull(2; 3,4) ir Weibull(3; 4); ¢ia a ir b — padéties
ir sklaidos parametrai.

3. Modifikuoty normaliyjy skirstiniy grupé, kurig sudaro:
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Standartinis normalusis skirstinys, sutrumpintas taskuose a ir b
(Trunc(a, b)), kurio parametrai: a = —1,b =1, a=—-2,b=2; a =
—3,b=3;a=-2,b=2;a=-3,b=1; a=—-3,b = 2. Toliau tai
pazymima ,,NORMALI1*.

Standartinis normalusis skirstinys su padéties triukSmo komponentu
(LoConN(p,a)), kurio parametrai: p=0,3,a=1;p=0,4,a=
Lp=05a=1p=03,a=3;p=04a=3;p=05a=

3;, p=03,a=5 p=04a=5;, p=05a=5 Tikimyb¢e p



normaliojo pasiskirstymo su vidurkiu a ir standartiniu nuokrypiu 1.
Toliau tai pazymima ,,NORMAL2*.

Standartinis normalusis skirstinys su sklaidos triukSmo komponentu
(ScConN(p, b)), kurio parametrai: p = 0,05,b = 0,25; p =0,1,b =
0,25 p=02,b=025p=005b=2;p=01,b=2;p=
02,b=2;, p=005b=4p=01b=4p=02>b=4.
Tikimybé p normaliojo pasiskirstymo su vidurkiu O ir standartiniu
nuokrypiu b. Toliau tai pazymima ,,NORMAL3“.

Standartiniy normaliyjy skirstiniy misinys MixN(p,a,b) = N(1 —
p,0,1) + N(p, a, b), kurio parametrai: p = 0,3,a =1,b = 0,25; p =
04,a=1,b=025p=02,a=1,b=025p=05a=1b=
0,25;p=03,a=3,b=0,25p=04a=3,b=0,25; p=
0,5a=3,b=025p=03,a=1,b=4p=04a=1Db=
4p=05a=1b=4p=03,a=3,b=4p=04a=3,b=
4;p =0,5,a = 3,b = 4. Sis misinys susideda i3 dviejy komponen¢iy
1 —p ir p. Tikimybé p normaliojo pasiskirstymo su vidurkiu a ir
standartiniu nuokrypiu b. Toliau tai pazymima ,,NORMAL4.

2.3.2. Modeliavimo tyrimui taikyti daugiamaciai skirstiniai

Modeliavimo tyrimui buvo naudojama 12 skirstiniy, kuriuos taikant
vertinamas daugiamaciy kriterijy galingumas. Parinkta naudoti S. Korkmazo [42]
panaudotus jvairius parametry rinkinius, kurie atspindi dazniausiai praktikoje
sutinkamas problemas. Skirstiniai suskirstyti j keturias grupes [42, 46, P2]:

1. Simetriniy skirstiniy grupée, kurig sudaro:

trys Beta(a,b) skirstinio atvejai — Beta(1;1), Beta(1;2) ir
Beta(2; 2); ¢ia a ir b — formos daugiamaciai parametry vektoriai;
vienas Cauchy(t,s) skirstinio atvejis — Cauchy(0; 1); ¢iat ir s —
padéties ir sklaidos daugiamaciai parametry vektoriai;

vienas Laplace(t,s) skirstinio atvejis — Laplace(0;1); ¢ia t irs —
padéties ir sklaidos daugiamaciai parametry vektoriai;

vienas Logistic(t,s) skirstinio atvejis — Logistic(0;1); ¢ia t irs —
padéties ir sklaidos daugiamaciai parametry vektoriai;

keturi t — Student(v) skirstinio atvejai — t(2) ir t(5); ¢ia v — laisvés
laipsniy skaicius.

2. Asimetriniy skirstiniy grupé, kurig sudaro:

penki  Chi-squared(v) skirstinio atvejai  — x2(1), x2(2),
x%(5), x*(10) ir y2(15); &ia v — laisvés laipsniy skaicius;

du Gamma(a,b) skirstinio atvejai — Gamma(0,5;1) ir
Gamma(5; 1); ¢ia a ir b — formos ir sklaidos daugiamaciai parametry
vektoriai;

vienas Gumbel(t,s) skirstinio atvejais — Gumbel(1;2); ¢ia t irs —
padéties ir sklaidos daugiamaciai parametry vektoriai;

du LN(t,s) skirstinio atvejai — LN(0; 1) ir LN(0;0,25); ¢iat irs—
padéties ir sklaidos daugiamaciai parametry vektoriai;
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e keturi Weibull(B) skirstinio atvejai — Weibull(0.8), Weibull(1) ir

Weibull(1,5); ¢ia  — formos daugiamatis parametry vektorius.
3. Normaliojo skirstinio miSinio grupé, kurig sudaro:

e Daugiamatis normalusis skirstinys MVNMIX(a,b,c,d) su tankiu
aN(0,Z2,) + (1 —a)N(b1,Z,), ¢ia 0 yra nuliy vektorius stulpelis, 1
yra vektorius stulpelis su £; = (1 —c)I +c117 ir £, = (1 —d)I +
d117. Parinkti parametrai: MVNMIX (0,5;2; 0; 0),
MVNMIX (0,5;4;0; 0), MVNMIX (0,5; 2;0,9; 0),

MVNMIX (0,5; 0,5;0.9; 0), MVNMIX (0,5,0,5,0,9,0.1),
MVNMIX(0,5; 0,5;0,9; 0,9), MVNMIX(0,7;2;0,9; 0,3),
MVNMIX(0,3;1;0,9; 0,1).

4. Misriyjy skirstiniy grupe, kuriag sudaro standartinis normalusis skirstinys su:

e Trimis atvejais Laplace(0,1) skirstiniu. Pirmuoju atveju (d — 1)
matmens standartinis normalusis skirstinys su 1 matmeniu
Laplace(0, 1). Antruoju atveju [d /2] matmens standartinis normalusis
skirstinys su |d/2] Laplaso skirstiniu. Treias atvejis prieSingas
pirmajam.

e Trimis atvejais y2(5) skirstiniu. Pirmuoju atveju (d — 1) matmens
standartinis normalusis skirstinys su 1 matmeniu y2(5). Antruoju
atveju [d /2] matmens standartinis normalusis skirstinys su |d /2] chi-
kvadrato skirstiniu. TreCias atvejis prieSingas pirmajam.

e Trimis atvejais t(5) skirstiniu. Pirmuoju atveju (d — 1)) matmens
standartinis normalusis skirstinys su 1 matmeniu t(5). Antruoju atveju
[d/2] matmens standartinis normalusis skirstinys su |d/2] Stjudento
skirstiniu. Trecias atvejis prieSingas pirmajam.

e Devyniais atvejais Beta(a, ) skirstiniu. Pirmuoju atveju (d — 1)
matmens standartinis normalusis skirstinys su 1 matmeniu Beta(a, b).
Antruoju atveju [d/2] matmens standartinis normalusis skirstinys su
|d/2] Beta skirstiniu. Trecias atvejis prieSingas pirmajam. Parametrai
a=1,b=1,a=1,b=2;a=2,b=2.

2.4. Kriterijy galios skaic¢iavimo procediira

Kriterijaus galios apskaiiavimo procedira gali biiti atlieckama trimis

skirtingais budais:
1. Kai Kkriterijaus statistikos pasiskirstymas (tikrasis arba kuriuo galima

aproksimuoti) yra Zinomas, tada taikoma 2.2 pav. galios apskaic¢iavimo schema.

Suderinamumo hipoteziy tikrinimo kriterijy (pvz., AD, H1-H4) programineés
realizacijos, kuriose yra kriterijaus galios skaiCiavimo funkcionalumas, pateiktos
[56]. 2.2 paveiksle iliustruojamas sarysis tarp hipoteziy tikrinimo klaidy tikimybiy
ir kriterijjaus galios. Remiantis 2.2 pav. galima atlikti tokius Zingsnius, kuriuos
pasitelkus jvertinama kriterijaus galia.
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1. Fiksuojama hipotezés tikrinimo IrtSies klaidos tikimybé a bei ja
atitinkanti  kritiné reikSmé pagal kriterijaus statistikos salyginj
pasiskirstymg (teorinj arba empirinj), kai teisinga Hy hipotezé (f (y|Hp)).

2. Konkrecios imties atveju jvertinama kriterijaus statistikos reikSmé.

3. Konstruojamas kriterijaus statistikos pasiskirstymas, kai teisinga H;
hipotezé (f (y|H,)). Iprastai, daroma prielaida, kad f(y|H;) yra iS tokios
pacios pasiskirstymy Seimos, kaip ir f(y|Hy) tik ,,paslinktas® jvertintos
kriterijaus statistikos reik§Smés atzvilgiu. Pavyzdziui, kai kriterijaus
statistikos pasiskirstymas yra standartinis normalusis, tai poslinkis
atliekamas vidurkio atzvilgiu. Kai kriterijaus statistikos pasiskirstymas yra
chi-kvadrato, tai poslinkis atlickamas necentriSkumo parametru.

4. Ivertinama II rasies klaidos tikimybé f3, kurig apriboja kritiné reikSmé ir
fyIH).

5. Apskai¢iuojama kriterijaus galia 1 — .

Panagrinéjamas paprasciausias atvejis. Taikomas chi-kvadrato kriterijus, kurio
pasiskirstymo tankio funkcija yra gerai zinoma (f(y|H,)). Pasirenkama reik§mé
a = 0,05, kuri atitinka kritiné reik§mé yZ,;;. Pagal turimos imties tiirj apibréZiamas
daliniy intervaly kiekis ir laisvés laipsniy skai¢ius (daliniy intervaly kiekis — 1). I8
imties jvertinama kriterijaus statistikos reikSme, kurios reikSmé prilyginama
necentri$kumo parametrui. Sudaromas alternatyvios hipotezés tankis f (y|Hy). xZrir
»atkerta dalj ploto po f(y|H;) kreive, kurig vadiname II riiSies klaida (f). Tada
jvertinama kriterijaus galia (1 — ).

f(y[H,) f(yIH,)
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2.2 pav. Kriterijy galios jvertinimo schema

2. Kai Kkriterijaus statistikos pasiskirstymas néra Zinomas arba néra
galimybés jo aproksimuoti jokiu kitu zinomu skirstiniu, tada atlickamas
modeliavimo tyrimas, kurio metu formuojama laiptiné funkcija. Tada kriterijaus
galia apskaiCiuojama pagal (2.92) formule ir 2.3 pav. Kitas empirinis kriterijaus
galios apskaiciavimo biidas yra sudaryti tikimybing lentele, kurios pagrindu
formuojama laiptiné funkcija, ir tada kriterijaus galia apskaiciuojama pagal (2.92)
formulg ir 2.3 paveiksla.

Kai tikslus suderinamumo kriterijaus statistikos pasiskirstymas yra
apibréziamas laiptine funkcija, kaip 2.3 pav., §i funkcija apskai¢iuojama susumavus
kriterijaus tikimybes. Taip galima gauti tg pacig kriting reikSme¢ daugeliui gretimy
reikSmingumo lygmeny «a. Tiesinis kriterijy statistikos galios interpoliavimas
naudojant reik§mingumo lygmenis (Zr. 2.3 pav.), mazesnius (@) ir didesnius (a5).
Daugelis mokslininky stengiasi parinkti tinkamiausius reikSmingumo lygmenis
(pvz., [110]). Tokiu atveju (pagal 2.3 pav.) kriterijaus galig galima jvertinti atliekant
tokius zingsnius [21].

1. Fiksuojamas reik§mingumo lygmuo a.
2. Parenkamos reikSmingumo lygmens reikSmes atitinkancios empirinés
laiptinés pasiskirstymo funkcijos kritinés reik§més y; (@) ir y, (a).

3. Apskai¢ivojamos  a;=P(T = y,(a)|Hy) ir a,=P(T =vy,(a)|Hyp)

reikSmés.

4. Apskaiciuojama kriterijaus galia pagal formule:

(a —a))P(T = y,(a)|Hy) + (az —)P(T = V1(“)|H1)_

Galia = ; (2.92)
oy —

Cia yq(a) ir y,(a) kritinés reikSmés mazesnés uz reik§mingumo lygmenj a.
a,;=P(T = y;(@)|Hy) ir a,=P(T = y,(a)|Hy) yra reik§mingumo lygmenys
atitinkamai y; (@) ir y,(@).
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2.3 pav. Statistikos, paremtos laiptine funkcija, reikSmingumo lygmenys

3. Nepriklausantis nuo kriterijaus statistikos pasiskirstymo, yra
modeliavimas teisingai atmesty hipoteziy skaic¢iy padalinant i§ pakartojimy kiekio.
Kai kriterijaus statistikos pasiskirstymas néra zinomas, tada galios
apskai¢iavimo procediira atlickama pagal $iuos zingsnius [21].
1. Sugeneruojamas duomeny rinkinys X1, X5, ..., X, pagal pasirinktg skirstinj.
2. Apskai¢iuojama kriterijaus statistikos reikSmé. Jei statistikos reikSmé yra
didesn¢ uz taikomo kriterijaus kriting reiksme (kai a = 0,05), tai H,
hipotez¢ yra atmetama.
3. 11ir 2 zingsniai kartojami K karty (K = 1 000 000).
4. ApskaiCiuojama kriterijaus galia kiekis/K, cia kiekis yra teisingai
atmesty hipoteziy skaicius.

2.5. Monte Karlo metodo taikymas skaic¢iuojant galia

1949 m. matematikai Dzonas fon Neimanas ir Stanislavas Ulamas sukiiré ir
iSplétojo Monte Karlo metoda kartu su pirmaisiais kompiuteriais [117]. Monte Karlo
metodu vadinamas skaiCiavimo algoritmas, paremtas statistiniu modeliavimu ir
gauty rezultaty apdorojimu statistiniais metodais (daznai dar vadinamas statistiniu
modeliavimu). Siuo metodu siekiama i§vengti sudétingy matematiniy skai¢iavimy ir
taip sutrumpinti tyrimo trukme¢. Monte Karlo metodas naudoja atsitiktinius skai¢ius
(beveik pseudoatsitiktinius). Vilniaus universiteto Matematikos instituto profesorius
Gediminas Stepanauskas jvardijo, kad modeliavimo procesa galima suskirstyti j
keturias dalis [118]:

e tolygiai pasiskirs¢iusiy atsitiktiniy dydziy generavimas intervale [0; 1];
e gaunamos atsitiktiniy dydziy reikSmes su parinktu pasiskirstymu;
e jvertinamos tiriamo objekto reikSmés;
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e atlickama gauty rezultaty statistiné analiz¢.

Sis metodas buvo taikomas siekiant jvertinti suderinamumo hipotezes
tikrinimo kriterijy galig jvairaus dydzio imtims ir pasiskirstymams. Norint padidinti
$io metodo tiksluma buvo parinkta naudoti 1 000 000 repliky. Monte Karlo metodas
taikytas pagal Siuos zingsnius.

1. Generuojami duomenys pagal pasirinkta pasiskirstyma su skirtingais
parametry rinkiniais (zr. 2.3 skyrius) jvairaus dydzio imtims. Tam
naudojamas Mersennes Twister atsitiktiniy dydziy generatorius. Sis
generavimo metodas taikomas daugelyje programiniy jrangy SAS, R,
MATLAB ir kt. Darbe naudotas Mersennes Twister generatorius, kuris yra
realizuotas SAS programinéje jrangoje. Viena i§ pagrindiniy Sio generatoriaus
sudedamyjy daliy yra Mersenne skaicius, M,, = 2% — 1; ji uzraSant dvejetaine
sistema susidaro p ilgio bity eiluté, kurios visi bitai yra lygis 1. Siuo atveju
naudoti p = 32 bitai. Mersennes Twister vykdomas [111]:

e Parenkamas 7~ w-bity skaicius (x;,i = 1,2, ..., 7).
e Laikoma, kad

(0 )
Ay Qy_1,,01)"
Cia Iy yra (w—1) X (w —1) dydzio tapatybés matrica ir a;, i =
1, ..., wigyja 0 arba 1 reikSmes. Apibréziama:

Xigr = (xi+s D (xi(w:(ﬁl)) xi(fll))A);

x(s:l)

(wi(s+1)) i1 ) parodo x; reikSmingiausiy (vir$iiniy) w — 8 bity ir

¢ia (xl.
X; 41 maziausiai reikSmingy 8 bity sujungima.

o I3 eilés reikia atlikti keleta operacijy:

3= Xitr S (xi+fr" > tl)'

3=z ((z » t,)&aqy),

z3=2@ ((z » t3)&q,),
Z=Z@(x2>’t4),

Uivr =ow_1’

ia 4, 1,, t5 ir £, yra sveikieji skaiciai, q; ir q, — bity kaukés'®, o @ ir &
yra ,,XOR* ir ,,AND* loginés bity operacijos, #;,,,i = 1,2, ... sudaro
atsitiktiniy dydziy seka intervale (0; 1).

10 Kompiuteriy moksle bity kauké yra duomenys, naudojami bitinéms operacijoms.
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2. Atliekamas sugeneruoty duomeny transformavimas (normavimo ar kita
kriterijui reikalinga transformacija). Sugeneruota ¢;e(0; 1) prilyginame
pasiskirstymo funkcijai

y; =F(X;)) > X; = F(y)).
j j j j

3. Fiksuojamas reik§mingumo lygmuo . Apskai¢iuojama suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijaus statistikos ir p-reikSmés.

4. Kriterijaus galia jvertinama pirmuoju arba antruoju biidu. Tai priklauso nuo
to, ar pasirinkto kriterijaus statistikos pasiskirstymas yra zinomas
(zr. 2.4 skyriy).

5. 1-4 zingsniai kartojami 1 000 000 karty.

6. ApskaiCiuojamos kriterijaus galios skaitinés charakteristikos (vidurkis,
standartinis nuokrypis, mediana, didziausioji ir maziausioji reikSmeés).
Nustatomi galingiausi suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijai pagal
pasiskirstyma, imties dyd; ir kitas salygas.

Modeliavimo procesa Monte Karlo metodu atspinti strukttriné schema, kuri
pateikiama 2.5 paveiksle.
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statistikos ir p-reiksmes

yra lygus
1 000 0007

‘ charakteristikos \

v

2.4 pav. Kriterijaus galios jvertinimo Monte Karlo metodu schema
2.6. Paskirstytyju skai¢iavimy taikymas modeliavimo tyrimui
Siame darbe yra atliktas platus modeliavimo tyrimas, kuris susideda i§ dviejy
daliy.
1. Vienmaciy suderinamumo kriterijy modeliavimas. Tai sudaro: 42 kriterijai,
6 im¢iy turiai, 67 duomeny variantai ir 1 000 000 nepriklausomyjy im¢iy.
2. Daugiamaciy suderinamumo kriterijy modeliavimas. Tai sudaro:
13 kriterijy, 6 im¢iy tariai, 48 duomeny variantai, 3 duomeny dimensijos ir
1 000 000 nepriklausomyjy iméiy.
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Sis tyrimas yra labai imlus laikui, todél siekiant sutrumpinti modeliavimo
proceso trukme pasirinkta naudoti paskirstytuosius skaic¢iavimus. Paskirstytieji
skaiCiavimai yra keleto kompiuteriy, kurie tarpusavyje komunikuoja per tinklg,
naudojimas. Sie skai¢iavimai sprendZiama problema suskirsto j daugybe uzduoéiy,
kurias sprendzia vienas ar keli kompiuteriai. Taip yra subalansuojamas darbo kriivis
ir sutrumpinama tyrimo trukmé. Kiekvienas kompiuteris paskirstytoje skai¢iavimo
aplinkoje yra vadinamas mazgu [119].

Paskirstytiesiems skai¢iavimams atlikti buvo taikytas SAS Grid® programinés
jrangos technologinis sprendimas, kuriame skai¢iavimo uzduotys paskirstomos
keliems kompiuteriams, esantiems tinkle. Taikant §j technologinj sprendima darbo
kriiviai paskirstomi kompiuteriy tinklo klasteryje. Toks darbo kriivio paskirstymas
leidzia:

1. Subalansuoti darbo kriivi — keli vartotojai SAS aplinkoje gali paskirstyti
darbo kriivius.

2. Pagreitinti apdorojima — vartotojai gali paskirstyti padalintas SAS uzduotis
ir jas vykdyti lygiagreciai.

3. Suplanuoti darbus — vartotojai gali planuoti uzduotis, kurios tinkamu laiku
automatiskai pradedamos vykdyti.

SAS Grid® veikimo architektira pateikiama 2.5 pav. su naudojamomis SAS
Workload Orchestrator ir SAS Job Flow Scheduler aplinkomis.

=y
Analitisr;i::;;nenq‘_ / \ ( j \

SAS analitiky statiniai
kompiuteriai

Tinklo valdymo serveris

P > SAS
@ Procesy valdymo
QA — olatforma

"Hadoop"

»
Tinklo mazgas
- » SAS —
¢ Platforma LSF z "
Klasterizuoti

metaduomenys » I
Bendrinamy faily -
sistema Tinkdo/mszgas Klasterizuoti —
i 45 B programy serveriai SAS tinklo klientai
Platforma LSF

; —
' Tinklo mazgas 5AS aplinka
Jmonés duomeny # SAS - Platforma PWS SASGSUB
saugykla K Platforma LSF Klienty platforma LSF Klienty platforma LSF

SAS vartotojo vadovas}

2.5 pav. SAS tinklo skai¢iavimo procediiros veikimo schema

Siam modeliavimo tyrimui visiskas S4S Grid® programinés jrangos
technologinio sprendimo funkcionalumas néra bitinas, todél naudota architektura,
apimanti tik darbg su nutolusiais tinklo mazgais (kompiuteriais). Tada 2.5 pav.
schema tampa paprastesne, ji pateikiama 2.6 paveiksle.
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Kompiuteriy klasé su 26 kompiuteriais

& & & &

o PR o m i Operatyvioji atmintis 8 GB
s \ \ s s Procesoriai — 6

L i L i L i L i L i Diskiné atmintis — 250 GB

Paskirstomas

Operatyvioji atmintis — 128 GB Gaunami Operatyvioji atmintis — 32GB
Procesoriai - 8
Diskiné atmintis — 500 GB procesas Diskiné atmintis — 2000 GB

skai¢iavimo . .
rezultatai Procesoriai — 16

Paskirstomas Paskirstomas
e SKAICIAVIM O — Kaiciavimo >
procesas procesas
Gaunami _ Gaunami

— 70|00 —- < rezultatai

Virtualus serveris . P Virtualus serveris
Darbinis kompiuteris

2.6 pav. Paskirstytojo modeliavimo proceso schema

2.7. Metodinés dalies iSvados ir apibendrinimas

Apibendrinant suderinamumo su normaliuoju skirstiniu hipotezés Kriterijy

skai¢iavimo metodikg galima padaryti iSvadas.
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1. Pagal atliktag vienmaciy kriterijy analiz¢ nustatyta, kad dauguma i§ jy yra

paremti asimetrijos bei eksceso koeficientais ir empirine pasiskirstymo
funkcija. Pasirinkta naudoti R programiniame pakete realizuotus vienmacius
kriterijus. Pasiiilyta nauja branduolio funkcijg taikyti N-metrika paremtam
kriterijui. Pasiiilytos branduolio funkcijos privalumas: jos forma parenkama
taip, kad kriterijaus sudarymo metu dél imties reikSmiy atsirandantis poslinkis
biity minimizuotas. Naujas kriterijus buvo realizuotas SA4S.

Pagal atlikta daugiamaciy kriterijy analiz¢ nustatyta, kad dauguma i§ jy yra
paremti rangine statistika ir kovariacine matrica. Pasirinkta naudoti R
programiniame pakete realizuotus daugiamacius kriterijus. Pasitlytas naujas
daugiamatis kriterijus, paremtas empirinio pasiskirstymo tankio vidutiniu
absoliuc¢iuoju nuokrypiu nuo teorinio pasiskirstymo tankio. Naudojant §j
kriterijy, tankio jvertinys yra paremtas duomeny projektavimo ir apvertimo
formulés (2.55) taikymu. Naujas kriterijus buvo realizuotas SAS.

Atlikti paskirstymai atspindi daugybe skirtingy praktikoje sutinkamy
duomeny rinkiniy, kurie dél savo specifiskumo tyréjams sukelia nemazai
188tikiy. Kai kurias situacijas galima apibrézti to paties pasiskirstymo jvairiais
parametry rinkiniais.



III. TYRIMU REZULTATAI IR JU APTARIMAS

Sioje dalyje pristatomi suderinamumo hipotezés vienmaciy ir daugiamaciy
kriterijy palyginimo modeliavimo btidu rezultatai. Pateikiamas kriterijy pritaikymas
realiems duomenims. Pateikiamos tyrimus apibendrinancios iSvados.

3.1. Vienmaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriteriju galios lyginamoji
analizé

Sitame skyriuje pateikiamas i$samus vienmaciy suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijy lyginamasis modeliavimo tyrimas. Sis tyrimas atliktas siekiant
jvertinti pasirinkty kriterijy, skirty patikrinti normalumo prielaida, galia.
Modeliavimo tyrimas atlickamas taikant Monte Karlo metoda. Sio tyrimo metu
atsizvelgiama | imties dydj, reikSmingumo lygmenj (a = 0,05) ir duomeny
pasiskirstymg (beta, Kosi, Laplaso, logistinis, Stjudento, chi-kvadrato, gama,
Gumbelio, lognormalusis, Veibulo ir modifikuoti standartiniai normalieji).
Modeliavimo tyrimas buvo atliktas taikant 42 kriterijus (jskaitant ir naujai pasitilyta)
32, 64, 128, 256, 512, 1024 baity dydzio sugeneruotoms ir standartizuotoms
duomeny imtims. Sis tyrimas buvo atliktas naudojant 1 000 000 nepriklausomuyjy
iméiy.

Pasitlytas  suderinamumo  hipotezés tikrinimo kriterijus N/  buvo
modeliuojamas su jvairiais skirtingais parametry rinkiniais. Kriterijaus parametry
rinkiniai buvo atrinkti eksperimentiniu budu: sklaidos parametro a reikSmés
naudotos nuo 0,001 iki 0,99, jdubos parametro b reikSmés naudotos nuo 0,01 iki 10,
vir§tinés formos parametro c¢ reikSmeés naudotos nuo 0,5 iki 50 taikant jvairy
zingsnelj. Parametrui ¢ tasko 1 aplinkoje taikytas 0,001 zingsnelis ir nustatyta, kad
tolstant nuo 1 tikslumas (kriterijaus galia) mazéja. Dél Sios priezasties visuose
kriterijjaus nagrinétuose variantuose parametras ¢ = 1. NI Kkriterijus buvo
galingiausias su parametry reikSmémis a = 0,95; b = 0,25ir ¢ =1 [P1]. NI
kriterijaus apraSymas pateiktas 2.1.5 poskyryje.

Atliekant modeliavimo tyrimg taikyti lygiagretieji ir paskirstytieji
skai¢iavimai. 42 suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy galia buvo
skaiCiuojama jvairiems imties dydziams bei skirtingiems skirstiniams. Gauta daug
modeliavimo rezultaty. Pasiskirstymai buvo sugrupuoti j simetriniy, asimetriniy ir
modifikuoty normaliyjy skirstiniy grupes. Siy grupiy galios ir standartinio nuokrypio
reikSmeés kiekvienam kriterijui ir visiems nagrinétiems imties dydziams yra
pateikiamos 3.1-3.3 lentelése. Palyginus Siose lentelése pateiktas reikSmes galima
nustatyti, kad galingiausi kriterijai simetriniy, asimetriniy ir modifikuoty normaliyjy
skirstiniy grupéms yra Hoskingo (H1) tik maziems imties dydziams ir N/ dideliems
imties dydziams. Visais nagrinétais atvejais N/ sklaida buvo mazesn¢ uz HI.
Palyginus NI kriterijy su BakSajevo (Baksh) kriterijumi, nustatyta, kad visais
nagrinétais atvejais N/ kriterijus buvo galingesnis. Pagal 3.1-3.2 lenteles galima
pastebéti, kad, esant dideliems imties dydziams, daugumos nagrinéty suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijy galia yra artima 1. ISskyrus D’ Agostino (DA) kriterijy,
kurio galia zymiai mazesné uz kity kriterijy.
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3.1 lentelé. Vidutine kriterijy galia ir standartinis nuokrypis simetriniy skirstiniy
grupei su skirtingais imties dydziais

Imties dydis
Kriterijai 32 64 128 256 512 1024

Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD

AD  0,7140,169 0,799 0,123 0,863 0,089 0,909 0,062 0,939 0,041 0,957 0,031
Baksh 0,211 0,032 0,472 0,061 0,866 0,053 0,995 0,005 0,999 83E-8 0,999 83E-8
BCMR 0,718 0,171 0,809 0,123 0,875 0,089 0,92 0,059 0,947 0,038 0,962 0,023
BHS  0,4310,1890,551 0,194 0,663 0,175 0,752 0,139 0,818 0,108 0,868 0,084
BHSBS 0,68 0,1910,778 0,14 0,85 0,1050,903 0,07 0,938 0,044 0,959 0,03
BM1  0,6280,1730,754 0,13 0,853 0,096 0,917 0,064 0,949 0,038 0,962 0,022
BM2  0,7260,166 0,835 0,118 0,905 0,08 0,945 0,049 0,965 0,029 0,974 0,017
BS  0,7170,181 0,81 0,1290,877 0,09 0,92 0,06 0,947 0,039 0,961 0,024
CC1  0,6580,1770,743 0,135 0,816 0,103 0,877 0,075 0,921 0,051 0,948 0,033
CC2  0,7120,176 0,805 0,121 0,873 0,085 0,92 0,056 0,949 0,035 0,962 0,02
CHI2 0,663 0,21 0,778 0,177 0,842 0,153 0,884 0,144 0,941 0,089 0,945 0,096
CVM 0,591 0,135 0,733 0,093 0,805 0,069 0,855 0,049 0,919 0,028 0,949 0,017
ChenS 0,717,174 0,806 0,126 0,871 0,091 0,915 0,062 0,943 0,042 0,96 0,026
Coin  0,7350,171 0,83 0,1170,891 0,081 0,93 0,053/0,952 0,034 0,963 0,021
DA 0,2660,121 0,295 0,095 0,314 0,066 0,319 0,043 0,315 0,028 0,311 0,021
DAP  0,7230,185 0,82 0,13 0,883 0,09 0,924 0,059 0,948 0,037 0,962 0,023
DH  0,7090,174 0,805 0,126 0,877 0,09 0,925 0,059 0,95 0,036 0,963 0,022
DLDMLRn 0,705 0,18 0,8 0,1280,869 0,09 0,918 0,06 0,947 0,038 0,962 0,023
DLDMXAPD 0,725 0,174 0,817 0,126 0,883 0,088 0,925 0,057 0,95 0,036 0,962 0,022
DLDMZEPD 0,73 0,178 0,826 0,122 0,889 0,083 0,929 0,054 0,952 0,034 0,963 0,021
EP  0,7060,1710,7970,12310,859 0,094 0,91 0,06 0,946 0,038 0,96 0,025
Filli  0,7120,1660,805 0,121 0,875 0,087 0,922 0,058 0,949 0,036 0,962 0,022
GG  0,6580,166 0,76 0,125 0,85 0,0920,915 0,062 0,949 0,0370,962 0,022
GLB  0,7120,1710,798 0,124 0,863 0,09 0,909 0,062 0,939 0,041 0,957 0,027
GMG  0,7870,132 0,862 0,092 0,140,062 0,946 0,04 0,965 0,025 0,975 0,014
H1 0,799 0,166 0,862 0,118 0,852 0,09 0,999 53E-60,999 21E-8 0,999 S3E-8
H2  0,7280,209 0,8 0,1530,7750,116/0,764 0,085 0,762 0,062 0,766 0,045
H3 0,67 0,241 0,751 0,1880,7160,1380,698 0,1 0,692 0,073 0,694 0,053
H4  0,6310,2550,706 0,218 0,662 0,166 0,641 0,118 0,634 0,084 0,636 0,061
JB  0,6430,173 0,762 0,13 0,856 0,096 0,918 0,063 0,949 0,038 0,963 0,022
KS  0,5850,104 0,723 0,072 0,789 0,056 0,836 0,041 0,905 0,025 0,939 0,016
LF  0,6710,1780,7580,133 0,828 0,1 0,8830,0720,921 0,049 0,947 0,033
Ml 0,6320,143 0,676 0,098 0,705 0,068 0,724 0,046 0,736 0,029 0,745 0,019

| N1 0,245/ 0,01 ]0,585[0,015[ 0,97 [0,004]0,999149E-8/0,99949E-810,99949E-9
SF 0,7150,166 0,807 0,121 0,876 0,087 0,923 0,057 0,949 0,036 0,962 0,022
SW  0,7180,172 0,808 0,124 0,874 0,089 0,919 0,06 0,946 0,039 0,962 0,024
SWRG  0,6940,1850,7750,133 0,834 0,1 0,882 0,074 0,916 0,055 0,946 0,04
ZQ 0,513 0,23 0,5740,201 0,628 0,16 0,668 0,123 0,696 0,092 0,717 0,066
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Imties dydis
Kriterijai 32 64 128 256 512 1024
Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD
ZQQstar 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15
ZQstar 0,5130,2310,576 0,202 0,63 |0,161/0,669/0,124/0,697 0,091 0,718 0,064
ZW1 0,71 0,1780,799 0,129/0,864 0,095 0,91 0,066/ 0,94 0,044/0,959 0,028
ZW2 0,715 0,17 0,806/0,122 0,869 0,087 0,912/ 0,06 0,939 0,041 0,957 0,027

3.2 lentelé. Vidutiné kriterijy galia ir standartinis nuokrypis asimetriniy skirstiniy
grupei su skirtingais imties dydziais

Imties dydis
Kriterijai 32 64 128 256 512 1024

Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD

AD 0,729 0,159 0,8350,112/0,908 0,068 0,949 0,037 0,969 0,022 0,984 0,015
Baksh 0,1730,013/0,385 0,026 0,809 0,027 0,997 0,002/0,999 14E-8 0,999 22E-9
BCMR 0,749 0,15 0,856 0,1 0,924 0,056 0,958 0,03 0,9770,018 0,991 0,01
BHS 0,529 0,183/0,664 0,167 0,769/0,138 0,855/0,102/0,915 0,066 0,95 0,038
BHSBS 0,5380,207 0,652 0,182/0,747 0,15 0,834/0,113 0,902 0,072 0,944 /0,046
BMA1 0,6440,1820,8020,1220,901 0,068 0,952 0,033 0,975 0,0180,989/0,011
BM2 0,7370,156 0,859 0,1020,931 0,056 0,965 0,028 0,981 0,016 0,993 0,008
BS 0,506 0,236/0,588 0,226 0,665/0,2050,738/0,177 0,805 0,143/0,859 0,109
CC1 0,7350,155/0,846 0,103 0,919/0,059/0,9570,031 0,977 0,019 0,991 0,01
CC2 0,579 0,23 0,682 0,196 0,7770,148/0,856 0,096 0,916 0,051 0,956 0,025
CHI2 0,645 0,203/0,799 0,149 0,881/0,1020,934/0,058 /0,965 0,028 0,98 0,018
CVM 0,594 0,14 10,755 0,098 0,836 0,064/0,8870,035/0,935 0,018 0,957 0,013
ChenS 0,756 0,147 0,862 0,097 0,928 0,054 0,961 0,029 0,978/0,018 0,991 0,01
Coin 0,48 0,225 0,556 0,218 0,63 (0,202 0,7 |0,1840,769 0,161 0,831 0,13
DA 0,2370,147 0,223 0,128 0,209 0,108 0,198 0,089 0,191 0,072 0,186 0,057
DAP 0,7050,176 0,826 0,118 0,91 0,066 0,955 0,034 0,977 0,019 0,99 | 0,01
DH 0,7240,161 0,845 0,107 0,921 0,058 0,957 0,03 0,977 0,019 0,991 0,01
DLDMLRnN 0,576 0,227 0,686 0,197 0,78 0,1560,8560,1140,912 0,075 0,949 0,046
DLDMXAPD 0,726 0,162/0,843 0,109 0,918 0,062 0,955/0,033/0,975 0,02 0,989 0,012
DLDMZEPD 0,5450,237 0,639 0,219 0,724 0,189 0,798 0,153/0,858/0,115/0,905 0,081
EP 0,739 0,16 0,846 0,107 0,913/0,066/0,9510,033/0,975 0,02 0,988 0,01
Filli 0,73210,157/0,842 0,107 0,9150,061 0,953 0,032/0,974 0,02 0,989 0,011
GG 0,672 0,202/0,805 0,1320,8980,073 0,949 0,035/0,973 0,019/0,988 0,011
GLB 0,7250,162/0,831 0,115 0,9050,071/0,9470,039 0,969 0,023 0,984 0,015
GMG 0,6830,1710,751 0,148 0,809 0,122/0,859 0,098 0,901 0,072/0,932 0,05
H1 0,816 0,148 0,896 0,095 0,896 0,068 0,999 0,015 0,999 0,003 /0,999 2E-7
H2 0,744 0,1910,833 0,141 0,826 0,106 0,83 0,077 0,836 0,0530,8450,037
H3 0,697 0,216/0,784 0,17 0,764/0,1320,764/0,098 0,77 0,069 0,781/0,049
H4 0,669 0,2310,749 0,189 0,715/0,149 0,71 |0,111,0,714 0,08 0,726 0,057
JB 0,662 0,179/0,808 0,12 0,9040,067 0,953 0,033/0,975 0,018/0,989 0,011
KS 0,58210,111/0,736 0,081 0,81 10,059 0,863/0,0360,921 0,018 0,9450,012
LF 0,671 0,177/0,786 0,123 0,872/ 0,09 0,9290,053/0,959 0,03 0,976 0,018

MI 0,644 0,1980,731 0,162 0,7980,125 0,843 0,093/0,872 0,068 0,89 0,051
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Imties dydis
Kriterijai 32 64 128 256 512 1024

Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD
[ N1 [0,464]0,061]0,761]0,028] 0,99 [0,002/0,999| 5E-8[0,999/41E-8/0,999/55E-9]
SF 0,736 0,156 0,846 0,105 0,918 0,059 0,955 0,031 0,975 0,02 0,989 0,011

SW  0,7530,149 0,859 0,098 0,925 0,055 0,959 0,03 0,977.0,018 0,991 0,01
SWRG 0,758 0,1450,861 0,097 0,927 0,056 0,96 0,03 0,977 0,018 0,99 0,011
ZQ 0,22 0,085 0,21 0,066 0,202 0,049 0,191 0,036 0,183 0,028 0,174 0,021
ZQQstar 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 4E-15
ZQstar 0,57 0,17 0,639 0,1390,693 0,11 0,7320,0850,761 0,065 0,781 0,049

ZW1 0,749 0,143 0,852 0,094 0,918 0,054 0,955 0,03 0,976 0,017 0,989 0,01
ZW2 0,764 0,145 0,87 0,093 0,932 0,051 0,962 0,028 0,98 0,017 0,991 0,009

3.3 lentelé. Vidutin¢ kriterijy galia ir standartinis nuokrypis modifikuoty normaliyjy
skirstiniy grupei su skirtingais imties dydziais

Imties dydis
Kriterijai 32 64 128 256 512 1024

Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD

AD 0,6620,176 0,756 0,1340,825/0,098 0,872/0,072 0,9050,055 0,931 0,042
Baksh 0,222 0,02 0,519 0,036 0,931 0,017 0,999 86E-6 0,999 4E-130,999 8E-14
BCMR 0,652/0,1790,7560,1350,831 0,096 0,88 0,068 0,913 0,05 0,935 0,038
BHS 0,463 0,189 0,585 0,185 0,676 0,16 0,744/0,132 0,796 0,108 0,834 0,089
BHSBS 0,568 0,214/0,701 0,172 0,787 0,128 0,847 0,093 0,89 0,068 0,918 0,052
BM1 0,4940,173 0,652 0,149 0,779 0,112 0,86 0,079 0,904 0,056 0,93 0,041
BM2 0,641 0,176 0,77 10,135/0,8540,093 0,904 0,063 0,934/0,043 0,953 0,03
BS 0,5870,218 0,688 0,186 0,77 0,1470,833/0,112 0,881 0,084 0,916 0,06
CC1 0,567 0,187 0,669 0,157/0,761 0,119 0,83 0,087 0,878 0,065 0,912 0,05
CC2 0,576 0,202/0,6750,166/0,763 0,127 0,833 0,093 0,887 0,066 0,923 0,047
CHI2 0,566 0,226 0,728 0,168 0,808 0,1250,866 0,089 0,914 /0,058 0,939 0,041
CVM 0,5570,1380,708/0,095/0,779 0,071 0,833 0,05 0,897 0,033 0,93 0,024
ChenS 0,656 0,18 0,759 0,136 0,833 0,096 0,882 0,07 0,915 0,051 0,937 0,038
Coin 0,5790,214/0,691 0,18 /0,781 0,137 0,846 0,099 0,889 0,07 0,918 0,052
DA 0,314/0,156 0,342 0,141 0,367 0,12 0,3880,097 0,405 0,077 0,418 0,06
DAP 0,617 0,2010,7330,158/0,818 0,11 0,872/0,076 0,906 0,055 0,93 0,042
DH 0,6170,195 0,727 0,156 0,815/0,1110,8720,076 0,907 0,055 0,93 ' 0,041
DLDMLRn 0,5810,211/0,687/0,175/ 0,78 0,131 0,8520,091 0,902 0,062 0,933 0,041
DLDMXAPD 0,6510,189/0,754 0,146 0,831 0,104 0,879 0,073 0,912/0,055/0,935 0,041
DLDMZEPD 0,595 0,22 0,698 0,184 0,78 0,142 0,842 0,106 0,8870,077 0,919 0,056
EP 0,64 10,179 0,7480,136 0,819 0,096 0,865 0,07 0,906 0,056 0,931 0,046
Filli 0,6370,178 0,743 0,136 0,823/0,098 0,877 0,069 0,911/0,049 0,933 0,036
GG 0,5290,1920,6570,151/0,775 0,112 0,86 0,078 0,906 0,054/0,932 0,039
GLB 0,659 0,1780,755/0,135/0,823 0,1 0,87 0,072 0,903 0,056 0,93 0,044
GMG 0,6880,1650,7710,137 0,836 0,104 0,883 0,075 0,917 0,055 0,942 0,041
H1 0,743 0,187 0,816 0,138 0,799 0,104/0,999 22E-8 0,999 17E-9 0,999 95E-9

H2 0,7110,197 0,775 0,153 0,741 0,117 0,723 0,087 0,716 0,064 0,716 0,047
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Kriterijai

H3
H4
JB
KS
LF
Mi

Imties dydis
32 64 128 256 512 1024
Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD Galia STD
0,688/0,209 0,749 0,167 0,704 0,127 0,68 0,093 0,67 0,068 0,668 0,051
0,675 0,22 0,73 0,179 0,677 0,1360,649 0,098 0,637 0,072 0,634 0,053
0,515/0,176 0,6620,149 0,783 0,111 0,861 0,079 0,904 0,056 0,93 | 0,041
0,564/0,108 0,71 0,073/0,772 0,058 0,825 0,042 0,893 0,026 0,924 0,02
0,6260,1840,724/0,143 0,796 0,109 0,85 0,082 0,889 0,062 0,917 0,048
0,494/0,197 0,536 0,1610,563 0,127 0,578 0,098 0,5850,075 0,59 ' 0,059

| N1

0,2430,009]0,581]0,014]0,972]0,003|0,99943E-8/0,99927E-9/0,999/69E-11]

SF
SW
SWRG
Z2Q
ZQQstar
ZQstar
ZWA1
ZW?2

0,6420,1770,747 0,135 0,826 0,096 0,879 0,068 0,912 0,049 0,934 0,036
0,654 0,18 0,758/0,135/0,8320,096 0,882 0,068 0,915 0,049 0,937 0,036
0,6430,188/0,746 0,145 0,818 0,101 0,864 0,076 0,901 0,059 0,931 0,046
0,3820,189 0,422 0,182/0,459 0,165 0,489 0,144 0,5620,1250,522' 0,103
0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 8E-15 0,05 3E-15 0,05 2E-15
0,3940,173/0,423 0,157 0,45 0,136 0,472/0,115 0,487 0,097 0,498 0,083
0,6350,1810,737 0,14 0,816 0,1 0,87 0,072 0,906 0,0530,931 0,039
0,64 0,1830,749 0,14 0,826 0,097 0,876 0,069 0,907 0,051 0,931 0,039

Atliktas papildomas tyrimas, siekiant jvertinti maziausig imties dydj, ties
kuriuo NI kriterijus tampa galingesnis simetrisky, asimetriniy ir modifikuoty
normaliyjy skirstiniy grupéms. Atsizvelgiant | 3.1-3.3 lenteliy rezultatus, Hoskingl
ir NI kriterijai buvo taikomi 80, 90, 100, 105, 110, 115 dydzio imtims. Gauti
rezultatai pateikiami 3.4 lenteléje. Pagal gautus rezultatus nustatyta, kad NI
kriterijus yra galingiausias, kai n > 112, simetriniy skirstiniy grupei, taip pat, kai
n = 112, asimetriniy skirstiniy grupei ir kai n = 88 — modifikuoty normaliyjy
skirstiniy grupei. IS 3.4 lentelés matyti, kad NI kriterijus yra galingiausias gama
skirstinio atveju, kai n = 32. Taip pat nustatyta, kad Kosi ir lognormaliojo skirstiniy
atvejais NI kriterijus yra galingiausias, kai n > 255. Tam jtakos turi ilgos Siy
skirstiniy uodegos [P1].

3.4 lentelé. Minimalus imties dydis, kai N1 kriterijus tampa galingiausias

Minimalus imties dydis

Nr. Skirstinys Skirstinio grupé (n)

1. | Standartinis normalusis Simetriné 46

2. Beta Simetriné 88

3. Kosi Simetriné 257

4. | Laplaso Simetriné 117

5. | Logistinis Simetriné 71

6. | Stjudento Simetriné 96

7. Beta Asimetriné 108

8. | Chi-kvadrato Asimetriné 123

9. Gama Asimetriné <32
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Nr. Skirstinys Skirstinio grupé NigupaliSntssivaE

(n)
10.  Gumbelio Asimetriné 125
11. | Lognormalusis Asimetriné 255
12. | Veibulo Asimetriné 65
13. | Normall Modifikuota 70
14. | Normal2 Modifikuota 93
15.  Normal3 Modifikuota 72
16.  Normal4 Modifikuota 117

Siekiant papildyti 3.1-3.3 lentelése pateiktus rezultatus, nubraizytos 5
galingiausiy kriterijy galios kitimo diagramos kiekvienam nagrinétam skirstiniui.
Daugiamaciy duomeny vizualizavimo groteliy metodu (angl. trellis display) [112]
nubraizyti grafikai pateikiami 3.1-3.3 paveiksluose. IS 3.1 pav. matyti, kad
standartinio normaliojo skirstinio atveju N1 kriterijus yra galingiausias, kai n > 64.
3.2 pav. parodo, kad gama skirstinio atveju N/ kriterijus yra galingiausias visiems
nagrinétiems imciy dydziams. I§ 3.3 pav. matyti, kad visiems nagrinétiems
modifikuotiems normaliesiems duomeny skirstiniams N/ kriterijus yra
galingiausias, kai n > 128. Apibendrinant 3.1-3.3 pav. galima teigti, kad Cheno ir
Sapiro, Gelo, Miao ir Gastwirtho, Hoskingol bei modifikuoto Sapiro ir Vilko
kriterijy galia didéja, didinant imties dyd;j. Pasitilyto kriterijaus galia padidéja, kai
imties dydis yra 128 ir iSlicka artima 1 esant didesniems imties dydziams.
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3.1 pav. Penkiy galingiausiy kriterijy galios kitimas simetriniams skirstiniams
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3.2 pav. Penkiy galingiausiy kriterijy galios kitimas asimetriniams skirstiniams

skirstinys = NORMAL1 skirstinys = NORMAL2

Galia

skirstinys = NORMAL3 skirstinys = NORMAL4

2 64 128 26 512 1024 32 (] 128 %6 512 1024
Imties dydis
Kriterijus ChenS  mmim GMG et Hi i N1 SWRG

3.3 pav. Penkiy galingiausiy kriterijy galios kitimas modifikuotiems normaliesiems
skirstiniams

3.2. Daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo Kriteriju galios
lyginamoji analizé

Siame skyriuje pateikiamas daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijy lyginamasis modeliavimo tyrimas. Pasirinkti kriterijai (chi-kvadrato,
Kramerio ir von Mises, Andersono ir Darlingo, Doorniko ir Hanseno, Roystono,
Mardijos, Energijos, Lobato ir Velasco, Henze ir Zirklerio, Nikulino, Rao ir Rosono,
Dzhaparidze ir Nikulino bei N2) lyginami pagal galia. Siam tyrimui taip pat taikytas
Monte Karlo modeliavimo metodas n = 32,64, 128,256,512,1024 dydzio imtims
su reikSmingumo lygmeniu (¢ = 0,05). Kriterijy palyginimui pasirinkti beta, Kosi,
Laplaso, logistinis, Stjudento, standartinis normalusis, chi-kvadrato, gama,
Gumbelio, lognormalusis, Veibulo, misrieji, normaliojo skirstinio misiniy duomeny
pasiskirstymai. Siy skirstiniy duomenys generuoti d = 2,5,10 dydzio
dimensijoms. Modeliavimas atliktas naudojant 1 000 000 nepriklausomyjy imciy.

Pasiiilytas pasiskirstymo tankiy skirtumo vertinimu paremtas daugiamatis
kriterijus modeliuotas su jvairiomis skirtingomis glodumo (h) parametro
reikSmeémis. Kriterijaus glodumo parametro reikSmeés atrinktos eksperimentiniu
btadu: nuo 0,05 iki 10 su zingsniu 0,1. Kriterijaus h parametro reikSmeés nustatytos
2-10 dydzio dimensijoms su skirtingais triukSmo klasterio svoriais (P, =
0; 0,001; 0,005; 0,01; 0,05; 0,1). Nustacius h reikSmes, kurioms esant vidutinés
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statistikos (7"*) reikSmés buvo didZiausios, ty h reikSmiy aplinkoje atlikta
patikslinanti h reikSmeés paieska naudojant trumpesnj zingsnio ilgj. Gauti rezultatai
grafiskai vaizduojami 3.4 pav., o tikslios parametry reik§més pateikiamos 2 priede
(kartu su statistikos 7" reikSme). I§ 3.4 pav. matyti, kad, kai d jgyja lygine reikSme,
tai glodumo parametras did¢ja didinant triuk§mo klasterio svorj, o prieSingu atveju
didinant pgy, h nezymiai pakinta.
N2 kriterijaus modeliavimas atliktas su vidutinémis h reikSmémis [P2]:

e kaid =2, tai h = 1,05;

e kaid =5,taih=0,1;

o kaid =10,taih = 2,4.

ISsamesnis $io kriterijaus apraSymas pateiktas 2.2.4 poskyryje.

dimensija = 2 dimensija = 3 dimensija=4 dimensija = 5 dimensija = 6
275

005005 005 005 % o
BSOS )

0 0.5 005

= dimensija =7 dimensija = B dimensija =9 dimensia = 10

0 002 004 006 008 010 0 002 004 006 008 010 O 002 004 006 008 0,10 0 002 004 006 008 010 0 002 004 006 008 010
Do

3.4 pav. Glodumo parametro kitimo priklausomybeé nuo triuk§mo klasterio svorio
ir dimensijos

Atliekant daugiamaciy kriterijy modeliavimo tyrima taikyti lygiagretieji ir
paskirstytieji skaiCiavimai. 13 (jskaitant ir naujai pasitlytg, paremtg apvertimo
formule) daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy galia buvo
skaiiuojama jvairiems imties dydziams, naudojant skirtingus skirstinius ir jy
misinius. D¢l didelio kiekio modeliavimo rezultaty, pasiskirstymai buvo sugrupuoti
i simetriniy, asimetriniy, misriyjy ir normaliojo skirstinio misiniy grupes. Siy grupiy
vidutinés galios ir standartinio nuokrypio reik§més kiekvienam kriterijui su visais
nagrinétais imties dydziais, yra pateikiamos 3.5-3.8 lentelése. Palyginus Siose
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lentelése pateiktas galios reikSmes nustatyta, kad naujai pasitlytas N2 kriterijus yra
galingiausias simetriniy ir miSriyjy skirstiniy grupéms. Asimetriniy skirstiniy
grupéje galingiausi yra N2 (kai d = 2) ir Roy (kai d = 5 ir 10) kriterijai. Normaliojo
skirstinio miSiniy grupéje taip pat galingiausi yra N2 (kaid = 2 ir 5) ir Roy (kaid =
10 su n = 256,512,1024) kriterijai. Visais nagrinétais atvejais N2 kriterijaus
sklaida buvo maziausia. Palyginus Mardia kriterijus (Marl ir Mar2), paremtus
asimetrijos ir eksceso koeficientais, nustatyta, kad Marl yra galingiausias tik
asimetriniy skirstiniy grupei, o simetriniy skirstiniy grupei Sio kriterijaus galia yra
maziausia (lyginant su kitais kriterijais) [P2, K4, K5].

3.5 lentelé. Vidutiné daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy galia
ir standartinis nuokrypis simetriniy skirstiniy grupei

Imties dydis

32 64 128 256 512 1024
Galia [STD Galia STD Galia STD|Galia STD|Galia| STD Galia STD
d=2
AD 0,651 02 0,778 0,151 0,867 0,099 0,92 0,054 0,939 0,028 0945 0,021
CHI2 0,57 0205 0,692 0,176 0,798 0,135 0873 0,086 00912 0,057 0,932 0,041
CVM 0,652 02 0,779 0,152 0,868 0,098 0,92 0,053 0,94 0,029 0945 0,021
DH 0,677 0,18 0,809 0,128 0,892 0,076 0,932 0,041 0,945 0,025 0,949 0,022
DN 0,565 0,208 0,671 0,181 0,768 0,145 0,847 0,104 0,903 0,069 0,937 0,04
Energijos 0,65 0,180 0,77 0,145 0,86 0,095 0,914 0,058 0941 0,034 00948 0,024
HZ 0,644 0,186 0,765 0,143 0,853 0,097 0,906 0,063 0,936 0,039 0947 0,027
LV 0,696 0,182 0815 0,127 0893 0,076 0,932 0,041 0,945 0,025 0,949 0,022
N2 0,999 [0,003( 0,999 [95E-9| 0,999 [9E-10| 0,999 6}(];:' 0,999 (94E-10| 0,999 [3E-13|
Mar1 0,532 0,189 0,617 0,17 0,681 0,144 0,721 0,126 0,743 0,114 0,758 0,108
Mar2 0,605 0,183 0,751 0,147 0,857 0,099 0,917 0,055 0942 0,03 095 0,022
NRR 0,608 0,202 0,736 0,165 0,842 0,116 0,91 0,068 0941 0,034 00949 0,023
Roy 0,703 0,177 0,819 0,123 0,891 0,078 0,929 0,043 0,944 0,028 0095 0,022
d=5

AD 0,644 0,184 0,791 0,14 0,883 0,084 0,929 0,043 0,942 0,025 0,946 0,021
CHI2 0,531 0,191 0,656 0,177 0,773 0,145 0,864 0,093 0916 0,055 0,941 0,033
CVM 0,624 0,181 0,775 0,144 0,876 0,089 0,926 0,046 0,942 0,026 0946 0,021
DH 0,735 0,149 0,864 0,086 0,924 0,044 0,941 0,026 0,946 0,023 0,949 0,022
DN 0,585 0,193 0,7 0,167 0,806 0,127 0,886 0,084 0,932 0,045 0,949 0,027
Energijos

0,632 0,171 0,758 0,137 0,863 0,089 0,921 0,051 0,945 0,028 0,949 0,022
HZ 0,622 0,172 0,755 0,146 0,856 0,098 0,91 0,062 094 0,035 00949 0,024
LV 0,763 0,15 0,871 0,085 0,925 0,044 0,941 0,026 0946 0,023 0949 0,022
|N2 | 0,985 |o,041| 0,989 |0,027| 0,988 0,027| 0,987 |0,03| 0,981 | 0,032 | 0,985 |o,03|
Mar1 0,523 0,155 0,621 0,14 0,696 0,11 0,735 0,087 0,752 0,074 0,764 0,07
Mar2 0,637 0,162 0,792 0,131 0,89 0,074 0,934 0,036 0948 0,024 0095 0,023
NRR 0,602 0,186 0,739 0,159 0,851 0,108 0,916 0,06 0944 0,031 0095 0,022
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Imties dydis

32 64 128 256 512 1024

Galia STD|Galia STD Galia [STD Galia STD|Galia STD Galia STD

Roy 0,784 0,135 0875 0,084 0,924 0,046 00941 0029 0947 0023 095 0,021
d=10

AD 0,557 0,172 0,754 0,145 0,878 0,083 0,928 0041 0,942 0023 0945 0,021
CHI2 0473 0,198 0,604 0,173 0,726 0,156 0,824 0,114 0,891 0,071 0,928 0,042
CVM 0,534 0,171 0,728 0,148 0,865 0,091 00922 0047 0,941 0025 0945 0,021
DH 0,754 0,126 0,884 0,062 0,934 0,03 0941 0023 0,945 0023 0948 0,022
DN 0,599 0,194 0,704 0,161 0,817 0,123 0896 0,078 0,936 0041 00949 0,024
Energijos

0,598 0,157 0,709 0,132 0,821 0,094 0906 0,055 0,943 0,028 0,948 0,021
HZ 0,604 0,149 0,71 0,149 0,831 0,114 0901 0066 0,937 0039 0949 0,024
LV 0,791 0,125 0893 0,062 0,935 0,03 0941 0023 0,945 0023 0948 0,022
N2 | 0,997 [0,026] 0,998 [0,023] 0,998 [0,017] 0,998 [0,013] 0,991 | 0,037 | 0,991 [ 0,04 |
Mar1 0458 0,128 0,592 0,116 0,676 0,096 0,733 006 0,747 0,053 0,756 0,049
Mar2 0,65 0,147 0802 0,127 0,899 0,077 094 0033 0951 0025 095 0,022
NRR 0,599 0,188 0,719 0,158 0,844 0,11 0913 0063 0,942 0032 0949 0,022
Roy 0,834 0,101 00905 0,058 0,934 0,032 0943 0024 0,946 0022 095 0,021

3.6 lentelé. Vidutiné daugiamaciy suderinamumo hipotezes tikrinimo kriterijy galia
ir standartinis nuokrypis asimetriniy skirstiniy grupei

Imties dydis

32 64 128 256 512 1024
GaliaSTD GaliaSTD Galia STD Galia STD GaliaSTDGalia STD
d=2

AD 0,634 0,196 0,744 0,146 0,827 0,11 0,897 0,08 0,954 0,044 0,985 0,016
CHI2 0,631 0,227 0,767 0,173 0,861 0,125 0,931 0,083 0,977 0,039 0,996 0,012
CVM 0,639 0,196 0,744 0,144 0,822 0,112 0,892 0,083 0,949 0,048 0,982 0,019
DH 0,852 0,12 0,956 0,057 0,995 0,013 0,999 59E-5 0,999 11E-8 0,999 56E-9
DN 0,55 0,209 0,657 0,171 0,724 0,132 0,774 0,114 0,816 0,104 0,864 0,088
Energijos

0,832 0,129 0,93 0,078 0,985 0,028 0,999 0,003 0,999 0,001 0,999 7E-5
HZ 0,811 0,13 0,906 0,086 0,968 0,042 0,995 0,01 0,999 61E-5 0,999 42E-7
LV 0,87 0,115 0,961 0,054 0,995 0,012 0,999 54E-5 0,999 95E-9 0,999 4E-11
N 0,999 10,003] 0,999 |SE-11] 0,999 |64E-11] 0,999 91E-11] 0,999 3E-12] 0,999 35E-13
Mar1 0,813 0,151 0,941 0,073 0,992 0,018 0,999 0,001 0,999 92E-8 0,999 11E-10
Mar2 0,63 0,244 0,776 0,191 0,876 0,139 0,947 0,086 0,988 0,033 0,999 0,007
NRR 0,639 0,204 0,759 0,154 0,841 0,12 0,915 0,087 0,968 0,047 0,993 0,016
Roy 0,877 0,106 0,962 0,052 0,995 0,012 0,999 58E-5 0,999 27E-8 0,999 12E-10

d=5

AD 0,614 0,188 0,763 0,136 0,869 0,1 0,946 0,059 0,984 0,019 0,995 0,003
CHI2 0,6 0,212 0,779 0,155 0,892 0,108 0,965 0,056 0,994 0,015 0,999 0,002
CVM 0,608 0,186 0,761 0,135 0,869 0,101 0,947 0,059 0,985 0,02 0,995 0,003
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Imties dydis

32 64 128 256 512 1024

GaliaSTD GaliaSTD Galia STD Galia STD GaliaSTDGalia STD
DH 0,915 0,086 0,99 0,02 0,999 84E-5 0,999 46E-9 0,999 1E-10 0,999 37E-13
DN 0,551 0,203 0,675 0,156 0,748 0,121 0,812 0,107 0,872 0,089 0,926 0,063
Energijos | 0,854 0,117 0,958 0,055 0,996 0,011 0,999 24E-5 0,999 12E-8 0,999 S59E-9
HZ 0,798 0,128 0,907 0,088 0,974 0,038 0,998 0,007 0,999 14E-5 0,999 1E-10
LV 0,932 0,077 0,992 0,017 0,999 71E-5 0,999 33E-9 0,999 91E-9 0,999 51E-10
- 0,982 10,055| 0,989 10,043] 0,997 | 0,018 | 0,997 | 0,017 | 0,999 |0,007| 0,999 | 22E-8
Mar1 0,803 0,143 0,954 0,063 0,997 0,008 0,999 67E-6 0,999 17E-8 0,999 87E-8
Mar2 0,623 0,197 0,791 0,158 0,908 0,107 0,978 0,043 0,997 0,011 0,999 0,003
NRR 0,61 0,196 0,763 0,145 0,869 0,109 0,95 0,066 0,989 0,023 0,999 0,003
Roy 0,945 0,066 0,993 0,016 0,999 62E-5 0,999 1E-7 0,999 34E-8 0,999 11E-10

d=10

AD 0,483 0,194 0,707 0,132 0,863 0,103 0,955 0,052 0,99 0,013 0,996 89E-5
CHI2 0,443 0,206 0,712 0,169 0,87 0,115 096 0,059 0,994 0,016 0,999 0,001
CVM 0,459 0,191 0,7 0,132 0,859 0,104 0,953 0,054 0,989 0,013 0,996 0,001
DH 0,944 0,065 0,998 0,007 0,999 44E-7 0,999 29E-8 0,999 9E-9 0,999 42E-11
DN 0,532 0212 0,679 0,15 0,776 0,119 0,858 0,098 0,93 0,064 0,975 0,031
Energijos

0,829 0,122 0,956 0,054 0,997 0,008 0,999 75E-6 0,999 3E-8 0,999 73E-9
HZ 0,744 0,13 0,861 0,102 0,954 0,055 0,994 0,015 0,999 56E-5 0,999 51E-9
LV 0,96 0,054 0,998 0,005 0,999 28E-7 0,999 36E-8 0,999 54E-9 0,999 4E-12
e 0,922 10,132] 0,947 |0,116] 0,98 | 0,073 | 0,995 | 0,025 | 0,996 |0,019] 0,996 | 0,02
Mar1 0,693 0,15 0,931 0,078 0,997 0,009 0,999 78E-6 0,999 49E-8 0,999 7E-11
Mar2 0,573 0,192 0,746 0,142 0,898 0,106 0,978 0,046 0,998 0,008 0,999 3E-5
NRR 0,532 0,208 0,722 0,141 0,86 0,109 0,952 0,062 0,992 0,017 0,999 0,002
Roy 0,98 0,033 0,999 0,003 0,999 21E-7 0,999 29E-8 0,999 15E-9 0,999 67E-11

3.7 lentelé. Vidutiné daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy galia

ir standartinis nuokrypis misriyjy skirstiniy grupei

Imties dydis

32 64 128 256 512 1024

GaliaSTD GaliaSTDGaliaSTD/GaliaSTD GaliaSTDGaliaSTD
d=2

AD 0,469 0,214 0,572 0,208 0,683 0,188 0,78 0,144 0,848 0,094 0,883 0,063
CHI2 0,408 0,202 0,476 0,215 0,571 0,216 0,667 0,198 0,763 0,16 0,842 0,107
CVM 0,463 0,211 0,567 0,208 0,679 0,188 0,778 0,144 0,847 0,094 0,883 0,065
DH 0,436 0,201 0,51 0,192 0,591 0,173 0,66 0,159 0,746 0,144 0,826 0,113
DN 0,439 02 0,511 0,195 0,59 0,192 0,674 0,18 0,763 0,147 0,835 0,105
Energijos 0,582 0,196 0,703 0,165 0,809 0,112 0,872 0,07 0,895 0,047 0,902 0,044
HZ 0,572 0,19 0,697 0,164 0,807 0,115 0,871 0,07 0,894 0,047 0,901 0,043

LV 453 0,203 0,547 0,195 0,667 0,163 0,749 0, , , , ,
|N2 | 0,999 |0,007| 0,999 |37E-5| 0,999 |2E-7| 0,999 |43E-9| 0,999 |7E-11| 0,999 |4E-12|
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Imties dydis

32 64 128 256 512 1024

GaliaSTDGaliaSTDGaliaSTD GaliaSTD GaliaSTD GaliaSTD
Mar1 0,476 0,202 0,577 0,186 0,659 0,154 0,717 0,127 0,76 0,101 0,78 0,086
Mar2 0,412 0,193 0,527 0,216 0,651 0,209 0,762 0,162 0,843 0,108 0,884 0,066
NRR 0,444 0,202 0,533 0,203 0,641 0,191 0,741 0,16 0,827 0,111 0,878 0,074
Roy 0,451 0,184 0,513 0,183 0,572 0,178 0,643 0,165 0,72 0,138 0,764 0,115

d=5
AD 0,626 0,207 0,749 0,132 0,805 0,097 0,852 0,074 0,88 0,057 0,894 0,045
CHI2 0,466 0,217 0,582 0,204 0,67 0,169 0,729 0,132 0,763 0,113 0,789 0,102
CVM 0,585 0,211 0,726 0,143 0,791 0,105 0,841 0,083 0,875 0,063 0,893 0,048
DH 0,545 0,209 0,631 0,178 0,695 0,142 0,747 0,113 0,777 0,091 0,795 0,087
DN 0,538 0,216 0,684 0,177 0,771 0,121 0,825 0,096 0,865 0,075 0,891 0,057
Energijos 0,703 0,148 0,788 0,097 0,845 0,068 0,88 0,052 0,894 0,044 009 0,045
HZ 0,706 0,154 0,815 0,091 0,864 0,059 0,885 0,047 0,895 0,043 0,899 0,044
LV 0,553 0,21 0,628 0,179 0,692 0,142 0,751 0,113 0,81 0,091 0,883 0,062
|N2 | 0,982 0,989 Io 045| 0,995 Io 019] 0,998 Io 019] 0,999 |41E-7| 0,999 IsE-9|
Mar1 0,584 0,174 0,675 0,133 0,722 0,105 0,75 0,092 0,766 0,085 0,778 0,085
Mar2 0,584 0,209 0,723 0,147 0,791 0,111 0,838 0,088 0,864 0,079 0,889 0,065
NRR 0,551 0,215 0,694 0,164 0,769 0,118 0,822 0,097 0,863 0,076 0,889 0,058
Roy 0,47 0,187 0,524 0,187 0,589 0,18 0,669 0,157 0,73 0,125 0,764 0,114
d=10

AD 0,688 0,161 0,753 0,095 0,775 0,092 0,802 0,091 0,833 0,086 0,866 0,072
CHI2 0,477 0,219 0,579 0,21 0,651 0,192 0,709 0,155 0,746 0,121 0,763 0,109
CVM 0,642 0,18 0,744 0,104 0,771 0,093 0,795 0,091 0,821 0,087 0,853 0,078
DH 0,58 0,207 0,69 0,143 0,736 0,11 0,761 0,097 0,778 0,091 0,791 0,087
DN 0,669 0,197 0,753 0,12 0,776 0,102 0,793 0,093 0,818 0,089 0,842 0,085
Energijos 0,719 0,104 0,744 0,086 0,777 0,084 0,823 0,077 0,875 0,058 0,897 0,043
HZ 0,745 0,106 0,78 0,081 0,821 0,081 0,87 0,061 0,892 0,044 0,899 0,043
LV 0,592 0,209 0,69 0,146 0,735 0,111 0,76 0,097 0,776 0,09 0,79 0,086
|N2 |0,916 0,942 |0,095| 0,94 0,968 0,995 |0,033| 0,997
Mar1 0,614 0,101 0,68 0,084 0,722 0,087 0,745 0,086 0,764 0,088 0,779 0,086
Mar2 0,731 0,169 0,796 0,098 0,795 0,094 0,811 0,094 0,84 0,092 0,861 0,082
NRR 0,679 0,188 0,753 0,115 0,774 0,1 0,79 0,092 0,814 0,089 0,837 0,086
Roy 0,475 0,194 0,529 0,195 0,602 0,184 0,689 0,156 0,745 0,13 0,769 0,122

3.8 lentelé. Vidutiné daugiamaciy suderinamumo hipotezes tikrinimo kriterijy galia
ir standartinis nuokrypis normaliojo skirstinio miSiniy grupei

Imties dydis

32 64 128 256 512 1024
GaliaSTD GaliaSTDGaliaSTD GaliaSTD GaliaSTD GaliaSTD
d=2
AD 0,465 0,221 0,576 0,225 0,71 0,205 0,844 0,149 0,943 0,073 0,987 0,019
CHI2 0,422 0,211 0,508 0,228 0,618 0,229 0,738 0,196 0,845 0,136 0,917 0,077
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Imties dydis

32 64 128 256 512 1024

GaliaSTD GaliaSTDGaliaSTDGaliaSTD GaliaSTDGaliaSTD
CVM 0468 0221 0,581 0,225 0,715 0,205 0,848 0,15 0,945 0,073 0,988 0,018
DH 056 0221 0,74 0,178 0,893 0,105 0,974 0,04 0,998 0,006 0,099 22E-6
DN 0428 0,205 0,503 0211 0,582 0215 0,685 0,193 0,791 0,157 0,882 0,111
Energijos 0,537 022 0,682 0,199 0,836 0,139 0,938 0,068 0,986 0,022 0,999 0,002
HZ 0,529 0214 0,672 0,198 0,823 0,145 0,926 0,077 0,977 0,031 0,998 0,006
LV 0,588 0,223 0,752 0,176 0,895 0,104 0974 0,04 0,998 0,006 0999 22E-6
N2 0,999 0,999 [ 2E-8] 0,999 | 7E-9] 0,999 [19E-9] 0,999 |2E-11] 0,999 bE-12]
Mar1 0433 0211 0544 0204 0,633 0,178 0701 0.152 0.733 0.138 0.757 0132
Mar2 0437 0201 0,563 0,226 0,707 0217 084 0,159 0,931 0,084 0977 0,032
NRR 0442 0208 0,544 022 0,664 0217 0,805 0,173 0,924 0,099 0,985 0,031
Roy 0,607 0,212 0,778 0,158 0,908 0,093 0,078 0,035 0,998 0,006 0999 81E-6

d=5
AD 045 0211 0,574 0213 0,699 0,184 0,806 0,141 0,889 0,095 0,946 0,056
CHI2 0399 0,196 0,491 0218 0,598 0212 0,702 0,183 0,787 0,145 0,857 0,105
CVM 0441 0,206 0,563 0213 0,689 0,186 0,798 0,144 0,883 0,098 0,942 0,059
DH 0,594 0,206 0,782 0,149 0,916 0,077 0,979 0,029 0,998 0,005 0,999 29E-5
DN 0443 0208 051 0211 0,594 02 0,691 0,177 0,782 0,145 0,859 0,106
Energijos 0,503 021 0,64 0,193 0,781 0,145 0,894 0,085 0,963 0,038 0,992 0,011
HZ 0485 0,199 0,621 0201 0,761 0,163 0,877 0,106 0,95 0,052 0985 0,02
LV 0,632 0,206 0,795 0,146 092 0,076 0,979 0,029 0,998 0,005 0999 29E-5
N2 [ 0,98 0994]0 028 0,997 |0016| 0,099 |0 006 0,999 [0,003] 0,999
Mar1 0384 0.199 0.516 0.196 0,619 0.169 0,694 0.138 0736 0.115 0,758 0,103
Mar2 046 0,187 0,59 0212 0,728 0,188 0,832 0,142 0,905 0,093 0,954 0,049
NRR 0442 0204 0,539 0215 0,655 0,196 0,766 0,157 0,857 0,113 0,925 0,071
Roy 0,672 0,186 0,828 0,128 0,934 0,066 0,984 0,024 0,998 0,004 0,999 45E-5
d=10

AD 0,402 0,188 0,556 0,203 0,709 0,165 0,801 0,116 0,853 0,085 0,893 0,071
CHI2 0,392 0,19 047 0212 0,587 0,207 0,688 0,17 0,76 0,138 0,818 0,115
CVM 0,396 0,185 0,537 0201 0,692 0,172 0,79 0,122 0,846 0,089 0,886 0,074
DH 062 0,18 08 0121 0915 0,069 0,973 003 0,995 0,008 0,999 72E-5
DN 0495 0216 0,536 0209 0,629 0,193 0,723 0,16 08 0,119 085 0,089
Energijos| 0,476 0204 0,599 0,182 0,723 0,143 0,834 0,1 0912 0,062 0,96 0,033
HZ 0487 0,165 0,581 0,189 0,708 0,166 0,815 0,118 0,887 0,081 0,939 0,052
LV 0,667 0,181 0,815 0,118 0919 0,067 0974 0,03 0,995 0,008 0999 7E-4
N2 0,989 0,984 [0,035] 0,977 0,971 0,03 ] 0,971 0,973
Mar1 0287 0.162 0472 0,175 0.582 0.5 0.669 0.119 0711 0,095 0.739 0,085
Mar2 0,547 0,16 0,634 0,195 0,758 0,151 0,834 0,106 0,885 0,084 0924 0,066
NRR 0,487 0,206 0,55 0,21 0,674 0,186 0,771 0,138 0,833 0,099 0,875 0,079
Roy 0,735 0,151 0,855 0,1 0939 0,052 098 0,023 0,997 0,006 0,999 63E-5

Siekiant papildyti ir pabrézti 3.5-3.8 lentelése pateiktus rezultatus, nubraizytos
jas apibendrinanCios linijinés diagramos taikant daugiamaciy duomeny
vizualizavimo groteliy metoda (angl. trellis display). Gautas grafikas pateikiamas
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3.5 paveiksle. I$ Sio paveikslo matyti, kad miisy pasiiilytas N2 kriterijus pasizymi
kur kas didesne galia nei kiti nagrinéti kriterijai. Marl kriterijaus galia yra maziausia
i$ kity kriterijy. 3.5 pav. parodo, kad didinant imties dydj daugiamaciy kriterijy galia
didéja. Didinat dimensijg kriterijy galia 8 kriterijy (AD, CHI2, CVM, Energijos HZ,
N2, Marl ir NRR) galia mazgja, o kity (DH, DN, LV, Mar2 ir Roy) Siek tiek
padidéja. Maziems imties dydziams galingiausi yra N2, Roy ir DH kriterijai.
Dideliems imties dydziams galingiausi yra N2, Energijos HZ ir LV kriterijai.

Kriterijus= AD Kriterijus= CHI2 Knterjus= CVM  Kiriterjus = DH Kriterijus= DN Kriterijus=Energijos  Kritenjus= HZ

1
08 g—o—o N\O ) //‘_ /"—Q | 0\\ ;
: \g\‘ / - \3
0.6 \ /
04
§ Kritenjus = LV Knterijus=N2 Kriterijus= Marl  Knterjus= Mar2 Kriterijus= NRR jk’mau]us= Roy
1 O—— 1
: o Oy | &
(\\; ('/*/A O )
0.6
0.4
2 5 10 2 5§ 10 2 5 0 2 5 10 2 5 10‘2 5 10 2 5 10
Dimensija
Imties dydis R S 64 S 128 256 512 = 1024

3.5 pav. Vidutiné daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy galia
visy tipy skirstiniy grupéms

Taip pat daugiamaciy kriterijy galia palyginta kiekvieno nagrinéto skirstinio
atveju. Siam palyginimui nubraizyti daugiamaciai grafikai, kurie yra pateikti
3 priede. IS 3 priede esanciy grafiky nustatyta, kad nagrinéti daugiamaciai kriterijai
yra galingiausi Kosi skirstinio duomenims, o silpniausi — standartinio normaliojo
skirstinio atveju. Palyginus 3 priede pateiktus grafikus galima pastebeti, kad
pristatytas N2 kriterijus yra vienas i$§ galingiausiy. Uz N2 kriterijy $iek tiek silpnesnis
tik Roy kriterijus. Mar1 kriterijus silpniausias standartinio normaliojo, beta, Laplaso
ir logistinio skirstiniy atvejais. DH kriterijus silpniausias gama, Gumbelio ir
lognormaliojo skirstiniy atvejais. Palyginus 3 priedo grafikus matyti, kad did¢jant
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imties dydziui daugiamaciy kriterijy galia auga. Daugiamaciy kriterijy galios
priklausomybé nuo dimensijos kiekvieno skirstinio atveju skiriasi.

3.3. Praktinis pritaikymas realiems duomenims

Siame skyriuje pateikiamas daugiama¢iy suderinamumo hipotezés
tikrinimo kriterijy AD, CHI2, CVM, DH, DN, Energijos, HZ, LV, N2, Mar1, Mar2
ir NRR praktinis pritaikymas realiems duomenims. Siam tyrimui buvo pasirinkta
keletas duomeny rinkiniy. Kriterijy galios apskaiciavimas turint realius duomenis
buvo vykdomas pagal pirmuosius du budus (t.y. kai kriterijaus statistikos
pasiskirstymas yra zinomas arba kai nezinomas). Tik neatlickamas gauty rezultaty
vidurkinimas (Zr. 2.4 sk.).

3.3.1. Prostatos specifinio antigeno rodikliy normalumo prielaidos tikrinimas

Praktiniam taikymui pasirinkti 2001-2019 metais Lietuvos sveikatos moksly
universiteto Urologijos klinikos surinkti duomenys. Sj duomeny rinkinj sudaré
2611 pacienty tyrimy rodikliai: prostatos specifinio antigeno (PSA), biocheminis
atkrytis (BCR), mirtingumas nuo vézio (CSM), bendrasis mirtingumas (OM),
radikali prostatektomija (RP), metastazés (MTS) ir kt. BCR jgijo reikSme ,,1%, kai
atlikus du tyrimus PSA > 0,2 ng/mL. MTS jgijo reikSme¢ ,,1%, kai kauly skenavimo,
kompiuterinés tomografijos arba magnetinio rezonanso tyrimais (pritaikius solidiniy
naviky atsako vertinimo Kkriterijus) aptikti skeleto ar vidaus organy pazeidimai.
ISgyvenamumas be MTS buvo apibréztas kaip laikas nuo operacijos iki MTS
nustatymo. OM buvo apibréztas kaip laikas nuo operacijos iki mirties dé¢l bet kokios
priezasties. Gyvi pacientai buvo cenziiruoti. CSM buvo apibréztas kaip laikas nuo
operacijos iki su véziu susijusios mirties. Gyvi pacientai taip pat cenziiruoti. Pacienty
duomenys uzregistruoti Prostatos vézio (PCa) duomeny bazeje [113]. Duomeny
rinkinio strukttra pateikta 3.6 paveiksle.
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Vyry skaiCius, kuriems buvo atlikta RP
n=2,611

Duomeny pasalinimo kriterijai:

e Nepilni duomenys (n = 455)

e Truksta PSA rodiklio reikSmiy per pirmasias
4-8 savaites po RP (n = 866)
Neoadjuvantinis gydymas (n = 9)
Adjuvantinis gydymas (n = 46)

Metastazes prie§ RP (n = 6)

Dingusios reik§meés (n = 2)

Triksta pradiniy PSA reik§miy (n = 2)

A 4

Vyry skaicius, kuris tinkamas tolimesnei
analizei
n=2,611

Maza PCa rizika Vidutiné PCa rizika Auksta PCa rizika

n=261 n="705 n=259

C PCa rizikos grupiy analizé >

3.6 pav. Prostatos specifinio antigeno rodikliy duomeny rinkinio strukttira

Normalumo prielaida buvo tikrinta filtruojant pacienty amziy ir PSA pagal
mirimo metus (t. y. mir¢ per pirmus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10 ir 15 mety). Nufiltruoti
duomenys buvo standartizuoti. Kriterijams buvo skai¢iuojama galia ir p-reikSmé.
Tyrimui taikyta a = 0,05. Pagal gautus rezultatus nustatyta, kad visi taikyti
daugiamaciai kriterijai atmeta H, hipotez¢ apie duomeny pasiskirstymg pagal
normalyjj skirstinj. Kriterijy CHI2, DH, Energijos, HZ, LV, N2, Mar, NRR ir Roy
galia 0,999, o p-reik§mé <0,0001. ISsiskiria DN kriterijus, kurio galia 0,576, o p-
reikSmeé 0,026.

Autoriai [113] netikrino normalumo prielaidos ir taiké su ja nesusijusius
iSgyvenamumo analizés metodus. Susipazinus su duomenimis galima patikrinti, ar
PSA jtakos turi ir kiti stebéti rodikliai (paciento amzius, gydymo biidas, pasalinty
limfmazgiy skaicius, patologiné stadija, rizikingumo lygis ir kt.). Pagal normalumo
priclaidos patikrinimo rezultatus autoriy tyrimas galéty bati prapléstas
neparametrinés dispersinés analizés metodais (pvz., Kruskalo ir Voliso
neparametrinis metodas), nustatant faktoriy jtakg PSA ir su juo glaudziai susijusiai
mirtingumo rizikai. Kai duomenys néra pasiskirste pagal normalyjj skirstinj ir
didzioji duomeny dalis yra pradiniuose laiko perioduose, tada galima pritaikyti
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Kaplano ir Mejerio iSgyvenamumo analizés metoda, siekiant nustatyti laiko trukme
nuo apibréztos pradzios (pvz., gydymo pradzia, diagnozés laikas).

3.3.2. IQOS ir tradiciniy cigareciy iSmetamy kietuju daleliy koncentracijos
normalumo prielaidos tikrinimas

Daugiamaciy suderinamumo hipotezes tikrinimo kriterijy taikymui
pasirinkta 2017 mety Kauno technologijos universiteto, Cheminés technologijos
fakulteto, Aplinkosaugos technologijos katedros mokslininky atlikty 33
eksperimenty (su skirtingomis saglygomis) duomenys. Eksperimentai buvo atlikti
13 m? ploto ir 35,8 m® talpos patalpoje. Jos schema pateikiama 3.7 paveiksle. Si
patalpa buvo jrengta panaudojant jprastas konstrukcines medziagas. Eksperimenty
patalpoje buvo jrengti oro jpitimo ir iSputimo difuzoriai bei reguliuojama
temperattira, kuri eksperimenty metu buvo +22 42 °C. Eksperimentai buvo
atlickami su manekenu. Manekeno pavir§iaus plotas 1,7 m? Jis buvo uzdengtas
tekstiline medziaga, o jo pavirSiaus temperatiira palaikoma nuo +31 °C iki +34 °C.
Aerozoliy méginiai buvo istraukti per koperio jleidimo vamzdelj ir izokinetiniu biidu
suskirstyti j méginiy émimo prietaisus. Sie prictaisai buvo i¥déstyti iskart uz
patalpos. Manekenas nuo sienos buvo atitrauktas 0,2 m atstumu (Zr. 3.8 pav.).
Eksperimenty patalpoje buvo keistas védinimas (0,2 arba 0,5, arba 1), drégmé (30
arba 50, arba 70), rukanciyjy skai¢ius (1 arba 3, arba 5), atstumas tarp jy (0,5 m arba
1 m, arba 2 m) ir rikomy cigare¢iy tipas (IQOS!'! arba tradiciné cigareté). Pirmuose
30 eksperimenty buvo naudotas 1QOS, o kituose — tradiciné cigareté. Savanoriai
vienu metu riiké cigaretes. Eksperimenty metu buvo imituojamas pasyvus rilkymas
uzdaroje patalpoje ir matuojama iSmetamy kietyjy daleliy skaitiné (Pn10) ir masés
(Pm2,5 ir Pm10) koncentracijos, daleliy koncentracijos sumazejimo/padidéjimo
rodikliai, lakiyjy organiniy junginiy (VOC) koncentracija kas sekundg, neuroniniy
karbonily (acetaldehido ir formaldehido) kiekis, nikotino kiekis, iSpuciamo
etilbenzeno (BTEX) kiekis, CO ir CO; kiekiai [114].

" 1QOS (kaitinancioji cigareté) — rakymui skirtas produktas, susidedantis i§ kaitinamo
prietaiso ir tabako lazdelés.
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3.7 pav. Eksperimenty patalpos schema

Normalumo prielaida tikrinta filtruojant Pnl0, Pm2,5, Pml0 pagal
eksperimento numerj rikymo faz¢je. Nufiltruoti duomenys standartizuoti. Tyrimo
metu apskai¢iuojama daugiamaciy kriterijy galia ir p-reikSmé su a = 0,05. Pagal
gautus rezultatus nustatyta, kad visi taikyti daugiamaciai kriterijai parodo, jog
normalumo prielaida yra atmetama. Daugumos taikyty daugiamaciy kriterijy (CHI2,
DH, Energijos, HZ, LV, N2, Mar, NRR ir Roy) galia 0,999, o p-reiksmé <0,0001.
Kity kriterijy galia taip pat artima 0,99 ir p-reikSmé yra apie 0,0001.

Autoriai [ 114] netikrino suderinamumo hipotezés apie duomeny pasiskirstyma
pagal normalyjj skirstinj. Mokslininkai analizavo tyrimg cheminiu pozitriu, taip pat
pritaiké zvalgomosios ir grafinés analizés metodus, kuriems néra bitina tikrinti
normalumo prielaidos. Remiantis tuo, kad $iy duomeny normalumo prielaida yra
atmetama, galima pritaikyti Spirmano koreliacijos koeficientg ir apskaiciuoti rysio
stiprumg tarp Pn10, Pm2,5, Pm10 ir tarp ventiliacijos, atstumo, rikanciyjy skaiciaus
ir drégmés rokymo ir neritkymo fazése. Taikant Kruskalo ir Voliso neparametrinés
dispersinés analizés metoda galima nustatyti, ar cigaretés tipas turi jtakos Pnl0,
Pm2,5, Pm10 koncentracijy vidurkiams. Tyrimg galima dar praplésti branduoliniu
regresijos metodu su Gauso branduoliu siekiant nustatyti kintamyjy ir jy pory
sgveiky svarbumg Pn10, Pm2,5, Pm10 koncentracijoms rukymo ir neriikymo fazése.

93



3.4. Darbo rezultatus apibendrinancios iSvados

Atlikus vienmaciy ir daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy

modeliavimo tyrimus galima padaryti iSvadas.

94

1. Atliktas iSsamus pasitlyto ir populiariy vienmaciy suderinamumo hipotezés

tikrinimo kriterijy galios palyginimas simetriniy, asimetriniy ir modifikuoty
normaliyjy skirstiniy grupéms. Pagal gautus modeliavimo rezultatus
nustatyta, kad simetriniy, asimetriniy ir modifikuoty normaliyjy skirstiniy
grupéms galingiausi kriterijai buvo Hoskingl (maziems imc¢iy dydziams) ir
naujai pristatytas (dideliems im¢iy dydziams) kriterijus. Hosking1 kriterijaus
galia (maziems im¢iy dydziams) 1,5-7,99 proc. didesn¢ uz antro (pagal galig)
kriterijaus simetriniy, asimetriniy ir modifikuoty normaliyjy skirstiniy
grupéms. Naujo kriterijaus galia (dideliems im¢iy dydziams) 6,2—16,26 proc.
didesné uz antro (pagal galig) kriterijaus simetriniy, asimetriniy ir
modifikuoty normaliyjy skirstiniy grupéms.

. Atliktas daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy galios

palyginimas simetriniy, asimetriniy, misriyjy ir normaliojo skirstinio miSiniy
grupéms. Pagal gautus modeliavimo rezultatus nustatyta, kad naujas
daugiamatis kriterijus buvo galingiausias simetriniy ir miSriyjy skirstiniy
grupéms. Asimetriniy ir normaliojo skirstinio misiniy grupéms galingiausi
buvo Roystono (d = 10 su n = 256,512,1024) ir naujas (kai d = 2,5)
kriterijai. Naujo kriterijaus galia (kai d = 2) 4,9-29,6 %, 0-12,2 %, 9,8—
41,7 %, 0-39,2 % didesné uz antro (pagal galig) kriterijaus simetriniy,
asimetriniy, misriyjy ir normaliojo skirstinio miSiniy grupéms.

. Daugiamaciai suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijai (jskaitant ir naujai

pasitilyta) buvo pritaikyti realiems duomeny rinkiniams. Pagal gautus
rezultatus nustatyta, kad chi-kvadrato, Doorniko ir Hanseno, Energijos,
Henzés ir Zirklerio, Lobato ir Velasco, Nikulino, Rao ir Robsono, Roystono
ir naujai pristatytas kriterijai galingai (galia = 0,999, o p-reik§mé yra <0,0001)
suveikia realiy duomeny atvejais.



IV. BENDROSIOS ISVADOS IR REKOMENDACIJOS

1. Istirtos paskirstytyjy skaiciavimy, imties dydzio, pasiskirstymy ir kriterijy
parinkimo problemos atliekant suderinamumo su normaliuoju skirstiniu
hipoteziy tikrinimo kriterijy galios analize. Pagal atlikta apzvalga tyrimui
atrinktos jvairaus tirio imtys, skirtingi duomeny pasiskirstymai — atspindintys
visas dazniausiai praktikoje sutinkamas problemas, galingiausi suderinamumo
hipotezés tikrinimo kriterijai.

2. Remiantis N-metrikos teorija, pasitlytas suderinamumo hipotezés tikrinimo
kriterijus, kuris yra galingas kity populiariy vienmaciy kriterijy konkurentas.
Darbe parodyta, kad pasiilytas kriterijus galingiausias naudoti simetriniams
duomeny rinkiniams, kuriy imties dydis n > 112, asimetriniams duomeny
rinkiniams, kuriy imties dydis n = 118, ir modifikuoty normaliyjy skirstiniy
duomeny rinkiniams, kuriy imties dydis yran > 88.

3. Atliktas naujos branduolio funkcijos parametry kalibravimas leido parinkti
tokig jos forma, kuri vertinimo poslinkj, taikant pasitilyta N-metrika paremta
suderinamumo hipotezeés tikrinimo kriterijy, sumazino iki artimo optimaliam.

4. Sukonstruotas pasiskirstymo tankiy skirtumo vertinimu ir apvertimo formulés
taikymu paremtas daugiamatis suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijus.
Daugiamaciy suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijy palyginimas
parodé, kad sukonstruotg kriterijy pakankamo dydzio imtims geriausia
naudoti 2-maciams duomenims. Didesnés dimensijos duomenims §j kriterijy
rekomenduojama naudoti su dideliais imties dydziais (n > 512).

5. Parodyta, kad daugiamaciai suderinamumo hipotezés tikrinimo kriterijai —
chi-kvadrato, Doorniko ir Hanseno, Energijos, Henzés ir Zirklerio, Lobato ir
Velasco, Nikulino, Rao ir Robsono, Roystono bei naujai pristatytas yra
galingiausi $iame tyrime naudoty realiy duomeny pasiskirstymy atvejais.
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VI. SUMMARY

INTRODUCTION

Relevance of the work

In modern data analytics, making more complex decisions is not possible
without testing hypotheses. Data analysts try to use statistical and a priori
information. They usually start their research by testing hypotheses about the
distribution of data. The information about data distribution can be useful in several
of ways, for example:

e [t can provide insights about the observed process.

e Parameters of the model could be inferred from the characteristics of data

distributions.

e [t can help to choose more specific and computationally efficient methods.

For these reasons, this study examines the issue of testing goodness of fit
hypotheses. The goodness of fit hypotheses for normality is defined as

Hy: Data distribution is normal.
H: Data distribution is not normal.

Testing of the goodness of fit hypotheses about the normal distribution of data
is applied (as an assumption) to many methods of parametric data analysis (e.g.,
correlation, variance, regression analysis, etc.). The assumption of normality is one
of the most important for many practical applications. One way to check the
assumption of normality is to graphically (i.e., draw a histogram and estimate the
distribution). However, it is not a reliable due to the high potential for error. A more
accurate way to test the assumption of normality is to apply the goodness of fit
hypothesis tests. Since 1900, many univariate and multivariate tests have been
developed to test the assumption of normality. In 1900, Karl Pearson introduced the
first test for testing the goodness of fit hypothesis, which he called the Chi-square
[1]. This test is considered as a basis of modern statistics. New tests were developed
later. Presently, some of the more popular tests include the Kolmogorov-Smirnov
[2], Anderson-Darling [3], Cramer von Mises [4], and their modifications. Tests are
based on various measures or metrics that result in different responses to data
exceptions. Therefore, the choice of the appropriate goodness of fit hypothesis test
remains important.

The object, subject, and measure of the research

The object of this research is considered to be the goodness of fit hypothesis
for testing the assumption of normality. The subject is univariate and multivariate
test for testing the goodness of fit hypothesis. A measure of power is used to compare
the tests of the goodness of fit hypothesis.

The aim of the work

Create and examine univariate and multivariate tests for testing goodness of fit
hypotheses that would be effective under the normality assumption.
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The main objectives of this research are as follows:

1. To examine the main problems, solutions, and obstacles for testing the
goodness of fit hypothesis.

2. To create new univariate and multivariate tests for testing the assumption of
normality.

3. To perform a comparative analysis of the power of created and popular
univariate and multivariate goodness of fit hypothesis test in the case of data
distributions used in research.

4. To apply the created goodness of fit hypothesis tests to real data sets.

Methodology of the research

The dissertation uses various methods of probability theory, mathematical
statistics, parallel and distributed computations and multivariate data visualisation
methods. A univariate goodness of fit test based on N-metric is proposed. The
presented multivariate test is based on the inversion formula. The empirical part
presents the results obtained by the Monte Carlo modeling method. SAS and R
statistical software were used in this work.

For the defense:

e Based on the theory of N-metric, a test for normality is proposed, which is
more powerful than the other powerful univariate tests for large sample sizes.

e A multivariate test based on the evaluation of the difference in distribution
densities and the application of the inversion formula is constructed, which
has significantly higher power than the other powerful multivariate tests for a
group of symmetric and mixed distributions.

Scientific novelty and practical significance of the research

The proposed test for testing the goodness of fit hypothesis extends, summarise
and refines the results of Bakshaev [5, 6], Klebanov [7], Kavaliauskas [8], and
Ruzgas [9]. The proposed univariate and multivariate tests are powerful competitors
to other published tests [P1, P2]. The proposed univariate test is the most appropriate
for symmetric data sets of n >112 size, for asymmetric data sets of n >118 size, and
bell-shaped distributed data sets of n >88 size. The constructed multivariate test for
moderate-sized samples is best used for 2-dimensional data. Using this test with large
sample sizes (n>512) for larger dimensions is recommended. The statistical tests
presented in this work can be successfully applied in real data analysis goodness of
fit hypothesis testing tasks. The results and recommendations of this research were
used by Hernandez [10], Szentesi et al. [11], Sergei et al. [12], Avdovi¢ et al. [120],
Ahmad et al. [121], Doz et al. [122] in their studies.

Approval of the results

There are three scientific articles published on the topic of the dissertation in
the list of the Institute for Science Information (ISI) as the main list of publications
with citing indexes, and one article is published in a peer-reviewed scientific journal
(without ISI). One publication was published in a national and three in international
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publishers. The topics of this dissertation were presented in five international and
one national conferences.The doctoral dissertation was presented:
e January 14, 2022, at the meeting of Kaunas University of Technology, Faculty
of Mathematics and Natural Sciences, Department of Applied Mathematics.
e February 15,2022, Vilnius Gediminas Technical University, Faculty of
Fundamental Sciences, Department of Mathematical Modeling.
e June 2, 2022 at the meeting of Composition of the Doctoral Committee of
Informatics.

Scope and structure of the dissertation

This doctoral dissertation consists of an introduction, tree main sections,
conclusions, references, and a list of publications. The volume of the work is 150
pages. There are 23 figures, 11 tables, and a list of 122 cited references.

I. REVIEW OF SCIENTIFIC LITERATURE

The object of the research presented in this section is the goodness of fit
hypothesis. Comparative studies of the goodness of fit hypothesis tests for the
assumption of normality are discussed.

1.1. Goodness-of-fit hypothesis and a comparative review of tests

The goodness-of-fit hypothesis is a non-parametric hypothesis about the
observed random X distribution function:

Hy: Fy = Fy(X).
HA:FX ES Fo(X).

In 1900, this hypothesis was tested when the first Chi-square test was
developed. However, the term was proposed by Lazarus and Folkman in 1984 [13]
and developed by Forsythes and Compass only in 1987 [14].

The goodness-of-fit hypothesis is most commonly used to test the assumption
of compatibility of data with normal distribution. Testing of this assumption is
important in the selection of data analysis methods. For example, in an analysis of
variance (using Fisher generalized linear model or Kruskal-Wallis nonparametric
method) [15, 16] or regression analysis (using least squares linear model or
nonparametric spline or kernel regression method) [17, 18]. The identification of the
distribution of data is also important in neural networks both in the selection of
activation functions and in the construction of the neural network [19, 20].

The tests for the goodness-of-fit hypotheses are divided into univariate and
multivariate. First, univariate tests were created and analyzed. In 1900, the
examination of the assumption about the distribution of data was started with the
Chi-square test [1]. This test is still widely used. As technology advances,
researchers created, specified, and modified univariate goodness-of-fit hypothesis
tests [10, 21-34]. Since 1981, the first studies with multivariate goodness-of-fit
hypothesis tests were begun. In 1981, Moore and Stubblebine introduced the first
multivariate Chi-square test [37]. Since then, research into the creation and
comparison of multivariate tests begun [37-46].
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Scientific publications examining the issue of the goodness-of-fit tests can be
divided into three parts:

1. Theoretical derivations and evidence for the goodness-of-fit hypothesis tests
[5,6,25,37, 39, 40, 47-49].

2. The goodness-of-fit hypothesis tests using simulation modelling research [ 10,
21-34,37-46, 50-52].

3. Use of goodness-of-fit hypothesis tests in solving real world problems [ 15-20,
53, P4].

1.2. Review and analysis of univariate tests research

At the beginning of the 20" century, the creation and analysis of univariate
tests for testing the goodness-of-fit hypothesis began [1]. Since then, new univariate
tests for goodness-of-fit hypotheses are still created and compared with others. From
a practical point of view, the test of the assumption of normality remains the most
relevant. Univariate tests are often used for data analysis. In the 21 century, research
on this topic is very active [5, 6, 10, 21-34, 47-51]. A small part of the research on
this topic was based on mathematical evidence, while the majority focused on
imitative modelling. The researchers compared a large number of classical goodness-
of-fit hypothesis tests (up to 50) in their studies. The tests were applied to various
sample sizes (from 10 to 2,000) in the studies using a significance level of a (usually
o = 0.05). A modelling study was performed for many data on symmetric,
asymmetric, and modified normal distributions and mixtures. The tests were
compared using a power measure.

Researches of the univariate goodness-of-fit hypothesis tests are still relevant.
In the 21st century, research was focused on tests based on N-metric, empirical
distribution and density functions, kurtosis and skewness, Wasserstein metric, and
others. The tests were compared based on mathematical evidence [5-7, 25, 47, 48]
and the Monte Carlo modelling method [10, 21, 22, 24-26, 28-30, 32-34, 50, 51, 57-
59, 60-64].

1.3. Review and analysis of multivariate tests research

At the end of the 20™ century, the creation and analysis of multivariate
goodness-of-fit hypothesis tests began [37]. Multivariate tests are less commonly
used in practice due to their complexity. In the 21st century, research on this topic
was carried out [37-46, 52, 65-71]. The researchers created and compared
multivariate tests using the Monte Carlo modelling method. Multivariate tests were
compared for different symmetric, asymmetric distributions and mixtures for
different sample sizes (10—1000) when the dimension was 2—10. The significance
level o= 0.05 was usually chosen.

The most powerful multivariate tests are based on kurtosis and skewness,
undeniable functional distance, empirical distribution function, density, Euclidean
distance, and sample characteristics. In addition, the proposed various data
transformations help increase the power of the tests.
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II. METHODOLOGY

This section defines the goodness-of-fit tests. These tests are grouped
according construction. The proposed univariate and multivariate tests are described.
The data distributions used in the study and the procedure for calculating the power
are presented

2.1. Univariate tests for testing the goodness-of-fit hypothesis

Let X4, X5, ..., X;; denotes a random sample of #, X(l),X(Z), ...,X(n) denotes a

sample of order statistics, X and 62 denote the mean and variance of the sample,
which are defined as

where m;
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Univariate tests are divided into four groups according to their construction:
Tests based on empirical distribution function:

Kolmogorov-Smirnov (KS) [2];
Anderson-Darling (AD) [3];
Cramer von Mises (CVM) [4];
Lilliefors (LF) [80];
Glen-Leemis-Barr (GLB) [81];
Zhang-Wu (ZW1 and ZW?2) [34].

Tests based on order statistic:

Shapiro-Wilk (SW) [36];

D’Agostino (DA) [84];

Shapiro-Francia (SF) [85];

Filliben (Filli) [83];

Cheno-Shapiro (ChenS) [86];

Modified Shapiro-Wilk (SWRG) [87];

Zhang (ZQ, ZQstar, ZQQstar) [88];
Barrio-Cuestos-Albertos-Matrano-Rodriguez (BCMR) [90];
Coin (Coin) [91];

Tests based on skewness and kurtosis:



D’ Agostin-Pearson (DAP) [92];
Jarque-Bera (JB) [93];
Hosking-Wall (H1-H4) [94, 116];
Cabafia-Cabana (CC1, CC2) [95, 96];
Bonett-Seier (BS) [97];
Bontemps-Meddah (BM1, BM2) [98];
Doornik-Hansen (DH) [38];
Robust Jarque-Bera (GG) [99];
Brys-Hubert-Struyf (BHS) [24];
e Brys-Hubert-Struyf-Bonett-Seier (BHSBS) [24];
e Desgagné-Lafaye de Micheaux-Leblanc (DLDMLRn) [25];
e Desgagné-Lafaye de Micheaux-Leblanc (DLDMXAPD) [25];
e Desgagné-Lafaye de Micheaux-Leblanc (DLDMZEPD) [25];
4. Other tests:
e Chi-Square (CHI2) [1];
e Martinez-Iglewicz (MI) [100];
e Epps-Pulley [101];
[ ]
[ ]

Gel-Miao-Gastwirth (GMG) [99];
Bakshaev(Baksh) [5, 6].
e A new univariate test (N1) [P1]
A new goodness-of-fit hypothesis test (N1) based on N-metric with new kernel
function was constructed. This test is defined as follow under the null hypothesis
statistic

1,1
T, = —n_[ j K(x)d(F; (x) —x) (2.4)
0o Jo
has the same asymptotic distribution as the quadratic form:
_ Qiej
TTl - Z Zﬂ'zkj Ek E]' (25)
k=1j=1

where &), are independent random variables from the standard normal distribution
and

agj = —2 flfll((x) dsin(mkx), (2.6)
A new kernel function (Figure 2. 10) W(zls applied to statistics (2.4)
K@) = ¢(g())g' (). (2.7)
where
() = e, 2.8)

An additional bias is introduced when the kernel function is calculated at the
sample values, i.e., for x=X(¢). Therefore, to eliminate this bias, the shape of the
kernel function is chosen so that their influence in the environment of the sample
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values is as small as possible. Let X be the standard normal random variable, @ and
@ be its distribution and density functions, respectively, g: R — R is an odd strictly
monotonically increasing function. Then the distribution function Fy of the random
variable Y = g(X) is ®(g(x)), where g is the inverse of the function g. The
distribution density fy of a random variable Y is ¢(g(x))g’ (x). Let us consider the
parametric class of functions g, which depends on three parameters:

g= x(c + |x|b)a, a,b,c>0,

) ‘ 1 (2.9)
g =(c+IxI°)" +alx|(c+IxI?)" "blx|>71.
where a is variance, b is the trough, c is the peak shape parameter.
K(X)
0.40 —
0.35—
0.30—
0.25—
0.20—
0.15
0.10 -
0.05 —
0.00 — :
| | | | | |
-3 2 -1 0 1 2 3
X
K(X) with == a=0,95; b=0,25; c=1 — a=0.75; b=0,0001; c=1
— a=0,75; b=0,25; c=1 — a=0,95; b=0,0001; c=1

Figure 2.1. Plot of out kernel function K(x) with experimentally chosen optimal
parameters a = 0.95, b =0.25, c= 1.

2.2. Multivariate tests for testing the goodness-of-fit hypothesis

Let denote the d-variate normal distribution as Ng(p, X), where p is an
expectation vector u = (iy, ..., ftg)Tand X is the nonsingular covariance matrix. Ny
indicates a set of all possible d-variate normal distributions. Let X4, X5, ..., X;,, where
Xk = (Xie1, X2» oo Xieq)T. The covariance matrix is defined as
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Multivariate tests are divided into three groups according to their
construction:
1. Tests based on squared radii:
e Chi-Square (CHI2) [37];
Cramer von Mises (CVM) [40];
Anderson-Darling (AD) [40];
Nikulin- Rao- Robson (NRR) [37];
e Dzhaparidze and Nikulin (DN) [37].
2. Tests based on skewness and kurtosis:
e Mardia (Marl, Mar2) [75];
e Royston (Roy) [45].
3. Other tests:
e Henze-Zirkler (HZ) [39];
e Lobato-Velasco (LV) [103];
e Energy (Energy) [104];
e A new multivariate test (N2) [P2].

New goodness-of-fit hypothesis test (N2) based on distribution distance has
been constructed using an inversion formula. The estimation of a sample distribution
density is based on the application of the characteristic function and inversion
formula. This method is known for its good properties (i.e., low sensitivity) and was
introduced in [9]. Marron and Wand [105] extensively compared density estimation
methods (including the adapted kernel method). They concluded that density
estimation based on the application of characteristic function and inversion is more
accurate for non-Gaussian data sets.

The random d-variate vector X € R%, which follows a distribution of a mixture
model has a density function

f(X) = f(X,0) = Xy Pifie(X, 1), (2.10)
where g is the number of clusters (i.e., components, classes) of the mixture, and
pr (k =1, ...,q) is the a priori probability that satisfies

pr>0, X7 _ =1 (2.11)

The fi (X, 0),) is a distribution of the k" class and @ is a set of parameters § =
{P1, -, Pg 01, -, 04}. Let denote the d-variate sample of independent and identically
distributed random values X.

When examining approximations of parametric methods, it should be
emphasized that as the data dimension increases, the number of model parameters
increases rapidly, making it more difficult to find accurate parameter estimates. It is
much easier to find the density of univariate data projections

x, = 11x, (2.12)
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than multivariate data density f'because of mutually unambiguous compliance
f o {f, T e R4 (2.13)
It is natural to try to find the multivariate density f using the density estimates
f. of univariate observational projections [9]. In the case of Gaussian mixture model,
the projection of the observations (2.12) is also distributed according to the Gaussian
mixture model:

fT(X) = fT(X, e‘r) = Z]C(l=1 pk,T(Pk,T(X); (2.14)
where @y ;(x) = qo(x; My 7, a,?_r) is univariate Gaussian density. The parameter set
0 of the multivariate mixture and the distribution parameters of the data projections
0, = (pk‘f, My 7, O',E'T), k =1, ..., q are related by equations:

Pjr = Pj»
mj. = T M, (2.15)
sz,‘lf = ‘ETR]-T.
The inversion formula is used
00 = g Jpee™ WS, (2.16)
where
P(t) = Eelt'™ 2.17)

where ¥(t) denotes the characteristic function of the random variable X. Given that
u = |t|, T = t/|t| and by changing the variables to a spherical coordinate system we
obtain

f(x) = ﬁft (=18 fooo e T Xy (ut)udduy, (2.18)
where the first integral is the surface integral of the unit sphere. The characteristic
function of the projection of the observed random variable is

¥, (W) = Eelt' ¥, (2.19)
and has the property

P(ur) = iy (). (2.20)
The design directions were selected as follows: a uniformly generated hyper-cube
with an edge of 2. It is checked whether the generated point for direction indication
falls within the hypersphere of a single radius. If the point was outside the sphere,
then regeneration was performed. If the point was inside the sphere, then it defined
the direction. By selecting the set 7" of uniform distributed directions (z = 10,000)
on the sphere and replacing the characteristic function with its estimate, a density

estimate is obtained [8,9]:
f(x) = A(d) © -iutTx d-1g-hu? 4 221
() =205 er fy e MG (wud e du, (221)

where #7T denotes the size of set 7. Using the d-variate ball volume formula
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mzR4

4 T kaidmod 2 = 0,
VeR) = =R () (2.22)
F(5+1) Z%n%Rd
—a kaid mod 2 = 1,
the constant A(d) is defined as
’ d
—d.—5
Ad) = Ve _ az-tn2 (2.23)

em®  r(de)’
Computer simulation studies have shown that the density estimates of the
inversion formula are not smooth. Therefore, in formula (2.21), an additional
multiplier e~"* is used. This multiplier smoothes the estimate f(x) with the
Gaussian kernel function. Moreover, this form of the multiplier allows the integral
value to be calculated analytically. Monte Carlo studies have shown that its use
significantly reduces the error of estimates. Formula (2.21) can be used to estimate
the characteristic function of the projected data. Let us consider two approaches. The
first one is based on the density approximation of the Gaussian distribution mixture
model. In this case, the parametric estimate of the characteristic function is used:

Pe(u) = Yo P pe M Miex W 0 /2, (2.24)
By substituting ¥, (1) in (2.21) by (2.24), we get

P A(d il A 0 o (#i, —7T )12 PS _
F) = 22 Beer DI Pre J et )00 21 gy

A(d) fi‘[ . T/T'\lk'T—TTx 2 —d (225)
= ?ZTET Zk=1 pk,‘rld—l \[27,1 Okt +2h ’
&k'.,..+2

00 a2 .
Ii(y) = Re[[, e ~t/2t/dt]. (2.26)
Note, that only the real part of the expression is considered here (the sum of

the imaginary parts must be equal to zero) in other words, the density estimate f(x)
—hu?

where

can acquire only real values. The chosen form of the smoothing multiplier e
allows relating the smoothing parameter /4 with the variances of the projection
clusters, i.e., in the calculations, the variances are simply increased by 2. Next, the
expression (2.26) is evaluated. Let

Gy = fooo cos(yt) - e/2 - ddt, (2.27)
Si(y) = fooo sin(yt) - /2 - tidt, (2.28)

then (2.26) can be written as
I, et 2 de = G (y) + iS;(). (2.29)

By integrating in parts, can get
t2

2 *© . ;
Ci(y) = e_7t]_1cos(yt)|0 +), e ((1 — Dt/ "2 cos(yt) —

ytj_l sin(yt)) dt = 1{]-:1} + (] - 1)Cj_2(}’) - ij—l(y):j =1

(2.30)
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S;(y) is expressed analogously. Concerning the limitations of the j index, the
following recursive equations are obtained:

G =0 -DC(0) —yS-1(0)j 2 2, (231
C() =1-yS ), (2.32)
S5i0) = (= D800 = yG-1),j 2 2, (2.33)
S1(y) =YCo(y). (2.34)
The initial function S, (y) is founded by starting with the relation
(so(y))’y = [ tcos(yt) - e~t/2dt = ¢, (y). (2.35)
From (2.32) and (2.35) it follows that S, satisfies the differential equation
So) =1-yS(y), ..., 5 (0) = 0. (2.36)
which is solved by writing down S, as the Taylor series:
So) = XiZo e (L + Dy =1 =372, ¢, 1yt (2.37)
By equating the coefficients of the same powers, its values are obtained
CO = O, = 1, (238)

= — Cl_z/l,l > 2.
which gives us
_ . (_1)ly21+1 _ y3 ys y7
SO =Xz Gupr =Y " mtw (2.39)
Co is found from expression (2.27):

o) = Iy cos(yt) e~ /2de =3 [, cos(ye)- eVt

_ L _isi ce~t 24 = |Ee—Y?/2 (240)
=3 J_(cos(yt) —isin(yt)) - e dt = |;e :
The value of the integral (2.21) then is
L) = G). (2.41)

One of the disadvantages of the inversion formula method (defined by (2.21))
is that the Gaussian distribution mixture model (2.10) described by this estimate (for
fx = @) does not represent density accurately, except around observations. When
approximating the density under study with a mixture of Gaussian distributions, the
estimation of density using the inversion formula often becomes complicated due to
a large number of components. Thus, we merge the components with small a priori
probabilities into one noise cluster.

We have developed and examined a modification of the algorithm which is
based on the use of a multivariate Gaussian distribution mixture model. The
parametric estimate of the characteristic function of uniform distribution density is
defined as

~ 2 . ((b-a)u) tu(a+b)
P = gosin () e 7 (2.42)

in the inversion formula (2.16). In the density estimate calculation formula (2.21),
the estimation of the characteristic function is constructed as a union of the
characteristic functions of a mixture of Gaussian distributions and uniform
distribution with corresponding a priori probabilities:
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a PN ~ iu(a+b
Be) = B Pre P TRl 1y o sin (D)5, 243)
where the second member describes a uniformly distributed noise cluster, py — noise
cluster weight, a = a(t), b = b(t). Based on the established estimates of the
parameters of the uniform distribution and data projections, it is possible to define
the range

— T _ (TTx)max_(TTx)min

a= (T x)min 2(1‘1—1) ’ (244)
— T (TTx)max_(TTx)min

b= (T x)max + 2(n—-1) . (2.45)

By inserting (2.43) into (2.21) we obtain
f(x) = A(d) Z‘L’ET [Z ﬁk,r fooo eiu(ﬁlk,r—rTx)—uZ(h+&,§_,/2)ud—1du

2.46)
ﬂ o jy(2b_ Ty —u?h . ((b=au\ 4 (
+o 2, e (% ) sin (—2 ) u du].
Using notations such as (2.25), we define the density estimate as
A A(d) ﬁlk,‘r_‘[’x ~2 _g
f(x) = Z‘L’ET Zk 1pk la-1 =, Okt + Zh)
(Bic+2h (2.47)

2P0 a+b=2t'x b-a)) a1
+ b—a]d_z( 22h 'zm) 2h)= ]
where I;(y) is given in (2.26) which is evaluated by (2.41) and
iy t) = Re[foo e VU= /2 . gin(ty) - w dul. (2.48)
By 1ntegrat1ng, can get
foo WU=7 L sin(tu) s widu = fooo(cos(yu) + i sin(yu)) - sin(tu) -

o i i - - - ﬁ
e 7T ufdu _ fo (sm(y+t)u-zl-sm(t y)u+ l.cos(y lt)uzcos(y+t)u)_e—2 . (2_49)

; 1 1 1 1
wWdu =85y +0)+35t -y +i;G -t —is Gl +1),

where S;(y) and C;(y) are defined in (2.27) and (2.28). Then the integral (2.48)

evaluates to

Ji,t) = 1/2 Siy+t)+ 1/2 Si(t—y). (2.50)
The above procedure is called a modified inversion formula density estimate.
Our proposed normality test is based on the distance function

T =n""3iL|f (z0) = F (2|, (251
where z is a standardized value, f(2) is an estimate of density function. J° does not

depend on a moderate sample volume (> 32) but depends on the data dimension. It
is convenient to use the test statistics:

7 =—log (™ ) |f(20) — F(z))) (2:52)

1=
which had the lowest sensitivity based on the exploratory study. Under the null
hypothesis statistic 7" approximately follows the Johnson Sy distribution which is
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specified by the shape (6 > 0,y), scale (A > 0), and location (§) parameters and has
the density function

1= i (5o o5l an 5

where g(y) zln[y+w/y + ], when xe(—o0,+0). Johnson Sy distribution
function:

F(x) =f_ f(w)du.

The Su system is presented in detail in [106, 107]. Estimates of T* statistic
Johnson Sy distribution parameters for different dimensions are given in Table 2.1.

Table 2.1. Statistic 77" Johnson Sy distribution parameter estimates.

Parameter Symbol Estimate
d=2
Location é 4342807
Scale A 0.585038
Shape Ky 1.498293
Shape 14 0.764906
d=5
Location é 7.025845
Scale 1 0.088023
Shape Ky 0.895003
Shape 14 0.400035
d=10
Location é 5.195174
Scale A 1.578613
Shape Ky 2.24856
Shape 7 -1.83037

For statistic 77, the invariance and contingency properties were checked. The
invariance property is confirmed because standardized data was used. The
contingency property is confirmed experimentally.

2.3. Statistical distributions
2.3.1. Univariate distributions

Statistical distributions are grouped into three groups: symmetric, asymmetric,
and modified normal distributions [28, P1]. A description of these distribution
groups is presented below.

1. Symmetric distributions considered in this research are

e one case of the standard normal N(0;1) distribution;

o three cases of the Beta(a; b) distribution;
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three cases of the Cauchy(t; s) distribution;
one case of the Laplace(0;1) distribution;
one case of the Logistic(2;2) distribution;
four cases of the t - Student(v) distribution;
five cases of the Tukey(A) distribution.

. Asymmetric distributions considered in this research are

four cases of the Beta(a;b) distribution;

four cases of the Chi - squared(v) distribution;
six cases of the Gamma(a; b) distribution;

one case of the Gumbel(1;2) distribution;

one case of the Lognormal(0;1) distribution;
four cases of the Weibull(a; b) distribution.

. Modified normal distributions considered in this research are

six cases of the standard normal distribution truncated at a and b Trunc(a;
b). This is hereinafter referred to as NORMALI.

nine cases of a location-contaminated standard normal distribution. Hereon
termed LoConN(p; a). This is hereinafter referred to as NORMAL?2.

nine cases of a scale-contaminated standard normal distribution. Hereon
termed ScConN(p; b). This is hereinafter referred to as NORMAL3.

twelve cases of a mixture of normal distributions. Hereon termed
MixN(p,a,b) = N(1 —p,0,1) + N(p, a, b) This is hereinafter referred to as
NORMALA4.

2.3.2. Multivariate distributions

Statistical distributions are grouped into four groups: symmetric, asymmetric,
mixed, and normal mixture distributions [42, 46, P2]. A description of these
distribution groups is given in the following subsections.

1

[\

. Symmetric multivariate distributions are taken from research:

one case of the standard normal N(0;1) distribution;
three cases of the Beta(a; b) distribution;

one case of the Cauchy(0;1) distribution;

one case of the Laplace(0;1) distribution;

one case of the Logistic(0;1) distribution;

four cases of the t - Student(v) distribution.

. Asymmetric multivariate distributions are taken from research

five cases of the Chi - squared(v) distribution;
two cases of the Gamma(a; b) distribution;
one case of the Gumbel(1;2) distribution;

two cases of the Lognormal (t; s) distribution;
three cases of the Weibull(a; b) distribution.

. Mixed distribution. The generated mixed data distribution

Xk = (Xkl,sz, ...,ka, ...,Xkd)T,k = 1,2, e, n
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is such that the first m variates (i.e.. Xp1, Xi2, ---, Xgm) follow the standard normal
distribution and the distribution of the remaining variates is one of the non-normal
distributions
Laplace(0,1), x2(5),t(5), Beta(1,1), Beta(1,2), Beta(2,2).
The experimental research covers the casesform =d —1,m=d/2andm =
1.

4. Normal mixture distributions. Normal mixture distributions are considered in
this research: nine cases of the multivariate normal mixture distribution
MVNMIX (a,b, c,d). The multivariate normal mixture distribution with density

aN(0,Z2,) + (1 —a)N(b1,%,),
where 1 is the column vector with all elements being 1.
S =0-0c)+c11Tand %, = (1 — d)I + d117.

2.4.The Power of Test

The power of the test is defined as the probability of rejecting a false Ho
hypothesis. Power is the opposite of type II error. Decreasing the probability of type
I error a increases the probability of type II error and decreases the power of the test.
The smaller the error is the more powerful the test. In practice, the tests are designed
to minimize type II error for a fixed type I error. The most commonly chosen value
for a is 0.05. The probability of the opposite event is calculated as 1-£. i.e., the power
of the test § is the probability of rejecting hypothesis Ho when it is false. The power
of the test makes it possible to compare the significance level and sample sizes of two
tests. A more powerful test has a higher value of 1-f. Increasing the sample size
usually increases the power of the test [108, 109].

The power of test calculation procedure was performed in two different ways:

1. When the distribution of the test statistics (actual or approximate) is
known, then the power calculation scheme in Figure 2.2 applies. Software
implementations of goodness-of-fit hypothesis tests (e.g., AD, HI — H4, etc.) that
include power of test calculation functionality are presented in [56]. Figure 2.2
illustrates the relationship between the probabilities of hypothesis testing errors and
the power of tests. Based on Figure 2.2. the following steps can be performed to
assess the power of the test:

1. The probability a of type I error of the hypothesis test and the corresponding
critical value according to the conditional distribution of the test statistics
(theoretical or empirical) when the hypothesis Hy, is correct (f (y|Hy)).

2. For a specific sample, the value of the test statistic is calculated.

3. The distribution of the test statistic is constructed when the hypothesis H; is
correct f(y|H,). Typically, it is assumed that f(y|H;) is from the same
family of distributions as (f (y|Hy) only moved relative to the estimated test
statistic value.

4. The probability of type II error 8, which is limited by the critical value and
f(y|Hy), is estimated.

5. Calculate the power of test 1 — 5.
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Figure 2.2 Test power scheme

2. When the distribution of the test statistic is unknown or cannot be
approximated by any other known distribution, then a modeling study is performed
to form a stepwise function. When the exact null distribution of a goodness-of-fit
test statistic is a step function created by the summation of the exact probabilities for
each possible value of the test statistic, it is possible to obtain the same critical value
for a number of different adjacent significance levels a. Linear interpolation of the
power of the test statistic using the power for significance levels less than (denoted
a1) and greater than (denoted a») the desired significance level (denoted as «) is
preferred by many authors to overcome this problem (see for example [96]). Linear
interpolation gives a weighting to the power based on how close a; and a» are to a
(see in Figure 2.3). In this case, the power of the test is calculated according to the
formula [21]:

(@ — ay)P(T = y(@)|Hy) + (a; — )P(T = y,(@)|Hy)

Power = . (2.92)
a; —

where yi(a) and y»(«) are the critical values immediately below and above the
significance level a. a;=P(T = y;(a)|Hy) and a,=P(T = y,(a)|H,) are the
significance levels for yi(a) and y2(@) respectively.
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Figure 2.3 Significance levels for the statistic step function
I1I. RESEARCH RESULTS AND DISCUSSION

This section presents the results of a modelling comparison of the univariate
and multivariate tests of the goodness-of-fit hypothesis. Then, the application of the
tests to real data is presented. Finally, conclusions summarizing the results of the
work are presented.

3.1. A comparative power analysis of univariate tests

This section provides a comprehensive modeling study that is designed to
evaluate the power of selected normality tests. This modeling study takes into
account the effects of sample size, the level of significance (o = 0.05) chosen, and
the alternative type of distribution (Beta, Cauchy, Laplace, Logistic, Student, Chi-
Square, Gamma, Gumbel, Lognormal, Weibull, and modified standard normal). The
study was performed by applying 42 normality tests (including our proposed
normality test) for 1 000 000 generated units with standardized samples of size 32,
64, 128, 256, 512, and 1,024 [P1].

The best set of parameters (a, b, c) was selected experimentally: the value of a
was examined from 0.001 to 0.99 by a step of 0.01, the value of b was examined
from 0.01 to 10 by a step of 0.01, and the value of ¢ was examined from 0.5 to 50 by
a step of 0.25. The N1 gave the most powerful results with the values of the
parameters: a = 0.95. b =0.25. ¢ = 1.
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Table 3.1. Average empirical power results for groups of symmetric

distributions
Sample size

Tests 32 64 128 256 512 1024
Power| STD Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD
AD 0.71410.169 0.799 0.123 0.863 |0.089 0.909 0.062| 0.939 0.041 0.957 0.031
Baksh 0.211/0.032/ 0.472 0.061 0.866 |0.053| 0.995 0.005 0.999 83E-8 0.999 83E-8
BCMR 0.718 10.171/ 0.809 0.123] 0.875 10.089 0.92 0.059 0.947 0.038| 0.962 0.023
BHS 0.431/0.189 0.551 0.194 0.663 |0.175 0.752 0.139 0.818 0.108 0.868 0.084
BHSBS 0.68 |0.191/0.778 0.14 | 0.85 0.105/0.903 | 0.07 | 0.938 0.044 0.959  0.03
BM1 0.628 [0.173 0.754 | 0.13 | 0.853 |0.096| 0.917 0.064 0.949 0.038 0.962 0.022
BM2 0.726 |0.166 0.835 0.118 0.905 | 0.08 | 0.945 0.049 0.965 0.029 0.974 0.017
BS 0.717 |0.181 0.81 [0.129/0.877  0.09 | 0.92  0.06 ' 0.947 0.039| 0.961 0.024
CC1 0.658 10.177/0.743 |0.135/ 0.816 10.103 0.877 0.075/0.921 10.051| 0.948 0.033
CC2 0.7120.176 0.805 |0.121 0.873 |0.085| 0.92 0.056 0.949 0.035 0.962 0.02
CHI2 0.663 | 0.21 1 0.778 0.177 0.842 |0.153| 0.884 0.144 0.941 0.089 0.945 0.096
CVM 0.591 10.135/0.733 |0.093| 0.805 10.069 0.855 0.049 0.919 10.028 | 0.949 0.017
ChenS 0.717[0.174 0.806 0.126 0.871 |0.091| 0.915 0.062 0.943 0.042 0.96 0.026
Coin 0.735/0.171 0.83 |0.117/0.891 0.081 0.93 0.0530.952 0.034| 0.963 0.021
DA 0.266 [0.121 0.295 0.095/ 0.314 |0.066 0.319 0.0430.3150.028 0.311 0.021
DAP 0.7230.185 0.82 | 0.13 | 0.883 | 0.09 | 0.924 0.059 0.948 0.037 0.962 0.023
DH 0.709 |0.174 0.805 0.126  0.877 | 0.09 | 0.925 0.059 0.95 0.036 0.963 0.022
DLDMLRn 0.705|0.18 | 0.8 10.128 0.869 0.09 | 0.918 | 0.06 | 0.947 0.038 0.962 0.023
DLDMXAPD 0.725 0.174 0.817 |0.126| 0.883 10.088 0.925 0.057  0.95 0.036/ 0.962 0.022
DLDMZEPD 0.73 0.178 0.826 0.122/ 0.889 0.08310.929 0.054 0.952 0.034 0.963 0.021
EP 0.706 |0.171 0.797 10.123 0.859 |0.094| 0.91 | 0.06 0.946 0.038 0.96 0.025
Filli 0.712 [0.166 0.805 0.121 0.875 |0.087| 0.922 0.058 0.949 0.036 0.962 0.022
GG 0.658 10.166/ 0.76 |0.125| 0.85 0.092/ 0.915 0.062 0.949 0.037| 0.962 0.022
GLB 0.712[0.171 0.798 |0.124 0.863 | 0.09 | 0.909 0.062 0.939 0.041 0.957 0.027
GMG 0.78710.1321 0.862 0.092 0.914 |0.062| 0.946 0.04  0.965 0.025 0.975 0.014
H1 0.799 0.166 0.862 0.118 0.852 0.09  0.999 53E-6 0.999 21E-8 0.999 53E-8
H2 0.728 10.209 0.8 0.153/0.7750.116| 0.764 0.085 0.762 |0.062 0.766 0.045
H3 0.67 10.2410.751 0.188 0.716 |0.138/ 0.698 ' 0.1 |0.692 0.073 0.694 0.053
H4 0.631/0.255 0.706 0.218 0.662 |0.166 0.641 0.118 0.634 0.084 0.636 0.061
JB 0.643 [0.173 0.762 | 0.13 | 0.856 |0.096| 0.918 0.063 0.949 0.038 0.963 0.022
KS 0.5850.104/ 0.723 0.072| 0.789 10.056  0.836 0.041 0.905 0.025|0.939 0.016
Lillie 0.6710.178 0.758 0.133/0.828 | 0.1 | 0.883 0.072 0.921 0.049 0.947 0.033
MI 0.632 0.143 0.676 0.098 0.705 0.068 0.724 0.046 0.736 0.029 0.745 0.019
N1 |0245 | 0.01 |0 585 |0 015| 0.97 |0 004| 0.999 |49E 8| 0.999 |49E 8| 0.999 |49E 9|
SF 0.715 /0.166 0.807 |0.121| 0.876 10.087 0.923 0.057 0.949 10.036| 0.962 0.022
SW 0.718 10.172/ 0.808 |0.124| 0.874 0.089 0.919  0.06  0.946 0.039| 0.962 0.024
SWRG 0.694 10.185/0.775 0.133/ 0.834 | 0.1 1 0.8820.074|0.916 0.055 0.946 | 0.04
7Q 0.513]0.23 1 0.574 0.201 0.628 | 0.16 | 0.668 0.123 0.696 0.092 0.717 0.066
ZQQstar | 0.05 8E-15/ 0.05 8E-15 0.05 8E-15 0.05 8E-15 0.05 8E-15 0.05 8E-15
ZQstar 0.513/0.231/0.576 0.202| 0.63 0.161 0.669 0.124 0.697 0.091|0.718 0.064
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Sample size

Tests 32 64 128 256 512 1024
Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD
ZW1 0.71 0.178/0.799 |0.129] 0.864 [0.095 0.91 [0.066| 0.94 |0.044  0.959 0.028
ZW2 0.715 | 0.17 | 0.806 |0.122] 0.869 |0.087| 0.912| 0.06 | 0.939 0.041| 0.957 0.027
Table 3.2. Average empirical power results for groups of asymmetric
distributions
Sample size
Tests 32 64 128 256 512 1024
Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD
AD 0.729 0.159 0.835 0.112 0.908 0.068 0.949 0.037 0.969 0.022 0.984 0.015
Baksh 0.173 10.013 0.385 0.026 0.809 0.027 0.997 0.002 0.999 14E-8 0.999 22E-9
BCMR  0.749 | 0.15 0.856 0.1 |0.924 0.056 0.958 0.03 0.977 0.018 0.991 0.01
BHS 0.529 0.183 0.664 0.167 0.769 0.138 0.855 0.102/ 0.915 0.066 0.95 0.038
BHSBS | 0.538 0.207 0.652 0.182 0.747 | 0.15 0.834 0.113 0.902 0.072 0.944 0.046
BM1 0.644 0.182/0.802 0.122 0.901 0.068 0.952 0.033/0.975 0.018 0.989 0.011
BM2 0.737 10.156 0.859 0.102 0.931 0.056 0.965 0.028 0.981 0.016 0.993 0.008
BS 0.506 0.236 0.588 0.226 0.665 0.205 0.738 0.177 0.805 0.143 0.859 0.109
cC1 0.735 10.155 0.846 0.103 0.919 0.059 0.957 0.031/0.977 0.019 0.991 0.01
cC2 0.579  0.23  0.682 0.196 0.777 0.148 0.856 0.096 0.916 0.051 0.956 0.025
CHI2 0.645 0203 0.799 0.149 0.881 0.102 0.934 0.058 0.965 0.028 0.98 0.018
CVM 0.594  0.14 | 0.755 0.098 0.836 0.064 0.887 0.035 0.935 0.018 0.957 0.013
ChenS  0.756 0.147 0.862 0.097| 0.928 0.054 0.961 0.029 0.978 0.018 0.991 0.01
Coin 0.48 0.225 0.556 0.218 0.63 0.202] 0.7 0.184 0.769 0.161 0.831 0.13
DA 0.237 0.147 0.223 0.128 0.209 0.108 0.198 0.089 0.191 0.072 0.186 0.057
DAP 0.705 0.176 0.826 0.118 0.91 |0.066 0.955/0.034 0.977 0.019 0.99 | 0.01
DH 0.724 10.161 0.845 0.107 0.921 0.058 0.957 0.03  0.977 0.019 0.991 0.01
DLDMLRn | 0.576 [0.227 0.686 0.197| 0.78 0.156 0.856 0.114 0.9120.075 0.949 0.046
DLDMXAPD | 0.726 |0.162 0.843 0.109 0.918 0.062 0.955 0.033 0.975 0.02 0.989 0.012
DLDMZEPD  0.545 0.237 0.639 0.219 0.724 0.189 0.798 0.153/0.858 0.115 0.905 0.081
EP 0.739 | 0.16 | 0.846 0.107 0.913 0.066 0.951 0.033 0.975 0.02  0.988 0.01
Filli 0.732 10.157 0.842 0.107 0.915 0.061 0.953 0.032/ 0.974 0.02 | 0.989 0.011
GG 0.672 10202/ 0.805 0.132 0.898 0.073 0.949 0.035 0.973 0.019 0.988 0.011
GLB 0.725 0.162 0.831 0.115 0.905 0.071 0.947 0.039 0.969 0.023/ 0.984 0.015
GMG 0.683 0.171 0.751 0.148 0.809 0.122 0.859 0.098 0.901 0.072/0.932 0.05
H1 0.816 0.148 0.896 0.095 0.896 0.068 0.999 0.015 0.999 0.003 0.999 2E-7
H2 0.744 10.191 0.833 0.141 0.826 0.106 0.83 0.077 0.836 0.053 0.845 0.037
H3 0.697 0.216 0.784 0.17 0.764 0.132/0.764 0.098 0.77 0.069 0.781 0.049
H4 0.669 0.2310.749 0.189 0.715 0.149 0.71 0.111 0.714 0.08 0.726 0.057
JB 0.662 0.179 0.808 0.12  0.904 0.067 0.9530.033 0.975 0.018/ 0.989 0.011
KS 0.582 0.111 0.736 0.081 0.81 0.059 0.863 0.036 0.921 0.018 0.945 0.012
Lillie 0.671 0.177 0.786 0.123 0.872 0.09  0.929 0.053 0.959 0.03  0.976 0.018
MI 0.644 0.198 0.731 0.162 0.798 0.125 0.843 0.093 0.872 0.068  0.89 0.051
| N1 | 0464 [0.061]0.761]0.028] 0.99 [0.002]0.999 | SE-8]0.999 [41E-8] 0.999 [55E-9|
SF 0.736 0.156 0.846 0.105 0.918 0.059 0.955 0.031 0.975 0.02  0.989 0.011
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Tests

SwW
SWRG
7Q
7QQstar
ZQstar
ZW1
ZW2

32

0.753 10.149 0.859 0.098| 0.925 0.055/0.959  0.03 1 0.977 0.018
0.758 10.145/0.861 0.097| 0.927 0.056 0.96 0.03 0.977 0.018
0.066 0.202 |0.049 0.191 |0.036 0.183 0.028
0.05 8E-15/ 0.05 8E-15 0.05 8E-15 0.05 8E-15 0.05 8E-15
0.57 1 0.17 1 0.639 0.139/0.693 0.11
0.749 10.1430.852 0.094| 0.918 0.054/0.955 0.03 ' 0.976 0.017
0.764 0.145 0.87 0.093)0.932 0.051/0.962 0.028 0.98 0.017

0.22 10.085 0.21

64

Sample size

128

256

512

0.7320.0850.761 0.065

1024
Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD
0.991 0.01

0.99 10.011
0.174 10.021

0.05 4E-15
0.781 0.049

0.989 1 0.01

0.991 0.009

Table 3.3. Average empirical power results for groups of modified normal

distributions

Tests

AD
Baksh
BCMR
BHS
BHSBS
BM1
BM2
BS
CC1
cC2
CHI2
CVM
ChenS
Coin
DA
DAP
DH
DLDMLRn

32
Power STD
0.662 0.176

0.222 | 0.02
0.652 10.179
0.463 0.189
0.568 0.214
0.494 10.173
0.641 0.176
0.587 10.218
0.567 10.187
0.576 10.202
0.566 0.226
0.5570.138
0.656 | 0.18
0.579 0.214
0.314 0.156
0.617 10.201
0.617 0.195
0.5810.211

DLDMXAPD 0.651 0.189
DLDMZEPD 0.595 | 0.22

EP
Filli
GG

GLB
GMG

H1

H2

H3

H4

JB

0.64 10.179
0.637 10.178
0.529 10.192
0.659 10.178
0.688 0.165
0.743 0.187
0.7110.197
0.688 10.209
0.675 | 0.22
0.5150.176

64

0.756
0.519
0.756
0.585
0.701
0.652
0.77
0.688
0.669
0.675
0.728
0.708
0.759
0.691
0.342
0.733
0.727
0.687
0.754
0.698
0.748
0.743
0.657
0.755
0.771
0.816
0.775
0.749
0.73
0.662

0.134
0.036
0.135
0.185
0.172
0.149
0.135
0.186
0.157
0.166
0.168
0.095
0.136
0.18
0.141
0.158
0.156
0.175
0.146
0.184
0.136
0.136
0.151
0.135
0.137
0.138
0.153
0.167
0.179
0.149

128
Power STD Power STD

0.825
0.931
0.831
0.676
0.787
0.779
0.854
0.77
0.761
0.763
0.808
0.779
0.833
0.781
0.367
0.818
0.815
0.78
0.831
0.78
0.819
0.823
0.775
0.823
0.836
0.799
0.741
0.704
0.677
0.783

Sample size

0.0980.872
0.017/0.999
0.096 0.88
0.16 | 0.744
0.1280.847
0.112) 0.86
0.09310.904
0.1470.833
0.119 0.83
0.127/0.833
0.125/0.866
0.071/0.833
0.0960.882
0.137/0.846
0.12 1 0.388
0.11 | 0.872
0.111/0.872
0.131/0.852
0.1040.879
0.14210.842
0.096 0.865
0.0980.877
0.112) 0.86
0.1 | 0.87
0.104 0.883
0.10410.999
0.117/0.723
0.127 0.68
0.136/0.649
0.111 0.861

256
Power STD Power STD Power STD

0.072
86E-6
0.068
0.132
0.093
0.079
0.063
0.112
0.087
0.093
0.089
0.05
0.07
0.099
0.097
0.076
0.076
0.091
0.073
0.106
0.07
0.069
0.078
0.072
0.075
22E-8
0.087
0.093
0.098
0.079

512

0.905
0.999
0913
0.796
0.89
0.904
0.934
0.881
0.878
0.887
0.914
0.897
0.915
0.889
0.405
0.906
0.907
0.902
0912
0.887
0.906
0911
0.906
0.903
0.917
0.999
0.716
0.67
0.637
0.904

0.055

1024

0.931

4E-13/0.999

0.05
0.108
0.068
0.056
0.043
0.084
0.065
0.066
0.058
0.033
0.051

0.07
0.077
0.055
0.055
0.062
0.055
0.077
0.056
0.049
0.054
0.056
0.055

0.935
0.834
0918
0.93
0.953
0916
0912
0.923
0.939
0.93
0.937
0918
0.418
0.93
0.93
0.933
0.935
0919
0.931
0.933
0.932
0.93
0.942

17E-9 0.999

0.064
0.068
0.072
0.056

0.716

0.668

0.634
0.93

0.042
8E-14
0.038
0.089
0.052
0.041
0.03
0.06
0.05
0.047
0.041
0.024
0.038
0.052
0.06
0.042
0.041
0.041
0.041
0.056
0.046
0.036
0.039
0.044
0.041
95E-9
0.047
0.051
0.053
0.041
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Sample size
Tests 32 64 128 256 512 1024
Power| STD Power STD Power STD Power STD Power STD Power STD
KS 0.564 0.108 0.71 10.073/0.772 10.058 0.825 0.042 0.893 0.026 0.924 0.02

Lillie  0.626 0.184 0.724 0.143 0.796 0.109 0.85 0.082 0.889 0.062 0.917 0.048
MI_ 0494 0.197 0536 0.161 0.563 0.127 0578 0.098 0585 0.075 0.59  0.059
N1 ]0243[0.009]0.581[0.014]0.972]0.003] 0.999 [43E-8] 0.999 [27E-9] 0.999 |69E-11]
SF 0.642 0.177 0.747 0.135 0.826 0.096 0.879 0.068 0.912 0.049 0934 0.036
SW 0654 018 0.758 0.135 0.832 0.096 0.882 0.068 0.915 0.049 0.937 | 0.036

SWRG  0.643 0.188 0.746 0.145 0.818 0.101 0.864 0.076 0.901 0.059 0.931 | 0.046
7Q  0.382 0.189 0.422 0.182 0.459 0.165 0.489 0.144 0.562 0.125 0522 0.103

ZQQstar | 0.05 BE-15 005 8E-15 0.05 SE-15 0.05 8E-15 005 3E-I5 005  2E-I5

ZQstar 0394 0.173 0.423 0.157 045 0.136 0.472 0.115 0.487 0.097 0.498 0.083
ZW1 0635 0.181/0.737 0.14 0816 0.1  0.87 0.072 0.906 0.053 0.931 0.039
ZW2  0.64 0.183/0.749 0.14 0.826 0.097 0.876 0.069 0.907 0.051 0.931 0.039

Because an extensive study of the power of tests for testing the goodness-of-
fit hypothesis for different sample sizes and various distributions, has yielded many
results, the best tests from their modifications are presented here. Tables 3.1-3.3
present averaged power results for the symmetric, asymmetric, and modified normal
distribution sets, for samples sizes of 32, 64, 128, 256, 512, and 1024. Comparing
Tables 3.1-3.3, it can be seen that the most powerful test for symmetric, asymmetric,
and modified normal distribution groups was Hosking1 (H1) only for small samples,
and for large sample sizes the most powerful test was our presented test (N1). In all
examined cases, the standard deviation of N1 was lower than H1. According to
Tables 3.1-3.3, it is observed that for large sample sizes, the power of most tests is
approaching 1, except for the D’Agostin (DA) test, the power of which is
significantly lower.

An additional study has been conducted to determine the exact minimal sample
size at which the N1 test becomes the most powerful for groups of symmetric,
asymmetric, and modified normal distributions. Hoskingl and N1 tests have been
applied for data sets of sizes: 80, 90, 100, 105, 110, and 115. The obtained results
showed that the N1 test is the most powerful where the mean sample size is 112 for
the symmetric distributions, the mean sample size is 118 for the asymmetric
distributions, and the mean sample size is 88 for a group of modified normal
distributions (see in Table 3.4). The N1 test is the most powerful for the Gamma
distribution for samples sizes less than 32. It has been observed that in the case of
Cauchy and Lognormal distributions, the N-metric test is the most powerful when
the sample size is >255 influenced by the long tail of these distributions [P1].

Table 3.4. The minimal sample size at which the N1 test is most powerful.

Nr. Distribution Groups of Distributions Minimal sample size

1 Standard normal Symmetric 46
2 Beta Symmetric 88
3. Cauchy Symmetric 257
4. Laplace Symmetric 117
6
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Nr. Distribution Groups of Distributions Minimal sample size
5. Logistic Symmetric 71

6. Student Symmetric 96
7. Beta Asymmetric 108
8. Chi-square Asymmetric 123
9. Gamma Asymmetric <32
10. Gumbel Asymmetric 125
11. Lognormal Asymmetric 255
12. Weibull Asymmetric 65
13. Normall Modified normal 70
14. Normal2 Modified normal 93
15. Normal3 Modified normal 72
16. Normal4 Modified normal 117

To complement the results given in Tables 3.1-3.3, presents the average power
results of the most powerful goodness-of-fit tests. The graphs drawn by the trellis
display method [112] are presented in Figures 3.1-3.3. In Figure 3.1, it can be seen
that for standard normal distribution, our proposed test (N1) is the most powerful
when the sample size is 64 or larger. Figure 3.2 shows that our proposed test (N1) is
the most powerful in the case of Gamma data distribution for all examined sample
sizes. Figure 3.3, shows that for all the modified normal distributions, the N1 test is
the strongest when n > 128. In summary, the power of the Chen—Shapiro (ChenS),
Gel-Miao—Gastwirth (GMG), Hosking1 (H1), and Modified Shapiro—Wilk (SWRG)
tests increases gradually with increasing sample size. On the other hand, the power
of our proposed test (N1) increases abruptly when the sample size is 128 and its
power value remains close to 1 for larger sample sizes.

distribution = Betal

distabution = Cauchy distribution = Laplace

0| Q——ts

§ distribution = Logistic distribution = Student

distribution = STD_Normal

06

"7

02

n 64 128 26 512 1024 32 B4 128 258 512 1024 32 64 128 256 512 1024
Sample size
Test ChenS =S GMC =S Hl =S N1 SWRG

Figure 3.1. Average empirical power results. for all sample sizes. for the
symmetric distributions of five powerful goodness-of-fit tests.
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distribution = Beta2 distribution = Chi-Squars distribution = Gamma

Paower

distribution = Gumbsl distribution = Log-Hormal distribution = Weibull

10 > 5 o V > © /7_0_0
08 /
06
04
02

R 64 18 2% 512 1024 32 64 128 286 512 1024 32 B4 128 2% 512 1024

Sample size
Test ChenS =S GMG =B H| =S N1 SWRG

Figure 3.2. Average empirical power results. for all sample sizes. for the
asymmetric distributions of five powerful goodness-of-fit tests.

dsinbution = NORMAL
10 2
a8 /

distrbution = NORMALY

Sample size

Test Chons —S— GMG —G— HI —O— N1 SWRG

Figure 3.3. Average empirical power results. for all sample sizes. for the modified
normal distributions of five powerful goodness-of-fit tests.

3.2. A comparative power analysis of multivariate tests

This section provides a modeling study that evaluates the power of selected
multivariate normality tests. We used the Monte Carlo method to compare our
proposed test with 13 multivariate tests described above for dimensions d = 2, 5,
and 10 with sample sizes n = 32, 64, 128, 256, 512, and 1,024 at significance level
0=0.05. Power was estimated by applying the tests to 1,000,000 randomly drawn
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samples from the alternative distribution (Beta, Cauchy, Laplace, Logistic, Student,
Standard normal, Chi-Square, Gamma, Gumbel, Lognormal, Weibull, Mixed,
Normal mixture).

The test smoothness parameter (h) values were selected experimentally: from
0.1 to 5 with a step of 0.1. The value of the test 4 parameter was determined for each
considered dimension. It was found that the best results are obtained (i.e., maximum
statistical value) for d = 2 with 4 = 1.05, for d = 5 with 2= 0.1, and for d = 10 with
h = 2.4. These smoothness parameter / values were used to carry out the numerical
experiments.

The power of 13 (including our proposed test) multivariate goodness-of-fit
hypothesis tests was calculated for different sample sizes, distributions, and
mixtures. The mean power values for the groups for distributions for each test and
sample size have been computed and are presented in Tables 3.5-3.8. The new test
for the groups of symmetric and mixed distributions is the most powerful one. In the
group of asymmetric distributions, the new (for d = 2) and Roy (for 4 = 5 and 10)
tests are the most powerful ones. The new (for d =2 and 5) and Roy (for d = 10 with
sample sizes n = 256, 512, and 1,024) tests are also the most powerful in the group
of normal distribution mixtures. Comparing the Mardia (Mar1 and Mar2) tests, based
on asymmetry and excess coefficients, it has been found that Marl is the most
powerful only for the group of asymmetric distributions. For the group of symmetric
distributions, the power of this test is the lowest (compared to other tests) [P2, K4,
KS].

Table 3.5. An average empirical power for a group of symmetric distributions.

Sample size
32 64 128 256 512 1024
Power | STD Power STD Power STD Power STD |Power| STD | Power STD
d=2
AD 0.651 02 0778 0.151 0.867 0.099 092 0054 0939 0.028 0945 0.021
CHI2 | 057 0205 0.692 0.176 0.798 0.135 0.873 0.086 0912 0.057 0932  0.041
CVM | 0652 02 0779 0.152 0.868 0.098 092 0.053 094 0.029 0945 0.021
DH 0.677 0.18 0.809 0.128 0.892 0.076 0.932 0.041 0945 0.025 0949  0.022
DN 0.565 0.208 0.671 0.181 0.768 0.145 0.847 0.104 0.903 0.069 0937  0.04
Energy 0.65 0.189 0.77 0.145 086 0.095 0914 0.058 0941 0034 0948  0.024
HZ 0.644 0.186 0.765 0.143 0.853 0.097 0906 0.063 0936 0.039 0947  0.027
LV 0.696 0.182 0.815 0.127 0.893 0.076 0932 0.041 0945 0.025 0949  0.022
N2 ] 0.999 [0.003] 0.999 [95E-9] 0.999 [9E-10] 0.999 [61E-10] 0.999 [94E-10] 0.999 | 3E-13
Marl | 0532 0.189 0.617 0.17 0.681 0.144 0721 0.126 0.743 0.114 0.758  0.108
Mar2 | 0.605 0.183 0.751 0.147 0.857 0.099 0917 0.055 0942 003 095  0.022
NRR | 0.608 0202 0.736 0.165 0842 0.116 091 0.068 0941 0034 0949  0.023
Roy | 0.703 0.177 0.819 0.123 0.891 0.078 0.929 0.043 0944 0.028 095  0.022
d=5
AD 0.644 0.184 0.791 0.14 0.883 0.084 0.929 0.043 0942 0.025 0946  0.021
CHI2 | 0531 0.191 0.656 0.177 0.773 0.145 0.864 0.093 0916 0.055 0.941  0.033
CVM | 0.624 0.181 0.775 0.144 0876 0.089 0.926 0.046 0942 0.026 0946  0.021
DH 0.735 0.149 0.864 0.086 0.924 0.044 0941 0.026 0946 0.023 0949  0.022
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Sample size

32 64 128 256 512 1024

Power | STD Power STD Power STD Power STD |Power| STD | Power STD
DN | 0585 0.193 07 0.167 0806 0.127 0886 0084 0932 0045 0949  0.027
Energy 0632 0.171 0758 0.137 0.863 0.089 0921 0.051 0945 0.028 0949  0.022
HZ | 0622 0.172 0.755 0.146 0856 0.098 091 0062 094 0035 0949  0.024
LV 0763 0.5 0871 0.085 0925 0.044 0941 0.026 0946 0.023 0949  0.022
N2 | 0.985 [0.041] 0.989 | 0.027] 0.988 | 0.027] 0.987 | 0.03 | 0.981 [ 0.032 | 0.985 | 0.03
Marl | 0523 0.155 0.621 0.14 0696 0.11 0735 0087 0752 0074 0764  0.07
Mar2 | 0637 0.162 0792 0.131 0.89 0074 0934 0036 0948 0024 095 0023
NRR | 0.602 0.186 0.739 0.159 0851 0.108 0916 0.06 0944 0031 095  0.022
Roy | 0784 0.135 0.875 0084 0924 0.046 0941 0.029 0947 0.023 095  0.021

=10

AD 0557 0172 0.754 0.145 0878 0.083 0928 0041 0942 0.023 0945 0021
CHI2 | 0473 0.198 0.604 0.173 0.726 0.156 0.824 0.114 0.891 0.071 0.928  0.042
CVM | 0534 0.171 0728 0.148 0.865 0.091 0922 0.047 0941 0025 0945  0.021
DH | 0754 0.126 0.884 0062 0934 003 0941 0023 0945 0023 0948  0.022
DN 0599 0.194 0.704 0.161 0817 0.123 0.896 0078 0936 0041 0949  0.024
Energy 0.598 0.157 0709 0.132 0.821 0.094 0906 0.055 0943 0028 0948  0.021
HZ 0604 0.149 071 0.149 0831 0.114 0901 0066 0937 0039 0949  0.024
LV | 0791 0.125 0893 0.062 0935 0.03 0941 0.023 0945 0023 0948  0.022
N2 | 0.997 [0.026] 0.998 | 0.023 | 0.998 | 0.017 [ 0.998 | 0.013 [ 0.991 | 0.037 | 0.991 | 0.04
Marl | 0458 0.128 0.592 0.116 0.676 0.096 0.733 006 0.747 0.053 0.756  0.049
Mar2 | 065 0.147 0.802 0.27 0899 0077 094 0033 0951 0025 095  0.022
NRR | 0599 0.188 0719 0.158 0844 0.11 0913 0063 0942 0032 0949  0.022
Roy | 0.834 0.101 0905 0058 0934 0032 0943 0.024 0946 0.022 095  0.021

Table 3.6. An average empirical power for a group of asymmetric distributions.

Sample size

32 64 128 256 512 1024
Power  STD | Power | STD Power STD Power | STD |Power STD |Power STD
d=2
AD 0.634 0.196 0.744 0.146 0.827 0.1 0.897 0.08 0954 0.044 0985 0.016
CHI2 | 0.631 0227 0.767 0.173 0.861 0.125 0931 0.083 0977 0.039 0996 0.012
CVM | 0.639 0.196 0.744 0.144 0822 0.112 0892 0.083 0949 0048 0982 0.019
DH 0.852 0.12 0956 0.057 0995 0.013 0999 59E-5 0999 11E-8 0.999 56E-9
DN 0.55 0209 0.657 0.171 0.724 0.132 0.774 0.114 0816 0.104 0.864 0.088
Energy | 0.832 0.129 093 0.078 0985 0.028 0999 0.003 0999 0001 0999 7E-5
HZ 0.811 0.13 0906 0.086 0968 0.042 0995 0.01 0999 6IE-5 0999 42E-7
LV 0.87 0.115 0961 0.054 0995 0.012 0999 54E-5 0.999 95E-9 0.999 4E-11
N2 [ 0.999 [0.003] 0.999 [SE-11] 0.999 [ 64E-11] 0.999 [91E-11] 0.999 [3E-12] 0.999 [35E-13 ]
Marl | 0813 0.151 0941 0.073 0992 0.018 0999 0.001 0999 92E-8 0.999 1IE-10
Mar2 0.63 0244 0776 0.191 0876 0.139 0947 0.086 0988 0.033 0.999 0.007
NRR | 0.639 0204 0759 0.154 0841 0.2 0915 0087 0968 0.047 0993 0.016
Roy 0.877 0.106 0.962 0.052 0995 0.012 0999 58E-5 0999 27E-8 0.999 12E-10
d=5
AD 0.614 0.188 0.763 0.136 0869 0.1 0946 0059 0984 0.019 0995 0.003
CHI2 0.6 0212 0779 0.155 0.892 0.108 0.965 0.056 0994 0.015 0.999 0.002
CVM | 0.608 0.186 0.761 0.135 0.869 0.101 0947 0.059 0985 002 0995 0.003
DH 0.915 0.086 099 002 0999 84E-5 0999 46E-9 0999 1E-10 0.999 37E-13
DN 0.551 0203 0.675 0.156 0.748 0.121 0812 0.107 0872 0.089 0926 0.063
Energy | 0.854 0.117 0.958 0.055 0996 0.011 0999 24E-5 0999 12E-8 0999 59E-9

120



Sample size

32 64 128 256 512 1024
Power | STD | Power | STD | Power  STD | Power | STD |Power STD |Power STD
HZ 0.798 0.128 0.907 0.088 0.974 0.038 0998 0.007 0.999 14E-5 0.999 1E-10
LV 0.932 0.077 0.992 0.017 0.999 71E-5 0.999 33E-9 0.999 91E-9 0.999 51E-10
IN2 [ 0.982 [0.055] 0.989 [0.043 [ 0.997 | 0.018 [ 0.997 [ 0.017 [ 0.999 [0.007 [ 0.999 | 22E-8 |

Marl 0.803 0.143 0.954 0.063 0.997 0.008 0999 67E-6 0.999 17E-8 0.999 87E-8
Mar2 0.623 0.197 0.791 0.158 0.908 0.107 0978 0.043 0997 0.011 0.999 0.003
NRR 0.61 0.196 0.763 0.145 0869 0.109 095 0.066 0989 0.023 0.999 0.003

Roy 0.945 0.066 0.993 0.016 0.999 62E-5 0.999 1E-7 0.999 34E-8 0.999 11E-10
d=10
AD 0.483 0.194 0.707 0.132 0.863 0.103 0955 0.052 099 0.013 0.996 89E-5

CHI2 0.443 0.206 0.712 0.169 0.87 0.115 096 0.059 0994 0.016 0.999 0.001
CVM 0.459 0.191 0.7 0.132 0.859 0.104 0953 0.054 0989 0.013 0.996 0.001

DH 0944 0.065 0998 0.007 0999 44E-7 0999 29E-8 0999 O9E-9 0999 42E-11
DN 0532 0212 0679 015 0776 0.119 0858 0098 093 0064 0975 0.031
Energy | 0.829 0.122 0956 0.054 0997 0008 0999 75E-6 0999 3E-8 0999 73E-9
HZ 0744 0.13 0861 0.102 0954 0055 0994 0015 0999 56E-5 0999 51E-9
LV 0.96 0.054 0998 0.005 0999 28E-7 0999 36E-8 0.999 54E-9 0.999 4E-12
N2 [ 0922 J0.132] 0.947 Jo.116 ] 0.98 | 0.073 [ 0.995 [ 0.025 [ 0.996 [0.019] 0.996 [ 0.02 |

Marl 0.693 0.15 0931 0.078 0.997 0.009 0999 78E-6 0.999 49E-8 0.999 7E-11
Mar2 0.573 0.192 0.746 0.142 0.898 0.106 0978 0.046 0.998 0.008 0.999 3E-5
NRR 0.532 0.208 0.722 0.141 086  0.109 0952 0.062 0.992 0.017 0.999 0.002
Roy 0.98 0.033 0.999 0.003 0999 21E-7 0.999 29E-8 0.999 1SE-9 0.999 67E-11

Table 3.7. An average empirical power for a group of mixed distributions.

Sample size
32 64 128 256 512 1024
Power | STD |Power STD Power STD Power | STD Power STD |Power STD

d=2
AD | 0469 0214 0572 0208 0.683  0.188 0.78  0.144 0.848 0.094 0.883  0.063
CHI2 |0.408 0202 0476 0215 0571 0216 0667 0.198 0763 0.16 0842  0.107
CVM | 0.463 0211 0.567 0.208 0.679  0.188 0.778  0.144 0.847 0.094 0.883  0.065
DH | 0436 0201 051 0.192 0591  0.173 0.66  0.159 0.746 0.144 0.826 0.113
DN | 0439 02 0511 0195 059 0192 0674 018 0.763 0.147 0835 0.105
Energy 0.582 0.196 0.703 0.165 0.809  0.112  0.872  0.07 0.895 0.047 0902  0.044
HZ |0572 0.19 0.697 0.164 0807 0.115 0.871 007 0.894 0.047 0901  0.043
LV | 0.453 0.203 0.547 0.195 0.667  0.163 0.749 0.3 0.808 0.109 0.857  0.088
N2 0.999 [0.007] 0.999 [37E-5[0.999 [ 2E-7 [ 0.999 [43E-9 [0.999 [7E-11[0.999 [ 4E-12 |
Marl | 0.476 0.202 0.577 0.186 0.659 0.154 0717 0.127 0.76 0.101 0.78  0.086
Mar2 | 0412 0.193 0527 0216 0.651 0209 0762 0.162 0.843 0.108 0.884  0.066
NRR | 0444 0202 0.533 0203 0.641  0.191 0.741 0.6 0.827 0.111 0.878  0.074
Roy | 0451 0.184 0513 0.183 0572  0.178 0.643  0.165 072 0.138 0.764  0.115

d=5
AD | 0.626 0207 0749 0.132 0.805 0.097 0852 0.074 0.88 0.057 0.894  0.045
CHI2 | 0466 0217 0582 0204 0.67 0169 0729 0.132 0.763 0.113 0.789  0.102
CVM | 0585 0211 0.726 0.143 0.791  0.105 0.841  0.083 0.875 0.063 0.893  0.048
DH | 0.545 0209 0.631 0.178 0.695 0142 0747 0.113 0777 0.091 0.795  0.087
DN | 0.538 0216 0.684 0.177 0771  0.121 0.825 0.096 0.865 0.075 0.891  0.057
Energy| 0.703 0.148 0.788 0.097 0.845  0.068 0.88  0.052 0.894 0044 09  0.045
HZ | 0.706 0.154 0.815 0.091 0.864 0.059  0.885 0.047 0.895 0.043 0.899  0.044
LV 0553 021 0628 0.179 0.692 0142 0751 0113 0.81 0.091 0.883  0.062
(N2 10.982]0.063] 0.989 [0.045]0.995] 0.019 | 0.998 [ 0.019 [ 0.999 [41E-7[0.999 [ S8E-9 |
Marl | 0.584 0.174 0.675 0.133 0.722  0.105 075  0.092 0.766 0.085 0.778  0.085
Mar2 | 0.584 0209 0.723 0.147 0.791  0.111 0.838  0.088 0.864 0.079 0.889  0.065
NRR | 0.551 0215 0.694 0.164 0.769  0.118 0.822  0.097 0.863 0.076 0.889  0.058
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Sample size

32 64 128 256 512 1024
Power STD [Power STD |Power STD Power = STD |Power STD |Power STD
Roy | 047 0.187 0.524 0.187 0.589  0.I8 0.669 0.157 0.73 0.125 0.764 0.114
d=10
AD | 0.688 0.161 0.753 0.095 0.775  0.092  0.802 0.091 0.833 0.086 0.866  0.072
CHI2 | 0477 0219 0579 021 0.651 0192 0709 0.155 0.746 0.121 0.763  0.109
CVM | 0.642 0.18 0.744 0.104 0.771  0.093 0.795  0.091 0.821 0.087 0.853  0.078
DH 0.58 0207 0.69 0.143 0.736  0.11 0.761  0.097 0.778 0.091 0.791  0.087
DN | 0669 0.197 0753 0.2 0776 0.102  0.793 0.093 0.818 0.089 0.842  0.085
Energy 0.719 0.104 0.744 0.086 0777 0.084 0823 0.077 0.875 0.058 0.897  0.043
HZ | 0745 0.106 0.78 0.081 0.821  0.081 0.87  0.061 0.892 0.044 0.899  0.043
LV 0592 0209 0.69 0.146 0735  0.111 076 0.097 0776 0.09 079  0.086
N2 [0.916 [0.148] 0.942 [0.095] 0.94 [ 0.093 [ 0.968 [ 0.078 [0.995]0.033]0.997 [ 0.016
Marl | 0.614 0.101 0.68 0084 0722 0087 0745 0.086 0.764 0.088 0.779  0.086
Mar2 | 0.731 0.169 0.796 0.098 0.795  0.094 0811 0094 084 0092 0861  0.082
NRR | 0.679 0.188 0.753 0.115 0774 0.1 0.79  0.092 0.814 0.089 0.837  0.086
Roy | 0475 0.194 0529 0.195 0.602 0.184  0.689 0.156 0.745 0.13 0.769  0.122
Table 3.8. An average empirical power for a group of normal mixture
distributions.
Sample size
32 64 128 256 512 1024
Power | STD | Power | STD | Power | STD | Power | STD | Power | STD | Power | STD
d=2
AD 0465 0221 0576 0225 071 0205 0.844 0.149 0943 0.073 0987 0.019
CHI2 | 0422 0211 0508 0228 0.618 0229 0.738 0.196 0845 0.136 0917 0.077
CVM | 0468 0221 0581 0225 0715 0205 0.848 0.15 0945 0.073 0988 0.018
DH 056 0221 0.74 0.178 0.893 0.105 0974 0.04 0998 0.006 0999 22E-6
DN 0428 0205 0503 0211 0582 0215 0.685 0.193 0791 0.157 0.882 0.111
Energy | 0537 022 0.682 0.199 0.836 0.139 0.938 0.068 0986 0.022 0.999 0.002
HZ 0529 0214 0672 0.198 0.823 0.145 0926 0077 0977 0.031 0998  0.006
LV 0.588 0.223 0.752 0.176 0.895 0.104 0.974 0.04 0998 0.006 0.999 22E-6
N2 [ 0.999 T0.004] 0.999 [2E-8] 0.999 [ 7E-9] 0.999 [19E-9] 0.999 [2E-11] 0.999 | 9E-12 |
Marl 0433 0211 0544 0204 0.633 0.178 0.701 0.152 0.733 0.138 0.757 0.132
Mar2 | 0437 0201 0563 0226 0.707 0217 084 0.159 0931 0.084 0977 0.032
NRR 0442 0208 0544 022 0.664 0217 0.805 0.173 0924 0.099 0.985 0.031
Roy 0.607 0212 0.778 0.158 0.908 0.093 0.978 0.035 0998 0.006 0999 81E-6
d=5
AD 045 0211 0574 0213 0.699 0.184 0.806 0.141 0.889 0.095 0.946 0.056
CHI2 | 0399 0.196 0491 0218 0598 0212 0702 0.183 0.787 0.145 0857  0.105
CVM | 0441 0206 0563 0213 0.689 0.186 0.798 0.144 0.883 0.098 0942 0.059
DH 0594 0206 0.782 0.149 0916 0.077 0979 0.029 0998 0.005 0999 29E-5
DN 0443 0208 051 0211 059 02 0.691 0177 0.782 0.145 0.859  0.106
Energy | 0503 021 0.64 0.193 0781 0.145 0.894 0.085 0963 0.038 0992 0.011
HZ 0485 0.199 0.621 0201 0.761 0.163 0.877 0.106 095 0.052 0985  0.02
LV 0.632 0206 0.795 0.146 092 0.076 0.979 0.029 0998 0.005 0.999 29E-5
N2 [ 0.98 [0.061] 0.994 [0.028] 0.997 [0.016] 0.999 ] 0.006 | 0.999 [ 0.003 ] 0.999 | 0.001 |
Marl 0384 0.199 0516 0.196 0.619 0.169 0.694 0.138 0.736 0.115 0.758  0.103
Mar2 046 0.187 059 0212 0728 0.188 0.832 0.142 0905 0.093 0954 0.049
NRR 0442 0204 0539 0215 0.655 0.196 0.766 0.157 0.857 0.113 0925 0.071
Roy 0.672 0.186 0.828 0.128 0.934 0.066 0.984 0.024 0998 0.004 0999 45E-5
d=10
AD 0402 0.188 0556 0203 0.709 0.165 0.801 0.116 0853 0.085 0.893 0.071
CHI2Z | 0392 0.9 047 0212 0587 0207 0.688 0.17 076 0.138 0818 0.115
CVM | 0396 0.185 0537 0201 0.692 0.172 079 0.122 0.846 0.089 0.886 0.074
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Sample size

32 64 128 256 512 1024
Power | STD | Power | STD Power | STD Power STD | Power  STD  Power STD
DH 062 0.182 08 0121 0915 0.069 0973 0.03 0995 0.008 0999 72E-5
DN 0.495 0216 0536 0209 0.629 0.193 0723 016 08 0.119 085 0.089
Energy | 0476 0204 0599 0.182 0.723 0.143 0.834 0.1 0912 0062 096 0.033
HZ 0.487 0.165 0.581 0.189 0.708 0.166 0.815 0.118 0.887 0.081 0.939  0.052
LV 0.667 0.181 0.815 0.118 0.919 0.067 0974 0.03 0.995 0.008 0.999  7E-4
N2 [ 0.989 [0.035] 0.984 [0.035] 0.977 [0.036] 0.971 | 0.03 [ 0.971 [0.031] 0.973 | 0.031 |

Marl 0.287 0.162 0472 0.175 0.582 0.15 0.669 0.119 0.711 0.095 0.739  0.085
Mar2 0.547 0.16 0.634 0.195 0.758 0.151 0.834 0.106 0.885 0.084 0.924  0.066
NRR 0.487 0.206 0.55 021 0.674 0.186 0.771 0.138 0.833 0.099 0.875 0.079
Roy 0.735 0.151 0855 0.1 0939 0.052 0.98 0.023 0.997 0.006 0.999 63E-5

In order to supplement and emphasize the results presented in Tables 3.5-3.8,
the generalized line diagrams were drawn. The resulting graph is shown in Figure
3.4 showing that the New test (N2) is significantly more powerful than the other
tests. The power of the Mar1 tests is the lowest compared with other tests. Figure 3.4
indicates that the power of tests increases as the sample size increases. By increasing
the dimension the power of eight tests (AD, CHI2, CVM, Energy, HZ, N2, Marl,
and NRR) decreases while the power of the other tests (DH, DN, LV, Mar2, and
Roy) increases slightly. For small sample sizes, the most powerful tests are N2, Roy,
and DH. For large sample sizes, the most powerful tests are N2, Energy, HZ, and
LV.

Test = AD Test= CHI2 Test = CVM Test = DH Test= DN Test = Enargy Test= HZ

g f= =] — —
T =T ==

06

0.4

Power

Test= LV Test = Marl Test = Mar2 Test = NRR Test = N2 Test = Roy

06 e

0.4

Dimension
Sample_size 32 64 128 256 512 1024

Figure 3.4. A summary of the average empirical power of all examined
distribution groups by sample size and dimensionality.
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3.3. Practical application to real data

The data set collected from 2001 to 2020 by the Head of the Department of
Urology Clinic of the Lithuanian University of Health Sciences [113] illustrates the
practical application. This dataset consists of study data from 2,423 patients and two
different continuous attributes (patient age and prostate-specific antigen (PSA)). The
assumption of normality was verified by filtering patients’ age and PSA by year of
death (i.e.. deaths during the first 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 10, and 15 years). The filtered
data were standardized. The power and p-value were calculated for the multivariate
tests. The significance level of o= 0.05 was used for the study. Based on the obtained
results. it was found that all the applied multivariate tests rejected the Hy hypothesis
of normality. The power of tests CHI2, DH, Energy, HZ, LV, New, Mar, NRR, and
Roy was 0.999 and the p-value was <0.0001, except for the DN test, the power of
which was 0.576 and the p-value was 0.026.

In 2017, the data set of pollution research with IQOS and traditional cigarettes
[114] was used by the Faculty of Chemical Technology and Department of Environmental
Technology at Kaunas University of Technology for practical application. This data
set consists of 33 experiments (with different conditions) in which the numerical
(Pn10) and mass concentrations (Pm2.5, Pm10) of particles were measured. The
assumption of normality was checked by filtering Pn10, Pm2.5, and Pm10 according
to the number of the experiment in the smoking phase. The filtered data were
standardized. The power and p-values of multivariate tests with a significance level
of a = 0.05 were calculated. Based on the obtained results, all the applied
multivariate tests show that the assumption of normality is rejected. Most of the
multivariate tests used (CHI2, DH, Energy, HZ, LV, New, Mar, NRR, and Roy) had
a power of 0.999 and p-value of <0.0001. The power of the other tests was also close
to 0.99 and the p-value was about 0.0001.

CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS

1. Problems of distributed computations, sample size, distributions, and tests
selection were examined for testing the goodness-of-fit hypothesis. According
to the review, samples of different sizes were selected for the research,
different distributions of data covering all the most common problems in
practice, the most powerful tests for testing the goodness-of-fit hypothesis
were applied.

2. According to the theory of N-metric, a goodness-of-fit test for normality was
proposed, which is a powerful competitor to other popular univariate tests.
Furthermore, the proposed test is the most appropriate for symmetric data sets
of size n>112, asymmetric data sets of size n >118, and bell-shaped
distributed data sets of size n >88.

3. The calibration of the parameters of the new kernel function allowed to choose
its form which reduced the evaluation bias to near-optimal using the proposed
N-metric based goodness-of-fit test.

4. New multivariate goodness of fit test for normality was constructed based on
the evaluation of the difference in distribution densities and the application of
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the inversion formula. The multivariate goodness-of-fit test showed that the
constructed test for moderate-sized samples is best used for 2-dimensional
data. It is recommended to use this test with large sample sizes (n >512) for
larger dimensions.

. Chi-square, Doornick-Hansen, Energy, Henze-Zircler, Lobato-Velasco,
Nickelin-Rao-Robson, Royston, and the new tests are most powerful for real
data used in this study.
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Kosi: Cauchy(l, s)

e Tankis: ;2;

SH(H(XT-I) )

e generavimas:
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e parametrai: [ = 0,s =
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srexp (—551):

e generavimas: i —
b.sgn{U — 0,5}in(1 —
2|U = 0,5);

o dispersija: 2b?;

e parametrai: 4 = 0,b =
1.

@
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Skirstinys

Parametrai

Forma

Logistinis: Lg(y, s)

e Tankis: iexp

_"%li)z
(1ver(-52)

e generavimas: U +
U
sin (—),
1-U
2

. .o T
e dispersija: 555

2 /N

e parametrai: 4 = 2,5 =

05

0.4

Stjudento: Student —

t(k)

Xz/k)_(k+1)/2, k> 0,
4

Generavimas: ——;
VX2)/k
e Dispersija: k <

2:00,k > 2: L;
k-2

e Parametrai: k = 1,k =
2,k =4k =10.

2' M-a 2 1 0 1 2 3
(5
e Tankis: m(l + 05

o

1p.2 lentelé. Asimetriniai skirstiniai

Skirstinys

Parametrai

Beta: Beta(a, B)

e parametrai: @ = 2, =
La=2,=5 a=
4,3=05a=5p=1

2.0
25
2.0
16
1.0
0.5
0.0

Chi-kvadrato:
X2 (k)

e Tankis: 27%/?T'(k/
_ _ x

2)"1xk/2 1 gxp (_ E)’x
0;

e generavimas: Yi_; Z7;

e dispersija: 2k;

e parametrai k = 1,k =
Z’k = 4,k = 10

>
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Skirstinys

Parametrai

Forma

Gama:
Gamma(a, b)

e Tankis:
a

-1 _
RV x*texp(—xb),x

0,a,b > 0;

e generavimas:
rgamma(a,1/b);

e dispersija: a/b?;

e parametrai: a = 2,b =
2;a=3,b=2;a=

Gumbel:
Gumbel(u, o)

5’b=1;a=9’b= 001 2 3 4 5 8 7 & g 10 1 12
1, a=15b=1;a =
100,b = 1.

e Tankis: o8

iexp {_ exp [_ (%)] B
()

e generavimas: u — gln(E);
. .. TL'2 2
e dispersija: =%

e parametrai: p = 1,0 = 2.

05
04
03
02
o1
00

Log-normalusis:
LN(u, 0)

e Tankis:
_ (znx—mz),
xo\2m exp ( 202 ’

e generavimas:
exp{N(u,0%);

o dispersija: (exp(c?) —
Dexp(2u + 0?);

e parametrai: u = 0,0 = 1.

"~
w
IS
o

Veibulo: W (4, k)

e Tankis:

1 /A1
&) exp(=G/i0h);
e generavimas:
k(= ln(U)Y*;
. .. o 2
e dispersija: k“T' (1 + Z) -
[T
e parametrai A = 0,5,k =
LA=1k=2; A=
2,k =34, 1=3,k=4.

0.8
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2 priedas. Naujo daugiamacio kriterijaus parametry rinkiniai

2p.1 lentelé. Glodumo parametro kitimas nuo triuk§mo klasterio svorio (pg) ir
dimensijos (d)

TriukSmo @ Glodumo

Dimensija . Vidutiné N2 kriterijaus
(d) klas_terlo RN statistikos (T*) reikSmeé
svoris (po) (h)
2 0 0,25 3,7850
2 0,001 0,70 3,2503
2 0,005 0,90 3,1316
2 0,010 1,00 3,0851
2 0,050 1,25 2,9792
2 0,100 1,50 2,9470
3 0 0,05 6,2800
3 0,001 0,05 6,3112
3 0,005 0,05 6,4146
3 0,010 0,05 6,5190
3 0,050 0,05 7,1085
3 0,100 0,05 6,7563
4 0 0,50 5,7014
4 0,001 1,00 5,3396
4 0,005 1,25 5,2694
4 0,010 1,50 5,2337
4 0,050 1,75 5,1912
4 0,100 2,00 5,1686
5 0 0,10 7,0022
5 0,001 0,10 7,0005
5 0,005 0,10 6,9945
5 0,010 0,25 6,9929
5 0,050 0,25 7,0044
5 0,100 0,25 7,0033
6 0 0,50 8,0353
6 0,001 1,25 7,6723
6 0,005 1,50 7,6390
6 0,010 1,75 7,6275
6 0,050 2,00 7,6083
6 0,100 2,20 7,6019
7 0 0,50 9,0344
7 0,001 0,50 9,0354
7 0,005 0,50 9,0397
7 0,010 0,50 9,0450
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TriukSmo @ Glodumo

Dimensija . Vidutiné N2 kriterijaus
(d) klasterio parametras .o 4k o5 (T*) reikimeé
svoris (po) (h)
7 0,050 0,50 9,0889
7 0,100 0,50 9,1448
8 0 0,60 10,3732
8 0,001 1,50 10,1379
8 0,005 1,75 10,1243
8 0,010 2,00 10,1203
8 0,050 2,30 10,1139
8 0,100 2,50 10,1120
9 0 0,80 11,4251
9 0,001 0,80 11,4262
9 0,005 0,80 11,4306
9 0,010 0,75 11,4361
9 0,050 0,60 11,5178
9 0,100 0,50 11,7495
10 0 0,70 12,7642
10 0,001 1,75 12,6331
10 0,005 2,00 12,6285
10 0,010 2,20 12,6271
10 0,050 2,50 12,6252
10 0,100 2,75 12,6247
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3 priedas. Daugiamaciy Kriterijy galios palyginimo grafikai pagal skirstinj

Simetriniai skirstiniai

Kriterijus = AD Kriterijus = CHI2 Kriterijus = CVIV Kriterijus = DH Kriterijus = DN Kriterijus = Energy Kriterijus = HZ
10
0.8
0.6
0.2
2
8 Kriterijus = LV Kriterijus = N2 Kriterijus = Mar1 Kriterijus = Mar2 Kriterijus = NRR Kriterijus = Roy
1.0 —o——0——0
0.8
0.6
ol F/ % % /
0.2

32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 8512 32 128 512 32 128 512 32 128 512
Irnties dydis

Dimensija 2 5 10

3p.1 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas standartinio normaliojo skirstinio

atveju
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Galia

Galia

144

Kriterijus = AD

Kriterijus = CHI2

Kriterijus = CVM

Kriterijus = DH

Kriterijus = DN

Kriterijus = Energy

Kriterijus = HZ

084

06

0.4

02

Kriterijus = LV

Kriterijus = N2

Kriterijus = Marl

Kriterijus = Mar2

Kriterijus = NRR

Kriterijus = Roy

08

06

04

02

—e——8—6—0

T T
32 128 512

T T
32 128 512

Dimensija

T T
32 128 512

T T
32 128 512

Imties dydis
2 5

T T
32 128 512

10

T T
32 128 512

T T
32 128 512

3p.2 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas beta skirstinio atveju

Kriterijus = AD

Kriterijus = CHI2

Kriterijus = CVM

Kriterijus = DH

Kriterijus = DN

Kriterijus = Energy

Kriterijus = HZ

1.0 o—e 7 o—o ° o
08+
06
04
02
Kriterijus = LV Kriterijus = N2 Kriterijus = Marl Kriterijus = Mar2 Kriterijus = NRR Kriterijus = Roy
10 oo o e
08
06
0.4+
02
T T T T T T T T T T T T T T
32 128 512 32 128 512 32 128 812 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512
Imties dydis
Dimensija 2 5 10

3p.3 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas Kosi skirstinio atveju




Galia

Galia

Kriterijus = AD

Kriterijus = CHI2

Kriterijus = C¥M

Kriterijus = DH

Kriterijus = DN

Kriterijus = Energy

Kriterijus = HZ

0.8

0.6

0.4

0.2

\

Kriterijus = LV

Kriterijus = N2

Kriterijus = Mar1

Kriterijus = Mar2

Kriterijus = NRR

Kriterijus = Roy

08

0.6

0.4+

0.2

o—6—6—6—0—0

S

%

32

128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 512
Imties dydis
2 5

T T
32 128 512

10

Dimensija

T T
32 128 512

T T
32 128 512

3p.4 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas Laplaso skirstinio atveju

Kriterijus = AD

Kriterijus = CHI2

Kriterijus = CWM

Kriterijus = DH

Kriterijus = DN

Kriterijus = Energy

Kriterijus = HZ

08+

06

0.4

02

/

/

Y
S

Kriterijus = LV

Kriterijus = N2

Kriterijus = Mar1

Kriterijus = Mar2

Kriterijus = NRR

Kriterijus = Roy

0.8+

06

0.4+

02

4

W

i

Ty

\

32

T
128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 512

Imties dydis

T T
32 128 512

Dimensija

2 5

10

T T
32 128 512

T T
32 128 512

3p.5 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas logistinio skirstinio atveju




Kriterijus = AD Kriterijus = CHI2 Kriterijus = CWM Kriterijus = DH Kriterijus = DN Kriterijus = Energy Kriterijus = HZ

1” 7l

08+

06

0.4+

02

Galia

Kriterijus = LV Kriterijus = N2 Kriterijus = Mar1 Kriterijus = Mar2 Kiriterijus = NRR Kriterijus = Roy
1.0 %—é—d e—0—e—0=g—p ?"é_q
0.8

06

0.4+

02

T T T T T T T T T T T T T T
32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512
Imties dydis

Dimensija 2 5 10

3p.6 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas Stjudento skirstinio atveju

Asimetriniai skirstiniai

Kriterijus = AD Kriterijus = CHI2 Kriterijus = CVM Kriterijus = DH Kriterijus = DN Kriterijus = Energy Kriterijus = HZ

. AiVdai

084

06

0.4

02

Galia

Kriterijus = LV Kriterijus = N2 Kriterijus = Marl Kriterijus = Mar2 Kriterijus = NRR Kriterijus = Ray

- o

084

06

0.4+

02

T T T T T T T T T T T T T T
32 128 B2 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 &12 32 128 512 32 128 512

Imties dydis

Dimensija 2 5 10

3p.7 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas chi-kvadrato skirstinio atveju
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Kriterijus = AD Kriterijus = CHI2 Kriterijus = C¥M Kriterijus = DH Kriterijus = DN Kriterijus = Energy Kriterijus = HZ

1.0 %—e—e—q f@—e—q
0.8
0.6
0.4
0.2
2
8 Kriterijus = LV Kriterijus = N2 Kriterijus = Mar1 Kriterijus = Mar2 Kriterijus = NRR Kriterijus = Roy
1.0 ?g/ ??7—3—3—6
0.8 /
0.6
0.4
0.2
T T T T T T T T T T T T T T
32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512
Imties dydis
Dimensija 2 5 10
3p.8 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas gama skirstinio atveju
Kriterijus = AD Kriterijus = CHI2 Kriterijus = CVM Kriterijus = DH Kriterijus = DN Kriterijus = Energy Kriterijus = HZ
10
08|
06
04
02
k]
5 Kiiterijus = LV Kriterijus = N2 Kiiterijus = Mar1 Kriterijus = Mar2 Kriterijus = NRR Kriterijus = Roy

7 o in

0.4

02

T T T T
32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512 32 128 512

Imties dydis
Dimensija = 2 s 5 10

3p.9 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas Gumbelio skirstinio atveju




Galia

Kriterijus = AD

Kriterijus = CHI2

Kriterijus = CVM

Kriterijus = DH

Kriterijus = DN

Kriterijus = Energy

Kriterijus = HZ

0.8+

06

0.4+

02

Kriterijus = [V

Kriterijus = N2

Kriterijus = Mar1

Kriterijus = Mar2

Kriterijus = NRR

Kriterijus = Roy

7

08
0.6
0.4

0.2

]

Al

T T
32 128 612

T T
32 128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 5812

Irnties dydis
2 5

T T
32 128 512

10

Dimensija

T T
32 128 512

T T
32 128 512

3p.10 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas lognormaliojo skirstinio atveju

Galia

148

Kriterijus = AD

Kriterijus = CHI2

Kriterijus = CWM

Kriterijus = DH

Kriterijus = DN

Kriterijus = Energy

Kriterijus = HZ

08

06

0.4

02

?—9—9—9—0

s

4

Kriterijus = LV

Kriterijus = N2

Kriterijus = Marl

Kriterijus = Mar2

Kriterijus = NRR

Kriterijus = Roy

3.7.—9—9—9—0

084
06
044

02

o

?—G—H—D

T T
32 128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 512

T T
32 128 512

Imties dydis

T T
32 128 512

Dimensija

2 5

10

T T
32 128 512

T T
32 128 512

3p.11 pav. Daugiamaciy kriterijy galios kitimas Veibulo skirstinio atveju



4 priedas. IQOS ir tradiciniy cigareciy iSmetamy kietyjy daleliy eksperimenty

salygos
4p.1 lentelé. Eksperimenty patalpos salygos
Eksperimento | Védinimas, | Atstumas, | Savanoriy | Drégmé, | Cigaretés
nr. proc. m skaiCius proc. tipas
N1 0,2 0,5 1 30 1QOS
N2 0,5 0,5 1 30 1QO0S
N3 1 0,5 1 30 1QO0S
N4 0,2 0,5 5 30 1QOS
NS5 0,5 0,5 5 30 1QOS
N6 1 0,5 5 30 1QO0S
N7 0,2 0,5 1 70 1QOS
N8 0,5 0,5 1 70 1QOS
N9 1 0,5 1 70 1QO0S
N10 0,2 0,5 5 70 1QOS
N11 0,5 0,5 5 70 1QOS
NI12 1 0,5 5 70 I1QOS
NI13 0,2 2 1 30 1QOS
N14 0,5 2 1 30 1QOS
N15 1 2 1 30 1QOS
N16 0,2 2 5 30 1QO0S
N17 0,5 2 5 30 1QOS
NI18 1 2 5 30 1QOS
NI19 0,2 2 1 70 1QO0S
N20 0,5 2 1 70 1QOS
N21 1 2 1 70 1QOS
N22 0,5 0,5 5 70 1QOS
N23 1 0,5 5 30 I1QOS
N24 0,2 0,5 5 70 1QOS
N25-N27 0,5 1 3 50 1QOS
N28-N30 0,5 2 1 50 1QOS
N31-N33 0,5 2 1 50 Tcrlfg‘;‘rceltrf
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