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Santrauka

Atliekant literatiros apzvalgg pasirinkta tematika pastebéta, kad moksliniuose Saltiniuose yra labai
mazai informacijos apie Lamberto funkcijos pritaikyma finansiniy rinky stabilumo srityje. Nors per
paskutinius kelis deSimtmecius finansiniy rinky stabilumas buvo aktyviai tyrinéjamas, taciau
dirbant su sudétingesniais matematiniais modeliais, pavyzdziui, kai produkto pasitlai yra
pritaikomas vélavimas, tyréjai paprastai turédavo pasikliauti skaitiniais metodais, su kuriais galima
gauti tik apytikslius sprendinius. Matematinj modelj uzrasius diferencialine lygtimi su véluojanciu
argumentu ir pritaikius Lamberto W funkcijg, galima gauti tiksly sprendinj, o skaiciavimai
nereikalauja daug resursy.

Pritaikius rinkos kainos stabilumo tyrimui Lamberto funkcijy metoda, gauta metodika panaudota
realiems uzdaviniams spresti. Spresti du realiis uzdaviniai: 1. Realus paukStienos rinkos kainos
matematinis modelis — tiesiné diferencialiné lygtis su vélavimo argumentu. Sio modelio
transcendentinei charakteristinei lygciai spresti pritaikyta Lamberto W funkcijg. Tyrinéta
transcendentinés lygties Sakny iSsidéstymas kompeksinéje plokStumoje, pagal kurias jvertinama ar
sistema stabili ar ne. I§ gauty rezultaty tyrinéta skirtingy modelio parametry dinamika ir nustatyta,
kokiuose parametry intervaluose sistema iSlicka stabili. 2. Linearizuotas Kaleckio matematinis
modelis - nehomonegininé diferencialiné lygtis su vélavimo argumentu. Nagrinéta matematinio
modelio lygties sprendinio elgsena laiko atzvilgiu, jvertinant sistemos stabilumg prie skirtingy
velavimo argumento reikSmiy.

Pagrindinis rezultatas yra Lamberto funkcijy metodo pritaikymas rinkos kainos stabilumui tirti.
Pritaikius gautg metodika atlikty tyrimy su realiais uZdaviniais rezultatai. IStirtas paukstienos kainos
matematinis modelis su fiksuota vélavimo argumento reikSme t = 0.9 ir skirtingais rinkos
elastingumo koeficientais. Nustatyta, kad su rinkos elastingumo koeficiento reikSmémis 0.9 ir 1.4
sistema yra stabili, o kai koeficiento reikSmé pasiekia 1.9 sistema tampa nestabili. IStirtas Kaleckio
verslo matematinis modelis su skirtingais vélavimo argumentais ir nustatyta, kad su vélavimo
argumento reikSmeémis iki 0.6 sistema yra asimptotiSkai stabili, o kai reikSmé pasiekia 0.61, sistema
tampa nestabili.

I$ gauty rezultaty galima padaryti i§vadg, kad Lamberto W funkcijg gali biiti sékmingai taikoma tirti
realius uzdavinius skirtus finansiniy rinky stabilumui tirti, kai jos apraSomos diferencialinémis
lygtimis su vélavimo argumentu.
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Summary

While studying the literature we observed a lack of applications of the Lambert W function in
scientific papers. Even though in the last few decades stability of financial market has been studied
extensively, when dealing with more complicated models, for example with models that factor in
the delay between supply and demand, the researchers had to used numerical methods, which can
only give approximate results. When then mathematic model is described as delay differential
equation we can apply Lambert W function ant obtain exact results without needing many
computational resources.

We have applied Lambert W function to analysis of market price stability and the described
methodology was used to solve two real world solutions: 1. Mathematical model of poultry meat
market price — linear delay differential equation. To obtain the solution of models characteristic
equation Lambert W function was used. We analyzed the position of the solutions of characteristic
equation on complex plane and by doing so determined whether the system is stable or not. The
dynamics of the solution of the original equation was also studied and parameter values, at which
system is stable where obtained. 2. Linearized Kalecki model — nonhomogenous delay differential
equation. We analyzed the values of the solution in terms of time, determining the stability with
different values of the delay argument.

The main result of this project is the application of Lambet function to the analysis of market price
stability. We analyzed the poultry price model with constant value of the delay argument t = 0.9
and different values of market stability coefficient. We observed, that the system is stable, when
values of market stability coefficient are equal to 0.9 and 1.4, but when the value of the coefficient
is 1.9 system becomes unstable. Kalecki model was analyzed with different values of the delay
argument. Results showed, that system is stable, when values of delay argument are between 0.1
and 0.6. When the delay is equal to 0.61 the system becomes unstable.

From the obtained results we can conclude that Lambert W function can be applied to analysis of
market price stability, when they are described by delay differential equations.
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Ivadas

Temos naujumas ir aktualumas. Rinkos kainos stabilumo tyrimas $iuo sudétingu laikotarpiu dél
pandemijos yra svarbus jvairiose Srityse ir paprastam tkininkui, ir stambiam verslininkui. Padétis
rinkose ir jy stabilumas, kainos yra aktualts visiems klausimai. Tokio pobtidzio tiriamieji darbai yra
labai svarbis. Daugelyje straipsniy, monografijy ir jvairiy publikacijy [10, 11, 17] gausu rinkos
kainy tyrimy, kuriuose néra jvertinamas vélavimas, nors jis yra reik§mingas veiksnys, darantys jtakg
pasiiilai ir paklausai. Jeigu jau galima rasti vélavimo jvertinima, tiriant stabilumg, tuomet naudojami
metodai yra tik skaitiniai (apytiksliai) [1, 12]. Siame darbe pasiiilytas tikslus Lamberto funkcijy
metodas, skirtas tirti rinkos kainos stabilumg jvertinant vélavimg. Sis metodas pladiai taikomas
atliekant valdymo sistemy su vélavimais tyrimus, tad pritaikymas rinkos kainos tyrimui yra naujas
ir taikomumo spektras yra platus.

Siame darbe bus nagrinéjamas Lamberto W funkcijos taikymas tyrinéjant realias finansines rinkas,
kuriy matematinis modelis yra tiesiné homogenin¢ arba nehomogeniné diferencialiné lygtis su
veélavimo argumentu.

Darbe pateikiama literatiiros apzvalga apie rinkos kainy stabiluma, pristatomi taikymo pavyzdziai.

Tyrimo tikslas — istirti tam tikro laikotarpio rinkos kainos stabilumg, jvertinant vélavima tarp
pasiiilos ir paklausos, panaudojant Lamberto funkcijy metoda.

Tyrimo uzdaviniai:

1. jvertinti rinkos kainos stabilumo tyrimo problematika;

2. isanalizuoti rinkos kainos stabilumo tyrimo metodus;

3. pritaikyti Lamberto funkcijy metoda rinkos kainos stabilumo tyrimui;
4. pritaikyti realiems modeliams naudojama metodika.

Tyrimo objektas — rinkos kainos dinamika.

Tyrimo metodai: mokslinés literatiiros analizé ir pritaikymas rinkos stabilumo uzdaviniams spresti,
programos sukiirimas pagal sukurtg metodika.

Magistrinio darbo tematika 2020 m. yra iSspausdintas 1 straipsnis recenzuojamame Lietuvos
matematiky leidinyje. Lietuvos matematiky draugijos 61-0joje konferencijoje skaitytas praneSimas,
baigiamasis projektas pristatytas konferencijoje ,,Matematika ir gamtos mokslai: teorija ir
taikymas®. Dar vienas straipsnis pateiktas zurnalui Applied Mathematics and Computation.

Tyrimo metodika.

Darbo struktiira. Darba sudaro jvadas, trys skyriai, iSvados, literatiiros sgrasas ir priedai. Pirmas
skyrius skirtas rinkos kainy stabilumo tyrimo metody ir algoritmy apzvalgai, antras skyrius — darbo
rezultatams bei jy interpretacijai, o treCiame skyriuje sukurtos programinés jrangos sgsajai su
vartotoju.



1. Literatiiros apZvalga

Siame skyriuje apzvelgiamos pasaulyje taikomos rinkos kainy stabilumo tyrimo metodikos.
Pristatoma Lamberto funkcija, kuri gali bati naudojama skaliariniu arba matriciniu atveju. Taip pat
pagrindziamas(bus pademonstruotas) skaliarinés Lamberto W funkcijos pritaikymas homogeniniy ir
nehomogeniniy diferencialiniy lygciy sprendiniy radimui.

1.1. Rinkos kainy stabilumas

Stabilios jvairiy produkty rinkos kainos yra svarbios tiek vartotojams, tieck gamintojams, kadangi
sparciai krentancios kainos gali pridaryti daug problemy tiekéjams, o kylancios kainos sumazina
vartotojy perkamajg galia, o tai gali sglygoti mazesnj produkty gamintojy pelng.

Maisto produkty kainos dél savo savybiy yra labiau linkusios j svyravimus, nei pagaminamy
produkty kainos. Nestabilios maisto produkty kainos yra ypac¢ problematiskos Zzmonéms, turintiems
mazas pajamas arba gyvenantiems besivystanc¢iose Salyse, kuriose dauguma gyventojy didziaja dalj
savo pajamy (kai kuriose Salyse vir§ 40%[4]) iSleidZia biitiniausiems maisto produktams ir nemaza
dalis namy tkiy gauna pajamas i§ Zemes tkio veiklos[5]. Tokiose Salyse stipriis kainy Suoliai gali
sukelti tiek trumpalaikiy, tiek ilgalaikiy pasekmiy gyventojams. [6] straipsnyje apraSyta, kaip dél
nepalankiy oro salygy pasikeitus zemés produkcijos ir darbo kainoms vaiky lankomumas
mokyklose sumaz¢jo iki 20%, o nepakankamos mitybos atvejy padvigubéjo. Nepilnaverté mityba
yra ypa¢ svarbi problema, nes ilgalaikis maisto trikumas vaikams gali nulemti Zemesnj Ggj,
prastesnius akademinius pasiekimus ir per visg gyvenima sukauptas mazesnes pajamas|[7].

Dél anksciau apraSyty prieZasCiy rinkos kainy stabilumo tyrimy metodai, kainy stabilizavimo biidai
ir nestabiliy kainy priezastys susilauké nemazai susidoméjimo. Vienas i§ pagrindiniy veiksniy, kuris
gali nulemti nestabilias maisto produkty kainas yra klimato salygos[6, 13, 15], kadangi klimato
salygos gali stipriai padidinti arba sumazinti produkcija. Kitas veiksnys, kuris turi didele jtaka
maisto produkty kainoms, yra pasaulinés naftos kainos ir Saliy turimi gamtiniy iStekliy rezervai. [8]
straipsnyje iSnagrin¢jus Afrikos Saliy kukurtizy kainy pokycius besikei¢iant pasaulinéms naftos
kainoms pastebéta, kad Salyse, kurios turi mazesnius naftos rezervus, kukuriizy kainos jautriau
reaguoja j naftos kainy pokyéius pasaulinése rinkose. Siame darbe bus tiriamas pieno kainy
stabilumas, o pieno, kaip ir kity gyvulinés kilmés produkty, kaina taip pat labai priklauso nuo
pasary kainos[13]. Pieno kainy stabilumui taip pat didele jtaka gali turéti gamintojy pasiskirstymas,
[14] nustatyta, kad kuo didesne dalj pieno rinkos valdo tikininky kooperatyvai, tuo stabilesnés pieno
kainos valstybiniu lygiu. [16] pademonstruota, kaip politiniai sprendimai gali paveikti kainy
stabilumg, kai 2003 metais priémus Liuksemburgo susitarima Europos pieno kainos buvo labiau
susietos su pasaulinémis kainomis, dél ko pieno kainos Europoje tapo labiau nestabilios.

Tiriant rinkos kainy stabilumg ir siekiant sumazinti kainy svyravimus yra atlikta nemazai skirtingy
darby. [9] straipsnyje tirtas Kinijos bandymas suvaldyti kiaulienos kainas jkuriant nacionalinj
kiaulienos rezerva. [10] straipsnyje naudotas cobweb modelis su privaciu sandéliavimu siekiant
stabilizuoti zemes tkio produkcijos kainas. [11] pritaikytas dinaminis programavimas BangladeSo
ryziy kainy stabilumui su privaciu ir vieSu sandéliavimu tirti.[16] straipsnyje Indonezijos pieno
kainy stabilumas buvo tyrinéjamas sudarant autoregresijos ARCH modelj. [1] straipsnyje buvo
analizuotos Cekijos paukstienos rinkos kainos, sudarius matematinj modelj — diferencialine lygtj su
vélavimo argumentu, kuri buvo sprendziama skaitiniais metodais(matlab dde23). Buvo nustatyta, su
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kokiais lygties parametrais sistema tampa asimptotiskai nestabili. [12] straipsnyje Ganos kukuriizy
kainy stabilumui tirti naudota netiesiné diferencialiné lygtis su vélavimu. Tyrime naudota tiesiné
paklausos funkcijos ir netiesiné pasiiilos funkcija, o skaiCiavimai atlikti skaitiniais metodais (matlab
dde23).

1.2. Lamberto W funkcija

Lamberto W funkcija yra begalinj skai¢iy Sakny turinti funkcija, daznai naudojama matematikoje,
fizikoje ir kitose srityse. Vienas i$ funkcijos panaudojimy matematikoje yra diferencialiniy lygciy
su vélavimo argumentu $akny suradimas. Si panaudojimo sritis yra labai aktuali, kadangi
diferencialinés lygtys su vélavimo argumentu gali biiti naudojamos matematiskai apraSyti realaus
pasaulio modelius, pavyzdziui, jvairias valdymo sistemas. Tokiy lygéiy problema ta, kad jos yra
sudétingesnés uz paprastas diferencialines lygtis ir metodai, kurie tinka paprastoms
diferencialinéms lygtims netinka diferencialinéms lygtims su vélavimu, todél diferencialinés lygtys
su vélavimu dazniausiai sprendziamos skaitiniais metodais, o tai gali riboti sprendiniy tiksluma. Dél
Siy priezas¢iy Lamberto funkcija gali biiti naudinga, nes ja naudojantis galima surasti tikslius
sprendinius. Lamberto funkcija gali turéti tick skaliarine, tieck matricing iSraiskas.

1.2.1. Skaliariné Lamberto W funkcija

Funkcijos

z=YPw) =we" (1.1)

atvirkstiné funkcija yra vadinama Lamberto W funkcija ir Zymima W(z):

W) =w =y 1(2) (12)

Lamberto funkcija W(z) turi begalin;j skai¢iy Sakny, kurios prie skirtingy k = 0; +1; +2; +3; ..., gali
biti iSreikstos tokia forma:

_ ‘ o In(In(z) + 2mik)™ (1.3)
Wy (2) = In(2) + 2mik — In(In(2) + 2mik) + Z Z Cpm (n(2) + 20ik)P ™
p=0m=p
kur koeficientas ¢y, = (_1)1)5(:;:"1'“1), kur S(n, k) yra antros rasies Stirlingo skaicius. Sis skaicius

gali buti iSreikstas rekurentine formule:

Smk)=Sm—-1L,k—-1)—-(n-1S(n—1,k) k<nS0,0) =1 (L14)

arba suma:

| ~

S(n, k) =

==

k
O
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1.2.2. Matriciné Lamberto W funkcija

Suradus matricos H tikrines reiksmes A;,i = 1,n ir tikrinius vektorius V;,i = 1,n, galima
apskaiCiuoti matricinés Lamberto funkcijos W(H) k-osios (k = (—o,...,—1,0,1,...,0)) Sakos
reikSmes Wy, (H). Jeigu matrica H yra diagonalizuojama, tada taikome formule:

Wi (A1) 0 0
0 0 . W)

kur=1[Vy V, .. V.

Jeigu matrica H néra diagonalizuojama, tai pradziai reikia apibrézti matricos H Zordano kanoning
forma:
) 1.7
J = diag (Jn,(0). Jn, (A2), oo, I, A))

gia J,,(1)- n x n Zordano langelis, atitinkantis tikring reik§me A. Tada k-tosios Lamberto funkcijos
Sakos iSraiska:

. (1.8)
W) = diag (Wk (e 0). (Wi (1, 22) ). s (W (1 (as))))
Zordano langelio matriciné Lamberto funkcija yra uzrasoma transformacija
WD) W'e(A W, ]
(W Wiy . e )

We(lnD)=V| 0 W) .. 0 |v-1
0 0o . Wi (1)

Transformacija (1.9) yra apibrezta visoms tikrinéms reiksméms nelygioms —e 1. Jeigu k = 0, tai
neegzistuos Wy, (J, (1)), kai 2 = —e™1, kadangi W, (—e™1) neegzistuoja. Tai galima jrodyti taikant
Lamberto funkcijos isvestinés formule:

aw _ W(2) (1.10)
dz z(1+W(2)

Vietoje z jstatome reiksme —e ™1

Wo(—e™1) —1 1 (1.11)

e 11+ Wy(—e 1) —el(1-1 0

Tarkime, kad turime matricos Zordano langelj 2 x 2, kuris atitinka tikring reikime 1 = —e 1,

1= D=0 _j-l)iadawk(/):(wko(” ”J/’:(%) (112)
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Tikriname, ar tenkinama lygybé W, (J)eWxU) = J. Surandame i§vesting A = W, (1)e"«P kuri lygi
1 =W D)e" @D + AW’ (1). Tuomet turime:

Wr(d) W)
Wk(])eWkU)=( ) W (’1)) 7 W)
0 W)
(W A)ewkw W' (DeV® + W' (D)W, (1)e"r? (1.13)
W (A)eWe® '
,1 W’ (A)eWMHW'k(A)) J
o A
Jeigu tikriné reik§mé lygi A = —e ™1, tuomet Wy (1) = —1ir
Wo () W’o()l)>_ 1 WO(A) [ , 1 1 ]
( 0 WD) _(0 — Wol) =y~ 1o (1.14)

(-1 o
B ( 0 —1)
- _1 - . . -
Gauname, kad kai | = ( % 81—1) pagal (1.10) ir (1.11) i8raiskas (W'y(—e™1) = o) ir
Wo(—e ™) W'y(—e™? —
o(—=e™) ol e—1))=( 1 Oo),t.y.
0 Wyo(—e™) 0 -
matricinis Lamberto funkcijos reikSmé prie argumento J neegzistuoja. Tai yra svarbu Zinoti tiriant

valdymo sistemas ir rinkos kainy stabilumus Lamberto funkcijos metodu. Jei sistemos Zordano
matrica yra tokia, kaip (1.14), tuomet Lamberto funkcijos metodo taikyti negalima.

remiantis (1.14) iSraiska galime teigti, kad W (J) = (

1.2.3. Skaliariné Lamberto W funkcija homogeninéms diferencialinéms lygtims

Lamberto W funkcija gali biiti taitkoma spresti tiesinéms diferencialinéms lygtims su vélavimo
argumentu. Tarkime turime diferencialing lygti:
1.15
x'(@t)+ax(t—1)+bx(t) =0 (>0),t =0, (1.15)
x(t) = ¢(0), t € [-7;0];

Cia T — fiksuotas vélavimas, x(t) — ieSkoma funkcija, ¢(t) — pradiné funkcija, a ir b — konstantos.

Darome prielaidg, kad lygties sprendinys turi forma:

1.16
x() = X(6) = e, (1.16)
kur s yra kompleksinis skaicius. jsta¢ius (1.16) j (1.15) gauname
1.17
eS{(s+b+aes") =0 (117)
Daugiklis et negali bati lygus 0, todél turime
(1.18)

s+b+ae”*"=0
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Abi puses padauginame i$ e** ir gauname:

1.19
(s+b)e’" =—a (1.19)

Lygtis (1.19) yra transcendentiné charakteristiné lygtis, ir atitinka diferencialine lygtj su vélavimo

argumentu ir turi be galo daug Sakny. Vienas i§ btdy iSspresti tokia lygty yra taikyti Lamberto

funkcijy metoda. Abi lygties puses padauginame i3 te?*:

(s + b)teS*hT = —_qrebt (1.20)
Pritaikome Lamberto funkcijos apibrézima z = Y(w) = we,
1.21
W(—ateb®) = (s + b)t (1.21)
Ir gauname:
(1.22)

W (—ateb?)eW(-ate’) = _ggeb®

gia W(—areP®) — Lamberto funkcijos W(z) reiksmeé, kai argumentas z = —are’®. Pritaike
Lamberto funkcija gauname transcendentinés charakteristinés lygties sprendiniy aibg:

1 (1.23)
Sk = ;Wk(—arebf) —bk=0,+1,%2,..
Atskiri diferencialinés lygties sprendiniai turi forma:
1.24
X, (t) = 5kt = eGWK(=awe") =Dt o 4q 4o (29
Tuomet bendrasis lygties sprendinys gali biiti uzraSomas taip:
x(t) = z Cke(%Wk(—arebT)—b)t (1.25)
k=—o0
¢ia C(k = 0,+1, %2, ...) — skaliarinis koeficientas.
Koeficienty radimo algoritmas:
Intervalg [—t, 0] padaliname j lygias dalis (¢ia N yra pakankamai didelis skaiius):
2T 2T T T .. . . T ..
[-7,0] = [—r, —ﬁ] U [—5, —ﬁ] U..u [_E'O] (Tiriamas intervalas skaidomas By dydziu).
Randamos pradinés funkcijos reikSmés padalinty intervaly galuose:
@(0) = -+ C_yX_n(0) + C_(y—)X_n-1)(0) + ==+ + C_1X_1(0) + CpX,(0)
+ C1X;(0) + -+ + Cy—1Xy-1(0) + CyXy(0) + -+, (1.26)
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(p(_%) = ---+C_NX-N( 2N)+C -1X-(v-1) (_%)Jr X ( ZZV)
() 60 () 4 Gt ()

2N
+ CuXn (- %) oo

( ZT)— +CX ( 2T)+C X ( 2T>+ C X ( ZT)
P\"2n) T -NA-N\T o) T - DA--D (T oy -1 2N

2t 2T 2T
+COX0( 2N)+C1X1(_ﬁ)+ +CN 1XN 1(_m>
k(- 2)+-
NEN 2N ’

@(=1) =+ CpX (1) + C_v-)X-v-1) (=) + -+ C_1 X1 (—=T) + CoXo (—T)
+ C1X1(_T) + b + CN—1XN—1(_T) + CNXN(_T) + e
Gauname lygciy sistemg sudarytg i§ 2N +1 lygciy.
Toliau aprasome aproksimacija matricinéje formoje, kai matricy eilé yra lygi 2N +1:
/ ¢ (0) \ / X N0 . Xn(0) \
T T C_n
g | [ralgn) - )| (e
21 | ~ | ¥ ( Zr> ( C_n
¢(—53) k -~v\~3y5) -

I
I (1.27)
X_n(T) XN(‘L') /

o(—1)

Arba
(1.28)

®(t,N) ~ X(t, N)C(N)
Vektorius C(N) yra ieskomas koeficienty vektorius (C)¥__y(N = ).

Padar¢ prielaida, kad (2N + 1) X (2N + 1) matricai X(z, N) egzistuoja atvirk§tiné matrica,
koeficienty vektoriy C(N) galime apra$yti taip:

C(N) =X"1(r, \)@(t,N) (1.29)
arba

Cie = lim (X7 (7, N)® (7, N) }ic (1.30)

simbolis {. };, reiskia k—ajj vektoriaus elementa.

15



1.2.4. Skaliariné Lamberto W funkcija nehomogeninéms diferencialinéms lygtims

Lamberto funkcija taip pat gali bti taikoma spresti ir nehomogenines diferencialines lygtis su
véluojanciu laiku argumentu. Tarkime, turime skaliaring diferencialine lygtj:

x'(t) + ax(t) + bx(t — ) = u(t) (1.26)
X(t) = ¢(t), t € [_Tr O]'

kur a,b — diferencialinés lygties koeficientai, ¢p(t) — pradiné funkcija, u(t) — laisvasis narys.
Tuomet lygciai galima paraSyti atskirgjj sprendinj:

t
1.27
X0 = [ W Ou@)a (27

0

Y(t, {) turi tenkinti salygas:

%W(t, ) =a¥(t, ), t—t<{<t, (1.28)
(%‘P(t, () =a¥(t, ) +b(t,{+ 1), (<t-—-T7 (1.29)
Wit =1 (2.30)
(1.31)

W, ) =0, (>t
Ivedame pazyméjima W(t,{) = g({) ir istatome j lygti:
9'(§) = ag(9),

dg(()
az

Atskiriame kintamuosius ir paraSome diferencialinés lygties sprendinj:

dg({)
g@)‘“fdz

In(g() = al + Cy,

Pazymime C, (¢) = In(C (1)), C(t) = C. Tada

In (@) = ad,

ag({)

)



9({) = Ce®.
Turédami W(t, ) = C(t) e*, randame koeficienta C(t):
Y(t,t) = C(t)e* =1,

C(t) = e %,
Tuomet W(t,{) = C(t) e%, galima parasyti taip:

Yt =e Ue¥ =t t_r<¢<t (1.32)

Ivedame pazyméjimg W(t, () = g({), tuomet diferencialing lygtj uzraSome:

9' () =ag(+bg((+1),{<t—-7 (1.33)
Tarkime, kad lygties sprendinys uzrasomas tokia forma:
g(Q) = Ce*, (1.34)
Cia C = C(¢).
Cses$ —aCes$ — bCesE+D = (1.35)

Gauta lygtis yra transcendentiné charakteristiné lygtis, kurig sprgsime taikydami Lamberto
funkcija:

Ce*$(s —a—be’?) =0,

(1.36)
(s—a—be") =0
Padaugine abi lygybés puses i§ eS¢ gauname
(s—a)e " =b. (1.37)
Pasinaudojame Lamberto funkcijos apibrézimu:
W(H)eWH = g (1.38)
Sulyging iSraiskas (1.37) ir (1.38) gauname:
—1(s —a) = W(—bte?) (1.39)
ISreiskiame s:
1
s = —;W(—bre‘”) +a (1.40)
Tuomet lygties sprendinj galima uzraSyti taip:
9(0) = o FWk(-be)+a) (1.41)

Panaudoj¢ prading salyga, pateikta (1.28), surandame funkcijg C(t):
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1 at
g(t, t) — C(t)e(—?wk(—bre )+a)( — 1’
(1.42)
C(t) — e(%Wk(—bre‘”)—a)t
Istate C(t) 1 (1.40), gauname:
¥, (t Q) = e(%Wk(—bre‘”)—a)(t—Z) (1.43)

Kadangi Lamberto funkcija turi begalinj skaiciy Sakny, galutinis sprendinys iSreiSkiamas suma:

W(t,{) = Z W (t, Q) = Z o (FWi-pre®D=a)e=0) o1, (1.44)
k=—00 k=—o0
Cia C'}, — skaliarinis koeficientas. Atskiras nehomogeninés diferencialinés lygties sprendinys:
t t
x(t) = f W(t,{) bu({)d{ = f e O pu(d¢,t <t (1.45)
0 0
t-T t
x(6) :f Z e(%wk(—brear)—a)(t—()crk+ fe‘a(t_obu(f)d( (1.46)
0 k=-—c t—1
Turédami atskirojo sprendinio i$raiskg intervale (0; +0):
t oo
x(t) = f > e bu)dg (1.47)
0 k=—o

Galime parasyti nehomogeninés diferencialinés lygties bendrajj sprendinj intervale (0; +00):

0 t o
x(t) = Z eSkECy, + j Z eskt=9¢', bu(Q)di, (1.48)
k=—o0 0 k=—o0
Cia
1
Sk = ;Wk(—bte‘”) —a. (1.49)

¢ia €'y, = limy_, (™ 1(T, N) X (6 — &) koeficienty matrica. C', koeficienty matrica randama

/ U(T)T \ T]—N(T)T nN(T) \

S I i

ka (T—ﬁ) | kn_N (T.— m) (r—— | (1.50)
o(0) / T ©® e m(©)

éia
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t

(1) = f e Bit=Dpy(&)dé

0
t—t

n(e) = f eSKD by (£)de (151)

0

t

5(t) = f e B1t=Dpy(&)dé

t—-7

Norint rasti supaprastintg koeficiento C'j, radima, reikia suprastinti lygtj:

a(t) =n)C'y + 5(¢). (1.52)

Pirmiausiai paraSome (1.52) lygties narius a(t) ir §(t) po vienu integralu:

t t t—-1
a(t) —8(t) = f e B1t=Dpy(&)dé — f e B1t=Dpy(&)dé = f e Bilt=Opy(&)dé  (1.53)
0 t—t 0

Tuomet (1.52) lygtis gaunama:

t—71 t—7 0

] e—Bl(t_f)bu(f)dfzj Z C’ke%(wk(_BzTeBlT)_Bl)(t_f) bu(&)dé (1.54)
0 0

k=—o0

ParaSome (1.53) lygti po vienu integralu

t—1

j (e_Bl(t-a_ z Crke%(Wk(-BzfeB”)-Bl)“-f))bu(f)df= 0.
0

k=—o0
Atlike pazymejimusp =t — ¢, =t —p,t = p + &, gauname:

o)

e~Bip — Z ¢ erWil-BareP ) =B.)p (1.55)

k=—o00

Taigi norint rasti koeficienty matricg C’

C'(N ~ ) = lim {H(T, NI(z, N)_l} (1.56)

éia



( eB1(®) ] [ eS-N(D)
eBl(r—%) eS—N(T—%)
) ={ sz H_[u, M) = | 52
\ .50 ) | 5N (0)

C'_y

C'_N+1
= 1 C'_n+2 };

L ey )

eSN(T)
T
eSNT3R)

2T
eSNT—3R)

oSN ()

; C'(N)

(1.57)

r'(t,N) yra n(2N + 1) x n matrica, [[(z, N) yra n(2N + 1) X n(2N + 1), o C'(N) yra n(2N +

1) X n matrica.
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1.3. Lamberto W funkcijos pritaikymas ekonomikoje

Matematiniai modeliai yra neatskiriama Siuolaikinés ekonomikos dalis. [vairios ekonomingés
problemos gali apraSytos matematiskai, nuo sandéliavimo uzdaviniy ir optimalaus prekiy kiekio
uzsakymo iki kainos prognozavimy ir rinkos kainos pusiausvyros stabilumo tyrimy. Kadangi
ekonomikoje yra daugybé nuolat besikei¢ianciy kintamyjy, nemazai procesy, tokiy kaip saliy BVP
augimas bégant laikui ar dinaminiai paklausos-pasitilos modeliai gali buti apraSomi matematiskai
pasitelkiant diferencialines lygtis. Norint prasyti realaus pasaulio salygas atitinkancius modelius
diferencialinése lygtyse daznai jtraukiamas vélavimo argumentas, kas apsunkina lyg¢iy sprendima
tradiciniais metodais. D¢l Siy priezasCiy Lamberto W funkcija gali biiti naudinga ir ekonomikos
srityje.

Paskutiniu metu Lamberto W funkcija susilaukia vis daugiau démesio dél potencialiy panaudojimy
ekonomikos ir finansy srityje. [18] straipsnyje iSvesta optimalaus paskolos refinansavimo taisyklé,
kuri yra paremta Lamberto W funkcija. Padarius keleta modelj supaprastinanciy prielaidy buvo
surastas refinansavimo problemos uzdaros formos sprendinys. Naudojantis tokiais sprendiniais
galima jvertinti kiekvieno modelio parametro reikSmingumg, galima nesunkiai atlikti
palyginamuosius skai¢iavimus ir apskai¢iuoti kitus svarbius dydzius, netaikant skaitiniy metody.
Naudodamiesi gauta refinansavimo taisykle autoriai jvesdami skirtingus parametrus, tokius kaip
likusios paskolos verté, refinansavimo kaina ir t.t., gali nustatyti, kad klientui yra tikslinga svarstyti
refinansavimo galimybe. [19] straipsnyje buvo jvertintas Lamberto W funkcija pagristo ekonominio
uzsakymo kiekio (EOQ) problemos pritaikymas tiesioginio jpurSkimo varikliuose. Buvo sukurti
realaus pasaulio salygas atitinkantys modeliai, jvertinantys fizines cilindry savybes. Lamberto W
funkcija buvo panaudotg siekiant nustatyti optimaly jpurSkiamy degaly kiekj ir jpurSkimo trukme.
Atlikus skai¢iavimus buvo nustatyta, kad pritaikius Lamberto funkcija gauta eksperimentinj variklj
ir esant atitinkamoms saglygoms galima sutaupyti vir§ 5% degaly. [20] straipsnyje buvo iSanalizuoti
2 EEQ scenarijai, vienas, kai prekiaujama greitai gendanciais produktais, o kitas kai produkcija gali
ilgai stovéti sandéliuose. Pirmajame modelyje autoriai nagrin¢ja meliony tiekimo granding, o
antrajame paralono gamybos modelj. Meliony tiekimo modelis yra jdomus tuom, kad tik nuskynus
vaisiy, jis pradeda bégant laikui prarasti savo verte, tod¢l optimizuojant tieckimo procesg reikia
atsizvelgti ne tik j skynimo ir i8veziojimy darby kaing, bet kartu vaisius reikia parduoti tokiu laiko
momentu, kad biity prarandama kuo maziau jo vertés. Kitas pavyzdys yra pritaikytas paralono
gamybos procesui. Optimizavimo uzdavinys yra parinkti, kokio dydzio paralono blokus gaminti,
kad rasti pusiausvyra tarp didelio medziagy kiekio praradimo paralono iSpjaustymo j reikiamag
forma procese ir pagaminto produkto kiekio, kurj véliau reikés sandéliuoti. Lamberto W funkcija
buvo panaudota apskaiciuojant tikslius diferencialiniy lygciy sprendinius.

Logit modeliai yra daznai naudojami ekonomikoje, nes jais galima lengvai iSreiksti paklausos ir
pasitlos lygtis. Naudojant logit modelius daznai tenka susidurti su polinominiais ir eksponentiniais
nariais, o tai reiSkia, kad surasti sprendiniy analitiniais metodais tampa nejmanoma. [21] straipsnio
autoriai siiilo, kad norint surasti kainy pusiausvyros taskus yra tikslinga naudoti Lamberto W
funkcijg. Norédami tai pademonstruoti, autoriai suranda uzdaros formos sprendinius kainos
modeliui esant monopolio atvejui ir esant konkurencijai. Suradus analitinj sprendinj galima
studijuoti skirtingy nepriklausomy kintamyjy jtaka priklausomam kintamajam. [22] straipsnyje logit
modelis naudojamas skaiciuojant jmonés kuri prekiauja keliais skirtingais produktais bendra pelna.
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Modeliai buvo jvertinti tick monopolio atveju, tiek esant konkurencijai. Monopolio atveju pritaikius
Lamberto W funkcija buvo surasti skirtingy produkty kainy pusiausvyros taskai. Kai rinkoje yra
keliy skirtingy konkuruojanc¢iy jmoniy atitinkantys produktai, jy kainos priklauso ne tik nuo to, kokij
pelng siekia gauti produktus pardavinéjanti jmone, bet ir nuo visy kity jmoniy produkty kainy.
Atvejui, kai kelios firmos konkuruoja tarpusavyje buvo pritaikyta modifikuota Lamberto funkcija.

1.4. Diferencialiniy lyg¢iy su vélavimu sprendimas skaitiniais metodais

Siame poskyryje aprasysime, kaip diferencialinés lygties su vélavimu gali bati sprendziamos
pasitelkiant skaitinius metodus. Siame darbe surasti apytikslius tiriamy matematiniy modeliy
sprendinius naudojame funkcija dde23, kuri yra aprasyta Matlab pakete. Si funkcija yra placiai
naudojama spresti diferencialinés lygtis su vélavimu ([1], [12]).

Turime diferencialine lygtj su vélavimo argumentais:

yl(x) = f(xr y(X), y(x - Tl)' y(x - TZ)' 'y(x - Tk))'

¢ia 74 - vélavimo argumentas, kai T = min(ty, ..., T) > 0. [23] Saltinyje aprasSyta, kad funkcija
dde23 skirta dirbti su tokiomis diferencialinémis lygtimis, kuriy vélavimo argumentai yra
konstantos. Lygtis apibrézta intervale a < x < b, jos pradiné funkcija y(x) = S(x) apibrézta
intervale [—oo; a]. Sprendziant diferencialines lygtis su vélavimu pradiné funkcija yra reikalinga,
nes reikia jvertinti ir lygties reikSmes prie§ pradinj laiko taska t = a, kadangi dél vélavimo
argumento norint suskaiciuoti lygties sprendinio reik§més pradiniame laiko taske t = 0, reikia
jvertinti reikSmes taske t = 0 — .

dde23 yra paremta kita matlab pakete aprasyta funkcija ode23, kuri yra skirta spresti paprastoms
diferencialinémis lygtims. Funkcija remiasi tripakopiu Rungés-Kutos metodu, kuris yra iSplé€iamas
taip, kad buty pritaikytas spresti diferencilines lygtis su vélavimu.

Tripakopis Rungés-Kuto metodas pateikiamas trimis formulémis:

Tarkime, kad turime aproksimacijg y, prie y(x) ir x,, reikia apskaiéiuoti x,,, = x, + h,,. Etapai
fni = f(ni + ypi) SUVI =1, ..., s yra apibréziami x, .1 = X, + c;hy:

i-1
Yni = Yn + hy z Ajjfnj
j=1
ApraSome aproksimacija:
s
Vs = Y+ hn ) bifui
i=1
Apibréziame funkcija:
s
D (xn, yn) = Z bifni
i=1

Sprendinys tenkina lygtj su liekana, kurig vadinsime aproksimacijos paklaida [te,,, tai yra O(hfi“):
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Y(xni1) = y(xn) + hn®@(x,, v () + ltey,

Sprendinio zingsnio dydis:
y*n+1 =Ynt hnz b*ifni = Yn + hn @ (xn, yn)-
i=1
Trecioji formulé:
S
Ynte =Yn T hn Z bi(o')fni
i=1

Koeficientai b; yra ¢ polinomai, tai zymi polinomy aproksimacijg y(x,, + gh,), kai0 < o < 1.

Matlab  pakete  realizuotai  funkcijai ~ duomenys yra  pateikiami  tokia  forma:
dde23(y'(x), (14, ..., Tp), h(x), [a, b)),

¢ia y'(x) — turimos diferencialinés lygties israiska, (74, ...,7,) — vélavimo argumenty vektorius,
h(x) — lygties istoriné funkcija prie§ tiriamojo intervalo pradzia, [a,b] — intervalo pradZios ir
pabaigos taskai.

Metodo pseudokodas:

input t - laikas (sekundémis), y — kintamasis, z — kintamasis su véluojanciu argumentu, B, ir B, —
skaitinés matricos
Output H = (hy41(ty), ..., hys(t;)), pereinamosios funkcijos vektorius. Sio vektorius ilgis priklauso
nuo intervalo, kuriame ieSkomas sprendinys, ilgio.
Step 1 Aprasome kintamuosius. | — skai¢iavimo intervalo ilgis, no — lygus matricos B; eilei.
Step2k -1
fori « 1tongdo

for j « 1tongdo

hiy (t) = B1 (L, ))yij + B2(6,))z;

end do j
enddoi
Step 4 H < (hy1(&1), ..., hs1 ()
Output H
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DDE 23 taikymo pavyzdys
Tarkime turime diferencialing lygtj su pastoviu vélavimu:

y'(t)=—y(t)—2*y(t—1)—10

Tarkime, kad lygties pradiné funkcija yra konstanta ¢(t) = 1. Norédami pritaikyti dde23 spresti
Siai diferencialinei lygc€iai turime matlab pakete aprasyti diferencialine lygti ir prading funkcija.
Diferencialiné lygtis aprasoma tokia forma:
function yp = ddefun(t, vy, 2)
yp = -y - 2 * 2 - 10;
end
Aprasome prading funkcija:
function y = yhist(t)
y = 1;
end

Funkcijai dde23 reikia paduoti tokius parametrus: diferencialing lygtj, vélavimo argumentus,
prading funkcijg ir tiriamajj intervalg. Tarkime, kad mes norime istirti lygti su vélavimo argumentu

T = 0.9 intervale [0; 50]. Tuomet kreipinys j funkcija atrodyty taip:
sol = dde23(@ddefun, 0.9, Q@yhist, [0, 501);

Funckijos surasti lygties sprendiniai surandami taip:

tint = linspace (0, 50, 50);
yintl = deval (soll, tint);
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1 pav. Diferencialinés lygties sprendinio reikSmés, kai t = 0.9
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Sprendinius atvaizdavus grafiskai galima stebéti sprendinio dinamikg bégant laikui. Pirmame

paveikslélyje matyti diferencialinés lygties sprendinys intervale [0; 50], i skai¢iuojant naudota 50
zingsniy. I§ grafiko matyti, kad toks pasirinktas yra per mazas.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t

2 pav. Diferencialinés lygties sprendinio reikSmés, kai Tt = 0.9

Antrame paveikslélyje pavaizduotas tas pats lygties sprendinys vietoje 50 Zingsniy naudojant 200.
I§ gauto grafikos, galima matyti, bégant laikui sprendinys nusistovi ties -3.33. Didinant vélavimo
argumenty reik§més, galima stebéti, kaip keiciasi lygties sprendinio dinamika.
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3 pav. Diferencialinés lygties sprendiniy reik§més su skirtingai vélavimo argumentais

IS antro paveiksliuko matyti, kad padidéjus vélavimo argumento reikSmei lygties sprendiniai
svyruoja ilgesnj laika ir su didesne amplitude.
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4 pav. Diferencialinés lygties sprendinio reik§més, kai t = 1.5
Pasirinkus pakankamai didelj vélavimo argumentg sistemos sprendiniai pasidaro nestabilis.

Naudojantis tokia metodika galima nustatyti, leistinas vélavimo argumento intervalo reikSmes, kad
sistema i8liktu stabili.

26



2. Duomenys ir tyrimo metodai

Siame skyriuje tyrinéjama rinkos kainy stabilumo dinamika, kai rinkos kainos matematinis modelis
— tiesiné diferencialiné lygtis su vélavimo argumentu. Rinkos kainos matematiniam modeliui
apraSytam naudojant pasiiilg ir paklausg, jo transcendentinés lygties sprendimui pritaikysime
Lamberto funkcijy metoda.

Tirsime transcendentinés lygties Sakny, gauty taikant Lamberto funkcija, i$sidéstyma kompleksinéje
plokStumoje, pagal tai analizuodami konkreCiy pavyzdziy parametry dinamika. Analizuosime
rinkos kainos matematinio modelio sprendinio kitimg tam tikruose intervaluose, pagal tai
spresdami, kokiems konkretiems rodikliams esant, kaina islicka stabili.

Skyriuje pateikiamas nagrinéjamas realus vistienos rinkos kainy matematinis modelis ir jo
svyravimai esant skirtingoms koeficienty reikSméms.

2.1. Rinkos kainos stabilumo tyrimas taikant Lamberto funkcija
2.1.1. Homogeninis atvejis

Tarkime turime rinkos kaing, kuri yra aprasyta skirtumu tarp produkto paklausos ir pasitlos:

2.
p'(®) =D(p(®) — S(()) &3

gia D(p(t)) — paklausa, S(p(t)) — pasiila, o kintamasis p(t) yra kaina, priklausoma nuo laiko t.

Siame darbe nagrinéjamas rinkos pusiausvyros matematinis modelis yra diferencialin¢ lygtis su
véluojanciu laiko argumentu:

'@ =y (@(p®)-SpE-D)) (2.2)

kur T — vélavimo argumentas, 0 y — rinkos elastingumo koeficientas. Realaus pasaulio salygomis
tarp produkto paklausos ir pasiiilos atsiranda vélavimas, todél modelyje naudojamas argumentas t.
Tuomet paklausos ir pasiiilos lygtis galime uzrasyti taip (2.1):

D(p(t)) = a+ Bp(t); B <0, (2.3)
Sp—1)=A+dp(t—1); 6 > 0.

Panaudoje (2.3) iSraiskas (2.2) formuléje galime uzrasyti rinkos kainos matematinj model;:

2.
p'(®) =y(a+ppt) — A —p(t—1)) (2.4)

Pazymime naujus kintamuosius v = y§,r = —yp ir jstatome | lygtj (2.4):
, (2.5)
p'@®) =y(a—21) —rpt) —vp(t—1)

Padauginam ir padalinam lygties (2.5) narj y(a — 1) i$ (6 — B):
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(6 -5B) (2.6)

p'(t) =y(a— ﬂ)m —rp(t) —vp(t—1)
Iveskime rinkos pusiausvyros koeficientg p(e) = % i lygtj (2.6):

p'(©) + r(p(®) — p(e)) — v(p(t — ) — p(e)) = 0. @7

Pazyméje z(t) = p(t) — p(e) ir istate i (2.7) lygtj gauname diferencialing lygtj su véluojanciu laiko
argumentu:

2.8
z'(t) +rz(t) +vz(t — 1) = 0. (28)
Gautai lyggiai spresti naudosime Lamberto funkcijos metoda. Tuomet z(t) = eSt:
seSt +rest + pest=D = 0, (29)
Abi lygybés (2.9) puses padaliname is et ir perkeliame ve ™ j kita lygties puse:
s+r=ve ™, (210)
Abi lygybeés (2.10) puses padauginame i§ 7e?¢+7):
(s 4+ r)1e™C+) = —pre™, (211)
Panaudoje Lamberto funkcija ¥ (w) = we" gauname:
2.12
(s+1r)t =W(—vre™). (212)
Surandame lygties sprendinj:
(2.13)

Sy = =Wy (—vte™) —r.
T

Panaudoje kintamuosius v = y§ ir r = —yf galime paraSyti rinkos kainos transcendentinés lygties
sprendinio iSraiska:
1 2.14
Sk = ;Wk(—y&e_yﬁr) —yp. (214)

Matematinio modelio, aprasyto (2.4) lygtimi sprendinys, kai turime, kad p(t) = z(t) + p(e) ir
Z(t) = Ype_o €5t Cy gali biiti uzradytas taip:

o)

PO = ) MG+ pe).

k:—OO

(2.15)

Gautg sprendinj naudosime tirti rinkos kainy stabiluma, prie skirtingy parametry.
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2.1.2. Nehomogeninis atvejis

Tirsime pirmos cilés nehomogening diferencialing lygtj su vélavimo argumentu, kuri dar gali bati
uzraSyta tokia forma:
k'(t) —ax(t) —b(t—1) =u(t), >0

(2.19)
k(t) = @(t),t € [—T,0]
¢ia u(t) = b — a. UzraSome sprendinio israiska [3]:
t
ko) = [ peOu@® (220
0
kur (¢, ¢) atitinka salygas:
d
a_(l/)(t; {) = aw(t:o:t —T< ( <t
00 = (6.0 + (e + D¢ <7 2.21)
Yit)=1
Y(t,{) =0, >t.

Naudodamiesi Lamberto funkcija ir (2.21) aprasytomis salygomis pirmaja lygti perrasome:
P&, =e Dt —T<7<t (2.22)

Antraja lygti uZzraSome taip:

l,lJ(t {)k — e(%Wk(—b‘ce_aT)+a)(t—() (223)

kur k = —oo...c0. Lamberto funkcija turi begalinj skai¢iy sprendiniy, todél sprendinj galime
uzraSyti kaip suma:

PeOe= Y Celcme e @21
k=—0o0

C'i - skaliarinis koeficientas. Kai t <, tai nehomogeninés skaliarinés diferencialinés lygties
sprendinys gali biiti uzraSomas taip:

t t
KO = [ W& Obuds = [ e Dbu(g)dg (2.25)
0 0
Jeigu t > r, tada:
t—-T o ¢
k(t) :f Z Crke(%Wk(—bre-ar)+a)(t—()bu(€)d(_|_ fea(t‘obu(()d( (2_26)
0 k== t—7

kur C’k = limNaw(n_l(Tt N) X (G - 6))](
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3. Tyrimy rezultatai ir jy aptarimas
3.1. Homogeninis atvejis

Norint pademonstruoti Lamberto funkcijos pritaikomuma realaus pasaulio modeliams buvo
pasirinktas matematinis modelis i$ straipsnio [1], kuriame buvo tyrinéjama vistienos rinkos kainy
dinamika. Minétasis matematinis modelis yra apraSytas tokia forma:

p'(t) =y(375.2 — 166 — 0.78p(t) — 1.78p(t — 1)) (2.16)
¢(t) = 0.181t% + 3.4t + 67 t € [—1;0].

Siame tyrime buvo bandoma nustatyti, kaip kei¢iasi modelio svyravimai, kai naudojama pastovi
vélavimo argumento reik§mé, bet rinkos elastingumo koeficiento reiksmé Kkintanti. Bandymuose
naudota vélavimo argumento reik§mé buvo lygi 0.9. Sistemos stabilumas buvo tiriamas stebint
modelio lygties sprendinio dinamika keiciantis laikui t.

110

100 F
a0

0n .‘\ W

pit)

70 H

60

40F

30

f

5 pav. Tirto modelio kainos svyravimai, kai rinkos elastingumo koeficientas 0.9
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6 pav. Tirto modelio kainos svyravimai, kai rinkos elastingumo koeficientas 1.4
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7 pav. Rinkos kainos svyravimai, kai rinkos elastingumo koeficientas 1.9

Pazitiréjus j gautus rezultatus galima pastebéti, kaip keiciasi rinkos kainos svyravimai prie skirtingy
rinkos elastingumo koeficiento reikSmiy. Didéjant rinkos elastingumo koeficiento reikSméms,
rinkos kainos svyravimo amplitude didéja, ir reikia vis ilgesnio laiko tarpo, kad kaina nusistovéty
pusiausvyros taske. Rinkos elastingumo koeficientui pasiekus 1.9 sistema pasidaro nestabili ir
kainos pradeda nevaldomai svyruoti ir nebenusistovi pusiausvyros taske. Sis tyrimas
pademonstruoja, kaip Lamberto funkcijos metodas gali buti pritaikomas tyrinéjant realiy finansiniy
rinky stabiluma.
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Siame darbe toliau nagrin¢jamas matematinis modelis, apradytas 2.1 skyrelyje ((2.16) formule¢).
Siame tyrime pasirinktos kelios skirtingos vélavimo argumento reikimés ir stebétos sistemos
sprendiniy realiosios dalies reiksmés, kai keiCiasi rinkos elastingumo koeficientas. Norint nustatyti
modelio stabilumg buvo tiriamas transcendentinés lygties sprendiniy iSsidéstymas kompleksinéje
plostumoje. Skai¢iavimuose naudojama Lamberto funkcijos Saka k = 0.
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8 pav. Sistemos sprendiniy realiyjy daliy reik§més, Keiciantis rinkos elastingumo koeficientui.

Sistema yra laikoma nestabilia, jeigu jos sprendinio realioji dalis yra neigiama. IS 4 paveikslélio
galima pastebéti, kad esant didesném vélavimo argumento reik§méms sprendinio realiosios dalys
greidiau jgija neigiamas reikSmes. Kai vélavimo argumento reik§meé t lygi 0.9, tai sistema sistema
yra stabili, kai rinkos elastingumo koeficientas yra tarp 0.1 ir 1.406, kai T = 1, tai sistema yra
stabili, kai elastingumo koeficientas yra tarp 0.1 ir 1.265, o kai T = 2, tai sistema yra stabili, kali
rinkos elastingumo koeficientas yra tarp 0.1 ir 0.632. I$ gauty rezultaty matyti, kad kuo didesnis yra
veélavimas tarp prekiy paklausos ir pasiiilos, tuo sistema yra maziau stabili. Atliktas tyrimas parodo,
kad Lamberto funkcijos metodas gali baiti sékmingai taikomas nustatyti, prie kokiy parametry
reikSmiy sistema pereis ] nestabilig padétj. Visi rezultatai palyginti su skaitiniu metodu dde23
apraSytu Matlab pakete.
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3.2.  Nehomogeninis atvejis

Stacionarus Kaleckio verslo modelis turi tokig forma:

J®) =200~ -) =t~ 1),7 >0 (217)

iam = %,n = b yra zym¢jimai, paimti i§ straipsnio[2], T — vélavimo argumentas, | = k(t) — k,,
k(t) — kaina laiko momentu t. [2] straipsnyje Kaleckio modelis yra pritaikytas augimui ir Zymimas
KG. Siame darbe tyrinésime linearizuotg Kaleckio modelj apie pusiausvyros taska [k(t), k(t —

1) = (ko, ko) = (1L,1)].

k'(t) = a(k(t) = 1) = b(k(t — 1) —1),7>0 (2.18)

v m m
dlaa=—,b=—+n.
T T

Siame darbe buvo i$analizuotas Kaleckio verslo modelis su parametrais T = 0.6,m = 0.95,n =

0.121. Jstate parametrus a = % = g, b= (g + 0.121) 1 nehomogenine diferencialing lygtj
turime:
19 19
k(O - @ + <E + o.1z1> (t—0.6) = —0.121; k(t) = 1; ¢ € [=0.6; 0]
1
05} 1=0.60
oH
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§: -1 AR AR A A
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9 pav. Kaleckio verslo modelis su vélavimo argumentu 0.6.
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10 pav. Kaleckio verslo modelis su vélavimo argumentu 0.61.

ApraSytasis Kalcekio verslo modelis buvo tirtas dvejais biidais: tiriant modelio sprendinio dinamika
ir modelio charakteristinés lygties Sakny iSsidéstymg kompleksinéje plokStumoje. Tyrinéjant
modelio stabilumg remiantis sprendinio dinamika buvo paimtos skirtingos vélavimo argumento
reik§més. 5 paveikslélyje pavaizduotas Kaleckio modelis su vélavimo argumentu 0.6 sistema yra
asimptotiskai stabili. 6 paveikslélyje pavaizduotas Kaleckio modelis su vélavimo argumentu 0.61.
Svyravimy amplitudé didéja ir tolsta nuo pusiausvyros tasko, t.y. sistema tampa asimptotiskai
nestabili.
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11 pav. Kaleckio verslo modelis su skirtingais vélavimo argumentais

Siame straipsnyje Kaleckio verslo modelis su parametrais m = 0.95;n = 0.121, taip buvo tiriamas
stebint modelio charakteristinés lygties sprendiniy iSsidéstymg kompleksingje plokStumoje. 7
paveikslélyje pavaizduotos gauto sprendinio realiosios dalys su vélavimo argumento reik§Smémis
nuo 0.1 iki 2, kai argumento reik§més buvo didinamos kas 0.1. Sistema laikoma stabilia, Kkai
sprendinio realioji dalis yra neigiama, todél i§ gauto grafiko galima padaryti i§vada, kad sistema yra
stabili, kai vélavimo argumento reikSmés yra iki 0.6, o kai vélavimo argumento reikSme pasiekia
0.61, sistema tampa asimptotiS$kai nestabili. Gauti rezultatai patvirtina tai, kg gavome tirdami
modelio sprendinio dinamika. Visi rezultatai palyginti su skaitiniu metodu dde23 apraSytu Matlab

pakete.
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3.3. Programiné realizacija ir instrukcija vartotojui

Darbe bus tikrinima ar sistema, kurios matematinis modelis yra tiesiné homogeniné diferencialiné
lygtis yra stabili su pasirinktais modelio parametrais. Matlab programavimo kalboje parasSyta
programa kompleksinéje plokStumoje atvaizduoja sistemos sprendinius.

Atsidarius pradiniam programos langui vartotojas turi jvesti vélavimo argumento reik§me, modelio
parametry a ir b reikSmes, bei intervalo, kuriame keisis rinkos elastingumo koeficiento reikSmes,
pradzios ir pabaigos taskus.

e "STF' b
T Panel
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09
0.8 1
a reikgme
1.78
L Intervalo pradZia
0
Intervalo pabaiga
0.4 pabai
2
Grafikas
0.2
Walyti
0 A
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

8 pav. Pradinis programos langas

Paspaudus mygtuka ,,Grafikas* programa atvaizduoja sistemos sprendinius. Y aSyje atvaizduojamos
rinkos elastingumo koeficiento reik§més, o X aSyje sistemos kompleksinio sprendinio realiosios
dalys. Kai sprendinio realiosios dalys pasidaro teigiamos, tada Sistema tampa asimptotiskai
nestabili.
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Sprendinio menamoji dalis

Programos lange galima atspausdinti keliy skirtingy modeliy grafikus jy vizualiam palyginimui.
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9 pav. Programos vykdymo langas
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10 pav. Programos vykdymo langas

Paspaudus mygtukg ,,Valyti® programa iStrina visus nupiestus grafikus.
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ISvados

Lamberto W funkcijy metodas pritaikytas tirti finansiniy rinky stabiluma , kai rinkos kainos
matematinis modelis aprasytas tiesine homogenine diferencialine lygtimi su vélavimu.

Lamberto W funkcijy metodas pritaikytas tirti finansiniy rinky stabiluma, kai rinkos kainos
matematinis modelis aprasytas tiesine nehomogenine diferencialine lygtimi su vélavimu.
ApraSyta metodika pritaikyta spresti realiems uzdaviniams: vistienos rinkos kainos modeliui ir
Kaleckio modeliui. Uzdaviniai buvo tiriami stebint modelio sprendinio dinamika ir
transcendentinés lygties sprendiniy iSsidéstyma kompeksinéje plokStumoje.

Tiriant viStienos rinkos kainos modelio charakteristinés lygties sprendiniy i$sidéstyma
kompleksingje plok§tumoje su skirtingomis vélavimo argumento 7 reikSmémis gauta, kad Kkai
vélavimo argumento reikSmé yra 0.9, tai sistema yra stabili, kai rinkos elastingumo koeficiento
y reik§mé yra tarp 0.1 ir 1.406, kai T = 1 — tarp 0.1 ir 1.265, o kai T = 2 — tarp 0.1 ir 0.632.
Tiriant modelio sprendinio dinamika buvo pasirinkti 3 modeliai su vienoda vélavimo argumento
T reik8me 0.9 ir skirtingomis rinkos elastingumo koeficiento y reikSmémis. Kai y = 0.9 ir
y = 1.4, tai Sistema yra asimptotiskai stabili, kadangi sprendinio reik§Smés laikui bégant
nusistovi. Kai y = 1.9 sprendinio reik§més laikui bégant svyruoja vis stipriau, todél sistema yra
nestabili.

Kaleckio modelis taip pat buvo iStirtas tiek tiriant modelio charakteristines lygties sprendiniy
i1$sidéstymg kompleksingje plokStumoje, tiek tiriant lygties sprendinio dinamika. Tyrimai buvo
atlikti su modelio parametrai m = 0.95 ir n = 0.121. I§ gauty rezultaty nustatyta, kad modelis
yra stabilus, kai vélavimo argumento T reikSmés yra tarp 0.1 ir 0.6, o kai T pasiekia 0.61,
modelis tampa asimptotiskai nestabilus.
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Priedai

1 priedas. Programos tekstas

function varargout = Lambert gui (varargin)
% Begin initialization code - DO NOT EDIT
gui_Singleton = 1;

gui State = struct('gui Name', mfilename,
'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn', @Lambert gui OpeningFcn,
'gui OutputFcn', @Lambert gui OutputFcn,

'gui LayoutFcn', 1,
'gui Callback', [1);
if nargin && ischar (varargin{l})
gui State.gui Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout
[varargout{l:nargout}] = gui mainfcn(gui State, varargin{:});
else
gui mainfcn(gui State, varargin{:});
end
% End initialization code - DO NOT EDIT

function Lambert gui OpeningFcn (hObject, eventdata, handles, varargin)
handles.output = hObject;

% Update handles structure

guidata (hObject, handles);

function varargout = Lambert gui OutputFcn (hObject, eventdata, handles)
varargout{l} = handles.output;

function velArg Callback (hObject, eventdata, handles)

o)

% —--—- Executes during object creation, after setting all properties.
function velArg CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function aArg Callback (hObject, eventdata, handles)

Q

% —-—-—- Executes during object creation, after setting all properties.
function aArg CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
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if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

[}

% —--- Executes on button press in grafikasPushButton.
function grafikasPushButton Callback (hObject, eventdata, handles)

pr = str2double (get (handles.prArg, 'String')):;
pb = str2double (get (handles.pbArg, 'String'));
a = str2double (get (handles.aArg, 'String'));

T = str2double (get (handles.velArg, 'String'));

v = pr:pr+0.1:pb;

handles.x real (mla(v, a, T));

handles.y = imag(mla(v, a, T));

plot (handles.x, v, 'o');

xlabel ('Sprendinio realioji dalis');
ylabel ('Sprendinio menamoji dalis');
grid on

hold on

function prArg Callback (hObject, eventdata, handles)

Q

% —--- Executes during object creation, after setting all properties.
function prArg CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white') ;
end

function pbArg Callback (hObject, eventdata, handles)
% ——-—- Executes during object creation, after setting all properties.
function pbArg CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor"'))

set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o)

% —--- Executes on button press in valytiPushButton.
function valytiPushButton Callback (hObject, eventdata, handles)

axes (handles.grafikas)
cla reset;
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